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������ �������� ������ �	!�������� " ���	�"�����
��#�� " � $����� %������ 	������ " ���&�–��$���

�.�. ����1

�����������	��
 ���	�
����	���	 �����	��	 �����–���	��, ������	

��		� �
2
-�	���
���	 �	�	��	 � ����	. �����	�� ����������	 ������
, ���

������� ���	����	� ��	��� ��
 ������� �����. 

�������� ��	�
: �	���
�	��� 	����
�����	� �
���	�	� ��������, ��
���-

��� �	��
–�����
 ������	������	�	 ���
, 	����
 	��
��� �������	�
��� ��-

������	�	 �������. 

����� ���	
������

( , )z f x y=               (1) 


�		� �������� �

�
��� ( , )K x y . ���	����, ��� 	��

2( , ) 0,� x y α≤ − <         (2) 

�� ���	
������ (1) �	 ���	� �
�	��

������� �� ��� ���������. ��		� �	��� �	�
	��

�.�. ��
���� [1]: ���	����	� 0 0a > ����	, ��� 	��
 2C -������� �����
� ( , )f x y ������ ��

����
��	 �� ���
��� a 
 		 �
��
� (1) 
�		� �

�
��� (2), �� 0 /a a α≤ . �. !� �� [2] �����
�

��	��� ��� 
��
��� �
���, �� ����
" ���	� �
�	��

������� ���	
������ � ����#	�
	� ��	��


�.�. ��
����: ���	����	� 0 0r > ����	, ��� 	��
 2C -������� ���	
������ (1) � �

�
���  (2) ��-

���� �� �
��	 
��
��� r , �� 0 /r r α≤ . � 
�$��	 [3] �.�. ��
��� �����
� ��	��
 ��� ���
�� �
�-

��������
��, �� ����
" �
�	��

�	��� ���	
������ (1). %���"	 
	�������" $"�
 �$�$�	�" �


�$���� [4–8]. 
&�
�"��� 
��	����� ��
����

( )
22 2 2( , ) 1 ,xx yy xy x yz z z K x y z z− = ⋅ + +      (3) 


	�������" �.�. ��
���� 
 �. !� ��� ����� ���
���

����� ��	����
� �$
����: �
�	
$��
-

�	���	 �
���	�
	 '����–(��	
� (3) �	 
�		� 2C -�����
� 
	#	�
 � �
��	 
��
��� 0 /r r α>


�
 �� ����
��	 �� ���
��� 0 /a a α> , 	��
 ( , )K x y �����	���
�	� �����
� (2). 

� 
�$��	 [9] $"�� �������� �	�
	��: ����� ���	
������ 2( , )z z x y C= ∈ � ��

���	���� �

-

�
��� ( , ) 0K x y < ��
	�	�	�� �� �
��	 2 2 2.x y R+ ≤ ���
 ���	����	� ���������� 0C > , �����, 

���
2 2 2

,
( , )

m

x y r

dxdy
Cr

K x y
+ ≤

≤�� 0 4,m< < 0,r > �� ���	����	� 0 0R > , �����, ��� 0R R< . � )�� �	�-


	�	 �	 �
	$�	��� ���	�	������ K(x, y) �� ���� ��������� . 
� �������	 
�$��	 
������

��	��� �
���	�
	

2 ( , , , , )xx yy xy x yz z z F x y z z z− = .      (4) 

����� ( )2 2( , , , , ) ( , ) 1
p

x y x yF x y z z z K x y z z≤ ⋅ + + , 1p > , ( , ) 0K x y <  – �
�	
$��
�	���	 �
���	�
	. 

*���� �	
�� �	�
	�� 1. +��
���

�	� 		. 

�	��	�� 1. ����� �
���	�
	 (4) 
�		� 2C -
	����
��	 
	#	�
	 � �
��	 2 2 2x y R+ ≤ . ���


���	����	� ���������� C>0, �����, ���

2 2 2
1

1

,

( , )

m

x y r p

dxdy
Cr

K x y+ ≤ −

≤��
2

0 ,
1

p
m

p
< <

−
0,r >     (5) 

                                                     
1 (��� %�
�

 ,	�
�
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��	
	��
����"� 
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C
e p m
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π

−
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− −

−
−

�
� �− −� � �

+ + ≠� 	
 �� − −� � 
 � 	� �≤ �
�
� + =
� −�

             (6) 

%������	������ �	�
	�" 1. %�� �������	������ 
�������	� 
��	�
������ ��
����

+.�. .	
�#�	 ��: 

( ) ( )
2 2 2

2 2
2 2 2

0 0

1
( , ) ( , ) 2 ( ) .xx yy xy

x y r

d
z d z d z z z dxdy

dr r

π π

ϕ ρρ ϕ ϕ ρ ϕ ϕ

+ ≤

� �
= − −
 �


 �
� 

� � ��          (7) 

/�	�� 2( , ) ,z x y C∈ ( , ) ( cos , sin ),z zρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ= ,ρ ϕ  – ����
�"	 ���
�
���". 

��	�	� ���������	����� �����
�

( )
2

2

2
0 0

1
( ) 1 ( , )

r

g r d z d

π

ϕρ ρ ρ φ ϕ
ρ

� �
= +
 �

� 

� � . 

*���� (0) 0,g = 2( )g r rπ≥ 
 ( ) 0g r′ > �

 0 .r R< < ����� 2 2 2( ) : .D r x y r+ ≤ 0�	�
� ( )g r ��	
-

��, 
�������� �	
��	����� ,	���	
�: 

( )

1

2 2 2 2
1

( ) ( ) ( )1

( ) (1 ) ( , ) 1 .

( , )

p
p

p
p

x y x y

D r D r D rp

dxdy
g r z z dxdy K x y z z dxdy

K x y

−

−

� �� � 
 �
 �≤ + + ≤ + +
 �
 � 
 �� 
 � 


�� �� ��      (8) 

��������� (5), (7) 
 (8), ������	� �	
��	�����

1

2 ( )
( ) .

( )

p

m p

g r
g r

Cr −
′′ ≥          (9) 

���	�


�� �	
��	����� (9) �� (0, )rρ ∈ , �����
�
1 ( 1) 1

2 2 22
( ) ( ) .

1

p m p P

g g r c
p

ρ ρ
+ − −

− −
′ ≥

+

�	
	���� � �
	�	�� �

 rρ → 
 
��	�


�� �� r �� 1R �� 2R 1 2(0 )R R R< < < �



2
,

1
m

p
≠

−
������	�

1

1p −
(

2 ( 1) 2 ( 1)1 1 1

2 22 2 2
1 2 2 1

2
( ) ( )) ( ) .

(2 ( 1)) 1

m p m pp p p

g R g R R R C
m p p

− − − −− − −

− ≥ −
− − +

*�� ��� 2( ) ,g r rπ≥ ��

1
2 ( 1) 2 ( 1)1 2

1 2 22
1 2 1

1 2
.

1 (2 ( 1)) 1

p
m p m pp

p C
R R R

p m p p
π

−
− − − −−

−
� �

 �≥ −

 �− − − + � 


    (10) 

����� 0 ( 1) 2.m p< − < &��
	���� � �	
��	����	 (10) 2R � R , �����
�
1 2 ( 1)2 ( 1)

2 1 22
1 1

2 ( 1)

2( 1)

p
m pm p

pm p C
R R R

p π

−
− −− −

−− − � �
≤ +
 �

− � 

.    (11) 

'
�
������	 ����	�
	 �
��� ����
 �	
��	����� (11) ����
��	��� �


11

2 ( 1)2 ( 1)
1 ( 1)

p

p m pp m p C
R p

π

−

− −− − � �
= + 
 �

� 


 
����

( 1)(2 ( 1))2 ( 1)
2(2 ( 1))2(2 ( 1)) 2 ( 1)

( 1) 1
2( 1)

p m pm p
p m pp m p C m p

p
pπ

− − −− −
− −− − � �− −� �

+ +
 � � 	
−� 
 � �

.  
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( 1)(2 ( 1))2 ( 1)2 ( 1)
2(2 ( 1))2(2 ( 1))2 2 ( 1)

( 1) 1
2( 1)

p m pm pm p
p m pp m p C m p

R p
pπ

− − −− −− −
− −− − � �− −� �

≤ + +
 � � 	
−� 
 � �


, ��	�����	����, 
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2 ( 1)2 ( 1)2 ( 1) 2 ( 1)

( 1) 1 .
2( 1)

p

m pp m pp m p C m p
R p

pπ

−

− −− −− − � �− −� �
≤ + +
 � � 	

−� 
 � �
           (12) 

�

 2 ( 1) 0m p− − < � (11) 
��	�
��� ���� �	
��	�����: 
1 2 ( 1)2 ( 1)

2 1 22
1 1

2 ( 1)

2( 1)

p
m pm p

pm p C
R R R

p π

−
− −− −

−− − � �
≥ +
 �

− � 

. 

���
 ( 1) 2 ,m p p− < �� �
���� ����� �	
��	����� ����
��	� ����
�������� ����	�
� �



11
2 ( 1)2 ( 1)

1 ( 1)

p

p m pp m p C
R p

π

−

− −− − � �
= + 
 �

� 

. 0����� ����� �����
� �	
��	����� (12). 

�

 ( 1) 2m p − = �	
��	����� (10) $��	� 
�	�� �
�

1

2 1
1 21

1
1 ln ln .

1

p

pR p R R
p C

π
−

−� �
+ + ≥
 �

− � 


'
�
������	 ����	�
	 �	�� ����
 �	
��	����� ����
��	��� �



1

2( 1)
1 ( 1) pC

R p
π

−= + 


1

2( 1)1
ln ln ( 1) .

1
pC

R p
p π

−≤ + +
−

�� �����

1 1

1 2( 1)( 1) .p pC
R e p

π
− −≤ +       (13) 

0�	��� (13) ������	��� 
� (12) �
	�	���"� �	
	����� �


2

.
1

m
p

→
−

*	�
	�� 1 ��������. 

���	����	 1.  �� 2p = ��	���
 ���
 !	�
�
�
 � �
�	�� [9]. "�
 ����� ��	�����������

�����: ���� �
���	�
 �������
 ( , )K x y �	���
�	��� ( , )z z x y= �!	�����	���� ���	��� (5) ���

2p = ,�	 �
!��� ����
 R ,�
 �	�	��� �	��� 	!�	��
��	 ��	�����	�
���� �	���
�	���, �!	�-

����	���� (6). 

���	����	 2. #��� 2( , ) 0,K x y α≤ − < �	 2

( )

,
( , )

D r

dxdy
Cr

K x y
≤�� � ��� 2m = �� ��	���� 1 ���!�-

�� �������
� �
�	�� [5]. 

���	����	 3. #��� ���	����	 ���	��� (2) � 2p = , �	 �� (13) ���!��� 	����
 #. $
���


3
.

e
R

α
≤

���	����	 4. %�	���
 1 	��
����� ����	�, ���� ���	��� (5) ���	������� ��� 0 ,r r≥ �!� 0r  – 

���	�	�
� �	��	���
�. & '�	� ����
� ��� !	�
�
�������� ����	 �
���
����
�� 0.r r>  ��

��	�
	!��	��� 0r �	��	 ���������, ��������
� ��
����� �	��	���	� C . 

���	����	 5. #��� ���	��� ��	���� 0 ( 1) 2m p p< − < �� ���	����	, �	 ��	���
 ������
��

���� ����	�.  	�
���, ��	 ���� ( 1) 2 ,m p p− > �	 ���������� ������� ��
������, �	�	���

����� ������� � ����� ���	�	 �
!���
 R . 

1������

� �
���	�
	  

( )
( )2 2 2

2 2

1
1 .

1

p

xx yy xy x yn
z z z z z

x y

− = − + +

+ +
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2 1
12 2 1

1
( ) ( )1

(1 )

( , )

nn

pp

D r D rp

dxdy
x y dxdy Cr

K x y

� �
+
 �

−− � 


−

= + + ≤�� �� , 

( 1) 2 2( 1),m p n p− = + − 0 ( 1) 2 ,m p p< − < 	��
 1.n <

+�	�����	����, �

 1n < �� �	�
	�	 1 
��
�� �
��� ��
��
�	�. 

����� 1.n > 1������

� �����
�
0

( ) ,
r

z I t dt= � ��	 ( )
1

2 1 2 1 1( ) 1 (1 ) (1 ) 1n n pI t R t− − −= + + − − − , 

2 2 .r x y= + 2�� �����
� ��
	�	�	�� � �
��	 
��
��� R 
 �����	���
�	� �
���	�
�

( )
( )2 2 2

2 2

1 1
1

1 1

p

xx yy xy x yn

n
z z z z z

p x y

−
− = − + +

− + +
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ESTIMATION OF THE SIZE OF DOMAIN OF REGULAR SOLUTION 

FOR A HYPERBOLIC MONGE–AMPERE EQUATION 

 
D.G. Azov

1
 

 
The article deals with a hyperbolic Monge–Ampere equation which has a C2-regular solution in the 

circle. It provides sufficient conditions for the existence of estimate for the circle radius. 
Keywords: surfaces with negative Gaussian curvature, hyperbolic Monge–Ampere equation, esti-

mate of domain of regular solution. 
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