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#����	�
�� ������

��������������� ����� 	����	�� � ���� ������������� ����������	�� ���� ���� �� ���

���������������

1,2 ,1,2{ ,1,2},{ , } , ,{ ( , , )}U X
i i i i CC U X Y f u x y×

= =Γ = , 

��� � – ����	 �������� ������ �������� (�����), ���� 1, 2 – �����	���� ������ ����	�� �����-

�� ������. ���������� �� �������� ������ ���� u U∈ , ��������� i-�� ����	� ������� ������

���� i ix X∈ , {1,2}i ∈ . !���	� ������� ������ �� ������� ���� �� ����� ��"����� ���� ������-

���, � �� ������ ���� ����� �������� ���� (�� ������ ������) 1 2 1 2( , )x x x X X X= ∈ = × . # ����

$ 	����� � ���� ����	�� ��������� ������� "��%��  ������� ����� ���	��� ������%�

( , , )jf u x y , { ,1,2}j C∈ . &�� '��� �� ����� ��������� �� �������� ���� ���� �"�� ������-

��������� y Y∈ . 

(��� ������ � «�������» ����������������� y Y∈ "���� ����� ����� «������������-

��� ���������������» ����

( ) :y U X Y⋅ × →

�� (� ������� �����) 

( ) :y X Y⋅ → , 

��������� �	�����	�� 
.
. )������	�� ��� ����������� ��������������	�� ������	���� ��-

 �������� ��������������� ���� [1, �. 353–354]. 

&�������  	 ����������	��

«���������» �������� ��%����

� ���� $, 	������  �	������� �

����������� �����	� �����. 
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�������������» ���������������, ������ �� ��������� ���	���

( ) :y U X Y⋅ × →

�������

min ( , , ) ( , , ( , )) [ , ]c c c
y Y

f u x y f u x y u x f u x
∈

= = ,u U  �∀ ∈ ∈                        (1) 

� �������� '�� ���	��� ( , )y u x ������ (���. 2). 0���� ����� ��� ������ � ��"�� [2–4]. (���

"���� �����������, ��� �	� ����� ��%� ���	��� ( , ) :y u x U X Y× → ���������� � �����������. 

1������, ��� ������� (1) �� �"�� ��������������� y Y∈ ����� ����� �����������

( , , ) [ , ]c cf u x y f u x≥         (2) 

��� ���� ( , ) :u x U X× . 

%����� ���  � �������: �� ��������� ���������  

( ) :u X U⋅ → , ( ) �u U⋅ ∈ , 

��	��, ���

max ( , , ( , )) max [ , ] [ ( ), ] [ ]c c c c
u U u U

f u x y u x f u x f u x x f x
∈ ∈

= = = �  �∀ ∈    (3) 

� �������� '�� ��������� ( )u ⋅ �"��� ����	�� ������� ������ �������� (���. 3). 0���� ��	��

����������� ������������� � �������������� ���	��� ( ) :y  X Y→ . 

&��
����� ���  � ����	��� ������� ������ ��������: 

�	-�����, i-�� ����	 ( 1,2i = ) ������ ���� �������������� ���	���

[ ] min ( ( ), , )i i
y Y

f x f u x x y
∈

=�  ( 1,2i = );               (4) 

�	-��	��, �� ����������� � (4) ���	��� [ ]if x� 	����� ����	 ������� ������ ������� ��	

�� ������� ���	��� «��������» �� /'����� [5] 

1

2

1 1 2 1 1 2

2 2 1 2 1 2

[ ] max [ , ] [ , ],

[ ] max [ , ] [ , ],

z X

z X

x f z x f x x

x f x z f x x

∈

∈

Φ = −

Φ = −

� �

� �
      (5) 

 ������� 	������ 	������ � ����	�� 1,2i = �������� ������� �� ����� ����%���; 

�-������, �� �������������� "��	���������� «���� ��������» ("� ���������������) 

�����

1 ����	 2 ����	

���. 3 
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��������������
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{ } { }1,2 1,2{1,2},{ } ,{ ( ) [ ] [ ]}G i i i ii iX x f x xϕ∈ ∈Γ = = − Φ�

����	� ������� ������ ������� �������� ���������� �� 
'%� [6], 	������ ����������� �����-

������

1 1

2 2

1 1 2 1 1 2

2 1 2 2 1 2

max ( , ) ( , ),

max ( , ) ( , ).

� � �

 X

� � �

 X

 x  x

 x  x

ϕ ϕ

ϕ ϕ

∈

∈

=

=
              (6) 

&�� '��� ����� "���� �����������, ��� �������� ���������� �� 
'%� � ���� GΓ �����������. 

1������, ��� ����������� ��������� 1 1
� �∈ �  (6) ������� ��	�������� �� &����� � ����-

	�����������  �����

{ }1 1 1 2 1 1 2, [ , ], [ , ]e eX f x x x x−Φ� ,              (7) 

����� ��������� ������ 1 1 2[ , ]ef x x� ����� ��������� «��������» 1 1 2[ , ]ex xΦ , � �����%����

«��������» 1 1 2[ , ]ex xΦ �������� 	 �����%���� ������ 1 1 2[ , ]ef x x� . &�� '���  ������� ���	���

1 1 2[ , ]ex xΦ � �������� ���������� 1 2( , )� � x ����� ���, ��� ������� 	����
����� (�������%��) 

 �������� '��� ���	��� �� ��������� 1 2X X X= × . 

,��������� �������� ���������� �� ��������� 2 2
� �∈ � ����������� �������� 1 2( , )� � x

� ����	�����������  �����

{ }2 2 1 2 2 1 2, [ , ], [ , ]e eX f x x x x−Φ� .                (8) 

���	���� «��������������� ����» �	� ������ � (6) ���������� 1 2( , )� � �  x= � �������� ��-

�� $, ������: 

� ����� �������, ��� � ������� ����	�� { }1,2i ∈ ���	��� 1 2( , )u x x � �"�� ����������-

����� y Y∈ ���������� �����������

( ( ), , ) [ ]� � �
i if u x x y f x≥ � ;          (9) 

� ������, �� « �����������» ������� ( )u x � ����������� ���������� (1) ���	���

( , )� u x "����

1 1 2 1 2 1 2 1 2 1( ( , ), , , ( ( , ), , )) [ ]e e e e �f u x x x x y u x x x x f x≤ � ,           (10) 

2 1 2 1 2 1 2 1 2 2( ( , ), , , ( ( , ), , )) [ ]e e e e �f u x x x x y u x x x x f x≤ � ,             (11) 

�� ���� 1 1 �∈ � 2 2 �∈ . 

-�� �� �������, ���

min [ ] [ ] 0,
e

i i
 �

x x
∈

Φ = Φ = { }1,2 ,i ∈     (12) 

� ������ � ����������� � �������� ���������� �  ������� ���	��� �������� ������� ���-

��%��� �� 	������ ����	� 1,2i = . 

�-��������, ����	� ������� ������ «���������» ������ ��������� ����������� (����-

��������) �������� � �∈  (���. 4). 

&������� ���� ��� ������� � ���������� ������� ����� ��������

[ ] ( ( ), , ( ( ), ))� e e e e
� �f x f u x x y u x x=� ,    (13) 

�����

1 ����	 2 ����	

���. 4 
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�� ��� �������� �����������

( ( ), , ) [ ]e e �

� �
f u x x y f x≥ �

��� �"�� ���������������  y Y∈ . 

����������� 1. /���� ��������������� ����������� � ����������	�� ���� ��� ��������-

������� $ (� ����� ����	�� �������� ������ � ����� ����	��� ������� ������) �� �������

��"��

1 2( , ( ), , , )g g� g
cx u f f f⋅ ,       (14) 

��� 1 2( , )e e ex x x=  – �������� ���������� �� 
'%� � ���� ��������  GΓ , ( ) :u X U⋅ → ���� ���	���, 

������������ ������� ����	�� ������� ������, �������

1 21 2[ ( ), ], [ ], [ ].g gg e e � �
c �f f u x x f f x f f x= = =� �

&�� '��� �������������, 

�	-�����, ����	� �������� � ������� �������, � ��	�� *&�, «����������»  � ����������

«���������������» ��������������� ( )y ⋅ , �������������� ��������� �������� ��%����, 

��������� ��%� (��. ���� 1–5); 

�	-��	��, �"� ���	��� ( )y ⋅ � ��������� (1) � ( )y ⋅ , ����������� ������� (3), � ��	��

���������� �� 
'%� � ���� GΓ �����������. 

1������� �������� �����������. 

 ���
 1. /������� 1 2( , )e e ex x x= "���� ����������� � ���� GΓ ����� � ���	� �����, 	���� ex

���� ���������� �� 
'%� � ����

{ } { }1,2 1,2{1,2},{ } ,{ [ ]}i ii iX f x∈ ∈Γ =� ,    (15) 

��� ���	��� ������%� ����	��  ����� ����������� (4). 

'�	��	�-�
�������	�� ���� ��� ����	���	�� (������	�� ������) 

&���� � ���� $ ��������� 1 2U X X Y= = = = R . /	������ ���	��� ������%� ����	�� ��-

������� ����: 
2 2 2

( ) ( ) ( )2 2 2
11 33 1322 12 23

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 2 1 211 22 33 44 12 13 14

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 2 123 24 34 10

( , , ) 2 2 2 ,

( , , ) 2 2 2

2 2 2 2

i i i
c i i i

i i i

i i i i i i i
i

i i i i

f u x y a u a x a y a ux a uy a x y

f u x y b u b x b x b y b ux b ux b uy

b x x b x � b x � b x

= = =

= + + + + +

= + + + + + + +

+ + + +

� � �

{ }( )
2202 , 1,2 .

ib x i+ ∈

      (16) 

! ������
2

( )
33 13 23

1

33

2 2 2 0,

0

ic
i

i

f
a y a u a x

y

a

=

�∂
= + + =�

∂�
� >�

�
      (17) 

�������, ���

min ( , , ) ( , , ( , ))c c
y Y

f u x y f u x y u x
∈

=

����������� ���
2

( )1
33 13 23

1

( , )
i

i

i

y u x a a u a x−

=

� �
= − +� 	


 �
� . 

1	��������� �����

( ) ( )

( )

2 2
( ) ( )1 2 2 2

33 33 11 13 33 22 23
1

2
( ) ( ) ( ) ( )

33 1312 23 23 23
1

[ , ] ( , , ( , ))

2 4 .

i i
c c i

i

i i i j
i i j

i i j

f u x f u x y u x a a a a u a a a x

a a a a x u a a x x

−

=

= ≠

� � �
= = − + − + � 	


 ��

�
+ − − �

��

�

� �

�

! ������
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( ) ( )
2

( ) ( )1 2
33 11 33 13 33 1312 23

1

2
11 33 13

2 0,

0

i ic
i

i

f
a a a a u a a a a x

u

a a a

−

=

� � �∂
= − + − =�  �

∂� � �
�

− <�

�
�

        (18) 

������� ���	��� ( ) :u X U⋅ → , ������

( ) ( )
21

( ) ( )2
13 11 33 33 1312 23

1

( )
i i

i

i

u  a a a a a a a x
−

=

� �
= − −� 	


 �
� , 

	������ ���� ��%�� � ����

1 1 2 2( )u  � x � x= + .     (19) 

/ ������ ��������� ��������� ������� ���	���

( ) ( ) (
) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 1 1 2 2 2 1 2 211 22 12 11 33 13 11 12

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 2 1 1 2 2 1 213 23 44 14 24 14 34 10 20

[ , ] ( ( ), , ) 2 2 2

2 2 2 2 ,

i i i i i i i i
i i

i i i i i i i i i

f x y f u x x y c b b b c x c b b b c x � c b c b

c b b   b y b c b x � b c b x � b x b x

= = + + + + + + + +

+ + + + + + + + +

�

	������ ���� ��%�� � ����
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 211 22 12 33 13 23 10 20( , ) 2 2 2 2 2i i i i i i i i
if x y d x d x d   d y d x � d x � d x d x= + + + + + + +� .       (20) 

! ������

{ }

( ) ( ) ( )
1 233 13 23

( )
33

[ , ]
2 2 2 0,

0, 1,2

i i ii

i

f x y
d y d x d x

�

d i

�∂
= + + =�

∂�
�

> ∈�

�

         (21) 

����� ����� ��� ���	��� ��������������� ������� �� ����	�� ������� ������

[ ] min [ , ] [ , ( )],i i i i
y Y

f x f x y f x y x
∈

= =� � �               (22) 

��� ( ) ( )
1 21 2( ) i i

iy x h x h x= + , ( )
1

( ) ( ) ( )
1 33 13

i i ih d d
−

= − , ( )
1

( ) ( ) ( )
2 33 23
i i ih d d

−
= − , { }1,2i ∈ . 

2�	�� �"�� ��

( ) ( ) (

) { }

2 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 211 33 1 13 1 22 33 2 23 2 33 1 2 12 13 2

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 223 1 10 20

[ ] 2 2 2

2 2 , 1,2 .

i i i i i i i i i i i i i i i i
i

i i i i

f x d d h d h x d d h d h x d h h d d h

d h   d x d x i

� � � �
= + + + + + + + + +� 	 � 	

 � 
 �

+ + + ∈

�

#���� ����� �"� �������, �������
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 2 1 2 1 211 22 12 10 20[ ] 2 2 2 .i i i i i
if x k x k x k   k x k x= + + + +�    (23) 

!���� �� ����������� ������ ������������� ���������� �� 
'%� � ����

{ } { }1,2 1,2{1,2},{ } ,{ [ ]}i ii iX f x∈ ∈Γ =� , 

��%��� �������

(1) (1) (1)1
1 211 12 10

1

(2) (2) (2)2
2 122 12 20

2

(1) (2)
11 22

2 2 2 0,

2 2 2 0,

0, 0.

f
k x k x k

x

f
k x k x k

x

k k

� ∂
= + + =�

∂�
� ∂�

= + + =�
∂�
� < <�
��

�

�

     (24) 

����������� �������� ex � ���� Γ� ����������� � ���� 1 2( , )e e ex x x= , ���

1 1
1 1 2 2

(1) (2) (1) (2) (1) (2) (1) (2) (1) (2) (1) (2)
1 211 22 12 12 10 22 12 20 11 20 10 12

,

0, , .

e ex x �

k k k k k k k k k k k k

− −= ∆ ∆ = ∆ ∆

∆ = − ≠ ∆ = − ∆ = −
         (25) 
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)�	 "�� �������� ��%�, ����������� �������� ex � ���� Γ� ��������� � ����������� �����-

���� � ���� GΓ . /������� ��������� �� ������, ������� �������� �����������. 

!�	���
. &���� � ���� $  ����� ���������

1 2U X X Y= = = = R . 

/	������ ���	��� ������%� ����	�� ��������� ����������� (16) � �������� �����������

33 0a > , 2
11 33 13 0a a a− < , ( )

33 0id > , (i) 0iik < , { }1,2i ∈ , 

� ��	��  
(1) (2) (1) (2)
11 22 12 12 0,k k k k∆ = − ≠

��� ������� ( )
33 ,id (i) ,iik { }1,2i ∈ ��������� �������� (19)–(24). 

2���� � ���� $ ���������� ����������-�����-��������������� ��%����, ����� ��� 	�����-

�� ���������� � (25). 

�	� ����� � ������� ������� ������ "���� ����������, ���, ��������, ( )
11 33 12 1ia a a= = = , 

13 2a = , ( )
23 0ia = , ( ) ( )

11 44 1i ib b= = , ( ) ( )
22 33 1i ib b= = − , ( ) ( )

12 13

1

2

i ib b= = − , ( ) ( ) ( )
14 24 34

1

2

i i ib b b= = = , ( )
23 2ib = . 

(������	��

# ��"��� ���������� ���� � �������� 	 ���"��� ������ ���� ���	� � ������� ������

����������	�� ����	���, 	������ ������� �� �������� ������	����� �������� �� /'�����. 

(� ����������	�� ���� � ������� �������� ��	������������ ��	����� (����������������) 

����� ��������� ������ �����"� ������������ ���	� ����	�� �������� � ������� �������, 

����� �� ������	���� �� �����  ��������� �������� ���������� ��%���� � ������  ����

��� ��������������� [2–4]. 
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STRONGLY GUARANTEED EQUILIBRIUM 

IN ONE HIERARCHICAL TWO-LEVEL GAME UNDER UNCERTAINTY 
 
A.E. Bardin

1
, N.G. Soldatova

2
 

 

In the article new approach to decision-making for two-level static hierarchical system under uncer-

tain factors is considered. Formalization of the optimum solution is based on the concepts of Nash equi-

librium, situational Savage regret and a vector guarantee. 

Keywords: hierarchical game, Nash equilibrium, principle of Savage minimax regret, vector guar-

antee, uncertainty. 
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