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������ �������������� ������������
 ���!��������" ������" ��	#����$# ��������%����#
������& ����������$# ����1

�.�. �������2

�������� ���	
�  
����
�����
�
 ����

��	��� ������������
� ��	
-

	�� �������
��
��� ����	
, ��

������� ������� �����
� �� ����� ����-

���� ��
������� ���	
�� � ���������� ������������ 
����: ��� - �������

��
�
��. ��	� ��������, ��� �������
� 
�������
� ��	���  ����

 
��



�� ��	���
� 
����
������ ����

��	��� ������������
� ��	
	��. !	���-

����	���, ������ ����	� �� ��"�� ���� 

��	������� ��
 ���	
�� ��������

�������
����� �����
� �������� ��
������� ���	
�� �� �����. 

�������� ��	�
: �
���
�
����
� �	����, 
��
�

���	���, ��	�	�	��	-

�����
� �����. 

#�����
�

���������	
�� �����
��	�
�� 	���	
�� ��������	 	 ���� �������� ��	����

�� ���
���

���
� �	���
� � ����
��� 	������	 ��������
�� ��� �������
����, ������ �
��
��
�� �����-

��
�� � ���
������������ �������	�
�� �� �����	�� ����
�� 	��
 (��). � �	��� �  ��� 	��
��

�������
�� �
���
�� �������	���� �����
�� �������� ����������� ����
�������  !!����	

	���	� � �������
�� �� � �����
" ��������������� ��������	�
�� ��

�� !��������� ���-

�����	. 

� 
�������� 	���� 
� �������� �������
�� �� 	 ���� �������	������ ����� �����
�
�� ���-

���
��  ���
���"��� ������ 	 	��� �����
��, ���!�����	�

�� � �������"����� ������-

���. #��
 �� ��
�	
�� 
���������	 �����
�� � ���!�����	�

�� ��������� ������� 	 �� 	��
-

�� ���
��� ���������������� �, ����	����	�

�, ���
��� 	�����
� ��$��
��� �������
�� �

�	������ ��
��
����	�

��� 	�����	� (� % 1 ÷ 0,1). �����

�� 
��������� 	 ��

��� �����
�

��
������ � ����������, �������"����� ��� 	����������	�� � �� � ������"���  ���
���"-

��� ���� ��� ��	��� �� ��
� ��� � ��	�	���� [1]. �� ���� � ������ �������� 	����� ��������

���������� �������������� ������� �
��������
�
�
�� ��������

�� ���� [2], ����	��
�� ���

!��������� ���������, ������� �
� ����"��� �����	��
. &���� ����, ��� �������������"���

��������	 ���
 ����� ��������, ����� �������������� ��������	�
�� �	������ ���
��	�

��

������	�� ����	������

��� �����
�� �	��
�� [3, 4]. '�� 	���!������ �������	, � ��
�� �����-


�, �����
��"� ��	���
��  ��������
���

�� ��

��, � � ������ �����
�, ��� �
����� ���	�-

��

�� ������
�� �����
��"� �������������� ������. #��

 	��
�, ����� ����	�� ���	���
��

�������	 �  ��������
��	 ��	������, � �������������� �����
 ���� ����	��
� ���������� !�-

��������� �������� [5, 6]. 

� 
�������� ����
� 
� ������� �
����� �
	����
�
���� ��
������

� ���������	�
�� (���-

��� �������������� ������ � ��	�	��� [7], �����
����� ��� ��������������� ��������	�
��  

�������� ��
	����	
��� ����
�� �
����
��� �	������ �����	� 	� 	���	, �������, � ���� �����

���	���� ��������, ����� ������� �  ��������
� ���	���
� 	 ���
�� �������� ������
��. 

��
������� �����
 
 �������
��
��� ����	�

)��������� �������������" �����
 ����
�� ���� � �	������ ��������� (� ��	�	��
), ����-

��� �����	����� �������� ���	
�
�� �����
�
�� [7], � ���	���� ���
�� �� 
� �
	����
�
����

��
������

� ���������	�
�� (������. 

*������ ���	
�
�� �����
�
�� �	��!��
�� � ��	�	��� [7] ����� �����"��� 	��  

1 1 1v J
t x

ρ ρ∂ ∂
+ =

∂ ∂
, (1)

2 2 2v
J

t x

ρ ρ∂ ∂
+ = −

∂ ∂
, (2)
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2 0
nvn

t x

∂∂
+ =

∂ ∂
, (3)

2
1 1 1 1

1 2

v v p
f Jv

t x x

ρ ρ
α

∂ ∂ ∂
+ + = − +

∂ ∂ ∂
, (4)

2
2 2 2 2

2 2

3

2

v v p
f Jv

t x x

ρ ρ
α

∂ ∂ ∂
+ + = −

∂ ∂ ∂
, (5)

22 2 2 2 2

2 2

,

,

S

S

q T Te e v

Je T Tt x

ρ ρ <�∂ ∂
+ = �

≥∂ ∂ �
,  (6)

[ ]1 1 2 2
1 1 1 2 2 2 1 1 2 2

( )
( ) 0

E E
v E v E v v p

t x

ρ ρ
ρ ρ α α

∂ + ∂
+ + + + =

∂ ∂
, (7)

1 1 0

1

( )p

p
e c T T

ρ
= − −

�

,  1 1 1

11

R T
p

ρ

βρ
=

−

�

�

, (8)

2 2 2 0

2

( )
p

e c T T Q
ρ

= − + −�
�

,  
2

2

i
i i

v
E e= + , (9)

1 1 1ρ ρ α= � , 2 2 2ρ ρ α= � , 2 constρ =� , (10)

1 1 2( )q n d Nu T Tπ λ= − , (11)
2

1 1 2 1 2( ) 8df n d C v v v vπ ρ= − −� , (12)

2 2
2

0
s

p
J nd u

p

ϕ

π ρ
� �

= � �
� 	

� . (13)

2���
 �
����� 1, 2 ��
������ ����	����	�

� � ���� � ��������; ,i iρ α� ( 1,2)i =  – ����

��

����
���� � ��$��
�� �������
�� !��; 1, , , ,i i i iv T e Eρ  – �������

�� ����
���
, �������
, �����-

������, 	
����

�� � ���
��  
����� i-�� !���; Q�  – ������� ���������� ������� ���

2 0 0,T T p p= = ; p  – ��	��
��, n  – ����� ������ 	 ���
��� ��$��� �����; β  – ��	��
"�; pc � 2c

– ������������ !��; 1λ  – ��������	��
���
 ����	�� !���; 1R  – �
�	�����

�� ����	�� ������
-


��; dC � Nu  – �� !!����
� ���
�� � ����� 3�����
��, ������������ ������� )��
��
��� (Re) 

� ���
���� (Pr) ��
������

��� �	���
�� !��; d  – ������� ������, su � ϕ  –  ����������� ��
-

���
��, �����������"��� �������
 ����
�� �����	�. ���	
�
�� (1)–(3) – ���	
�
�� 
������	
�-

��� ���� � ������ � ���	
�
�� �����
�
�� ����� ������ 	 ���
��� ��$��� �����; (4)–(5) – ���	-


�
�� �����
�� ���� � ������; (6)–(9) – ���	
�
��  
����� ������ � ����� 	 �����; (8)–(10) – 

���	
�
�� ������
��; (11)–(13) – ���	
�
��, ��������"��� ���
� �����	��� ( q ), ����	��� ( f ) 

� �����	��� ( J ) 	����������	�� ����� !����� ����	����	�

�. 2������ �����
�" �������

���	
�
�� 	 
�	�� ������� ������
��, �	�������� � ������

�� �������
" D . *������� 	 
�-

	�� ������� ������
�� ����� ��	
�: 

1 1�v v D= + , (14) 

2 2�v v D= + , (15) 

.�����
��� ����� ���������
�� �� ���	
�
��: 

�x x Dt= + , (16) 

�����	��
��: 

4���� �������, ���	
�
�� (1) � ������ (14)–(18) ���
����� 	��: 

�x x

∂ ∂
=

∂ ∂
, (17) 

�

D
t t x

� �∂ ∂ ∂� � � �
= + � �� � � �

∂ ∂ ∂� 	 � 	 � 	
. (18) 



����������

������� �	
�	. ��
�
 «����������. ��������. ������» 32 

1 11 1 ( )�

� �

v D
D J

t x x

ρρ ρ ∂ −∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
, 

���

1 11 1 1�

� � �

v D
D J

t x x x

ρρ ρ ρ∂∂ ∂ ∂
+ + − =

∂ ∂ ∂ ∂
. 

��������: 

5
������
�, ���	
�
�� (2) � (3) � ������ (14)–(18) ���
���"� 	��: 

2������ ���	
�
�� (4) 	 
�	�� ������� ������
��: 
2

1 1 1 1 1 1
1 2

( ) ( ) ( )
( )� � �

�
� � �

v D v D v D p
D f J v D

t x x x

ρ ρ ρ
α

∂ − ∂ − ∂ − ∂
+ + + = − + −

∂ ∂ ∂ ∂
,

���  
22 2

1 1 1 1 1 1 1 11 1 1
1 22 ( )� � � �

�
� � � � � �

v v D v v DD D D p
f J v D

t t x x x x x x

ρ ρ ρ ρρ ρ ρ
α

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
− + − + − + + = − + −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
. 

,����
��� (19) ��������: 
2

1 1 1 1
1 2

� �
�

� �

v v p
f Jv

t x x

ρ ρ
α

∂ ∂ ∂
+ + = − +

∂ ∂ ∂
. (22)

5
������
�, ���������� ���	
�
�� (5) � ������ (20): 
2

1 2 2 2
2 2

3

2

� �
�

� �

v v p
f Jv

t x x

ρ ρ
α

∂ ∂ ∂
+ + = −

∂ ∂ ∂
. (23)

)��������� ���	
�
�� (6): 

22 2 22 2 2 2

2 2

,( )

,

S�

S� �

q T Te v De e
D

Je T Tt x x

ρρ ρ <�∂ −∂ ∂
+ + = �

≥∂ ∂ ∂ �
���

22 2 22 2 2 2 2 2

2 2

,

,

S�

S� � �

q T Te ve e e D
D

Je T Tt x x x

ρρ ρ ρ <�∂∂ ∂ ∂
+ + − = �

≥∂ ∂ ∂ ∂ �
. 

#����� ��������: 

22 2 22 2

2 2

,

,

S�

S�

q T Te ve

Je T Tt x

ρρ <�∂∂
+ = �

≥∂ ∂ �
. (24) 

)��������� ���	
�
��  
����� (7), �����	�� (14)–(21): 

2 2
1 2

1 1 2 2

( ) ( )

2 2
� �v D v D

e e

t

ρ ρ
� �� � � �− −

∂ + + +� �� � � �� � � �� �
� 	 � 	� 	 +

∂

2 2
1 2

1 1 2 2

( ) ( )

2 2
� �

�

v D v D
e e

D
x

ρ ρ
� �� � � �− −

∂ + + +� �� � � �� � � �� �
� 	 � 	� 	 +

∂

]
2 2

1 2
1 1 1 2 2 2 1 1 2 2

( ) ( )
( ) ( ) ( ( ) ( )) 0

2 2

� �
� � � �

v D v D
v D e v D e v D v D p

x
ρ ρ α α
� � � � �− −∂

− + + − + + − + − =� � � � �� � � �∂ � � 	 � 	�
. 

)�����	�� ������, ��������: 
2 2 2

1 1 2 2 1 11 1 2 2 1 1( ) ( ) ( )1 1 1

2 2 2

� � �

� �

v D v D D v De e e D

t t t t x x

ρ ρ ρρ ρ ρ∂ − ∂ − ∂ −∂ ∂ ∂
+ + + + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

1 11 �

�

v
J

t x

ρρ ∂∂
+ =

∂ ∂
. (19)

2 22 �

�

v
J

t x

ρρ ∂∂
+ = −

∂ ∂
, (20)

2 0�

�

nvn

t x

∂∂
+ =

∂ ∂
. (21)
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2 2
2 2 1 1 1 1 1 12 2 1 1( ) ( )1 1

2 2

� � � �

� � � � �

v D e v v v De D e D

x x x x x

ρ ρ ρρ ρ∂ − ∂ ∂ −∂ ∂
+ + + + − −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

2 2
1 1 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( )1 1

2 2

� � � �

� � � �

D v D e v v v D e D

x x x x

ρ ρ ρ ρ∂ − ∂ ∂ − ∂
− + + − −

∂ ∂ ∂ ∂

2
2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( )1

0
2

� � �

� � �

D v D p v D p v D

x x x

ρ α α∂ − ∂ − ∂ −
− + + =

∂ ∂ ∂
. 

����� �������������� ���������	�
�� ��������: 
2 2

1 2
1 1 2 2 2 2

1 1 2 21 2
2 2

2 2

� �

� �

� �

v v
e e

v vD D

t t t x t x

ρ ρ
ρ ρρ ρ

� � � �
∂ + ∂ +� � � �� � � � � � � �∂ ∂∂ ∂� 	 � 	+ + + + + −� � � �

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂� 	 � 	
2 2

1 1 1 1 2 2 2 2
1 2

3

2

� � � �

� � � �

v v v vp p
D D

t x x t x x

ρ ρ ρ ρ
α α

� � � �∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
− + + − + + +� � � �� � � �∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂� 	 � 	

2 2
1 2

1 1 1 2 2 2

2

2 2

2

� �
� �

� � �

v v
v e v e

D p

x x x

ρ ρ

α

� � � �
∂ + ∂ +� � � �� � � �∂ � 	 � 	+ + +

∂ ∂ ∂
( )1 1 2 2 0� �

�

v v p
x

α α
∂
� �+ + =� �∂

. 

*�����
� (19) � (20) ����� ����
��� � ���	������ ��������� ���������� 	 
��
, � ����� �

������ ��������� ������
� (22) � (23) ����� ��	
� ( )2�Df DJv− � ( )2�Df DJv− + . � �����
����

�������: 

( )
[ ]1 1 2 2

1 1 1 2 2 2 1 1 2 2 2( ) 0
2

� �
� � � � � �

�

E E D p
v E v E v v p

t x x

ρ ρ
ρ ρ α α α

∂ + ∂ ∂
+ + + + + =

∂ ∂ ∂
. (25) 

� 
�	�� ������� ������
�� 	 ���	
�
�� ���
��  
����� ����� (25) ���	���� �����
����
-


�� ���
  

2
2 �

D p

x
α

∂

∂
, 

������� ���	���� � 
��
	����
�
���� ��
������

� ���������	�
�� (������ ���	
�
��  ���
��

 
����� �����. 

'�� ��
���
�� �����
� 
��
	����
�
���� ��
������

� ���������	�
�� (������ ���	
�-


�� ���
��  
����� ����� �����
�� ���	
�
�� (7) 
�  ����
��. *  ��� ���
" ������� ���	
�
��

�����
�
�� ��
���������  
����� ���� � ������ ����	����	�

� 	 ������ 2 ST T≤ � ���	���� �� 
�

�
	����
�
���
 ��
������

� ���������	�
�� (������. 

��
���� ���	
�
�� �����
�
�� �����
�� ����	�� !��� (4) 
� 1v , � ���	
�
�� �����
�
��

�����
�� ��
��
����	�

�� !��� (5) 
� 2v , ������� ���	
�
�� �����
�
�� ��
���������  
��-

��� ���� � ������ ����	����	�

�
2

1 1 1 1
1 1 1

v v p
v fv

t x x

ρ ρ
α

� �∂ ∂ ∂
+ + = −� �

∂ ∂ ∂� �� �
, 

2
2 2 2 2

2 2 2

3

2

v v p
v fv

t x x

ρ ρ
α

� �∂ ∂ ∂
+ + =� �

∂ ∂ ∂� �� �
, 

������� ����� ������� ���������	�
�� ���
���"� �����"��� 	��
2 2

1 1
1 1 1

1 1 1
2 2

v v
v

p
v fv

t x x

ρ ρ
α

∂ ∂
∂

+ + = −
∂ ∂ ∂

,
(26) 

2 2
2 2

2 2 2

2 2 2

32 2

2

v v
v

p
v fv

t x x

ρ ρ
α

∂ ∂
∂

+ + =
∂ ∂ ∂

, 
(27) 

���	���� �
���� �
	����
�
���� ��
������

� ���������	�
�� (������ ���	
�
�� �����
�-


�� ��
���������  
����� ���� � ������ (26) � (27) ����	����	�

�. *  ��� ���
" ��������� 	
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�	�" ������� ������
�� 	 ����	����	�� � ����
���
���� (14)–(18). � 
�	�� ������� ������
��  

���	
�
�� �����
�
�� ��
���������  
����� ���� ����� �����"��� 	��

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

2 2 2

1 1 1 1 1 1 1
1 1 1

1 1 1

2 2 2

� � � �
� �

� � �

v D v D v D v D p
D v D f v D

t x x x

ρ ρ ρ
α

∂ − ∂ − ∂ − − ∂
+ + + − = − −

∂ ∂ ∂ ∂
. 

����� ���	���
�� 
���������� ���������	�
�� �������
2 2

1 1
1 1 1

21 1 1 1 1 1 11
1 1 1 1

12 2

2

� �
�

� � � �
� �

� � � � �

v v
v

v v v v p p
D D v D fv fD

t x t x t x x x

ρ ρ ρ ρ ρρ
α α

∂ ∂ � � � �∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂
+ − + + + + − =− +� � � �

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂� 	 � 	
.

2���
 ���	����� ���
 	 ��	�� ����� ���	
�
�� ��	�
 
��" 	 ����	����	�� � ���	
�
��� (1), �

������ 	 ����	����	�� � ���	
�
��� (4) ��	�


1
�

p
D fD

x
α

∂
+

∂
. 

4���� �������, 	 
�	�� ������� ������
�� ���	
�
�� �����
�
�� ��
���������  
����� ����

������	����� 	 	���  
2 2

1 1
1 1 1

1 1 1
2 2

� �
�

� �
� �

v v
v

p
v fv

t x x

ρ ρ
α

∂ ∂
∂

+ + = −
∂ ∂ ∂

.        (28) 

���	
�
�� (28) ���
���
" ��	������ � ���	
�
��� (26), �����	����

�, ���	
�
�� �����
�-


�� ��
���������  
����� ���� (26) �
	����
�
� ��
������

� ���������	�
�� (������. 5
���-

���
� ������	����� �
	����
�
���
 ��
������

� ���������	�
�� (������ ���	
�
�� �����
�-


�� ��
���������  
����� ������ (27). 

4���� �������, �� ������� �����	��"���, 	������� 	 ���	
�
�� �����
�
�� ���
��  
��-

��� ����� (7), ��� �	��"��� �
	����
�
��� ��
������

� ���������	�
�� (������: ���	
�
��

�����
�
�� 	
����

��  
����� ������ (6), ���	
�
�� �����
�
�� ��
���������  
����� ���� (26) 

� ���	
�
�� �����
�
�� ��
���������  
����� ������ (27). *����	����

�, 
��
	����
�
�� ��-


������

� ���������	�
�� (������ �	������ ���	
�
�� �����
�
�� 	
����

��  
����� ����. 5

 �� �
����, ��� �������������� �����
, �������	��

�� ���	
�
���� (1)–(13), 
� ����� ���-

	��

� �����	��
 ����	�� ������
�� �	������ �����	�. 

$��	����
�

�� �����
����� ���	���

��� 	 ������ �
����� �
	����
�
���� ��
������

� ���������	�-


�� (������ ����
�	 �����
�
�� �������������� ������ �������� ��
	����	
��� ����
�� �	��-

���� �
����
��� �����	� 	� 	���	 ���
� ������
 �����"��� 	�	���: 

1. ���	
�
�� �����
�
�� ����� (1), (2), �����
�� (4), (5), 	
����

��  
����� ��
��
����-

	�

�� !��� (6), ��
���������  
����� !�� (26) � (27) �	��"��� �
	����
�
��� ��
������

�

���������	�
�� (������; 

2. ���	
�
�� �����
�
�� 	
����

��  
����� ����	�� !��� � ���	
�
�� �����
�
�� ���
��

 
����� ����� (7) 
� �	��"��� �
	����
�
��� ��
������

� ���������	�
�� (������; 

3. '�

�� �������������� �����
 
� ����� ���	��

� ����
�����	��
 ������� ��
	����	
�-

�� ����
�� �	������ �
����
��� �����	� 	� 	���	. 

5	��� 	������� �	�" ��������
���
 ���!������ �.+. .�������
�� �� �����
�� �������
��

� �
����� � ������. 
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ANALYSIS OF INVARIANCE UNDER GALILEAN TRANSFORMATION OF TWO-

PHASE MATHEMATICAL MODELS OF HETEROGENEOUS MEDIA 

Yu.M. Kovalev
1

The article analyzes the invariance under Galilean transformation of mathematical model describing 

the transition of combustion into an explosion of solid monopropellant in a two-phase heterogeneous 

medium: gas is solid. It has been shown that the equation of total energy conservation of the mixture is 

not invariant under Galilean transformation. Consequently, this model can not be used in the analysis of 

the transition of convective combustion of solid unitary fuel into explosion. 

Keywords: mathematical model, invariance, multi-component mixture.
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