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������������ ������������ � � !�� ������ ��"����
#  �$��!������ 	�������� !���%����� $������
� $����	�� &��' �( ����

�.�. ������1

�����������	��
 �������	���	 �����	��	 �	�������� ��
��� � �
-

���������� ������� �� ��	������ ���	��� ������
�. ��� �	�	��	 ����-

���
 �� ��	��������� ������������ �	������, ��	��	���	��� �������	��-

���� �	������ �	��	��� ������.  ����	������
 �������� ������ ������-

����
 � �	���� ���	���� ��	�	����, � �	�������������	�� ������	��


�� �����	 �	���� ���	���� �������	�, �� ���� �������� ���������� ��	-

���������� ���	��� �	 ������� �� ����	���� �����	�������. 

�������� ��	�
: ���
��	��
� �
��	��
���, ���	����
����
����. 

!�	�	��	

�����������	��
 �������	���	 �����	��	 �	�������� ��
��� � �
����������	 �� �����-

����, �����	������ ��
� ���������; �� ����� � �	���	� �������� �
����������� ������

������
 ���������� ������
, � �� ��������� ����� ������� ������
 ����	����. ������, ���-

�����
�
 �� �����	������� �����	��
  ������� � �	���� ���	���� �������	�, �	��	��
 �

[1], ���!�� �������	� �� ��!��� ���	 �	�����	���� ��	���������� ���	���. "���	�� ���	�-

��� ���	#����	���� �����	��� �����	��
 �� �����	������� �������� ������ � �	���� ��-

�	���� ��	�	����, � ������	 �� [2], ��	 ���	�
��
 �	��� ���	���� �������	�. $������
 ������

��!	� #��� ����	�� � �	����� ��� %�������� �����	�� �� �	�	��� �������	���� �����	-

��� �	�������� ��
��� � ������ �#����
� ���������� ������������ ���� �� ����������, 

�����	�, ������� ��� 	��	���	���� ���	��� ������
�. 

"	�	�����
 ������ � ������������ � �������	���� ����������

�����������	��
 ������

: ( , ) ( ) ,u V u v l v v V∈ Λ = ∀ ∈ ,l V ′∈           (1)

��	 ��#��	����	 ����������� %������

21

2
2( ) ( ) : 0, 0

u
V V v W v

n
ΓΓ

∂� �
= Ω = ∈ Ω = =� �

∂� �

�� �#����� 1 2(0; ) (0; ),b bΩ = × � ��������� { } { }1 1 2 1 2 2[0; ] [0; ] ,b b b bΓ = × × Γ = Γ� 1,Γ Γ = ∂Ω , 

#����	���
 %����

( , ) ( (1 )( 2 ) )xx xx xy xy yy yyu v u v u v u v u v auv dσ σ
Ω

Λ = ∆ ∆ + − + + + Ω� , 

�� ���� 1a a= �� �#����� 1Ω , 2a a= �� Ω 1Ω , �#����� 1Ω , 2Ω : 1 2Ω = Ω Ω� , 1 2Ω Ω = ∅� , 

1 2∂Ω ∂Ω ≠ ∅� , ������ ��������� (0;1)σ ∈ , ( )1` 2, 0;b b ∈ +∞ , [ )1` 2, 0;a a ∈ +∞ , 1 2a a≤ . 

&�!�� ���	����, ���

( )1 2, 0; :c c∃ ∈ +∞ 2 2
2 2

2 2

1 2( ) ( )
( , )

W W
c v v v c v

Ω Ω
≤ Λ ≤ v V∀ ∈ , 

�, ��	�����	����, �	�	��	 ������ (1) ���	����	� � 	������	���. '��� f – �������
 ����������

������
 %�����
 �

( ) ( , )l v f v= , ��	 ( ),f v fvd

Ω

= Ω� , 

�� �� ������ (1) �����	��
 �	���������	 #���������	���	 �����	��	 �� ���#����� ��	��� ��

��	������ � ���������� ���	��� ������
�

2u au f∆ + = , 
1 1

0u uΓ Γ= ∆ = , 
2 2

0
u u

n n
Γ Γ

∂ ∂∆
= =

∂ ∂
.                                  (2) 

                                                     
1 (����� )���	� *	�������� – ������� �	������	��, ��%	��� ��%%	�	��������� � ���������	���� �����	���, +!��-(��������
����������	���� ����	����	�. 
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#�	��������	 �	�	��	 �	�	������ ������ � ������������ ��������	

(��	�!�	��	 1. ,�
  ��	����	� �	��������� ������, ��	��	� � ��� ��������	����	 ���-

�	��	  

λ : ,ϕ λϕ−∆ =
1

0ϕ Γ = , 
2

0
n

ϕ
Γ

∂
=

∂
, 0ϕ ≠

�����
��
 �	����� ����	�	��
 	�	�	���� ��#���	���	 ����� � %������ �����	����	���: 
2 2 2 2

, 2 2
1 2

(2 1) (2 1)

4 4
i j

i j

b b

π π
λ

− −
= + , , ,

1 2

(2 1) (2 1)
cos

2 2
i j i j

i x j y
C cos

b b

π π
ϕ

− −
= , ,i jC ∈� , ,i j ∈� , 

�� ����
2 2

, 1,1 2 2,
1 2

0 min
4 4

i j
i j b b

π π
λ λ

∈
< = = +

�

, ,
,

sup i j
i j

λ
∈

= +∞
�

. 

-�	��� #����	���� %����

( , ) ( 2 )xx xx xy xy yy yyu v u vd u v u v u v d

Ω Ω

Μ = ∆ ∆ Ω = + + Ω� � , ,u v V∈ . 

-����	 ���	����� ��		��
 �� �����������	��� ���	��� ������
� �� �
���������� �#�����. 

(��	�!�	��	 2. $�	�� �	��� �	���	�����

1 2( , ) ( , ) ( , )v v v v v vγ γΜ ≤ Λ ≤ Μ v V∀ ∈ , 1 1γ = , 
2 2

2 1,1 2 1,1)( aγ λ λ= + . 

,������	������. -����
	��
, ���

, ,

2 2 2
, 1 , 2 1,1 2

1 22 2 2
, , 1,1

( , )
1 inf sup

( , )i j i j

i j i j

i j i j

a a av v

v vλ λ

λ λ λ
γ γ

λ λ λ

+ + +Λ
= = ≤ ≤ = =

Μ
v V∀ ∈

-�	��� �����

( , )v v v
Μ

= Μ , ( , )
V

v v v= Λ . 

�����������	��
 ��	��������� ���	��: 
ku V∈ : 1 1( , ) ( ( , ) ( ))k k k

ku u v u v l vτ− −Μ − = − Λ − ,v V∀ ∈                                  (3) 

2 2
1 2 1,1 1,1 22 ( ) 2 (2 )k aτ τ γ γ λ λ= = + = + , k ∈� , 0u V∀ ∈ . 

.	��	�� 1. ,�
 ��	���������� ���	��� (3) ��	�� �	��� ��	���: 

1. 0k

V V
u u u uε− ≤ − , 

2. 0ku u u uε
Μ Μ

− ≤ − , 

��	 �������	����
 ���#�� ���������� ku � �	�	��� u ��	�����


( ) ( )2
2 1 2 1 2 1,1 2( ) ( ) (2 )

kkkq a aε γ γ γ γ λ≤ = − + = + , k ∈� . 

,������	������. -�	��� �	����� R �� V � V : ( , ) ( , )Ru v u vΜ = Λ , ,u v V∀ ∈ . 

.�� ��� 1 2( , ) ( , ) ( , )v v v v v vγ γΜ ≤ Λ ≤ Μ , �� 1 2( , ) ( , ) ( , )v v Rv v v vγ γΜ ≤ Μ ≤ Μ , �.	. 1 2I R Iγ γ≤ ≤ . 

R  – �������	���� � �������
!����� �	�����. ���	���, ��� 1( , ) ( , )R u v u v−Λ = Μ .  ����

k ku u ψ= + , { }0k ∈�� , ����� �� ��	���������� ���	��� ��		�  

1 1( , ) ( , )k k k
kv vψ ψ τ ψ− −Μ − = − Λ � 1 1 1( ( ), ) ( , )k k k

kR v vψ ψ τ ψ− − −Λ − = − Λ , 

������
1 1 1( )k k k

kR ψ ψ τ ψ− − −− = − , 1( )k k
kI Rψ τ ψ −= − . 

 ���� k kT I Rτ= − , ����� ��!�� 	�	��� � �������	������ 	����� �	���	�����. 

( )1 1 1 1( , ) ( , ) sup ( , ) ( , ) ( , )k k k k k k
k k k k

V

T T T T
ψ

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ− − − −

∈

Λ = Λ ≤ Λ Λ Λ =

��� ��� �	����� kT �������
!�����

2 2

1 1 1 1( , ) ( , )
sup ( , ) sup 1 ( , )

( , ) ( , )

k k k kk
k

V V

T R

ψ ψ

ψ ψ ψ ψ
ψ ψ τ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ
− − − −

∈ ∈

� 	 � 	� 	 � 	Λ Λ
= Λ = − Λ =
 � 
 �
 � 
 �

Λ Λ�  � �  � 
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�����	� 1 2v R ψ=
2 2

1 1 1 1

1

( , ) ( , )
sup 1 ( , ) sup 1 ( , )

( , )( , )

k k k k
k k

v V v V

v v v v

v vR v v
τ ψ ψ τ ψ ψ− − − −

−
∈ ∈

� 	� 	 � 	� 	Λ Λ
= − Λ = − Λ ≤
 �
 � 
 �
 �
 � ΜΛ � � � � 

( ) ( ){ }2 2 1 1
1 2max 1 , 1 ( , )

k k
k kγ τ γ τ ψ ψ− −≤ − − Λ , 

������
2 1 1( , ) ( , )k k k kqψ ψ ψ ψ− −Λ ≤ Λ , 1k k

V V
u u q u u−− ≤ − , 0k k

V V
u u q u u− ≤ − . 

.		�� ��!�� ��������	�� ����	��	 ������� �	���	�����. 

( )1 1 1 1( , ) ( , ) sup ( , ) ( , ) ( , )k k k k k k
k k k k

V

T T T T
ψ

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ− − − −

∈

Μ = Μ ≤ Μ Μ Μ =

2 2

1 1 1 1( , ) ( , )
sup ( , ) sup 1 ( , )

( , ) ( , )

k k k kk
k

V V

T

ψ ψ

ψ ψ ψ ψ
ψ ψ τ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ
− − − −

∈ ∈

� 	 � 	� 	 � 	Μ Λ
= Μ = − Μ ≤
 � 
 �
 � 
 �

Μ Μ�  � �  � 

( ) ( ){ }2 2 1 1
1 21 , 1 ( , )

k k
k kmax γ τ γ τ ψ ψ− −≤ − − Μ , 

������
2 1 1( , ) ( , )k k k kqψ ψ ψ ψ− −Μ ≤ Μ , 1k ku u q u u−

Μ Μ
− ≤ − , 0k ku u q u u

Μ Μ
− ≤ − . 

/� ��!��� ���	 ��	���������� ���	��� (3) �������	� ������ ����

: ( , ) ( ) ,u V u v l v v V∈ Μ = ∀ ∈ .l V ′∈                                                   (4) 

���	���, ��������
�� �� ���	�!�	��� 2, ���

( )1 2, 0; :c c∃ ∈ +∞ 2 2
2 2

2 2

1 2( ) ( )
( , )

W W
c v v v c v

Ω Ω
≤ Μ ≤ v V∀ ∈ , 

�, ��	�����	����, �	�	��	 ������ (4) ���	����	� � 	������	���. '��� f – �������
 ����������

������
 %�����
, ��� � � �����	(1) ( ) ( , )l v f v= , �� �� ������ (4) �����	��
 �	���������	 #����-

�����	���	 �����	��	 �� ��	������ � ���������� ���	��� ������
�

2u f∆ = , 
1 1

0u uΓ Γ= ∆ = , 
2 2

0
u u

n n
Γ Γ

∂ ∂∆
= =

∂ ∂
.                                         (5)

-����, ��� ������ (5) ��		� %�������������� �	����� � ��!	� #��� ������� ��� ����	�� ��-

�����	���� �����	��� ������� ��
��� �� ��	������ � ���������� ���	��� ������
�

w f−∆ = , 
1

0w Γ = , 
2

0
w

n
Γ

∂
=

∂
, 

u w−∆ = , 
1

0u Γ = , 
2

0
u

n
Γ

∂
=

∂
.                                                      (6) 

���	����	 1. ,�
 ��#���	���� %������ ���	��� ������ (1), ����� 1 2a a= , ��	����	�� ����

,
2

1 21 2 , 2

2 (2 1) (2 1)
( , ) cos cos

2 2( )
i j

i j

i x j y
x y

b bb b a

π π
ϕ

λ

− −
=

+
, ,i j ∈�

�����������	��
 �	���	����	���� ���	���� 	���	 � ���	���� �����	

1. , 1,i j V
ϕ = , ,( , ) 0,i j k lϕ ϕΛ = ( , ) ( , ),i j k l≠ , ,k l ∈�

2. k Vψ∀ ∈ , :
k
i jc∃ ∈� , ,

, 1

,k k
i j i j

i j

cψ ϕ
∞

=

= � { }0 .k ∈��

 �� ���	����	 1 2a a= � ��	��������� ���	��	 (3) #��	�
2 2 1 2 1
, , , , , 2 ,( )

k k k
i j i j i j i j i j i jc c a cλ λ τ λ− −= − + , 

1
, , ,
k k
i j i j i jc cρ −= , ��	

2 2
, , 2 ,1 ( )i j i j i jaρ τ λ λ−= − + . .���� �#����� 0

, , ,

, 1

k k
i j i j i j

i j

cψ ρ ϕ
∞

=

= � , �.�. 
0

, , ,
k k
i j i j i jc cρ= . 
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(������
, ��� ( )
2

2 2 2
, , 2 , 2 1,1 2

, ,
max max 1 ( ) 2i j i j i j
i j i j

a a aρ τ λ λ λ
−−

∈ ∈
= − + ≤ +

� �

, ��		� �	��� ��	�����
 ��	�-

��

( )0 2 0 2 0 2 2
, , , , 2 1,1 2

,
, 1 , 1

( ) ( ) max (2 )

k
k

k k
i j i j i j i j

V V i j
i j i j

u u u u c c a aρ ρ λ
∞ ∞

∈= =

� 	
− − = ≤ ≤ +
 �

� 
� �

�

. 

 ����	���
 ������ � ���	 ����	�� ���	���� ���	�����	���� �����	���

 ����������
 �����	������
 ������ (1) � �	���� ���	���� ��	�	���� �� ���#����	����

������	��
�: 

: ( , ) ( )u V V u v l v v V V∈ ⊂ Λ = ∀ ∈ ⊂� �� � � � � .                                               (7)

��������������
 ����	�� ���	���� ���	#����	���� �����	��� �����	��������
 �����	 (7): 
Nu ∈� : u lΛ = , Nl ∈� ,                                                        (8) 

��	 Nv ∈� : 1( ,..., )Nv v v ′= , N m n= ⋅ , m , n ∈� , � ( 1) ,n i j i jv v− + = , 1,...,i m= , 1,...,j n= , � ,i jv 
�-

�
���
 ����	��
�� %������ �����	����� �����	��� �����	�������	�� ����� �	���

( )1 2( , ) ( 0,5) , ( 0,5)i jx y i h j h= − − , ,i j ∈� , ���� �	��� 1 1 /( 0,5),h b m= + 2 2 /( 0,5)h b n= + , 

�����
�	� �� ��������� ���	 �����, � ������� Λ ����	������ N N× ��	�	�
���
 ��	���-

��� �#�����: 

, ( , ) ,u v u v u v V VΛ = Λ ∀ ∈ ⊂�� � � � , 

��	�� .,.  – ����
���	 �����	�	��	 �	������ ������ ���� 1 2

1

,
N

k k

k

u v u v h h
=

=� ,
N

u v∀ ∈� , 

� ������������� V V⊂� ��	�	�
	��
 ���, ���

,
, ,

1 1

: ( , ), ,
m n

i j
i j i j

i j

V v v v x y v
= =

� �� �
= = Φ ∈� �
� �� �

��� � � � , 

��	 #������	 %������
,

1, 2,( , ) ( ) ( )
i j

i jx y x yΦ = Ψ Ψ , 1, 1 1 1( ) (1 ) ( 3) ( 2) ( ) ( )i x i x h i x h i i m x h iΨ = Ε Ψ − + + Ψ − + −Ε Ψ − , 

2, 2 2 2( ) (1 ) ( 3) ( 2) ( ) ( )j y j y h j y h i j n y h jΨ = Ε Ψ − + + Ψ − + −Ε Ψ − , 1,...,i m= , 1,...,j n= , 

[ ]

[ ]
[ ]

2

2

2

0,5 , 0;1 ,

( ) 3 1,5, 1;2 ,

0,5 3 4,5, 2;3 ,

z z

z z z z

z z z

� ∈
��

Ψ = − + − ∈�
�

− + ∈��

[ ]( ) 0, 0;3z zΨ = ∉ , (.)E  – %�����
 �	��
 ����� �����, �����	��� �	����� l ��	�	�
���
 ��	-

������ �#�����
1 1 ,

( 1) , 1 2 ( ( , ))
i j

n i j i jl l h h l x y
− −

− + = = Φ , 1,...,i m= , 1,...,j n= , �.	. , ( )l v l v= � v V∀ ∈ �� . 

0��	���, ��� �	�	��	 ������ (8), ��� � (7) ���	����	�, 	������	��� � ���	���� ��	��� ���

1. 
2 2( ) ( )k s

s k

W W
u u c h u

−

Ω Ω
− ≤� , 

2. 2
2 ( )0

lim 0
Wh

u u
Ω→

− =� , 1 2( , )h h h= , { }1 2max ,h h h= . 

�	�	��	 �����	���� ������ �� ��	��������� ������������ �	�������������	�


0�	�	��� ������� ,x y∇ ∇ ����	������ N N×

1
1, , 1 , 1 2

1 1

, ( ( ) ) ,
m n

x i j i j i j
i j

u v u u h v h h−
+

= =

∇ = − −�� 1, 1, 0,m j m ju v+ += = 1,..., ,j n=

1
, 1 , 2 , 1 2

1 1

, ( ( ) ) ,
m n

y i j i j i j
i j

u v u u h v h h−
+

= =

∇ = − −�� , 1 , 1 0,i n i nu v+ += = 1,..., .i m=
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,������	���� ��	��� ������� 1∇ � 2∇ ����	������ m m× � n n× �����	����	���

1
1 1 1

1

( , ) ( ( ) )
m

i i i

i

u v u u h v
−

+
=

∇ = − −� , 1 1 0m mu v+ += = , 1
2 1 2

1

( , ) ( ( ) )
n

j j j
j

u v u u h v−
+

=

∇ = − −� , 1 1 0n nu v+ += = . 

0�� ��
����� � �	�������� ��������� ��	������ �#����� 1x nE∇ = ∇ ⊗ , 2y mE∇ = ⊗ ∇ . 

��	�� mE � nE  – 	�������	 ������� ����	������ m m× � n n× �����	����	���, � (.,.) �#����	

����
���	 �����	�	��	 �	������. 0�	�	��� �������

2 2
1, , 1, , 1 , 1 , , 1 , 2 1 2

1 1

, (( )( ) ( )( ) )
m n

i j i j i j i j i j i j i j i j
i j

Au v u u v v h u u v v h h h− −
+ + + +

= =

= − − + − −�� , 

, 1 , 1 0i n i nu v+ += = , 1,...,i m= , 1, 1, 0m j m ju v+ += = , 1,...,j n= . 

���	���, ���

1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x y y n n m m n mA E E E E E E′ ′ ′ ′ ′ ′= ∇ ∇ + ∇ ∇ = ∇ ⊗ ∇ ⊗ + ⊗ ∇ ⊗ ∇ = ∇ ∇ ⊗ + ⊗ ∇ ∇ . 

,������	���� ��	��� ������� 1 1 1
′∆ = ∇ ∇ � 2 2 2

′∆ = ∇ ∇ ����	������ m m× � n n× �����	���-

�	���, ����� 1 2n mA E E= ∆ ⊗ + ⊗ ∆ . 0�	�	��� ������� 2M A= . 0��	���, ���  

2 2 2
1 2 1 1 2 2( ) 2n m n mM E E E E= ∆ ⊗ + ⊗ ∆ = ∆ ⊗ + ∆ ⊗ ∆ + ⊗ ∆ . 

&������ Λ �	������
	��
 � ���	 2,0 1,1 0,2 0,02 aΛ = Λ + Λ + Λ + Λ , ��	 ������� ,p qΛ : 
, , p q p q

p q

x x x x
u v u v d

Ω

Λ = Ω� � � ,u v V∀ ∈ �� � , { }( , ) (2,0), (1,1), (0,2), (0,0)p q ∈ . 

,������	���� ��	��� ������� ,x pΛ , ,y qΛ , , 0,1,2p q = ����	������ m m× � n n× �����	���-

�	���, ��	�	��� ������� ��	�����	

1
, ( ) ( )1

1 1,, 1,

0

( ) ( )

b
x p p p

ik i kh x x dx−Λ = Ψ Ψ� , , 1,...,k i m= , 
2

, ( ) ( )1
2 2,, 2,

0

( ) ( )

b
y q q q

jl j lh y y dy−Λ = Ψ Ψ� , , 1,...,l j n= . 

(��	�!�	��	 3. $�	�� �	��� %������ , , ,p q x p y qΛ = Λ ⊗ Λ , , 0,1,2p q = . 

,������	������. ���	���, ��� �.�. 
, ,1 1 ,

1 2( 1) , ( 1) , ,
( , ) ( , )p q p q

p q i jk l
n k l n i j x y x y

h h x y x y d− −
− + − +

Ω

Λ = Φ Φ Ω =�   

1 2
( ) ( ) ( ) ( ) , ,1 1

1 21, 2,1, 2, , ,

0 0

( ) ( ) ( ) ( )

b b
p p q q x p y q

i jk l k i l jh x x dxh y y dy− −= Ψ Ψ Ψ Ψ = Λ Λ� � . 

���	����	 2. $�		� �	��� ,2 ,0 ,1 ,1 ,0 ,2 ,0 ,02x y x y x y x yaΛ = Λ ⊗ Λ + Λ ⊗ Λ + Λ ⊗ Λ + Λ ⊗ Λ �
,2 2

1
xΛ = ∆ , ,2 2

2
yΛ = ∆ , �.	. 2 ,0 ,1 ,1 ,0 2 ,0 ,0

1 22y x y x x yaΛ = ∆ ⊗ Λ + Λ ⊗ Λ + Λ ⊗ ∆ + Λ ⊗ Λ . 

���	����	 3. ,�
 ��#�� ,
mu v ∈� ��		� �	��� ���	�����

1
,0 ,0 ,0 ,0

1 1 2 1 2 1 1 1 1 1 1

2

( , ) ( ( , ) , ( , ) ) ( ( , , ) ,( , , ) ) ( ( , ) ,( , ) )
m

x x x x
i i i i i i i m m m m m

i i

u v u u v v u u u v v v u u v v
−

− + − + − −
=

′ ′ ′ ′ ′ ′Λ = Λ + Λ + Λ� , 

��	 �������	��	 ���	 ������� ��	�����	

,0
1

86 141

14 6120

x � �
Λ = � �

� �
, ,0 6 131

13 59120

x
m

� �
Λ = � �

� �
, ,0

6 13 1
1

13 54 13 , 2,..., 1
120

1 13 6

x
i i m

� �
� �Λ = = −� �
� �� �

. 

(��	�!�	��	 4. -���� 1 2 31 16, 1 6, 1λ λ λ= = = , 	���

,0
1 1 1 1: ( , , ) ( , , )x x

i i i i i i i iv v v E v v vλ λ− + − +′ ′Λ = , 1 1( , , ) 0i i iv v v− + ′ ≠ , 2,..., 1i m= − , 

x
iE  – �����������	 �������, ��	 �� ��������� 	���� � ���	���� ��	�	��� 1 6 , � ��	����

2 3. 
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(��	�!�	��	 5 . ,�
 �	��������� ������ ,0
1 1 2 1 2: ( , ) ( , )x x

iv v E v vλ λ′ ′Λ = , 1 2( , ) 0v v ′ ≠ ��#���	�-

��	 ����� 1 24 25, 1λ λ= = , ��	�� 1
xE �����������
 �������, � ������� �� ���������   	����

��	�	��  5 6 , � ������ ��	�	��, �� !	 � ���	���� 1 6 . 

(��	�!�	��	 6. ,�
 �	��������� ������ ,0
1 1: ( , ) ( , )x

m m m m m mv v E v vλ λ− −′ ′Λ = , 1( , ) 0m mv v− ′ ≠

��#���	���	 ����� 1,20 (89 3 469) 200 1λ< = ± < , ��	�� 1
xE �����������
 �������, � ������� ��

��������� 	���� ��	�	�� 1 6 , � ������ ��	�	��, �� !	 � ���	���� 5 6 . 

-�	��� ��������	����	 ������� 1 1,+ +∇ ∆ ����	������ m m× : 1 1 1( ) 0+ + +′∆ = ∇ ∇ > , 

1 1

1

( , ) ( )
m

i i i

i

u v u u v
+

+
=

∇ = +� , 1 1 1

1

( , ) ( )( )
m

i i i i

i

u v u u v v
+

+ +
=

∆ = + +� , 1 1 0m mu v+ += =

� ������� 1δ ����	������ m m× � ��	�	�����
1
, (2 ( ))i j E i jδ = + , , 1,...,i j m= . 

(��	�!�	��	 7. $�	�� �	��� �	���	����� ( ),0 ,02 15 2 15x x
m m n nE E E E≤Λ ≤ ≤Λ ≤ . 

,������	������.  ����	 �	���	����� ��	��	� �� ���	����
 3 � ���	�!�	��� 4,5,6, �.�. 
1

1 1 2 1 2 1 1 1 1 1 1

2

( , ) ( ( , ) ,( , ) ) ( ( , , ) ,( , , ) ) ( ( , ) ,( , ) )
m

x x x
m i i i i i i i m m m m m

i

E u v E u u v v E u u u v v v E u u v v
−

− + − + − −
=

′ ′ ′ ′ ′ ′= + +� . 

$������
 ���	����� ����, ��		�, ��� ,0 ,0 1 2 1
1 1120 120 ( 2 ) 22( 2 ) 16x x

mM Eδ δ+ +Λ ≥ − ∆ + − ∆ + = . 

���	����	 4. ,�
 ��#�� ,
mu v ∈� ��		� �	��� ���	�����

1
,1 ,1 ,1 ,1

1 1 2 1 2 1 1 1 1 1 1

2

( , ) ( ( , ) ,( , ) ) ( ( , , ) ,( , , ) ) ( ( , ) ,( , ) )
m

x x x x
i i i i i i i m m m m m

i i

u v u u v v u u u v v v u u v v
−

− + − + − −
=

′ ′ ′ ′ ′ ′Λ = Λ + Λ + Λ� , 

��	 �������	��	 ���	 ������� ��	�����	: 

2
,1 1

1

1 1

1 13

x h− −� �
Λ = � �−� �

, 
2

,1 1
2 1

1 56

x
m

h− −� �
Λ = � �−� �

, 
2

,1 1

2 1 1

1 2 1 , 2,..., 1
6

1 1 2

x
i

h
i m

−
− −� �

� �Λ = − − = −� �
� �− −� �

. 

(��	�!�	��	 8. $�	�� �	��� �	���	�����

,11

3

x x x
i i i∆ ≤ Λ ≤ ∆ , ��	

2
1

1 1 0

1 2 1 , 2,..., 1
2

0 1 1

x
i

h
i m

−
−� �

� �∆ = − − = −� �
� �−� �

. 

,������	������. $�		� 2 ,1
16 ( 1 3 ) 0x x

i ih Λ − ∆ ≥ , �.�. 2 2 2
1 1 1 1 1 1( 2 ) ( ) 0i i i i i iv v v v v v− − + + − +− + = − ≥ . 

-����, ��� 2 ,1
16 ( ) 0x x

i ih ∆ − Λ ≥ , �.�. 

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 14 4 4 2 ( 2 ) 0i i i i i i i i i i i iv v v v v v v v v v v v− − + − + + − +− + − + + = − + ≥ . 

���	����	 5. $�		� �	��� ���	����� ,1
1 1

2

3

x x∆ = Λ , ��	
2

1
1

1 1

1 12

x h− −� �
∆ = � �−� �

. 

(��	�!�	��	 9. $�	�� �	��� �	���	�����

,11

2

x x x
m m m∆ ≤Λ ≤ ∆ , ��	

2
1

1 1

1 32

x
m

h− −� �
∆ = � �−� �

. 

,������	������. $�		� 2 ,1
112 ( 1 2 ) 0x x

i ih Λ − ∆ ≥ , �.�. 2 2 2
1 1 1( 2 ) ( ) 0m m m m m mv v v v v v− − −− + = − ≥ . 

-����, ��� 2 ,1
16 ( ) 0x x

m mh ∆ − Λ ≥ , �.�. 2 2 2
1 1 1( 4 4 ) ( 2 ) 0m m m m m mv v v v v v− − −− + = − ≥ . 

"�	�����	 1. $�	�� �	��� �	���	����� ( )1 ,1 1 ,1
1 1 2 23 3x y− −∆ ≤Λ ≤ ∆ ∆ ≤ Λ ≤ ∆ . 

,������	������. "�	��	� �� ���	����� 4, 5 � ���	�!�	��� 8, 9, �.�. 
1

1 1 1 2 1 2 1 1 1 1 1 1

2

( , ) ( ( , ) ,( , ) ) ( ( , , ) ,( , , ) ) ( ( , ) , ( , ) )
m

x x x
i i i i i i i m m m m m

i

u v u u v v u u u v v v u u v v
−

− + − + − −
=

′ ′ ′ ′ ′ ′∆ = ∆ + ∆ + ∆� . 

(��	�!�	��	 10. $�	�� �	���  ��	�����	 �	���	�����  
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1. 1 ,1 ,1
1 2 1 29 x x− ∆ ⊗ ∆ ≤ Λ ⊗ Λ ≤ ∆ ⊗ ∆ , 

2. 2 2 ,0 2
1 1 12 15 y

n nE E∆ ⊗ ≤∆ ⊗ Λ ≤ ∆ ⊗ , 

3. 2 ,0 2 2
2 2 22 15 x

m mE E⊗ ∆ ≤Λ ⊗ ∆ ≤ ⊗ ∆ . 

,������	������. '��� µ ∈� : ,1
1

x v vµΛ = ∆ , 0v ≠ , η ∈� : ,1
2

y w wηΛ = ∆ , 0w ≠ , ��, �������


��	�����	 1, 1, 3 ;1µ η −� �∈ � � . '��� λ ∈� : ,1 ,1
1 2

x y u uλΛ ⊗ Λ = ∆ ⊗ ∆ , 0u ≠ , �� u v w= ⊗ �

19 ;1λ µη −� �= ∈ � � , �, ��	�����	����, ��		� �	��� 1., �.�. ��	 �����������	��	 ������� ����	�-

����� � ���!��	���� ��	�	�	���. )��������� �����������
 ��������	 �	���	�����. 

"�	�����	 2. $�		� �	��� 2 2
1 2k A k A≤ Λ ≤ , 	��� 1 1

1 19 9k γ− −= = , 
2 2

2 2 1,1 2 1,1)k ( aγ λ λ= = + . 

,������	������. $� ���	�!�	��� 2, 10 � ���	����
 2 ��������
 ��	#�	��	 �	���	�����
2 2

1 1 2 2 2, , , ( , ) ( , ) , ,k A v v k Mv v v v v v k v v k Mv v k A v v= ≤ Λ = Λ ≤ Μ = =� � � � . 

-�	��� �����   2
2 ,

A
v A v v= ,   ,v v v

Λ
= Λ ,   Nv∀ ∈� . 

�����������	��
 ��	��������� ���	��: 
k Nu ∈� : 2 1 1( ) ( )k k k

kA u u u fτ− −− = − Λ − , ( )1 22 0k k kτ τ= = + > , k ∈� , 0 Nu∀ ∈� .      (9) 

.	��	�� 2. ,�
 ��	���������� ���	��� (9) ��	�� �	��� ��	���: 

1. 0ku u u uε
Λ Λ

− ≤ − , 

2. 
2 2

0k

A A
u u u uε− ≤ − , 

��	 �������	����
 ���#�� ����������  ku � �	�	��� u ��	�����


( ) ( )2 2
2 1 2 1 1,1 2 1,1 2( ) ( ) (8 9 ) (10 9 )

kkkq k k k k a aε λ λ≤ = − + = + + , k ∈� . 

,������	������.  ���� k ku u ψ= + , { }0k ∈�� , ����� �� ��	���������� ���	���

2 1 1( )k k k
kA ψ ψ τ ψ− −− = − Λ , 1 2 1k k k

k Aψ ψ τ ψ− − −− = − Λ , 2 1( )k k
kE Aψ τ ψ− −= − Λ . 

 ���� 2
k kT E Aτ −= − Λ , ����� 1k k

kTψ ψ −= , ��	 0k kT T ′= > � ��!�� �������� 	���	 �	���	�����. 

( )1 1, , sup , , ,
N

k k k k
k k k kT T T T

ψ

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ− −

∈

Λ = Λ ≤ Λ Λ Λ =
�

2
2 2

1 1 1 1
,,

sup , sup 1 ,
, ,N N

k k k k k
k

AT

ψ ψ

ψ ψψ ψ
ψ ψ τ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

−

− − − −

∈ ∈

� 	Λ Λ� 	Λ 
 �= Λ = − Λ =
 �
 � 
 �Λ Λ�  � � �

�����	� 1 1 2v A ψ−= Λ , 

( ) ( ) ( ){ }
2 2 22 1 1 1 1

1 2sup 1 , , , max 1 , 1 ,
N

k k k k
k k k

v

v v A v v k kτ ψ ψ τ τ ψ ψ− − − −

∈

= − Λ Λ ≤ − − Λ
�

������
2 1 1, ,k k k kqψ ψ ψ ψ− −Λ = Λ , 1k ku u q u u−

Λ Λ
− ≤ − , 0k ku u q u u

Λ Λ
− ≤ − . 

,��		 ��!�� ���	��� ����� ������� �	���	�����. 

( )2 2 1 1 2 2 2 1 1, , sup , , ,
N

k k k k k k
k k k kA A T T A T T A A

ψ

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ− − − −

∈

= ≤ =
�

2 2
2

2 1 1 2 1 1

2 2

, ,
sup , sup 1 ,

, ,N N

k k k k k
k

A T
A A

A Aψ ψ

ψ ψ ψ ψ
ψ ψ τ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

− − − −

∈ ∈

� 	 � 	Λ
 � 
 �= = − ≤

 � 
 �
�  � � �

( ) ( ){ }2 2 2 1 1
1 2max 1 , 1 ,

k k
k kk k Aτ τ ψ ψ− −≤ − −
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�����
2 2 2 1 1, ,k k k kA q Aψ ψ ψ ψ− −= , 

2 2

1k k

A A
u u q u u−− ≤ − , 

2 2

0k k

A A
u u q u u− ≤ − . 

/� ��!��� ���	 ��	���������� ���	��� (9) �������	� ������ ����: 
Nu ∈� : 2A u l= , Nl ∈� ,                                                       (10)  

��
 ������� �����!�� ����	�	��	 �� ��	 ��������	 ������
Nw∈� : Au l= , Nl ∈� , 
Nu ∈� : Au w= , Nw∈� .                                                       (11)  

,�
 �	�	��
 (11) ��!�� ���	�
�� �������� �%%	�������� � �����	���� ���%�	���	����  

�	����� �	���� �	���!	����� � �����	���� � ��#��	 [1]. - ���� �����	 �	������	��
 ��-

���������	 �������	������ ��	��������� ���	����, ��	 ��	��������	 ����	��� ����� ��-

#������
 � ������ ���#��		 �����
��� � ��!��� �����	 ������������ �	����� ��
 �����-

!	��
 �	�#������� �������� � �	�	��
� ��������	����� � �����������	��� �����. 

-����. (������
 ��� ���		 ����!	���	, ��!�� ���	����, ��� ��
 �	�	��
 �����������	���

������ (8) � N �	���	������ �� ��������� �	��	�� 2 �	���!	���� ��	��������� ���	����

(9) � �������	����� ���	������� ε , ��	#�	��
 �	 #��		 �	� 2 1( ln )N ε −Ο ���%�	���	���� �	-

�����. 
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ITERATIVE FACTORIZATION FOR NUMERICAL SOLUTION 

OF ELLIPTIC EQUATION OF THE FOURTH ORDER IN RECTANGULAR AREA 

A.L. Ushakov
1

The elliptic equation of the fourth order in rectangular area is considered under mixed boundary 

conditions. The solution is based on iterative factorization of the operator that is energetically equivalent 

to the operator of the solved solution. Discretization of initial task is made on the basis of method of fi-

nal elements, and the precondition is selected on the basis of final differences method, thus the speed of 

convergence of iterative process doesn't depend on discretization parameters. 

Keywords: iterative factorization, precondition. 
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