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���
 �	��� ������
��
�� ��	����� �����
�
 �����


�������� � ������ �
��
�
 ��	� ��������	�
��. ��
 ������ �
�����
�-


�
 �������

���� ����
�� �������� ������ ���
������� ������

�-

�����	�
�� �������. �����
� �	��
�� ��� �	�!������� ���
��� �����	 
�

����
����
���� ������������ "
������. #�
�����
� ���
�� ��	� �����-

	���� «����� �������� – ������ ���������� "
��!��» �  ��������
�� ���-

	���!� ��	� ��������.  

�������� ��	�
: �	��
��� �������; �
�������	���; ����
� ������
���

�������; ��	���	����	 ����	���; 
��	����	���. 

$����
��. �����������	� �
��
���
 («�������
») �
�
��� ���	�� ���	���� ��

� ����-

	�� ������� ���	���
�	�
 ������
��� [1]: 
����
�	�� � �
�������� �

�������, ����������

���� � �
��� � ������
, ����
����
 ����
�� � ��.  �
��
���
�	�� �����
��� ������

 �����

����
�� ����
��� �
��
����� ���
	���� �
� ����
���, ������ � ����
��� � ���	���� ����� ��

�
�	���	�
 ������, � ��	�
 �
�
��
 ���	���� � �������� ��
�
 � ������� ������������
�	��

�
���� ����	�. !����� ����
�
����� ��������� �
���� �������
 �
�
��� [2–5] ��	�����
�, ���

�������� �	��������� ��
�����
 �������: ��
�
��
 �������� �
�
��� ��� ����
 �����
 "
�-

�������, ���� ���	�� ���������� #�
���� � ������������ ����	���� �
������� ���� ���	����, 

��	����
������ ������������ #�������. $��
����, ��� ����� "
�������� Re /bu lρ µ= ��
�����-

��
� �����
��
 ��� ��
���� 	 ����� ���	��� ��
��� � ���
�
��
� ���
��������� ������
����

	���
	���. %�
�� ρ  – ��������� ���	����; bu  – ������� �	������; l  – 
���	�
���� ���
����

����
�; µ  – 	�#�����
�� �������
�	�� ���	����. &�����

 �
�
��
 �����
���� ��� Re 1� , �

#�� ������
�, ��� ���	���� ���	���� �������, � 	���
	�����
 ��	��
��
 – ����
. '�
�����
����, 

� �����
���
 ����
��� ���������� ����, ��������
 �� ���	����, � ����� ��
�
��
�� ��
���-

������ ��
����. (���
��
 ���	���� �� �����������
� � ��
��� ��
��
� ���� ��
���

F Vζ= −
� �

, 	������ ���
����
� ���������
��
 ����	� �� �������
 ������� �
�
��� (��
�	� ���-

��, ��� 	��
��, ������������ ���
�
����� � ��.) [6]. %�
�� ζ  – 	�#�����
�� ���������
���; 

V
�

 – �
	��� �	������ ���	����. '�
��
� ���
����, ��� �������� � �
���� ���������� ��	�� (��-

�� ����� ���
���
�������� 	�	 ���
���� ����������� ���� ���������
��� �� �	������

���������� [7]. )���
������ ������� F
�
�� ����	���� ���	��� ����	� �����
�� � [8]. 

 �������
� �����
 ��������� ������������
�	�
 � �
�����
 ���
	�� ������ � ������
�

�
�
��� ���	�� ���������	�� ���	���� �	���� �������
��� �
������. *
�� ������: 1) ����-

���� ����� 	���� ����
���
 �����������
 �������
 �
�
��� ���	�� ���	���� � ��
��� ��
�-

�
� ���� ���������
���; 2) ��������� � ���
 �������� ������������
�	��� ������� ���
����-

�
�	�� ���
�� �������
��� �
�������-	��������� ����
��; 3) ������� ��
�
��
, ����������-

��
 � #���������
 �������� #���� �
�
���. 

%��
�� ����
��. '����������
 ������

 �
�
��
 ���	���� ���
�
��
��� ��
�������

�����
�����: 

0
u

x y

υ∂ ∂
+ =

∂ ∂
,                                                                   (1) 
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2

2
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u
ρζµ +
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∂
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�
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�
�
�
�

�

∂

∂
+

∂

∂
                                                         (2) 

                                                     
1 +������	�� )�
� ,�	�������� – ��	��� ����	�-���
�����
�	�
 ���	, ����
����, 	��
��� �

���
�	�� �

���	�, ���
���	��
����������
���� �

���
�	�� ����
����
� ��
�� &.). '�
���. 
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2 2

2 2

T T T T
c u

x y x y
υ λ

� �� �∂ ∂ ∂ ∂
+ = + + Φ� �� � � �∂ ∂ ∂ ∂� � � �

,                                              (4) 

22

4
u u

x x y

υ
µ
� �� �∂ ∂ ∂� �	 
Φ = + +� �� �∂ ∂ ∂	 
� � � �� �

,                                                    (5) 

��
 ,x y  – ������������
 �
	������ 	���������; p  – ����
��
 ���	����; ,u υ  – 	�����
���

�
	���� �	������ V u υ= +
� ��

; T  – �
��
������; λ  – 	�#�����
�� �
��������������; pc cρ=  – 

��-
���� �
���
�	����; Φ  – ������������� ���	���. "����������
� ����
���, ��� 	�����


, , , , constcρ µ ζ λ − , � �������
�	�� ������ �
��
� ���
���� �� �
������. &����������� #����-

��� �� ��
� �����
���
 �
��������
 ����
���� ����������
��� �� ������
 [9]: 
2[( ) /( )] ( / )q q T Tσ λ= ⋅ + Φ

� �
,                                                      (6) 

��
 q
�

 – �
	��� ��
������ �
������� ����	�, ��
���� 	�����
���, /xq T xλ= − ∂ ∂ , 

/yq T yλ= − ∂ ∂ . &������ �������� ������������ #������� � �����������
 ���������
 (�������

&��������) ������
��� �
���
������ [10]: 

stab instabσ σ≤ ,                                                                  (7) 

��
 �
���/������ ����� �
���
����� �����
������� ������������ #������� � �������-

���/�
���������� ���������
. (�� �
������
����� �
�

��� �
����������
�	�� ����
�� ��

������� � ����
 ��������
 ������� (7) ������
� ��
����

: ������ ����������� ��������� ��-

�
��
� �
���

 ����
��
 ������������ #�������, �
� ������������ #������� �������, �� ���-

����
�����  � �
���������� ������� ��������� ����
��. &�������
 �����
��
 #���� ������� �

������������ �����
�� ���� � [10]. 

,
����
����
���� ���������	�� ����� ��
������, ��� �����
��� �����������	� (1)–(3) 

��
�� ��
����

 �����
 �
�
��
: 

,u ψδη υ ψδξ= = −� � ,                                                              (8) 

sinE yξ δ= , cosE yη δ= , expE xδ= ,                                              (9) 

2
1 3/ 3d dψ ψ ξ ψ ψ ξ≡ = +� , 1 3, constψ ψ − , 

��
 ( )ψ ψ ξ=  – ���	��� ��	�. &����
�� �
�
��� δ �����
�����
� ����� 28ζ δ ν= , /ν µ ρ= . 

(���
��
 ���	���� ����������
��� �� ������

2 2 2

0 3 1 32 ( )p p Eµδ ηψ ρζ ψ η ψ ξ ηΠ ≡ − = − + , 0 constp ≡ .                           (10) 

%���
�
������ �
�
��� �����
2 2

3(1/ 2)[( / ) ( / )] / 2, 6x u y Eω υ ψδ ψ ψ ξ≡ ∂ ∂ − ∂ ∂ = − =�� �� ,                              (11) 

��
 3ψ  – ��������� �����
��. .�����
��� �
������� �
����� ������
��� ��	�
: 

2 /xx yy u xτ τ µ= − = ∂ ∂ , [( / ) ( / )]xy yx x u yτ τ µ υ= = ∂ ∂ + ∂ ∂ . (������������ ���	��� (5) ��

� ���: 

4 2 2 4 2 2 2 2 2
3 1 34 [9 sin cos ( 6 sin ) ]E E y y E yµδ ψ δ δ ψ ψ δΦ = + + .                         (12) 

&���	���� �
�
��� ����
�
�� �� ��
 �������. )������ 1 – #�� ������ ��������	����
(1)

0, 0x δ δ≥ = < . )������ 2 – #�� �
��� ��������	����
(2) (1)

0, 0x δ δ δ≤ = − = − > .  
�
��� ��-

�
	� � �	��	�
 �	�����
� ���
� �������. &������� �� �������
 ����	���� ������ (8)–(10), �
-

�
� (1) (2)
11 1ψ ψ ψ= − = , (1) (2)

33 3ψ ψ ψ= − = , (1) (2)ρ ρ ρ= = , (1) (2)ζ ζ ζ= = , (1) (2)µ µ µ= = , 

(1) (2)
00 0p p p= = , � ����� ��� ����
 � �

 �
 ����
���
 x ������
�: 

( 0, ) ( 0, )u x y u x y≤ = ≥ ;  ( 0, ) ( 0, )x y x yυ υ≤ = − ≥ ;                               (13) 

( 0, ) ( 0, )x y x yΠ ≤ = −Π ≥ ; ( 0, ) ( 0, )xx xxx y x yτ τ≤ = − ≥ ; 

( 0, ) ( 0, )xy xyx y x yτ τ≤ = ≥ ; ( 0, ) ( 0, )x y x yω ω≤ = ≥ , 
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��
 ( , )y ∈ −∞ ∞ . $� �����
��
�� �
�
��� �
������ ������ ���
� ����, ��� ���� ��	�
 �����

(1) (2)λ λ λ= = , (1) (2)c c c= = .  

������������
�	�� ���
���
����� �
�
��� ��	����
��� � ���, ��� �������
��� �
������

[����� 0x = ] �� �������
� �� �
��������� ����� ������� n
�
������� ������. ,� ��	�� ���-

���
 ������ ���� ������
�� �������
�	�
 ������� ����
������� [11], �������
�� ��
�����-


� ���
�������
 ��	���� ��
���
��� �����, ��������� � #�
����.  ������ �����
 ��

� ���

0x = ��
�����
 �������: 
(1) (2)

1 2u u uρ ρ ρ= = ;                                                           (14) 

(1) (1) (2) (2)
1 1 2 2n nR p V u p V uρ ρ+ − = −

� � �� �
;                                              (15)

(1) (1) (1) 2 (2) (2) (2) 2
1 1 1 1 2 2 2 2[( / 2) ] [( / 2) ]n x n xW p V q u V U p V q u V Uρ ρ+ ⋅ − − + = ⋅ − − +
� � � �� �

,             (16) 

��
 np
�

 – �
	��� ���
�
������
 ������
��� � 	�����
����� nx xxp p τ= − + , ny xyp τ= ; 

( , )x yR R R
�

� W  – ���
�
������
 ��������� �����
�
�
��� �� ������
 ��
���
 ��� ���	����

����������
� ���� � �����	� #�
����. $��
	���� 1, 2 ���
�
�� �����
��� �
�
��� ������

( 0)x = + � ��
�� ( 0)x = − �� �������. (��

 ��
 ������� �������� � �
�����
 � �������
���


������ ��������	����, 0x ≥ . 

/����
�	�
 � ����	�-
����
�	�
 ����
��� �� ���
�
����� �
������ ����� ���� �
����

�������������� [12]. $������	� ��������� R
�
� #�
���� W ���
������ ����������

 ����-

���
�	�
 � �
�����
 ����
�����
 �
������ 0x = �� ���	����. $� �����
��� (8)–(10) [��. ��	�
  

������ ������ (13)] ����, ��� ��� 0x = u -	�����
��� �	������ �
��
�����, �  υ -	�����
���

�
��
� ���	. 0�	�� �������, ��� ����
	���� �
�
� ������ �
	��� �	������ V
�
��
����
� ����

������, �� ���
��
� �������
��
, �.	. ����������
��� �� �
	������ ����.  ��	�
 	����
����


������
��
 xyτ � ������������� ���	��� Φ �
��
����� ��� 0x = . )�	���
��
 ����
���

0p pΠ = − �� 
�� ����
����� ����
��� 0p ��

� �����
 ���	� �� ��
 ������� ( 0)x = ± �������. 

 �� ����	���� �
�
��� ����
�
�� �� ������ ������� 0 0[ 0, 1, 2,y n nδ π= = ± ± … – ����
 �
��


�����], ����� 	�����
 0υ = , 0
1( 1)

n
u Eδ ψ= − . %�����, 0y nδ π=  – #�� ����� ����
	���� ����	�

(spread line), 	�����
 �������� 
�
 � �
� ���������, ��� ����� ��
 0ω = , ��. (11). &�� �
�

��


�
�
� ����� ����
	���� υ -	�����
��� �	������ � ����
�
������ ω �
���� ���	�. 1���	�
���


���	� ������������
�	��� ���� – #�� ���	� �
�
�
�
��� ����� ������� � ����� ����
	����: 

0x = , 0y nδ π= , 0υ = , 0
1 ( 1)

n
u ψ δ= − , 0

3 1( 1) [( / 4) ]
n ρζ ψ ψΠ = − − . 

(�� 	���	���� ������
� 	����� ��	�� ���	� s -���	��.  s -���	
 �	������ �
��
�����, � �	�-

��	 ����
��� (1) (2)[ ]Π = −Π ��������
� �
�����
� ����������
� ���� R
�

. ������ ����� ����-

����

02 ( / 2)y nδ π π= ± , 0u = , 2
1 3( 3 ) ( )E Eυ ψ ψ δ= − + ± , 0p p=

��
�������
� ����� �
�
����� ������, � �� 	����� 0p -������
 �����
���� ������� �
	���� �	�-

�����, ������ ��� u -	�����
��� �
��
� ���	 ��� �
�

��
 �
�
� 0p -�������. (����
 �
�
��


����
��� �
������
�	�� �� 	��������
 y , � �������
��� �
�
�
��
����� 0p -������ (�����

��������) � ����� ����
	���� ����	�. )������ ��� �
���� ����
��� ���	����: �
���
�
��
 �
-

�
��
 �� ��
 ������� �������
��� �
������ � ��
�
��
 �
�
��
, ���
����

 �
�������-

	��������� ����
��. 

&���������� ����
��. &�� 3 0ψ = ��

� ���
��� ����
�
������ 0ω ≡ , ��. (11). '

�� ���-

�����
��� �
	����� �	������ ���	���� ���� �� ���. 1.  	����� �����
 �
��� ������� ����
-

	���� ����������

 �������
��
 ����
��� ��	����� �������� ���
�	���.  �
��������� ���-

�� ���. 1 (������ ��� ������� yδ ) ���	��� ���
�	��� �	����� ���
�
��
 �������
��� �
	����

�	������, ������

�� �
��������� ���
	���� ���	���� �� ������� ������. )��
����� ���
��	

�� ������
, ������
� [ , 0]π− , [0, ]π , [ , 2 ]π π � �.�. ����
��� ��
��� ��
� �
���	� 0x = .  
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$� ���. 1 ����, ��� 	����
 ��
�� ���
	�
��� ����	�� ���	���� � �� 	���
 ��
��, �.
. � s -

���	�
, �
	���� �	������ ������
���� � �������������� ���� �����. $� (15) ��
����: 

0x = , (9 / 4)xR = Π , 2yR uρ υ= ,                                                (17) 

��
 ( 0, ) 8 ( 0, )x y u x yδµΠ = = − = . (�� ������ 3 0ψ = ������������
�	�
 ���
 (8)–(10) 
��� �
-

������� �
������ ����
����� �������	� ��������� (17). ,� ������
 �	������ � ����
��
 ���	�-

��� ���������� �
�
� 	�����
��� ����������
� ���� ��
������ �������: (4 / 9) xRΠ = , 

2 2 2 2
/(4 )yu Rυ ρ= , 2 2 2 2

1u υ δ ψ+ = . (���
��
 Π ��������������� ���
�
���� 	 ������� xR -

	�����
��
. &��������� �� �����
��� 	 ������� yR -	�����
��� ���� �
���
���� �������

�������
� �
�� ��� ������������ ����
����� ������������
�	��� ����, � ��
���: yR ������-

���	������ ������� �� �	�������� ,u υ . 

yδ

π

2π− /

2π /

0

π−

υ
�

u
�

υ
�

u
�

x

2����
��
 #�
���� (4) ��

� �����
 �
�
��
: 
2 2

0 1 1( / 2)T T θ ξ µ ξ− = − , 2 2 2
1 1(4 / )µ µ λ δ ψ= , 3 0ψ = ,                          (18) 

��
 1θ  – ������������ ����������; 0T  – ����
���
 ����
��
 �
��
������. 3
�����
���� 	���
-

���
2 2 2
1 0 0/ 4Pr( ) /( )pT u c Tµ υ= + , 0x = �
�
� ���������� � ����
 &������� Pr /pc µ λ= � ��

�����
��� ���
 
���	�
���
 ��������
� #�
����: 	��
���
�	�� 2 2( ) / 2uρ υ+ � �
������

0pc Tρ . '��
������
 �
�
��� (18) � ���, ��� ��� �
�� ����� 	���
	�����
 ��
��� � �����
���

(4) ������
��� � ���� ����
���
���.  ��� (1) (2)
00 0T T T= = , (1) (2)

11 1 0θ θ θ= − = > , ������
�, ��� ���

0x = �
��
����� �
��
������ � 	����
����� 	 ������� ������������ �
������� ����	�
(1) (2)
y yq q= ; ��. ��	�
 (13). ,��������� 	 ������� �
������ ����	 �
��
� ���	 ��� �
�

��
 �
�
�

������� 0x = : (1) (2)
x xq q= − . ,� �����
 �������
��� (16) ������
�: 

2 2 2
02 ( ) [5 /( )]( / )W T T u uλδ υ δ= − − − + Φ , 0x = .                           (19) 

4�� ������, ��� ������������ �������	 #�
���� W ����
���
��� ��������� �� ��� �
���-

��
 ����	�: �
���
 �����
��
 � ������ ����� (19) ���������
��� � �
�
����� #�
���� �� ��
� �
-

��������������, �����
 �����
��
 ��������� 	 ���	�� ���������� #�
����.  s -���	
 ��

� ��-

�������� �
��
������ 0T T= � �������	 #�
���� 2
15 0W λδµ= − > ; �
������ ����	 �������
�

����� ����� �������: 0xq = , 1( 1)yq λδθ= − ± ; ������������ #�������

2 2 2 2 2
1 0 0[ / ] (4 / )T u Tσ λδ θ µδ= + #	���
����� �
 ��

�. 

�#%. 1. � ��! ��*�"#' +#,$�%�# -� �.� %��&�"/ %#01"�2� &!)&/3!. 
�0%�/� %�&�0$# – $��-�"�"�/ 3�$��&!
%$�&�%�#; ��"$#� %�&�0$# – "!-&!30�"#� 3�$��&! %$�&�%�# 3.0#)# &!)&/3!. �#"#' &!%��$!"#' – %-0�4"!'; 

0#"#' -�3�&��! – -5"$�#&"!'. �52�3!' %�&�0$! 5$!)/3!�� "!-&!30�"#� ,3#+�"#' +#,$�%�# 3 -�0�%� ��+,5
0#"#'�# &!%��$!"#'. 
��"/� $&5+$# – s-��*$#
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0��	� �
�
�
�
��� ����� ������� 0x = � ������� 0p p= �����
� 0p -���	��. %�
�� ��

�

��� ��������: 0p+ � 0p− ����������� ���	��� sin 1yδ = ± . 0
�����
 ��������
 #��
 ���
	 ���
�
-

��
��� �����
�����: 
2

0 1 1( / 2)T T θ µ− = ± − , 02 ( )W T Tλδ= − − ,  

� ��	 �
, 	�	 � s -���	
, ������������ #������� ������
� ���������� ������������
2
1/ ( ) 0σ µ∂ ∂ > , 2/ ( ) 0σ δ∂ ∂ > . (�� 1 0θ > � 1 0θ < �
�
��
 ��

� ���� � �� �
 �����
�	�
 ���
�-

����
. &�� 2 4
0 1 1 0( / 4 )T T Tµ µ= + + ������������ #������� 1( )σ σ θ= �������
� ������������

����
��� min 1( )σ θ . &�� �������
�����/�������
����� 1θ #��� ������� �������
��� � 0 0/p p+ −

���	
. "
��� ���	������������ 0p± -���	�, �����
��������� min 1( )σ θ , ����
�����
��� ���

2 2
0 1 0( ) / 1 ( / 4 )T T Tϕ λ δ µ≡ − Φ = + , �.
. � ������
����� ��
�
�� ������� �� ����� Pr . '������� (7), 

#�� ����
��
 ϕ ���
�
��
� ������ ������� ������������ #������� ��� ���������
 �
�
���. 

'�����

�-�����	�
�� �������. "��������� �
�
��
 (8) – (10) ��� 3 0ψ > , 1 0ψ <  [��-

������, ��� � �
��� ��������	���� ����� ����� 3 0ψ < , 1 0ψ > ].  #��� �����
 ���
����
� �
-

��������� �
�������
��� ������� 2
1 3/(3 ) 0wξ ψ ψ= − > ; (1) (2)

w w wξ ξ ξ= − = . 5���� wξ ξ= ���
�
��-


� ����	�� ����
���� 	����� 	������ exp / sinwx yδ ξ δ= , ����
� � 	����� �����
, �������
�-

��� ������� ����
	���� 0ξ = , ��
��
� ����� wξ � �
� �
 ���	��, ��� � sin yδ . 3��
� ���������

«������
» 2[ (0, 1)]wξ ε= ∈ � «����
» 2[ 1 0]wξ ε= − > 	������, ��
 ε  – ����� �������
�����

�����
��. ,� ����� ��������  02 ( / 2)y nδ π π= ± ��

� exp wxδ ξ= , � ��#���� �����, �� 	�-

�
���� ����
���� 2
wξ �����
�����
� «�������» 	������, �
����� 	������ ��
������ �� ����-

���, �� 	��
���� ���������� �� �
������ 0x = .  �
��
 � �
�, �
� �
���
 2
wξ , �
� ����
 ��-

������
 	������ ( 0x = ) 	 ������ ����
	����. 6��� 2 1wξ ε= − , �� �
�������
��� ������� «��-

���» 	������ ��	��������� � 	��
���� �	�
������� 0p -���	�. '��	��	� ��� 0x = �
�
��� ���

�
��� � ������ ��������	���
� ��
� ����� ����� 	������ 	������ (���. 2). 0��	� ������ – #��

���	� ��
���
��� ��������� 	������ � �
�������.  ����
 ��

� �
�������-	��������� ���-

�
�� 2(0 1)wξ< < , � 	������ ���
����
 �������
��
 �����	� �
������ ��
���
�� �
��������-

�� �
�������
���� 	��������. "
�
��
 (8)–(10) ��

� �����
�	�� ����� �� ��
��
� ��� 	��-

��� ����	�� ����
���� �������: 2 20 wξ ξ≤ ≤ . '

�� �
�
��� ��	����� �� ���. 2. ,� ��
�	�
 	��-

���� ������
�� ������� ���������� � �
����
	����. 

%���
�
������ �
�
��� ���
�
��
��� �������� (11) � �
 ������� �� 	�������� 1ψ , �����-

�
��� �����
���� ����� 	������. %�����, 	��
���
 ������
��� �	������ � ����
���, 	�����



���	�
�������� �����
����, ���
������� 1ψ  [��. (8)–(10)], ��������� �
� ���
�
��� ��
��

�	������. 0�	�� �������, � ������ 	����
 �
�
��� ��� ������� ���� 	��
���
 ������
��� ��-

�����
��� ������������ ����
�
������ ������
�� �
�
��� ���	�� ���	����. .������� �
�����

	������ ����� K δ= , �.
. 	�#�����
�� ���������
��� ����� �������� � ���
 28Kζ ν= . ,�

�
����
 	������ [sin 1, ]wy Eδ ξ= = ��

� �����������

2 4 2 6
39 wKω ψ ξ= , 24µωΦ = ,                                                    (20) 

	�����
 �	������� �� ������ ���� 	������� K � ������������ ��
�
���� ����. 

&�� �
�
��� �
������ ������ �������
� ���	�� ���������� #�
����, � 	���
	�������

��
���� � �
��� ����� �����
��� #�
���� (4) ��
�
��
��
�, �������, ��� Re Pr 1Pe = << , 

��
 /( / )bPe lu cλ=  – ����� &
	�
. 0
�����
 ��������
 ���	���� ���
�
��
��� ��
������ ����-

�
��
�: 
2

0 0 2( ) ( )T T Eθ ξ θ ξ− = + , 

2 2 2 4 2 3 3 3
0 4 1 13 3( ) ( / )( ) ( / 2) [ (2 / 5)]w w wθ ξ ξ ξ θ µ µ ξ µ ξ µ ξ ξ ξ= + − + − + , 



�� !"#$!
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2 3 3
2 3( ) (3 / 4)( )wθ ξ µ ξ ξ ξ= − , 2 2 2

1 14 /µ µδ ψ λ= , 2 2 2
3 34 /µ µδ ψ λ= , 

2
13 1 34 /µ µδ ψ ψ λ= − , 2 2 3

4 1 358 /(135 )µ µδ ψ λψ= − . 
yδ

π

x

υ
�

u
�

0

π−

υ
�

u
�

5���� ����
	���� 0ξ = ��

� �
��
������ 0 0T T= > . '�
�	� 	����� ���
 ����
����
�	�
: 

wξ ξ= , 0 0w wT T θ= + > .  ���� ������������ ���������� wθ ���
�
��
� �
��
������ 	������. 

6��� 0wθ > , �� 0wT T> , � ������
� 	������ «�����
�». 6��� 0wθ < , �� 00 wT T< < , � ������
�

	������ «
�������». &�� ����
	���� �
�
� �
������ �
��
������ ���	���� �
��
�����, � �
	-

��� �
������� ����	� ��
����
� ���� ������ � ����������
��� �� �
	������ ����, ������ ���

�
��
� ���	 	�����
��� (1) (2)
x x xq q q= = − .  ���� ����� ����
	���� 0xq = , � �
	��� q

�
��������-

�
� #��� �����. ,� �
����
 	������ �
������ ����	 ���������
� �
�����
: 0yq = . ,� �
����-

�
 �����������
 �������	� ��������� � #�
���� ��
�� ���: 

0x = , xR D= Π , 2yR uρ υ= ,  

2 2 2 2(2 27 26sin ) /(1 12 4sin )w wD y yξ δ ξ δ= + − + − , 

2( )xx xy xW u u qτ τ υ= Π − − + .                                                    (21) 

(�� «�������» 	������ ������
� ������� ������� 2D ≅ , �.
. ���������� 	 ������� 	����-

�
��
 2xR ≅ Π �����
�����
� ����
���� �
�
��� ����
��� 0p pΠ = − . (�� «�����» 	������

������ 

 ��������� 1/ 3D ≅ , � � s -���	�
 29 /13 2D ≅ > . "���
������ ������ �����
��� ( )W y

�
 ����������. )��
��� ����	�, ��� � ��������� «�������» 	������, �.
. ������ s -���	�, ��-

�����	 #�
���� �
�
����
� ����
�
������: 2[ /(3 )] ( )W µω δ ε= − + Ο . (�� ����
�� «����
» 	�����

�������	 #�
���� � s -���	
 �
�
����
� 	��
���
�	�� #�
���� �� �����  ����
	����: 
2 2( 64 / 3) ( )W uµδ ε= − + Ο . '�
�	� «�����» 	������ ������������� � ε -�	�
������� 0p -���	�, �

��
�� �������	 #�
���� 2 xW q≅ ���
�
��
� ���������� 	 ������� �
������ ����	, � ��������


�����
��
 � (21) ��
�� �� �����
��� 	 ε ������	 ������� �
 ���
 �
�����.  

)������ #	���
������
 �������� ������������ #�������. '������ ���������� sσ -�
���, 

	������ 
���	�
����
��� �
�, ��� � s -���	
 ����������� 2( )wσ ξ ��

� ������� ��� �������, 

���
1/ 2

2
2 2 2

0
0

( ) 29 291 1
1 2

12 45 36 5

w w w
w

T T
z

λ δ ξ ξ
ϕ ϕ

� �� �− 	 
≡ = + + +� �� �	 
Φ � �� �

� ,                    (22) 

��
 2 4 2
39 wλδ ξ µΦ = , 2

0 0 /Tϕ λ δ= Φ , 0w wT T θ− = . %�
�� ���
��, ��� � s -���	
  

2 2 2
1 1( )q q A Bλ δ⋅ = +

� �
,  2

1 4w wA ξ θ µ= + ,  2 3
1 33 / 4wB µ ξ= .                       (23) 

�#%. 2. � ��! ��*�"#' +#,$�%�# %$3�)1 ���.&!""�-$!-%501"56 %#%���5. �.�)"!*�"#' �!$#� +�, $!$ "! &#%. 1
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%��	� –/+ � (22) ��������� 	 «
�������»/«�����
�» 	�������. (�� «�����
�» 	������ sσ -�
���

���
����
� ��� ��

 0 0T > , � ��� «
�������» ��
�	� ��

� �������
��
 0 (12 / 5)ϕ > , 

2 (0, 1)wξ ∈ . 6��� 	������ «�������», �� ��������� �
����
 ����
��� 0ϕ . ,�����
�, ���

2 1/100wξ = ���������� ����� 0 1/10ϕ > . '���� (22) ���
�
��
� ������ ������� ������������

#������� � sσ -�
���
 ��� ���������
 �
�
��� �	���� �
�������-	��������� ����
��. 

0
���������������� s -���	� ( 0)q =
�

���
����
� � �
���
 «
�������» ��
�	� 0wθ <  (23) �

��� #��� �� �
����
 	������ ������
� 2 2( ) / ( ) 0wω ξ∂ ∂ > . %�����, � ������ ����
�� «
�������» 

	������ 2[ ( ) 0]wξ∂ < ������ ����
�
������ �� �
����
 �����
�. 7
� �����
 	������� �
�����, 

�
� �����
 ���	�� ���������� #�
���� Φ ~ 2ω ~ 4K  (20). 

(��

 ���������� Kσ -�
���, ��� 	������� �� �
����
 «�����
�» 	������ �����������

( )Kσ σ= ��

� #	���
��� ��� �������, ���

( 7)(21 ) 72 ( / )w wTχ χ χ θ− − = , 7 21χ< < .                                   (24) 

3
�����
���� 	���
��� 2 6 2
3/( )w wKχ λθ µψ ξ= ���
���� �����
�� ����
�
������ 2

3ψ , � ��	�
 ��-

���
��� 2
wξ � K , ���
�
�����
 ����������
�	�
 �������� 	������ (����
� � 	�������). 8���, 

��� 36 wχ ϕ= , ��
 2
0( ) /w wT Tϕ λ δ= − Φ �������
��� �� �
����
 	������. "���
�� ��	�������, 

��� ���
����
� ��������
 ����
��
 147χ∗ = , ����
����

 ���
���� (7, 21) �� ��
 �����, ���

	�����
 Kσ -�
��� (24) ������
� ����� ������ #	���
����� ������������ #�������. 6���

7 χ χ∗< < , �� ���
����
� ������ ������� min ( )Kσ . 6��� 21χ χ∗ < < , �� ���
����
� ��	�����

max ( )Kσ  – �
�
��� ������� ������������ #������� ��� ���������
 �
�
���. ,
������ ���
��, 

��� � ��������� ��������� χ χ∗ = ��� ������
��� �
����� 	������ ����� �������� �
��
��-

���� ��
�	� wT . 

(��	���
��. 2�������
��, ��� ���
����
� 	���� �����������
 �������
 �
�
���, ����-

�����
 ������������ ����
�
�������. ! ��
���: �	���� ���
�
�
���� ��� 	��
���
 �����-

�
��� �	������ � ����
���, 	�����
 ��������� �
� ���
�
��� ��
�� �	������. )������
�� ���-

��� ���� ���	�� ���������� #�
���� ��� �
�
��� ���	���� �	���� �������
��� �
�������-

	��������� ����
��. $���
��
 sσ � Kσ �
����� [��. (22) � (24)] ��	�����, ��� ����������
-

�	�
 �������� 	������ �	������� ������
����
 ������
 �� ������� ���
��������� #	���
�����

������������ #�������. 
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INVARIANT VORTICITY AND THERMAL STATE OF THE CREEPING FLOW 

OF A FLUID THROUGH A PERMEABLE MEMBRANE 

O.N. Shablovsky
1

A new class of stationary creeping flows of a viscous fluid is presented in complience of external 

resistance force. An example of an invariant vorticity of a fluid flow is studied through the permeable 

membrane and capsular system. The influence of capsular morphology on the entropy production is 

mastered. An important role of the correlation “velocity vortex – viscous dissipation of energy” in form-

ing the thermal field of a fluid is discovered. 

Keywords: creeping flow, vorticity, viscosity dissipation of energy, entropy production, stability. 
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