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������������ ����������� �������� ���
�����
� ����� ����� ���� ��� ����������������

�.�. ������	
�1

��������	�
� ������������� ����	� ��	
����� ���
�� 
���������-

����� ������ �	�
��. �������
� ��	
���� �������������� ���
��: 

������, �
�����
�, ������� �������� ��� 
���
����
���� ������
���
���


�����
��. ������	�
� ��	���� ����������
�� ��	
���� ������� �����-

��	�
�� ������ �	�
��. � ������ 
�	�
��
��� ������	������� ����
�-


�� ���	�����
� 
�	�
��
�� �������� �������
�� 
� ������
�� ������
�-

��� �	�
��. ������
�, �� � ������
���� ������ 
�����	�
�� �����������

�����	�����  ����� 
�����	�

��� ����
���  
����� � ��	
�� � ������
�-

��� �����
��� �������	�
��� �
�����
��. 

�������� ��	�
: ���
� �����
, �����	����	���, �	��� �	��, ��������	�

�
�
�	������	� ��
������. 

�������� ���	�
 �����-��
������ ��������
��� � �������	�� ������� 
���� �����

� ����� ����
� ��������, ������ ����, �� ���������
 ��������
 [1, 2]. �������������

�������, ��������� � ������
 	���� � 
���� ����� �������	� �������, ���� ������	��-

���� � ��
������, ���	���
������,  �����	������, 
�	������������, ��!��� � ������

	������ ��
�������	�. ����
����
����� ������	�, � �	��� ��������	�� 	������ 	�-

��� ������ ����� �� ����	���
 ���� 	����	�, ����
� �������	���� � ��
������, ���	���-


������ 	�������. " ������ ������� ����������	�� ������ ����	� ������� 	���� �


���� � ���	���� � 
��� 	�!��� ������, � 	 �� ���
� ������	��� ����	� ���������

�����, ��������� � 
������� ����	�����	��, �������
 �� ��� ����������� �����-

��
������� ���	��, �����������, �����
��, �������
 �������	� 	�
����	���, �����	��-

��� ��!��	�� �� 
������� �������	�, �����
� �������
�. #������ 	������ ������ ���-

��, ������
�� �����
 �	�
, 	���� �����	�����	 �����	������ ��	���� ��� ����� � ��-

��	������� ����
���� ������� ������	���. 

$���
	��
 	������ 	��� ��� ����� �����
��
� �����	� (����� ������) 	�!���

δ �� ����	���
 ���� 	����	� � 	����� ������� �����	�, ��������!���� ����
 ��

������ �������	� ��������
 �	�
. "����
 ���
������� ���	�
� ������	 OXYZ, 

�����	� OXZ ������� � �������	��, � �	�� �����	�� ������, �� OX ���������� � 	�-

����� ������, �� OY – � ��
��� � ������ �����	� (���. 1). 

�� . 1. �!"�	 �"#"$�% &�'��( )*"$��

                                                     
1 #������� %��
��� &����������� – �������, ��	� �����-
�	�
�	������� ����, ������� ��������� 
�	�
�	���, '�����-
�-
�	�
�	������� ������	�	, (��-)�������� �������	������ ��������	�	. 
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'�	�
�	������� 
���� 	������ 	���
���� ����� ������ 	�!��� δ � 	����� ��-

����� �������	� �� ����	���
 ���� 	����	�, ��������!���� �	������
 �� ������

�������	� ��������
 �	�
 ��������� �����������, �����	�����	 ��� ���	�
�

��������� *����–+	��� � ��������� ����������	� � ��������
� ������
�, ���	����!�
�

������� ������� 	���
����������, �
��	 ��� [3]: 
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0 :y =                                               0+u w+= = , 0v V+ = ;                                                      (2) 
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,�����
����� �������� � (1–6): 
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���� #����	��; 
p

r
Ku

c T

′
=

∆
 – ���� ����� �������; 

2
0 0u

σ
σ

ρ δ
+ = – ����
�	� �������	��

��	������. .���� 0u  – ������� ����	� ����� 	������ ����� ������, 0δ  – 	�!��� ������

� ����
�!���
 ��	����. " ������� ���������� sign 1T∆ = , � � ������� ���������

sign 1T∆ = − . 

$���
	��
 �����	�� �� �������	� ����� ������ ��
�!����, ����������!�� �����-

����� ���� ������ �����: 
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      (7) 

��� 0k  – ���	� ����� ����	�; r iiω ω ω= + ; 
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��� � � � � �∂ ∂ ∂ ��− − − − +� � � � � � �� � � �� � �∂ ∂∂ ∂ �� � � �� � ��

��� ������!�� ���!�����: k�∆  – ������ ���� ������ ����� ( )k o ε�∆ = ; �����
��	

( )2 2
i i 	ω ε ω ε= = . 

.���� ( )F k�  – -����-�
����	� ���������, k�  – ����� ���	� ��
�!����, xk � zk

– �� ������� �� �� �X � �Z �	��	�	����, ε  – 
���� ����
�	�. 

/�� �
���	��� A �����!�� ����� ����	� ������ ��������� ������������ ����-

�����, � �������	� �	�� � ���
 ���� �������	�� ����� ����
�	�� ����� 	������

	���
���� ����� ������: �����
��	, ���		� � �� ��������� ����� � �	�� ������, – 
22 2
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∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂� � � �

.          (8) 

*�������� ������������ ��������� (8) ��� �
���	��� A �����!�� ����� ����	�, 

��������!���� � ���
��� �� �������	� ����	��
������ ����� ������, 	���	�� � �-

�� �� ������ 
����� ���������� ���� (	��� 
���� 0��������–%�����). 1 �������	�

��������� ���	����	 ������ ������� (����������, ���������) �� �������	� 	���
����

����� ������ � �������	 	���� �����-��
������� ���	��, ��� �������	��� �����	�, 

��������	� �������	�� ��	������, ���� 	����	�, ����	����� ���������� �� ������-

�	� ������� ���-�����	�. 

"������	������  ������
��	�, ��������� � ����	�����	�� ����� ������ � 	���-

��� � ��
�!����
, ����� ���	� �	��� kΣ ��������� �� ���
 α � �� �X: 

2 2
x zk k kΣ = + , tg z

x

k

k
α = , 

�������� ��� �������� ����� $�������� 20Re ≤ . *�����
�	� 	���� ����������� �������

� ��	������������ ������� 	���- � 
����
��� � ������ �������, ��������  ����	���-

�	�,  ��������� ��������	� � �������	� �������� ������	�. 

/���������� ���������

( ) 4 2 2 4 3 3 2
7 9 1 2 3 4 5 6 8x z x x z z x z x x za k a k i a k a k k a k a ik a ik a k a k kω + + + + + − − − − −

2
10 11 12

1
0z x za k a ik a ik

Re Pr Ku
− + + − =

⋅ ⋅
,                                   (9) 
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��� r iiω ω ω= + , ������	 ������	�	� ������ �����	����	���: rω  – ���		�, iω  – �����
��	, 

������ ����	� r
rc

k

ω
= , � 	���� ���������, ����!�� � ��������� (8). 

1 �������	� ����������� ��������� (9) �
��	 ���: 

1
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= − , 2 12a a= , 3 1a a= , 
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6
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3 2 40
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⋅ ⋅
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1
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⋅ ⋅
, 2
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24
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( )3 3
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20 40
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9

5

24
za Re F= , * 1

10 10 10a a a= + , 

( )* 3
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3

3 2 40

y
z z z

Re F Re M
a Re F Fτ

⋅ ⋅
= − − + + , 

( )
1
10 2

2
sign

3

C
a Re T

Re Pr Ku
= ⋅ ∆

⋅ ⋅
, ( )11 x xa Re F τ= − ⋅ + , 

( )12 z za Re F τ= − ⋅ + . 

"����� �����	����	��� (�����
��	 iω � ������ ����	� rc ) ��
�!���� ��������� ��

���. 2 � ���. 3 �	��	�	����. 
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ωi

1 2

3

4

�� . 2. �	-� ��� �. �$�,"�"$�	 �� -�*$�-�/� #� *	: 
1 – Re = 7; 2 – Re = 10; 3 – Re = 15; 4 – Re = 20 

*� ����� ����� �����
��	� (���. 2) 
�� 	
�	�	� ������� �����	����� 	���: 

– ��������, �	�
� �	��	�	���	 �������� ����� ����� �k ; 

– 
����
����� �������� �����
��	�, �	��� ������

maxi

kω ; 

– �	��	�	���!�� ���	������ ��	�����	� ( )0iω = , ������ ����� �	��� ����-

��
 0i
kω = . 

+������	� 	��� 0i
kω = ��� ��������
� �������� ����� $�������� ������	 ������

���	������ ��	�����	� (���. 4, ������ 0iω = ), � 	���
maxi

kω  – ������	 ������ 
����
���-

�� ��	� ��
�!���� (���. 4, ������ maxi  ω ). 

-����� ����	� (���. 3) � ����	� ����	�����	� ����� ������  ��� ����� ����� $��-

������ �
��	 
���
����� �������� ( )minrc , �	�� �	��	�	���	 ����
� �����
maxi

kω . 

-����� ����	� minrc �����	 � ��	
 ����� $��������. 
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Cr
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0 0,1 0,2 �

1
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3

4

�� . 3. �	-� ��� �. 0	��-�(  ��,� �� �� -�*$�-�/� #� *	: 
1 – Re = 7; 2 – Re = 10; 3 – Re = 15; 4 – Re = 20 

" ��� �������	������  ������
��	� ������� ����	� ��!��	������ ������ ����
�

����� ������ ��� �����
 �	������, ����������, ���������, � 	���� ��� ������	��� ��-

���-��
������� ���	�� 
���� (1)–(6). *� ���. 4 �����	������ ����	� ��!��	������ ���-

��� ����
� ���	������� ����� ������ � ������� ���������. /�� ����� $��������  Re > 10 

������ ���	������ ����� ��!��	���	 ����	�, � �	�� �������	��  ����	 �����������

�������  ������ � ����	�� ����� ����	� � �� �
�!���� � ����������� ���
���� 
����-


����� �����
��	�. " ����	��	� maxi  ω ��!��	���	 �	��������� 
���
�	������� ��-

��
� ������ 	������ ������ �����, �	 	���� 	
������ � �  ������
��	�� [1, 2]. 

�� . 4. �1*	 ��  23" �-�-	$�% -�*$�-4! ,"&���- -",���	*.$�( )*"$��

$����	 � �������	� 1β � 2β ��� ��������
 ����� ��������� (8), �����	������!�� ��-

������� ��	������ ��
�!���� ( 1β ) � ������
�	� ���� 	 �
���	��� ( 2β ), ������ �����-

��	�: 

– ��������� ����
����	��� ��
�!���� � ����	��	� maxi  ω  (���. 4, ����	� 2) 	���, 

�	 ��������	�� �������	������ ��
������ � �������	� 1β , 2β , �� ����	������ ������-

�	 ��� �������� � ����	� 2; 

– �������� ������
�	� ���� 	 �
���	��� ��� ����� $�������� 8Re < � ����������

��� 8Re ≥ . 

/�� ������ ����	� � ����	��	� ���
���� 
����
����� �����
��	� ����	����� ��-


�� ������ �	����� ����	�����	� ���	�
�. " ����
�	�����
� ����	��	� ������� ��	��-

�����	� ��
������� �	���	��� 	������ � ����������	��� ����, �	����� �� �����	�	�. 

-�
� ��� ���	������� ����� ������ ��� ��� ��������	� �������	�� ��	������

�����	������ �� ���. 5, ������ 1.  
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�� . 5. ��,�	 -�*$4 ),� Re=15: 
1 – M=1, N=0; 2 – M=1, N=1 

*������ � ����� ������ �����	���
�� �������	�-��	����� ��!��	�, 	���� ��� 
����, 

���� (����
�	� N), �����	� �	��� ����� �����	� ��� � �����	��	 � ����������
 �� 
-

��������� 
����, ��� �������� ����� ��� ������	 � ����������� ��� �������	��

�����	�, �����	���� �����!�� �� ������ �����	����	��� 	������ 	���
���� ����� ����-

��, ������� ��	�����	�. #����� �����	���
�� �������	�-��	����� ��!��	�, ������

�����
 ���	�����
 	�����
, ��� �������� 	��� ��� ����� �����	� �������	 �����-

	������ ���	� ��  ������, �	 ����	 � �
�������� ����	� ��
�!���� 	������ � ������-

����� ������ ��� (���. 5, ������ 2). 

#����	���
 �
�������� �
���	��� A � ���� ��

� �
���	�� 
�

( )0 0 1 1 1 2 2 1

1

exp exp exp exp exp( )n n n n

n

A a i a i ink x a i ink xθ θ θ
∞

=

= + + −� .              (10) 

&
���	��� ���
��� (10) ��� ��������
� �����������!�� ���	�
� � ������
�	�� ����

	 �
���	��� � ������� ��
������� 
���
�	������ ���� ��������� �� ���. 6. 

�� . 6. ��)*��2'4 ��' (10) 

#����	�������� ���������� 	���� ����� 	������ ����� ������ ������	 ��������	�

�����	�� ��������� ����
����	��� ��
�!����, ���	���� ��������� ������: ��
������ ��-

�� ������ �������	� �	������, ��������	� �������	�� ��	������. 
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MODELLING OF NONLINEAR DEVELOPMENT OF PERTURBATIONS
IN A THIN LIQUID LAYER AT WAVEFORMATION 

L.A. Prokudina
1

The mathematical model of the wave flow of a non-isothermal liquid film is shown. Wave charac-

teristics (frequency, increment, phase velocity) are calculated under inhomogeneity of surface tension.  

The areas of wave modes of liquid film are determined. Within nonlinear parabolic equation nonlinear 

development of perturbances is analyzed. It is shown that there is a phenomenon of directed transfer of 

energy to the wave in the region of maximum increment. 

Keywords: liquid film, instability, wave shapes, nonlinear parabolic equation. 
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