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����������� ������� �������� ��������� ������
���������� ������� ���
��������� �.�. ������ �

�.�. ������	1, 
.�. �����	�2

��������� 	��
�������� ������ ������ ��	���
���� ������� ����-

��������� �.%. �������� 2-�� 	������, � ����� 	������� ������ 	������-

��� ����� 	��
��������� ������. 

�������� ��	�
: 	���
	��	� ��
������, ���������
���, 	���
����� ��-

	�, 	����
 �	�����	��, ���	�����
� �
�
�
. 

��������

������ ����	
��, �
� ���
��� ������ 
���������  ������
 ����� ����� �����
�����

�	�����	
��, � �� ������� � ����
���	��� �	����������� 	�������� 	 ������������� 
�����-

	
���, ��	���������� 	 ����� 	
����� �� ��������
��	
��, � 	 ������  ��	����� 
��������-

��, �������������� � 
����	
� ������� �
�� �����.  �����, ��� �������!�� ������
�� 
�����

� 	������� �""��
����� ������
���, ��
��� ������� ���
��� ����� 
��������� �����
	�

��	
�
���� �""��
������ � �
������
 ����� ��������	
� � 
������� �		����������. #���-

��� ����
���	��� ��	���	
������� ������ ������ �������� � 
���� �
��	��� ����� � 
������, 

��� ������	
������, ����������� � ��	����	��� 
������, ������
���, ��
��������. 

$�	
��!�� 	
�
�� ��	��!��� �		��������� � ������� ���
��� ��������� ������ 
�����-

���� [1, 	. 33] ��
���� ������������� %.$. &������� 2-��� ������� [2]. '������� �����������

������� ������ ������, � 
���� ������ ��������	
� ������������ �������. 

���������� 	����� ������

'�	
� 
�������  �����		 ���	����
	� ����������
2

2

( , ) ( , )
,

u x t u x t

t x

∂ ∂
=

∂ ∂
0 1,x< < 00 ,t t< ≤           (1) 

( ,0) 0;u x = 0 1,x≤ ≤        (2) 

(0, ) ( ),u t h t= 0[0, ],t t∈           (3) 

��� 2
2 0( ) [0, ],h t W t∈

0 0

2
2

2 22

0 0

( ) ( ) ''( ) ,

t t

W
h t h t dt h t dt= +� �

0 0(0) '(0) ( ) '( ) 0,h h h t h t= = = =                (4) 

�

0 0
22 2

1

0 0

( ) ''( ) ,

t t

h t dt h t dt r+ ≤� �             (5) 

��� 1r  – ����
���� ����	
��� ��	��, 

(1, ) 0,u t = 0[0, ].t t∈        (6) 

(�		��
��� ���		���	��� ������� ( , )u x t ������ (1)–(6), 
� �	
�

2,1
0 0( , ) ([0,1] [0, ]) ((0,1) (0, ]).u x t C t C t∈ × ∩ ×   

)� 
������, 	"�������������� � [3, 	. 190], 	�����
 	�!�	
������� � ����	
�����	
� 
�����

�������. (������ ������ (1)–(6) ����
 ���

1

( , ) (1 ) ( ) ( )sin ,n

n

u x t x h t v t nxπ
∞

=

= − +�        (7) 

                                                     
1 *���	�� +���� ,���
���� – �	�����
, ��"���� +���	��
������ ��
���
���, -���-.����	��� ��	����	
������ ������	�
�
. 

   E-mail: vadim.mirasov@yahoo.com 
2 C������� %��� )������� – �������
 "�����-��
���
���	��� ����, �����
, ��"���� ����	��
������ ��
���
���, -���-.����	���

��	����	
������ ������	�
�
. 
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2( ) ( )

0

2
( ) '( ) .

t
n t

nv t e h d
n

π τ τ τ
π

− −= − �     (8) 

 ����������� ��������� ������ ( , )u x t

)� (8) 	�����
, �
�  
2( )

3

2
( ) [1 ] '( )

( )

n t
nv t e h t

n

π

π

−= − .               (9) 

)� "����� (7) � (9) 	�����
, �
�

0( , ) ([0,1] [0, ]).u x t C t∈ ×          (10) 

&����� �������� � �		��������� ����������	
� "������ '( , )tu x t . /�� �
��� �����""����-

������ �!�� ���� ���� (7) �� t
2

2 2
( )

( ) ( ) 2( )

0

2
[ '( ) ]' 2 '( ) [1 ].

t n t
n t n t

t

e
e h d h t e

n n

π
π τ πτ τ

π π

−
− − −− = −�   (11) 

)� (11) � �������� %��� 	�����
, �
� ��� ����� ��	
�
���� ������ 0ε > ��� �� ��������-

��� 	����
	� ���������� �� �������������� 0[ ,1 ] [ , ].tε ε ε− ×

&���� ������  
2,1

0( , ) ((0,1) (0, ])u x t C t∈ × ,          (12) 

� �� (10) � (12) 	�����
, �
� ������� ������ (1)–(6), ������������ "������� (7), �����
	� ���		�-

��	���. 

)� (4), (7) � (9) 	�����
, �
� ��� ����� x

0( , ) 0.u x t =             (13) 

���������� �
������ ��������� ������

'����������, �
� � ��	
������ ������ ������ (1)–(6) "������ ( )h t , ���������!�� ������-

��� �	����� (3), ������	
�� � �������
 �����������, ��
��� �����
	� �������
������ �	�����

0( , ) ( ),u x t f t= 0 (0,1),x 0[0, ].t t∈     (14) 

)� (7) � (14) 	�����
, �
�  

0 0

1

( ) (1 ) ( ) ( )sin .n

n

f t x h t v t nxπ
∞

=

= − +�         (15) 

'����������, �
� ��� 0( ) ( )f t f t= ������
�����!�� (15) 	�!�	
���
 �������

2
0 2 0( ) [0, ],h t W t∈ ������
�����!�� (4) � (5), �� 0 ( )f t ��� �� ����	
��, � ���	
� ��� ����

2 0( ) [0, ]f t L tδ ∈ � ��	�� 0δ > , 
����, �
�

0
2 2

0

0

( ) ( ) .

t

f t f t dtδ δ− ≤�           (16) 

&����
	� �� ( )f tδ � δ ��������
� ����������� ������� ( )h tδ � ������
� ������

0 2|| ( ) ( ) ||h t h t Lδ − . 

+����� �������� �����
�� A , �
������!�� ���	
���	
�� 2 0[0, ]L t � 2 0[0, ]L t � ������-

������ "�������

0

( ) 2 ( , ) ( ) ,

t

Ah t K t h dτ τ τ= − �             (17) 

���

2( ) ( )
0

1

( , ) sin .
n t

n

K t ne nxπ ττ π π
∞

− −

=

=�       (18) 
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0���
��, �
� ��� �	����� 2
0 2 0( ) [0, ]h t W t∈ � ���������� �	����� (4), ���
��� ��������� ��-

���� (1)–(2), (5), (6), (14), (16) ���������
�� ��
���������� ���������

2 0( ) ( ); ( ), ( ) [0, ]Ah t f t h t f t L t= ∈ .                (19) 

)���	
��, �
� ������ ������� ��������� +���
���� ������� ���� � ���	
���	
�� 2[0, ]L t ��-

������
�� � ��
��� ��� �1 ������� �	�������� ��
�� ������������� %.$. &������� [2]. 

!���� ������������� �.%. �������� 2-�� 	������

2
�
 ��
�� ��������
	� � 	������� ��������� (17)–(19) � ������������ ������, ����	�!��

�
 ������
�� 0α > . 

0 02 2 `` 2 2
2 0 00 0

inf{|| ( ) ( ) || | ( ) | | ( ) | : ( ) [0, ], (0) ( ) 0}
t t

Ah t f t h t dt h t dt h t W t h h tδ α α− + + ∈ = =� �       (20) 

0����� (20) ���������
�� ��
������""������������� ���������  
* ( ) *( ) ( ) ( ) ( )IVA Ah t h t h t A f tδα α+ + = ,      (21) 

��� *A  – �����
��, 	���������� A , 4
2 0( ) [0, ]h t W t∈ � `` ``

0 0(0) (0) ( ) ( ) 0h h h t h t= = = = . 

)���	
�� (	�. [2]), �
� ��� ���� 0α > � 2 0( ) [0, ]f t L tδ ∈ 	�!�	
���
 ����	
������ �������

( )h tα
δ ��������� (21). 

0������� ������
�� ������������� ( , )fδα α δ= ��������� �� �������� ������� [4], ��
����

���������
	� ����������

2

2 2
|| ( ) ( ) ||LAh t f tα

δ δ δ− = .      (22) 

)���	
��, �
� ��� �	����� 2 2|| ( ) ||f tδ δ> ��������� (22) ����
 ����	
������ ������� ( , )fδα δ . 

&���� ������, ����������� ������� ( )h tδ ��������� (19) ��������� "�������

( , )
( ) ( )

f
h t h tδα δ

δ δ= .             (23) 

"����� 	���������
20|| ( ) ( ) ||Lh t h tδ −

/�� ������ ��������	
� ������ ������ ����������	
� 1( , )rω δ

2

0 0

2

2 ` `
2 0 0 0

1
2 `` 2 2 2 2

10 0

|| ( ) || : ( ) [0, ], (0) (0) ( ) ( ) 0,

( , ) sup
( ) | ( ) | ,|| ( ) ||

L

t t

L

h t h t W t h h h t h t
r

h t dt h t dt r Ah t
ω δ

δ

� �∈ = = = =
� �

= � �
+ ≤ ≤� �

� 	� �
.        (24) 

+ ���
� [5] ��������� ������
���	
�� ������  

20 1|| ( ) ( ) || 2 ( , ),Lh t h t rδ ω δ− ≤               (25) 

��� ( )h tδ ���������� (23). 

(�		��
��� ��	������� ���
��� ������ (1), (2), (5), (6), (14) �� ���������� 0[ , )t ∞ . /��

�
��� ������ "������ ( , )u x t � ( )f t , ������������ "��������

0

0

( , );0 1, [0, ]
( , )

0;0 1,

u x t x t t
u x t

x t t

≤ ≤ ∈�
= �

≤ ≤ >�
    (26) 

�

0

0

( ); [0, ]
( )

0;

f t t t
f t

t t

∈�
= �

>�
.                    (27) 

)� (10) � (13) 	�����
 ����������	
� "������ ( , )u x t � ( )f t , � �� (26) 	�����
, �
� "������

( , )u x t �����
	� �������� ������  

2

2

( , ) ( , )
,0 1,0

,

u x t u x t
x t

t x

∂ ∂
= < < <

∂ ∂
,    (28) 

( ,0) 0;0 1u x x= ≤ ≤ ,        (29) 

0( , ) ( ), 0u x t f t t= ≥ ,        (30) 
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�

(1, ) 0; 0u t t= ≥ .               (31) 

% "������ ( )h t 
����
	� ��������
�, ������  

(0, ) ( )u t h t= .              (32) 

 ������� ����� H �������� ����������� 2[0, )L ∞ 
����, �
� ( )h t H
− −

∈ 
���� � 
����� 
�-

���, �����

0

0

( );0
( )

0;

h t t t
h t

t t

≤ ≤�
= �

>�
,       (33) 

��� ( )h t ������
�����
 �	����� (4). 

 ������� ����� A �������� �����
��, ���	
���!�� �� 2[0, )L ∞ � 2[0, )L ∞ � ���������-

��� �� �����	
�� H "�������

( ) ( )Ah t f t= ,            (34) 

��� 0( ) ( , )f t u x t= , � ( , )u x t  – ������� ������ (28), (29), (31) � (32). 

/�� �����
��� A ������ ������ ����������	
� 1( , )rω δ

2 2

``2 2 2 2 2
1 1

0 0

( , ) sup || ( ) || : ( ) , | ( ) | | ( ) | ,|| ( ) ||L Lr h t h t H h t dt h t dt r Ah tω δ δ
∞ ∞� �� �

= ∈ + ≤ ≤� �
� �� 	

� �  (35) 

)� (24), (33)–(35), (13) 	�����
, �
�  

1 1( , ) ( , )r rω δ ω δ= .              (36) 

/�� ������ 	����� "������ 1( , )rω δ ����� ������ (28)–(31), �	������� ������������� ,�-

��� �� t �� ���������� [0, )∞ . 

 ������� �
� ������������� ����� tF . 

&���� ������, ������ (28)–(31) 	����� � 	�����!��

2

2

( , )
( , )

u x
i u x

x

τ
τ τ

∧
∧∂

=
∂

; 0 1,0 ,x τ< < <     (37) 

��� ( , ) [ ( , )],tu x F u x tτ
∧

=

( , ) [ ( , )],tu x F u x tτ = (1, ) 0;u τ
∧

= 0τ ≥       (38) 

0( , ) ( );u x fτ τ
∧ ∧

= 0τ ≥ , 0( , ) ( );u x fτ τ
∧

= 0τ ≥              (39) 

��� ( ) [ ( )]tf F f tτ
∧

= . 

(������ ��������� (37) ����
 ���

0 0( , ) ( ) ( ) ;
x x

u x B e C e
µ τ µ ττ τ τ

∧
−= + 0τ ≥ ,         (40) 

��� 0

1
(1 ),

2
iµ = +  a ( )B τ � ( )C τ �������
 �����������. 

)� (38) 	�����
, �
�  

0 0( ) ( ) 0B e C eµ τ µ ττ τ −+ = , 0τ ≥ .    (41) 

)� (39) 	�����
, �
�  

0 0 ˆ( ) ( ) ( )B e C e fµ τ µ ττ τ τ−+ = , 0τ ≥ .        (42) 

)� (41) � (42) 	�����
, �
�  

0 0

0 0 0 0

( ) ( ); ( ) ( );
2sh (1 ) 2sh (1 )

e e
B f C f

x x

µ τ µ τ

τ τ τ τ
µ τ µ τ

− ∧ ∧

= − =
− −

        (43) 
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)� (40)–(43) 	�����
, �
�  

0 0

0

sh (1 )
( ) ( ) ( ),

sh

x
Ah h f

µ τ
τ τ τ

µ τ

∧ ∧ ∧ ∧−
= =     (44) 

��� ( ) [ ],th F Hτ
∧

∈  a 2( ) [0, )f Lτ
∧

∈ ∞ . 

)� �	����� (4) � (5) 	�����
, �
�  

4 2
0 1

0

1 ( )h d rτ τ τ
∞ ∧

+ ≤� .        (45) 

 ����
�� Â , ������������ (44), �� ����� ����������, ��������� �� �	� ���	
���	
��

2[0, )L ∞ , 
.�. 

0 0

0

sh (1 )
( ) ( ) ( )

sh

x
Ah h f

µ τ
τ τ τ

µ τ

∧ ∧ ∧ ∧−
= = ,       (46) 

��� ( )h τ
∧

� 2( ) [0, )f Lτ
∧

∈ ∞ . 

)� (46) 	�����
, �
� A
∧

 – �����
����� �������� ������������ �����
��. 

3��
������� (45) ���������
 �����
�� 	������� D , �
������!�� ���	
���	
�� 2[0, )L ∞

� 2[0, )L ∞ � ������������ "�������

4

( )
( ) ,

1

g
D g

τ
τ

τ

∧
∧

=
+

0,τ ≥          (47) 

�

( ) ( ).h D gτ τ
∧ ∧

=               (48) 

+����� ���		 ������
��	
�
1

ˆ
rM

1 1
,r rM D S

∧ ∧

=             (49) 

���
1 1(0, )rS S r

∧ ∧

=  – ��� � ���	
���	
�� 2[0, )L ∞ 	 ���
��� � ���� �����	� 1r . 

4	�� ����� rM �������
� ��������	
�� H , 
����, �
�
1

( ) rh t M∈

0 0
2 2 2

1

0 0

( ) ''( ) .

t t

h t dt h t dt r+ ≤� �           (50) 

)� (47)–(49) � (50) 	�����
, �
�

1 1[ ]r rtM F M
∧

⊃ .             (51) 

+����� ������ ����������	
� 1( , )rω δ
∧

�����
��� A
∧

�� �����	
�� 1rM
∧

. 

121( , ) || ( ) || : ( ) ,|| ( ) ||rLr h h M Ahω δ τ τ τ δ
∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧� �

= ∈ ≤� �
� 	

.         (52) 

)� (50)–(52), (35) � �����
�����	
� ������������� tF 	�����
, �
�  

1 1( , ) ( , )r rω δ ω δ
∧

≤              (53) 

&���� ������, �� (25), (36) � (53) 	�����
 ������  

20 1|| ( ) ( ) || 2 ( , )Lh t h t rδ ω δ
∧

− ≤ .         (54) 

&����� �������� � ������ "������ 1( , )rω δ
∧

. /�� �
��� ������ "������ 0

0 0

| sh |

| sh (1 ) |x

µ τ

µ τ−
. 

&�� ��� �
� "������ ���������� �� ���� �
�����, 
� 	�!�	
���
 ��	�� 2r , 
����, �
�
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0
2

0 0

| sh |
sup [0,2]

| sh (1 ) |
r

x
τ

µ τ

µ τ
∈ ≤

−
,    (55) 

� ��� 2τ ≥

00 2

0 0

| sh |
8

| sh (1 ) |

x

e
x

τ
µ τ

µ τ
≤

−
,            (56) 

 �������� ��	�� 0 2τ ≥ 
���� ������, �
�� ��� 0τ τ≥

0
2

2

x

e r

τ

≥ .             (57) 

)� (57) 	�����
, �
� ��� 0τ τ≥

00
2

0 0

sh
9

sh (1 )

x

e
x

τµ τ

µ τ
≤

−
,           (58) 

&�� ��� 
�
 0τ τ≥

1 1

2 42 1

r r

τ τ
≤

+
,    `          (59) 

4	��

0
02 2

0

x

e

τ

τ ≤ , 
� �� (58) � (59) 	�����
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APPROXIMATE SOLUTION OF INVERSE BOUNDARY PROBLEM FOR THE HEAT 

EXCHANGE BY A.N. TIKHONOV’S REGULARIZATION METHOD 

V.F. Mirasov
1
, A.I. Sidikova

2

The article shows approximate solution of the heat exchange problem by A.N. Tikhonov’s regulari-

zation method and the error estimate of approximate solution is given. 
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