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�� ����� ��	��� ������ � !����	"�# ����� ������#
!����� ����	������ �� $��	$������"�  

�.�. �������	1

��������� 	�
�� ����
� ������� ������� ������ ����������� � ��-

�
������ �.�. ����������, � ������ �������-�����
������� �������. 

 ������ ������� ������ �� ���	��. �������� ������� � ��	���
�� ���	�

��� ����
���	 �
���������, ���������	 �� ��!�������
 b(t) ������. 

�������� ��	�
: ��
���� 

�
�� ��� 
�
���������� �������, ��
��
� 

�
-

�
 ���
�
, ��
��
� 

�
�
 ��������
, ��
��
� 

�
�
 �
��������
. 

���������� ��	
��	�	
�
�� ������ ������	����

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t a t t b t t f tψ ψ ψ+ − += + +                    (1) 


� �	�	���	

�� ������ :Im 0zΓ = . ��	�� ( ), ( ), ( ) ( )a t b t f t H∈ Γ  – �	���	������	 ��
����, 

( ) 0,a t ≠ t ∈Γ ,  	���
	�
� ����	

�� ����� ������	��� � Γ . 

!�	 �	��� 
���� ��
���� ( ), ( )z zψ ψ+ − , �
������	���	 �����	����	

� � �	�

	� ��������-

����� S+ � 
�"
	� ������������� S− , 
	��	�#�
� ������"��#	 
� ������ Γ , 	��� ���
��
#	

�
��	
�� ���
 ��
���� �����
# ��
	�
#� ����
��	
�	� (1). �	�	
�	  ��	� ������ � �����	

��
����, ���	�����
 �  ����	 z i= − , �����#	 ���	 ��	�� ��	 ����� � �����"	
��
. 

$���� ( )Ind a tκ Γ= [ ]
1

ln ( )
2

a t
iπ

+∞

−∞
= . !�� ��� ( )a t �����	�����	� ������� %	���	�� � ���	��
����

 	���
	�
� ����	

�� �����, �� ( ) ( ) 0a a+∞ = −∞ ≠ . 

&�� ����, ��� # ����	��� �����������	��� ������ � ������ ��
	�
�� ���
��
�� ������ ���

	��
��
�� ����"
����, ��������	

�� � �����	 [3], ����	
�� ��	����		 ��� 
�-��
	�
�	 ��	-

� ������
�	: 

,
i z i

z i i
i z i

ς
ς

ς

− −
= − = −

+ +
.                                                         (2) 

$�� ���� ��	� ������
�� ������ Γ ��������� z �	�	
���� � 	��
��
�� ����"
����

: 1L τ = ��������� ς . '��� ����� t ��� 	��	�  � ����"��	��
�� 
������	
�� ������ R , �� ��-

���	��������� 	� ����� τ ��������� ς , ���	�	��	��� ���	
�����  

t i
i
t i

τ
−

= −
+

, 

����#��	� ����"
���� L � 
������	
��, ���������	� ��	�� ����
��	

#� 	� ����. (��� ����

�# � ��
���� �	�	� D+ , � ����� ���������, �
	�
�� �� ��
��	
�� � D+ , − �	�	� D− . 

&�� 
�-��
	�
�	 ��	� ������
�	 (2) ��
����
� ��	� ����	� � ����� S+ � � ����� D+ , � � -

����� S−  − � � ����� D− ; ��� ���� ����	 z = ∞ �����	�����	� ����� iς = − , � ����	 ς = ∞  − �����

z i= −  [2]. 

&�� ����, ��� # 
	 ����"
��� �
	�
	�� ���� ������, �#  ��	� � ��
����� ��
����  

( )
i

z i
i

ς
ψ ψ

ς

� �−
= −� �

+� �
������ �	�	� ( )ψ ς ; �
������
� �������	� ��� ��
���� ( ), ( )a t b t � ( )f t , � ���"	 ��� �����


��
����, �����#	 
�� ����	����� � ����
	��	�. 

$�� ���
 � ��
��	
��
 ���
��
�	 ������	 (1) �����	��� � ���	: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),a b f Lψ τ τ ψ τ τ ψ τ τ τ+ − += + + ∈ .                                         (3) 

)���"�� ��	�����	 �����
��	��
#	 ����
��	
�� 
� ��������	
� ( )b t ���	��� ������ (1):  

                                                     
1 $�����	� *�	��	� *�	��		��� – ���	
�, ���	��� � �	� ���	������, +"
�-,�������� ����������	

#� �
��	����	�. 
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�) 
( )

( ) 1 0, ;
( )

a t
b t t

a t

+

+

+ ≠ ∈Γ

 ) 
( )

( ) 1
( )

a t
b t

a t

+

+

+  – ����	��� ���	�#� �
��	
�	� �
������	���� � �����
�� �� 
��� ����� �

� ����� S− ��
����, �� ������	
�	�,  #�� ��"	�, z i= − , � ������� �
� ��		� ��
	�
#� ����-

��� 1κ . ��	�� ( ) ( ) ( )a t a t t a tκ
+ −= – ������������ ��������	
�� ( )a t �� �������� %�
��� [1]. 

-�	���
�, ��� � ���� �����	 ��
���� ( )b τ ���	��� ������  (3)  ��	� �����	������� ��	���-

��� ��������:  

�) 1 1

( )
( ) 1 0 ( ) ( ) , ;

( )

a
b b b L

a

τ
τ τ τ τ

τ
+

+

� �
+ ≠ = ∈� �� �

� �

 ) 1( ) 1b τ +  – ����	��� ���	�#� �
��	
�	� �
������	���� � �����
�� �� 
��� ����� � � ���-

�� D− ��
����, �� ������	
�	�,  #�� ��"	�,  	���
	�
� ����	

�� �����, � ������� �
� ��		�

��
	�
#� ������� 1κ . 

!	�	�� �# ��"	� ��������������� �	���������� ������ [3]. . ���� �����	 ���	��� ������

������	���� ��� 	��
��
��� ����� ��������  � ��
�����
��� �
�	�����
��� ����
	
�� ��
�-

���	��
� Re ( )ψ τ+ � ����	������ �	�	
�	� ����� /����� � %��� 	��� � �����	 �����
�-

�
������	���
 ��
����. - �		 �	�	
�	 
	��
����
�� ������ ������	���� ��� 	��
��
�� ��-

��"
����  #�� �����	
� � ���	

0

0

1

1
1

1 ( )
( ) ( ) ( ) , ,

2
( )

( )( ( ) 1) 1 ( )
( ) ( ) , .

2

L

L

g
a d G P D

i

a b g
d G P D

i

κ

κκ

τ
ς τ ς ς ς

π τ ς
ψ ς

ς ς τ
τ ξ ς ξ

π τ ςς

+ − +

−
− −

� � 	
+ + ∈
 � �

−
 � �
 
 �
= �

� 	
 +
+ + ∈� �
 −� �
 
 ��

�

�

                        (4) 

��	��
0 1 1

1
1 1 0 1 1

1

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) 1

ib
g b d P F Q Q

b
κ κ κ

τ
τ τ τ τ τ τ

τ
−

− − −
� 	� 	= + − + +
 � 
 �+

, 1( )1
( )

2
L

g
G d

i

τ
ς τ

π τ ς
=

−� ,  

1
1 1

1

( ) ( )
( ) ( )

( ) 1 ( )

b f
g iF

b a

τ τ
τ τ

τ τ
−

+

� 	
= −� �

+ 
 �
, 0

1 ( )( )
( )

2 ( )
L

c
F d

i

τ τ ς
ς τ

π τ ς τ

+
=

−� , 1

1 ( )
( ) Im

2 ( ) ( )
L

f
F d

i a

τ τ ς
ς τ

π τ τ ς τ+

� � +
= � �

−� �
� , 

{ }
01 1( ) Im ( ( ) 1)[ ( )]c b d Pκτ τ τ−= + + , 0 1

1

,
( ) 1

LInd
b

κτ
κ κ κ

τ
= = −

+
1 1( ( ) 1)LInd bκ τ= + ,  

0 1( ),Pκ ς− 1 1( )Qκ ξ−  – ���������
#	 �
�����	
# ��	�	
� 
	 �#�	 0 1κ − , 1 1κ − �����	����	

�. 

'���  0 0,κ < �� ���������� ������� ����	������� ������

1 11
0

1 1

2 ( ) Re ( ) ( )
0, 1, ,

( ( ) 1) ( )( ( ) 1)

k k

L L

b f
d d k

b a b

τ φ τ τ
τ τ τ τ κ

τ τ τ
− −+

+

� 	
− = = −� �

+ +
 �
� � � ,                     (5) 

��	  

01 1 1

1 ( )
Re ( ) ( ( ) 1)[ ( ) ( )]

2 2 ( )

f
b d P

a
κ

τ
φ τ τ τ ϕ τ

τ
−

+ −
+

= + + − + , 

1 1

*
1 0 1 1 1

1

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) 1
i F F Q Q

b
κ κϕ ς ς ς ς ς

ς
−

− −
� 	− = + + +� �
 �+

. 

$�� 1 0κ ≤ ���
����� ��	�����	 ������� ����	�������

1

( )
kk

L

c
d

τ
τ α

τ +
=� , 

1

( )
Im

( )
k k

L

f t d

a t

τ
α

τ +
+

� �
= − � �

� �
� , 10, ,k κ= −� .                                  (6) 

'��� ( ) 0f τ ≡ , �� �# ��		� ��
����
�� ������ ������	����. . ���� �����	  ( ) 0G ς ≡ . 
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.	�
	���  �	�	�� � �	�	�	

�� z �� ������	
z i

i
z i

ς
−

= −
+

. 

!���� � �		 �	�	
�	 
	��
����
�� ������ ������	���� ��� ������������� �����	��� �

���	

0

0

1

1 1

1 ( )
( ) ( ) , ,

2
( )

1 ( )
( )( ( ) 1)) ( ) , .

2

z i g t z i
a z dt G z P z S

i t i t z z i
z

z i z i g t z i
i a z b z dt G z P z S

z i i t i t z z i

κ

κ

κ

π
ψ

π

+∞

+ − +

−∞

+∞

− − −

−∞

� � 	+ −� � � �

 + + ∈� �� � � �

+ − +� � � �
 � �
 
 �
= �

� 	
 + + −� � � � � �
− ⋅ + + + ∈� �� � � � � �
 − + − +� � � � � �� �
 
 ��

�

�

       (7) 

��	��
0 1 1

1
1 1 0 1 1

1

( )
( ) ( ) ( )

( ) 1

ib tt i t i t i
g t b t d P F t Q Q

t i b t t i t i
κ κ κ

−
− − −

� 	� 	− − −� � � � � �
= + − + +� �� � � � � �� �+ + + +� � � � � �
 � � �
 �

, 

1( )1
( )

2

g tz i
G z dt

i t i t zπ

+∞

−∞

+� �
= � �

+ −� �
� ,  1

1 1
1

( ) ( )
( ) ( )

( ) 1 ( )

b t f t
g t iF t

b t a t

−

+

� 	
= −� �

+ 
 �
, 0 2

1 ( ) 1 ( )
( )

1

c t dt c t tdt
F z

i t z i tπ π

+∞ +∞

−∞ −∞

= −
− +

� � , 

1 2

1 ( ) 1 ( )
( ) Im Im

( ) ( ) 1

f t dt f t tdt
F z

i a t t z i a t tπ π

+∞ +∞

+ +−∞ −∞

� � � �
= −� � � �

− +� � � �
� � , 

01 1( ) Im ( ( ) 1)
t i

c t b t d P
t i

κ −

� �� 	−� �
= + +� �� �� �+� �
 �� �

, 

0 1 ,
z i

P
z i

κ −

−� �
� �

+� � 1 1

z i
Q

z i
κ −

−� �
� �

+� �
 – ���������
#	 ����
��# ��
����	��
�

z i

z i

−� �
� �

+� �
��	�	
� 
	 �#�	

0 1κ − , 1 1κ − �����	����	

�. 

,������ ����	������� (5), (6) ���������, �����	����	

�, � ���	: 
1 1

1
02 2

1 1

2 ( ) Re ( ) ( )
0, 1, ,

( ( ) 1) ( )( ( ) 1)( ) ( )

b t t t i dt f t t i dt
k

b t t i a t b t t it i t i

κ κ
φ

κ
− −+∞ +∞

+

+−∞ −∞

� 	 − −� � � �
− = = −� � � � � �

+ + + ++ +� � � �
 �
� � � ,    (8) 

��	  

01 1 1

1 ( )
Re ( ) ( ( ) 1) ( )

2 2 ( )

t i f t
t b t d P t

t i a t
κφ ϕ −

+ −
+

� 	−� �
= + + − +� �� �+� �
 �

, 

1 11 0 1 1 1
1

1
( ) ( ) ( )

( ) 1

z i z i
i z F z F z Q Q

b z z i z i
κ κϕ −

− −

� 	− −� � � �
− = + + +� �� � � �

+ + +� � � �� �
 �
; 

1

2

( )

( )
k

t i c t dt

t i t i

κ

α

++∞

−∞

+� �
⋅ =� �

− +� �
� , 

1

2

( )
Im

( ) ( )
k

t i f t dt

t i a t t i

κ

α
++∞

+−∞

� �+� �
= − � �� �

− +� � � �
� , 10, ,k κ= −� .           (9) 

�	�������# ������ [3] ��������� �������������� ��	�����	 �	��	�#. 

"����	� 1. ����� �	 ���������  	��	�	��	� 

�
�� �
��������
 (1) ( ( ) 0f t ≡ ) 

( ), ( ) ( ),a t b t H∈ Γ   ( ) 0,a t ≠ t ∈Γ , ( ),Ind a tκ Γ= 
 �
�!� ������� 1( ) 1b t + �������� ��
���� 
�
-

������ ������� �
 "���	� Γ , 
�
��������	� � 	�����	� 	� ���� ����� � 	��
��� S− ∪ Γ , 



�����������, ���� �	!��, �	��� z i= − , � �	�	�	� 	�
 �	!��  ����� �	������ "	���	� 1κ , 

0 1κ κ κ= − . 

#	$�
 	��	�	��
� 

�
�
 (1) ( ( ) 0f t ≡ ) � ��
��� ���	��	-
�
���������� �������, ����

�%��

� �	��� z i= − : 

1) "�� 1 0,κ > 0 0,κ ≥ ����� 	�%�� �������, 	"��������	� �	����	� (7) ( ( ) 0G z ≡ ), �	�	�	�

������	 

����� 	� 0 12 2 2κ κ κ+ = "�	�
�	����� ��%��������� "�	�
�	����� "	��	�����; 

2) "�� 1 0,κ > 0 0,κ < 	�%�� ������� 

�
���� �	����	� (7) 
0 1( ) 0, 0

z i
G z P

z i
κ −

� �−� �
≡ ≡� �� �

+� �� �
, �	-

�	�	� �	���!�� 1 12 rκ − "�	�
�	����� ��%��������� "	��	�����, 1r  – �
�$ �
����� �	 ���-

�����	� 	��	�	��	� ������� (8) (���� 1 12r κ= , �	 

�
�
 ����� �	���	 �����
���	� �������); 
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3) "�� 1 0,κ ≤ 0 0,κ ≥ ����� 	�%�� �������, 	"��������	� �	����	� (7) 

1 1( ) 0, 0
z i

G z Q
z i

κ −
� �−� �

≡ ≡� �� �
+� �� �

, �	�	�	� �	���!�� 02 rκ − "�	�
�	����� ��%��������� "	��	��-

���, r  – ��
� �
����� �	 ��������	� 	��	�	��	� ������� (9) (���� 02r κ= �	 

�
�
, 	�-

����	$	 	� �����
���	$	, ������� �� �����); 

4) "�� 1 0,κ ≤ 0 0,κ < ���� ������� 1( ) 1b t + ��	�����	���� ���	���� (9) ( ( ) 0f t ≡ ) � ���	����

(8) ( ( ) 0f t ≡ ), ����� 	��	����	� "�	���
����	 �������, 	"��������	�  �	����	� (7) 

0 11 1( ) 0, 0, 0
z i z i

G z P Q
z i z i

κ κ− −
� �− −� � � �

≡ ≡ ≡� �� � � �
+ +� � � �� �

; � "�	����	� ����
� ����� �	���	 �����
���	� ��-

�����. 

������� 2. ����� �	 ��������� ��	��	�	��	� 

�
�� �
��������
 ( ), ( ) ( )a t b t H∈ Γ , 

�������  ( ) ( )f t H∈ Γ , ( ) 0a t ≠ , t ∈Γ , 
 �
�!� ������� 1( ) 1b t + �������� ��
���� 
�
������ �


"���	� Γ �������, 
�
��������	� � 	�����	� 	� ���� ����� � 	��
��� S− ∪ Γ , 

 �����������, 

���� �	!��, �	��� z i= − , � �	�	�	� 	�
 �	!�� ����� �	������ "	���	�. 1κ . 

#	$�
 ��	��	�	��
� 

�
�
 � ��
��� ���	��	-
�
���������� �������, ����

�%�� � �	���

z i= − :

1) "�� 1 00, 0κ κ> ≥ ����� 	�%�� �������, 	"��������	� �	����	� (7), �	�	�	� ������	 

-

����� 	� 2κ "�	�
�	����� ��%��������� "	��	�����; 

2) "�� 1 0,κ > 0 0κ < 	�%�� ������� 

�
���� �	����	� (7) 
0 1 0

z i
P

z i
κ −

� �−� �
≡� �� �

+� �� �
, ���� ��"	�-

������ 0 1rκ− − ���	��� �

�����	���, ��"��
���� ���	 ( 1r  – �
�$ �
����� �	 ��������	�

������� (8)), �	�	�	� �	���!�� 1 12 2rκ − "�	�
�	����� ��%��������� "	��	����� (����

1 1r κ= , ������� ����� ������������); 

3) "�� 1 00, 0κ κ≤ ≥ ����� 	�%�� �������, 	"��������	� �	����	� (7) 
1 1 0

z i
Q

z i
κ −

� �−� �
≡� �� �

+� �� �
, 

���� ��"	������� 1 1 rκ− + − ���	��� �

�����	���, ��"��
���� ���	 ( r  – �
�$ �
����� �	-

 ��������	� ������� (9)), �	�	�	� ������	 

����� 	� 02 2rκ − "�	�
�	����� ��%���������

"	��	����� ("�� 0r κ= ������� ����� ������������); 

4) "�� 1 00, 0κ κ≤ < ����� ����������	� �������, 	"��������	� �	����	� (7) 

0 11 10, 0
z i z i

P Q
z i z i

κ κ− −

� �− −� � � �
≡ ≡� �� � � �

+ +� � � �� �
, �	$�
 � �	���	 �	$�
, �	$�
 ��"	������� 1 1κ− + ���	���

�

�����	��� (9), � 0κ− ���	��� �

�����	��� (8). 
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ONE CASE OF SOLUTION IN A CLOSED FORM OF MARKUSHEVICH BOUNDARY 

PROBLEM FOR SEMIPLANE 

A.A. Patrushev
1

In the article an explicit method for the solution of Markushevich boundary value problem directed 

by L.I. Chibrikova in the class of piecewise analytic functions is given. Boundary condition of the prob-

lem is given on the line. The problem is found in a closed form under certain constratints on the coeffi-

cient b(t) of the problem. 

Keywords: boundary problems for analytic functions, Riemann boundary problem, Hilbert bound-
ary problem, Markushevich boundary problem. 

References 

1. Gakhov F.D. Kraevye zadachi (Boundary value problems). Moscow: Fizmatgiz Publ., 1963. 640 

p. (in Russ.). 

2. Muskhelishvili N.I. Singulyarnye integral'nye uravneniya (Singular integral equations). Moscow: 

Nauka, 1968. 542 p. 

3. Patrushev A.A., Patrusheva E.V. Odin iz sluchaev resheniya zadachi Markushevicha v 

zamknutoy forme (A variant of the solution of Markushevich boundary problem). Vestnik YuUrGU. 

Seriya “Matematika. Mekhanika. Fizika”. 2013. Vol. 5, no. 1. pp. 63–69. (in Russ.). 
Received 8 December 2013 

                                                     
1 Patrushev Alexey Alexeevich is Associate Professor, Department of General Mathematics, South Ural State University. 

   E-mail: patraleksej@yandex.ru 


