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Ω Ω
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*���� � �����, �������� ��������	��	 ���	��� ������� ������� ���	���, ���������� �
�-

����
, ����	���� � ��� ������ �
�����
 � ���	����� ��� ��	������ ���	. 

%	
�	�����
 �����������	��
  ����� � ������������ � �������	���� 
����������

�����������	��
 ������

1 1 1 1 1 1 1 1: ( , ) ( ) ,u V u v g v v V∈ Λ = ∀ ∈
� �� � � � � �

1 1,g V ′∈
��

           (1)

��	 �� ��	����	 
����������� �������

21

2 1
1 1 1 2 1( ) ( ) : 0, 0

v
V V v W v

n
ΓΓ

∂� �
= Ω = ∈ Ω = =� �

∂� �

�� � � �

�� � ����� 1 2(0; ) (0; ),b bΩ = × � ��������� { } { }1 1 2 1 2 2[0; ] [0; ] ,b b b bΓ = × × Γ = Γ� 1,Γ Γ = ∂Ω , 

 ����	���
 �����

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( , ) ( (1 )( 2 ) )xx xx xy xy yy yyu v u v u v u v u v au v dσ σ
Ω

Λ = ∆ ∆ + − + + + Ω�
� � � � � � � � � � � �

, 


�� ���� 1a a= �� � ����� 1Ω , 2a a= �� Ω 1Ω , � ����� 1Ω , 2Ω : 1 2Ω = Ω Ω� , 1 2Ω Ω = ∅� , 

1 2∂Ω ∂Ω ≠ ∅� , ������ ��������� (0;1)σ ∈ , ( )1` 2, 0;b b ∈ +∞ , [ )1` 2, 0;a a ∈ +∞ , 1 2a a≤ . 

+���� ���	����, ���

( )1 2, 0; :c c∃ ∈ +∞ 2 2
2 2

2 2

1 1 1 1 2 1( ) ( )
( , )

W W
c v v v c v

Ω Ω
≤ Λ ≤

� � � �
1 1v V∀ ∈
��

, 

�, ��	�����	����, �	�	��	 ������ (1) ��"	����	� � 	������	���. &��� 1u
�

 – ������
, � 1f
�

 – �����-

��
 ���������� ������
 ������
 �

( )1 1 1 1( , )g v f v=
�� � �

, ��	 ( )1 1 1 1,f v f v d

Ω

= Ω�
� �� �

, 

�� �� ������ (1) 
�����	��
 �	���������	  ���������	���	 �����	��	 �� ��� ����� ��	��� 
��

��	������ � ���������� ���	��� ������
�

2
1 1 1u au f∆ + =

�� �
, 

1 11 1 0u uΓ Γ= ∆ =
� �

, 
2 2

1 1 0
u u

n n
Γ Γ

∂ ∂∆
= =

∂ ∂

� �

.                          (2) 

&����	���
 �

���������
 �����������	���  �����

$����������
 �����	������
 ������ (1) 
� �	���� ���	���� ��	�	���� �� 
��� ����	����

���
���	��
�: 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1: ( , ) ( )u V V u v g v v V V∈ ⊂ Λ = ∀ ∈ ⊂
� ��� �� � � � � .                       (3)

�����������	��
 ����	�� ���	���� ���	 ����	���� �����	���, �����	�����%"�
 �����	 (3): 

1
Nu ∈� : 1 1u gΛ = , 1

Ng ∈� ,                       (4) 

��	 1
Nv ∈� : 1 1,1 1,( ,..., )Nv v v ′= , N m n= ⋅ , m , n ∈� , � 1, ( 1) 1, ,n i j i jv v− + = , 1,...,i m= , 1,...,j n= , � 1, ,i jv


��
%��
 ����	��
�� ������� �����	����� �����	��� �����	�����%"	�� ����� �	���

( )1 2( , ) ( 0,5) , ( 0,5)i jx y i h j h= − − , ,i j ∈� , ���� �	��� 1 1 /( 0,5),h b m= + 2 2 /( 0,5)h b n= + , �����
-

"	� �� ��������� ���	 �����, � ������� Λ ����	������ N N× , �
�	�	�
%��
 ��	��%"�� � -

�����: 

1 1 1 1 1 1 1 1, ( , ) ,u v u v u v V VΛ = Λ ∀ ∈ ⊂
�

�� � � � , 

��	�� .,.  – ����
���	 
�����	�	��	 �	������ ��	��%"	�� ����: 

1 1 1 1 1 2 1, 1, 1 2

1

, ( , )
N

k k

k

u v u v h h u v h h
=

= =� 1 1, Nu v∀ ∈� , 

� 
��
����������� 1 1V V⊂
�

� �
�	�	�
	��
 ���, ���  

,
1 1 1 1, , 1, ,

1 1

: ( , ), ,
m n

i j
i j i j

i j

V v v v x y v
= =

� �	 	
= = Φ ∈� �
	 	� �

��� � � � , 

��	  ������	 �������



������ �.�. 	
���
������ ���
�����
�� �� ���
����� ����������� ���
���������� ������� �����
�������� ��������� ��
���
��� �������
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,
1, 2,( , ) ( ) ( )

i j
i jx y x yΦ = Ψ Ψ , 1, 1 1 1( ) (1 ) ( 3) ( 2) ( ) ( )i x i x h i x h i i m x h iΨ = Ε Ψ − + + Ψ − + −Ε Ψ − , 

2, 2 2 2( ) (1 ) ( 3) ( 2) ( ) ( )j y j y h j y h i j n y h jΨ = Ε Ψ − + + Ψ − + −Ε Ψ − , 1,...,i m= , 1,...,j n= , 

[ ]

[ ]
[ ]

2

2

2

0,5 , 0;1 ,

( ) 3 1,5, 1;2 ,

0,5 3 4,5, 2;3 ,

z z

z z z z

z z z

� ∈
		

Ψ = − + − ∈�
	

− + ∈	�

[ ]( ) 0, 0;3z zΨ = ∉ , (.)E  – ������
 �	��
 ����� �����, ���
��	��� �	����� 1g �
�	�	�
%��
 ��	-

��%"�� � �����: 
1 1 ,

1, ( 1) 1, , 1 2 1( ( , ))
i j

n i j i jg g h h g x y
− −

− + = = Φ , 1,...,i m= , 1,...,j n= , �.	. 1 1 1 1, ( )g v g v=
�
� , 1 1v V∀ ∈ �� . 

,��	���, ��� �	�	��	 ������ (4), ��� � (3) ��"	����	�, 	������	��� � ���	���� ��	��� ��
�

1. 
2 2

1 1 1( ) ( )k s

s k

W W
u u c h u

−

Ω Ω
− ≤
� �
� , 

2. 2
2

1 1 ( )0
lim 0

Wh
u u

Ω→
− =
�
� , 1 2( , )h h h= , { }1 2max ,h h h= . 

'�������	 
�����!	��	 �����	���� �	��	���  ����� � 	� �	�	��


-� ���	��
 ��������	 
������	��	 �����	���� �	��	��� ������ �� (4)
2Nu ∈� : D̂u g= , 2Ng ∈� , 2 0g = ,           (5)

��	 �	�����

2Nv ∈� : 
1 2

( , )v v v′ ′ ′= , 

 �����
, ����	��	�������
 ������� D ����	������ 2 2N N× ������, ���

11D̂ = Λ , 12
ˆ 0D = , 21

ˆ
AD θ= , 22D̂ Mθ= , 

�������

A A Aθ θ θ= + , 2 2M Aθ θ= − , x y y xθ ′ ′= ∇ ∇ − ∇ ∇ , x x y yA ′ ′= ∇ ∇ + ∇ ∇ , 

� ������� ,x y∇ ∇ ����	������ N N× �
�	�	�
%��
 ��	��%"�� � ����� ( 1,2)α = : 

1
, 1, , , 1 , , 1 2

1 1

, ( ( ) ) ,
m n

x i j i j i j
i j

u v u u h v h hα α α α α
−

+
= =

∇ = − −�� , 1, , 1, 0,m j m ju vα α+ += = 1,..., ,j n=

1
, , 1 , , 2 , , 1 2

1 1

, ( ( ) ) ,
m n

y i j i j i j
i j

u v u u h v h hα α α α α
−

+
= =

∇ = − −�� , , 1 , , 1 0,i n i nu vα α+ += = 1,..., .i m=

-�	��� 
��
����������� �	������: 

{ }1 2

2
1 1 2( , ) : 0 ,

N
AV v v v v M vθθ′ ′ ′= = ∈ + =� { }1 2 1

2
2 ( , ) : 0 .

NV v v v v′ ′ ′= = ∈ =�

'��	���	��	 1. �	�	��	 ������ �� (5) 1 2 1( , )u u u V′ ′ ′= ∈ ��"	����	�, 	������	��� � 1u  – �	�	-

��	 ������ �� (4). 

(�	��������
 ������� ���
 �� ��������� 
�����!	��� �����	���� �	��	���  �����

,
�	�	���  �����% ������� Ĉ ����	������ 2 2N N× ����%, ���

11 22
ˆ ˆC C Mθ= = , 12

ˆ
AC θ= − , 21

ˆ
AC θ= . 

��
 �	�	��
 ����� �� (5) 
�	�����	��
 ��	��������� 
���	��: 
2k Nu ∈� : 1 1ˆ ˆ( ) ( )k k k

kC u u Du gτ− −− = − − , 0kτ > , k ∈� 0
1u V∀ ∈ .                        (6)

.��	���, ��� � ��	��������� 
���	��	 �� (6) �������%� ������ � ��������������� �
	�������

��	��%"	�� ����: 
NU ∈	 : 2( )LL U G∗ = , NG ∈	 , 


�� ���� �������� ���"	
�	��	 ��  ��		 
�����	 ������
NH ∈	 , LH G= , NG ∈	 , 

NW ∈	 , L W H∗ = , NH ∈	 , 
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NQ ∈	 , LQ W= , NW ∈	 , 

NU ∈	 , L U Q∗ = , NQ ∈	 , 

��	 ������� L � L∗ �����	����
%� ��	��%"�� �������	��
� 2( 1)e = −
 : 

x yL e′ ′= ∇ − ∇
 , x yL L e∗ ′= = ∇ + ∇
 , ( )( )x y x yLL e e A eθ∗ ′ ′= ∇ − ∇ ∇ + ∇ = +
 
 
 , 

2 2( ) ( ) ALL A e M eθθ θ∗ = + = +
 
 , 

�����

1 2 1 2( )( )AM e u eu g egθ θ+ + = +
 
 
 , 

��� ����������� ����	�	: 

1 2

1 2

1

2

,

,

A

A

M u u g

u M u g

θ

θ

θ

θ

− =�	
�

+ =	�

1 2

1 2

,u eu U

g eg G

+ =

+ =







� �	������	���� �� ������ ���	 ��	��������� 
���	���� �� (6) �������%� ������ ��
�

Ĉu g= , 1 2( , )u u u′ ′ ′= , 1 2( , )g g g′ ′ ′= . 

'��	���	��	 2. &��� � ��	��������� 
���	��	 �� (6) k∃ ∈� : 1ku u− = , �� � ku u= . 

$���� k ku u ψ= + , {0}k∀ ∈�� . 

'��	���	��	 3. ��
 ��	���������� 
���	��� �� (6) ��
���
	��


( )1 1
1 2 1 2(1 )k k k k

A k AM Mθ θθ ψ ψ τ θ ψ ψ− −+ = − + , k∀ ∈� , 1
k Vψ ∈ {0}k∀ ∈�� . 

.��	����	 1. !�	%� �	��� �	���	�����

1 2, (0; )c c∃ ∈ +∞ : 1 2c M c Mθ θ≤ Λ ≤  [3, 4]. 

'��	���	��	 4. !�		� �	��� ���	�����

1 1 2 2
ˆ , , ,C M Mθ θψ ψ ψ ψ ψ ψ= − 1Vψ∀ ∈ , 

��	 ����	
2

1 2 1 2

1

, ( , )
N

k k

k

u v u v h h u v h h
=

= =� 2
,

N
u v∀ ∈� . 

�������	������. '������
, ���

1 2 0A Mθθ ψ ψ+ = , A Aθ θ′ = − , 


�����	��


1 1 2 1 1 1
ˆ , , , ,AC M Mθ θψ ψ ψ ψ θ ψ ψ ψ ψ= − = +

2 1 1 1 2 2A M Mθ θψ θ ψ ψ ψ ψ ψ+ = − . 

$�	�
����	��	 1. (, ��������� 
������	��� �	������	����� ����� �� �����% �����) 

!�		� �	��� �	���	�����

2 (0;1)α∃ ∈ : 2 2 2 1 1, ,M Mθ θψ ψ α ψ ψ≤ 1Vψ∀ ∈ . 

+���� ���	���� ( 1
2(1 )γ α −= − ��� 1

2 1α γ −= − ), ���

(1; )γ∃ ∈ +∞ : ( )1 1 1 1 2 2
ˆ, , , ,M C M Mθ θ θψ ψ γ ψ ψ γ ψ ψ ψ ψ≤ = − 1Vψ∀ ∈ , 

�.�. ������� 0Mθ > 
�����, ��� 1 0ψ∀ ≠

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1, ( ) , , , , , 0M A A A Aθψ ψ θ ψ ψ ψ ψ θ ψ ψ ψ ψ θψ θψ= − = − = + >

� ������� ˆ 0C > , � ���	� �����	 
�� 1Vψ ∈ , �.�. ��������
, ���

2 2
1 1 2 1 1 1 2 1

ˆ( , ) ( , ) ( , ) (( ) , ) (( ) , )AC M A A Aθψ ψ ψ ψ θ ψ ψ θ ψ ψ θ θ ψ ψ= − = − − + =
2 2 2 2

1 1 2 1 2 1 1 2 2 1( ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) 0A A A A Aψ θψ θψ ψ ψ θψ ψ θψ ψ θψ= + − + = − + + > , 0ψ∀ ≠ , 


���	��		 
�����, ��� 1 2( )( )( ) 0x y x ye e eψ ψ′ ′∇ − ∇ ∇ + ∇ + ≠
 
 
 0ψ∀ ≠ . 

*���	 ����� ���	����, ��� ��
 1Vψ ∈ , �.	. ��
 ������� �� �����	�����%"	�� 
��
�����������



������ �.�. 	
���
������ ���
�����
�� �� ���
����� ����������� ���
���������� ������� �����
�������� ��������� ��
���
��� �������
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2 (0; )λ−∃ ∈ +∞ : 1 2
2 2 1 1 1 10 , , ,A A A AM M Aθ θψ ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ ψ− −≤ = ≤ =

1 1 1 1
1 1 1 1 1 1( ) ,( ) 2 , 2 ,A A A A A A A Aθ θ ψ θ θ ψ θψ θψ θ ψ θ ψ− − − −= + + ≤ + ≤

2 2
1 1 1 1 1 1 1 12 , 2 , 2 , 2 , 0A Aθψ θψ λ θ ψ θ ψ θψ θψ λ θϕ θϕ− −≤ + ≤ + → , 
�� 1 2, 0h h → , 

��	 1 1Aϕ ψ= , �.	. 2 12, 0Mθψ ψ → , 2 0ψ → , 
�� 1 2, 0h h → , �.�. 

( ) ( )1 1 11 1110, 0x y y x x y y xθψ ψ θϕ ϕ′ ′ ′ ′= ∇ ∇ − ∇ ∇ → = ∇ ∇ − ∇ ∇ → , 
�� 1 2, 0h h → , 


� ������	 *	�����, 	��� 1 1,ϕ ψ  – �����	���	 ������� ���������� ������� �������. 

'��	���	��	 5. !�	%� �	��� �	���	�����

1 2
ˆ ˆˆ, , ,c C D c �ψ ψ ψ ψ γ ψ ψ≤ ≤ , 1Vψ∀ ∈ . 

�������	������. .��	���, ���

1 1 1 1 2 2 1 1 1 1 1
ˆ ˆ, ( , , ) , , ,c C c M M c M Dθ θ θψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ= − ≤ ≤ Λ = . 

/ ������ �������, 

2 2 1 1 2 2 2 2 1 1
ˆ ˆ, ( , , ) (1 ) , , ,c C c M M c M Dθ θ θγ ψ ψ γ ψ ψ ψ ψ γ α ψ ψ ψ ψ ψ ψ= − ≥ − ≥ Λ = . 

'��	���	��	 6. &��� � ��	��������� 
���	��	 �� (6) 

1 22 ( )k c cτ τ γ= = + � 2 1 2 1( ) ( )q c c c cγ γ= − + , 

��
2 1 1ˆ ˆ, ,k k k kC q �ψ ψ ψ ψ− −≤ , k ∈� . 

�������	������. !� ��	���������� 
���	��� 
�����	��
, ���
1 1ˆ ˆ( )k k kC Dψ ψ τ ψ− −− = − , 1k kTψ ψ −= , 1ˆ ˆT E C Dτ −= − , 0T T ′= > , 

�����

1

1 1 1 1
ˆ ,

ˆ ˆ ˆ, , sup ,
ˆ ,

k k k k k k

V

CT T
C CT T C

Cψ

ψ ψ
ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ

− − − −

∈

= ≤ =

1 1

2 2

1 1 1 1
ˆ ˆ ˆ, ( ) ,

ˆ ˆsup , sup ,
ˆ ˆ, ,

k k k k

V V

CT C DT
C C

C Cψ ψ

ψ ψ τ ψ ψ
ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

− − − −

∈ ∈


 � 
 �−
� 
 � 
= = =
� 
 � 

� � � �

{ }
1

2

1 1 2 2 1 1 2 1 1
1 2

ˆ ,
ˆ ˆ ˆsup 1 , max (1 ) , (1 ) , , .

ˆ ,

k k k k k k

V

D
C c c C q C

Cψ

ψ ψ
τ ψ ψ τ τγ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ

− − − − − −

∈


 �
� 
= − = − − =
� 

� �

-�	��� �����

11 1,v v v
Λ

= Λ . 

*	��	�� 1. - ��	��������� 
���	��	 �� (6), 
�� 1 22 ( )k c cτ τ γ= = + , k ∈� ,  ��	�

0
1 1 1 1
ku u u uε

Λ Λ
− ≤ − , 

��	

2 10 kc c qε γ≤ ≤ . 

�������	������. !� ���	���	��
 5 
�����	��

2

2 0 0
2 2

ˆ ˆ, , ,k k k k k kc C c q Cψ ψ ψ γ ψ ψ γ ψ ψ
Λ

= Λ ≤ ≤ ≤

2
2 0 0 2 0

2 1 2 1( ) , ( )k kc c q c c qγ ψ ψ γ ψ
Λ

≤ Λ = . 

-����. '������
 ��� ������ ,L L∗ , ����� ���	����, ��� ��
 �	�	��
 ������ �� (4) � N �	-

���	������, �� ��������� 
���	�	���� �	��	�� 1, 
�	����	����� ��	��������� 
���	���� ��



������� !�

��"�# ! $�%��. ��% & «������� !�. ��'�# !�. � ( !�» 22 

(6) � �������	����� 
���	������% ε , ��	 �	��
 �	  ��		 �	� 1( ln )O N ε − �����	���	���� �
	-

�����. ��
 �� ��� ��	��������� 
����	���� kτ �	 ��	 �	��
 ������� �����
 �������� γ , 1c �

2c , �.�. ��
 �����	��
 ���������� ��	���������� 
���	��� �� (6) ����� ��
��������� ���	����	

�����������	 �	���� � �	���	�������, ��
���	�, �	��� ����	��	�� �
����. 
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ITERATIVE FACTORIZATION ON FICTITIOUS CONTINUATION 

FOR THE NUMERICAL SOLUTION OF ELLIPTIC EQUATION 

OF THE FOURTH ORDER 

A.L. Ushakov
1

The elliptic differential equation of the fourth order is considered under the mixed boundary condi-

tions. The numerical solution is reduced to the solution of the system of linear algebraic equations with 

triangular matrices, in which quantity of nonzero elements in every line is less than three, by means of 

iterative factorization on fictitious continuation.

Keywords: iterative factorization, fictitious continuation. 
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