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����������	
 �	���
�	
 ������ ������
�
, ��	
 �	������, ��������-

��� � ������� ����
������ �� ���	���� ��	�
������ �	
���	�	, �	�
� ��-

�
��
�
������ �������
 �� 
���� �, �	�����
, �� �	�	���� �������
�

�	�
� ����������� � ����
������ ����. ������ �����	�
 � ���
 �����
-

��������, �
	
������� � ���������� ���
������
 � �������	�
�
 �	 ��
���

������� !�����
��, ��� �������� !�����
� �����
	��
�
 
����������

���������.  

�������� ��	�
: ��	��
������
� ��������	�
�, ���
���	 ��
�
����� �
-

���
�, ���
�� �����, ���	����	�
���. 

"�������

� �������		 
�	�� 
 �	
����	 �������� ��	�� ��		��� ������	����	 �����	��
� ��������


�	� ������	��� (�	���� ������	��� ���� [1–3], �	����� �����–���
���� �	�
��� � 
������

���� [2, 3]) � �	��������  (�	����� ����–�����, �����– �������, !�������, �	��� � �.�.) [1–

5]. "���	 ������#����	, ���	���, ��	� ���	�	�	��$% �
�#��$ 
 �������� ��
�
 � $��
	��	���
�-


���� $�	 ��	%��
�� ���	�	� ����	�� ���	���
 �	�������� ������$����. &����� 
 #������-

��
	 ��$��	
 ��������	 �����	����� ������ �������	���, �������$	��
 
 '��
 ���	��
, ��-

��$��	��, ���#	���, ����� �	�� ��	� � ������$����
 �� �	$��$���� ���	�����, ��	 ����	 �	��	�-

���	���� �	���	������ ��		� �	��� �����	����. (	��% ������ ��#��� �
��	��� �����#���� ��-

��� ���	�� ����	�� ���	���
 �	�������� �	$��$��� ������$���� (
 ���	��
	 ����	�� 
�#���

��	����� ���������� ���	����), ������� #��� #� ����
��� �� �	�����
, ���#��		 �������
 �

����� ��	��� �����	����� ������ �
 ���������, � ��	���: �� �	����	 ������	��� ���� � � �	�-

���	 ���	�	���� �	�������� �, ����	�$	��� �� �	��	����	��� ���	����� ���
���. 

#������� ���
������
 �	���
��� ������  

��	����	���� ���	�� ����
��� �� �	���	 ���	���
 '�	�	���
, ��	 '�	�	��� ��	����
��%�

��	$������	 �����	���. � �����
 ������� '�	�	��� ���	 ��	�	��� �
��	��� ���������� � ��-

�	����, ��� �#$���
��
�	� ���������
� ���	� ������	��� � �	��������. &����������� �	���-

����
������ ��������� '�	�	��� ������	� ������	 ���	���� �
��� �	��$ ���������� 
	�����-

�� 
������ l0 '���� '�	�	��� � 
	������� 	�� 
������ l 
 �	�������
����� ���������: 

l = F ⋅ l0.           (1) 

&�	����� '��� �
��� – �	���� ��������� F, ���������� �������� ���	�	��%��� 
	������� ��	-

�	��� $���
 '�	�	���. �����	��	 ��� ��������� ������$����, �������	� �� �	�������
 (��-

����	�, k) ���	���
 '�	�	���
, $��#�� ������
��� 
 ��������� ����	: 

[F] = [L] [q] + [I1].     (2) 

� '��� 
����	��� [F] – '�� ����#	�, ���	������ ���������� �	�����
 ��������� '�	�	���
, 

�	�	����	���	 ����	��
��	���� 
 
��	 #����
  

[F] = [[F1  F2  F3  F4]1  [F1  F2  F3  F4]2  …  [F1  F2  F3  F4]k]
T
; 

[I1] – ����#	�, ���	������ #���� ��������� 	��������� �	�����

[I1] = [[1  0  0  1]  [1  0  0  1] … [1  0  0  1]]
T
; 

� [q] – ����#	�, ���	������ ��	�	��� $���
 ������$����  

[q] = [q1 q2 … qm]
T
, 

��	 ����� m – ��	�	�� �
�#��� ������$����. )������ [L] ����	������% 4k×m ���	�	��	� �
���

�	��$ ��	�	����� [q] � ��������	� [F]; ��� ������ ������$���� [L] ��������� � 		 ����������

�	 ��
���� �� ����$��� ��� ��	�	���. 

                                                     
1 *	�#���
� !��� &�	��
�� – �������� �	
���	���
 ��$�, ���	��, ���	��� ���������� �	
�����, �������� � ��������� �����, 
+���-,�������� ���$�����
	���� $��
	����	�. 
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"	���� ��������� ��	����
��	� ��������	 �����
	�	��	 �	����� �	������ ��
����� R � �	�-

����
 $��$���� Ue � �	$��$���� Up ������	���:

F = R ⋅ Ue ⋅ Up, Ue = I + �e, Up = I + �p,    (3) 

��	�� �	����� �e � �p – '�� �	����� $��$��� � �	$��$��� �	�������� ����
	���
	���, � I – 	��-

������ �	����. � ��������� ����	 �	����� Ue, Up, �e �  �p ������
�%��� 
 
��	 ����#��
 (��

�������� � ��������	�) � $�	��� ����	����. -�����	� [�e] – '�� ����#	� ����	������% 3k, ����-

��� ���	���� ������	��� �	�����
 $��$��
 �	�������� (�1 �  �3 – ���������	 �	��������, �2 – 

��
���
��) k '�	�	���
 ������$����:  

[�] = [[�1  �2  �3]1  [�1  �2  �3]2 … [�1  �2  �3]k]
T
. 

"	���� R ���	�	��	��� 	�����
	���� �����	���� – $���� �	������ ��
����� ϕ, �����	����

�����
 ����
�� ���	���

R = (e1e1+e2e2) cosϕ + (e2e1–e1e2) sinϕ, 

� $��� ϕ ��� ��
	����� �	����	 F �, ������	�, Up ���	�	��	��� ��	�$%��� �#�����: 

ϕ = arctg[(F3Up3–F4Up2+F1Up2–F2Up1) / (F1Up3–F2Up2+F3Up2–F4Up1)]. 

"	���� $��$��� �	��������, ������� ������#���� ����	 ��� ����	�� ������	��� � $�����, ��-

������ 
����	���� (3) ��		� 
��

�e= Ue – I = RT
⋅ F ⋅ Up

–1
 – I.

.�� ������$���� '�� 
����	��	 ������
�	��� 
 ��������� ����	: 

[�e] = [B] [F] – [I2].     (4) 

/�	�� ������� [B] ����	������% 3k×4k ���	�	��	� �
��� �	��$ ��������	� � $��$���� �	�����-

����� ������$���� 
 ��
�������� �� ��	�	��� 		 $���
 � ������	���� �������	���� �	�����-

���, � ����#	� [I2] ���	���� ���������� 	��������� �	����� � ��		� ����	������ 3k: 

[I2] = [[1  0  1]  [1  0  1] … [1  0  1]]
T
. 

0
����
� ���	����� �����
�%��� ���	��% ��	������ ������������. 0������� '��� ���	��

��� $��$��� �	�������
���� ���	���
����� ������	��� �i (����� 
	����� ������	��� 
 �	
��-

������ ����������
	) �	���	 ����$�� ��
	�
����� �	�$�	��� R1 (����	����� �� ��	�	�$ �	�$�	-

��� ��� ������	��� �T �, ��	��
��	����, ��
���� 
	�����	 2 /3 �T), � ��� �������	���� �	���-

����
���� �i = R1; ��� '��� $��$��	 �	�������� �
����� � ������	����� ������� �$��:  

1 = 0⋅⋅ 2e, 

��	 C – �	���� �������� $��$�����. .�� ������$���� ����� �$�� ����#�	��	� ��������� 
��

[�] = [�] [�e],      (5) 

��	 ����#	� [�] ����	������% 3k ���	���� ������	��� �	�����
 ������	��� ���� (�1 � �3 – 

���������	 ������	���, �2 – �����	����	) '�	�	���
 ������$����:  

[�] = [[�1  �2  �3]1  [�1  �2  �3]2 … [�1 �2  �3]k]
T
, 

� ������� [�] ����	������% 3k×3k ���	���� ��������� $��$����� ���	����� (E – ���$�� $��$-

����� � � – ��'�����	�� �$������). 

������� ������$����, ��������� �� ��#��� ��	$������
 '�	�	���
, ���	� #��� ��	����
�	-

�� 
 
��	 �����	����� �� �		 «����	��» – �	���, ��	���� ������� �������� �
������ 
 $���
 �

���	�	��%� �	��$ ���	���
 '�	�	���
. &�� ���$� �������
����� ��� ���������, �� �	 ���$� ��-

��#�����, ��� �#	��	��
�	� ������������ ������	���-�	�������
������ ��������� '�	�	���
. 

"	���� ������	��� '�	�	��� � ������% ��������
 $���
�� ���
���	� ����� �����	�	�	���	

����, �	���
$%��	 �� 	�� �������
, � ������	 ����	�� – ���	���� ����	�$ '��
 �����	�	�	���


��� ����	�����	����� ������, ������	����� � $���� ����	��. .�� �����
������ ������� ���-

���$���� 
����	��	, �
���
�%�		 ������	��� '�	�	���
 � $���
�	 ���� ��		� ��	�$%���


��:  

[Q] = [H][�],      (6) 

��	 ����#	� [Q] ���	���� ���������� ���, ������	���
 � $���� ������$����:  

[Q] = [Q 1 Q 2 … Q m]
T

(�� �������� �� ��	�	����� [q]), � ������� [H] �
���
�	� ���������� �	�����
 ������	���

'�	�	���
 ������$���� � ������������ ���, ������	���
 � $���� ������$���� 
 		 �	�������-


����� ���������. &�	
����, ��� ������� [H] ��
���� �� ��	�	���, ��� ��� ��
��
	��	 '�	�	���

���������
�	��� 
 �	�������
����� ���������. 
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��� ���	�����	���� ����$�	��� ������$���� (�� 	��� ��� ��
	����
 ��	�	���
 $���
) 

����	� 
	�	��� ������ �� 
�	�	��, ��� '��� �� ������ ���	 �������$%��� �������	���	 �	���-

�����, ����	���	 �� ��	���$�	� ���	 ����	��.  

0
	�� ����	�� ��� ���	�����	���� ����$�	���

1. -��	� ���� ����$�	��� n = 1. 

2. -�������	 �������	���	 ������	��� [Up*] = [I2]. 

3. 0�	�	��� �� �	�$�	� ���	 [qn]. 

4. 3$����� $����	��� �������	���
 ������	���: [Upn] = f(qn, Up*): 

a. .�������� [F] = [L][qn]+ [I1]; 

b. ���#���	���	 $��$��	 �	�������� � ������	���:  

[�e*] = [B(q, Up*)][F] – [I2], [�*] = [�][�e*]; 

c. ���#���	���� 
	���� ������	��� [s] 
 �	
�������� ����������
	 � 	�� ���$�� �i* 

(���	���
����� ������	���). .�� ���	����� '�	�	��� � ������������ �	����� �����-

�	��� �1*, �2* � �3* ���$���

s1=
6

1
(�1*+�3*), s2=

2

1
(�1*–�3*), s3= 2 �2*, �i* = (s1

2
 + s2

2
 + s3

2
)

1/2
; 

d. 4��� 
 �����-��#� '�	�	��	 ������$���� �i* > R1, ����� $������
�	� 
	���� s �� ���-

�	�� R1, ���	� $�����	� ���������� �	����� ������	��� �; 

e. ���������� �	�����
 $��$��
 ������	���

[Ue] = [�]
–1

[�] + [I2]; 

f. ���������� �	�����
 �������	���
 ������	���

 [Upn] = [D(qn, Ue)][F] 

(��	�� ������� [D] 
�����	� �
��� �	��$ �������	����� ������	����� � ��������	�

'�	�	���
 ������$����); 

g. 4��� �i* 5 R1, ����� �	 �	��	� ���������� �	�����
 �������	���
 ������	���

[Upn] = [Up*]. 

5. ���������� �	�����
 �������	���
 ������	��� ����	 ��
����� '�	�	��� ��� �	������ �	-

���� [Vpn]. -�����	�, ��� ������ '�	�	���

[Vpn] = [Rn]
T
 [Upn] [Rn]. 

6. ���������� �	�����
 $��$��
 ������	��� ����	 ��
����� '�	�	��� ��� �	������ �	����

[Ven] = [B(qn, Vpn)] [F]. 

7. �������	� ������	��� [�n] = [�] ([Ven] – [I2]). 

8. [Qn] = [H(qn)] [�n]. 

9. [Up*]= [Upn], n = n + 1, 
��
����	��� � �. 3. 

6���	� ����
��� ����$�	��� ������$���� ����	 
	�	��� ������ �� 
�	�	��, ��� '��� ���-


������ ��������
��� ����	���	 �	���� �	�	��� ����	�� �	���	���
 $��
�	���

[q] = [K]
–1

 ([Q] – [b]), 

��	

[K] = [H][C][B][L], [b] = [H][C]([B][I1] – [I2]). 

"������	��
 ������

C �	��% 
	��������� ��	����	���� ����	���� ���	�� 
 ��#��	 #��� �������
�	�� 
	����-

�� ����#�%��
 ���	���
 M*, 
������%��
 
 �����$������� #���	 ��� 		 ������ ����#	, 
�-

����	���	 � ������% ��	����	���� ���	��, � ����	 ���	���

M1 = Eh3
/(12�),  M2 = (�T h3

 / 4) – �T
3
7

2
/(3E2

), 


�����	���	 � ��������
���	� �����
 �	�	���, ��
	����
 �� �$��� �������
�	��� ���	�����
. 

/�	�� M1 – '�� ���	��, 
�����	���� ��� $��$��� �	�������
���� #����, � M2 – �� ��	�	����

$��$�����, E – ���$�� $��$����� ���	�����, ρ – ����$� ���
���� #����, h – 
����� #����. � ���-

�	��
 ��������
��� ��	�$%��	 ��
����	 �����	: ���	���� #���� – ����������, ��	����� ���-

������� (E = 2⋅10
5
)��, �T = 10 ���, ��'�����	�� �$������ � ��� �������� ������ ��
��� �$-

�%), h = 8 �, ����� #���� l = 15 �, ������� #���� ��
�� 1 �, ������	���	 ��������	 – ������	, 


����� ���	����� '�	�	��� – 0,5 �.  

-� ���. 1 ���
	�	�� �
	�� #���� 
 ��������� ��������� (� ���#�
��� �� ���	���	 '�	�	���) 

� 
 ���	����, � �� ���. 2 �������� ��
�������� ����#�%��
 ���	���
 �� � – $��� ��
����� ���-
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��� ����� #����. 6���	� �������, ��� ������	 �	��$ ��	����	���� �	�	��	� � ����
	���
$%-

��� ������ �	�	��	� �	 ��	
���	� 1 %. 

.�� ���
�	��� �� ���. 2 �������� ���	�	��	 ����#�%�	�� ���	��� M3, 
������%�	�� ���

������ ����#	 #����, 
�����	���	 � ������% ���	�� ���������
 �������� ANSYS (
 ����	�	

��������
��� �
�������	 '�	�	��� plane182 ����
	���
$%�	�� ����	��). �	��	����	���	 ����-

�	��� ������$���� � �
����
� ���	����� ��������
��� �	 �	, ��� � 
 ����	�	 � ������% ��	�-

���	���� ���	��. 6���	� ������� �	 ������ �����	��
	���	, �� � ���	��
	���	 �������	 �	��$

�	�	��	� ��������	���� ������ 
 ���	�	 ANSYS � ������ �	�	��	�: � $
	���	��	� 8 ����	��	

���	��� M3 �	 ���#������$	��� �� 
	�����	 16910
10
-�, � ��������	� �����. :�� �#;����	���

��������
���	� 
 ���	�	 ANSYS �	����� ����������	���� �	��������, ������� ��� ��
����	

���
��
 ��	� ���	���
 '�	�	���
 
 �	�$�����	 �	�������
����, �	��	� �����	���� ����� [6–8]. 

$	��������

��	����	�� ����	���� ���	�� ���
���%���, ���� ����$���, ������	���	 � ������� �����-

�$���� �� ��	����� ����������� ���	�����, ����� ����
	���
$%��	 ��	�	��� 		 ���	� �, ��-

�#����, �� �������� ��	�	���� ����� ������	���	 � ������$���� ����. )��	�� 
��%��	� 


�	#� �	��	����	���	, ������	���	 � �����	���	 �������	��� � ����
�
�	��� �� �	���	 ���	�-

��
 '�	�	���
. � ���	��
	 �	�� ������	��� �������$	��� �	���� ������	��� ����, � �	�$ �	-

�������� ��	����
��	� �	���� ���	�	���� �	��������.  

.�� 
	��������� ��	����	���� ���	�� 
�����	� ����	� �	�������
���� #���� ��� ������

����#	. 0������
�	��	 �	�$������
 ����	�� � ����
	���
$%��� ������ �	�	��	�, ��
	����� ��

�$��� �������
�	��� ���	�����
, ���
���	� ��	���� 
�
�� �# ��	�
������� ��	����	���� ���	-

�� (�������	 �	��$ 
	�������� ����#�%��
 ���	���
, ���$�	����� �
$�� �	������, �����
-

��	� �	 #��		 1 %). 
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CALCULATION OF DEFORMATION FOR GEOMETRICALLY NONLINEAR PLANE 

STRUCTURE MADE OF PERFECT PLASTIC MATERIAL 

A.O. Scherbakova
1

A computational model given helps to find displacements of a structure, made of a perfect plastic 

material, using loads applied to this structure. On the other hand it can find loads applied to the structure 

using displacements given. The model includes geometrical, statical and physical relations and it is 

based on the finite element method where finite elements represent triangular simplexes.  

Keywords: geometrical nonlinearity, perfect plastic material, pure bending, deformation. 
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