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���������� �	
��
��
 ���
��
 ������ �	� �����
��� �
	����	���

0, { :| | 1},nv v x S x xλ∆ + = ∈ = ∈ <�          (1) 

( ), ,m SP u f s s S
ν ∂

∂� �
= ∈∂� �

∂� �
               (2) 

��
 ( )mP t  – ��	���� ��
�
�� m ��� � , / ν∂ ∂  – ����������� �� ������	
��
 ��
��
� �����	�

� ��
�
 ������� x , � ( )f C S∈ ∂ . ������ ������ ���� ��	� ��������
�� ���

 � [1–6]. 
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%���� ��	���� n∈�� �������
�� � ��	���
� ��������� ��
�������

, [0,1],x xα α∀ ∈ ∀ ∈ ∈� � . &
����� ������������' ����
� ������� ��	 ��	��
� �	
��
���

�
��	����. 

"	��	�� 1. [7, (
��
�� 3] )	� ������ ������� 2 ( )v C∈ � , ����	
�����
�
� � � �����
-

��
 (1), ����
��� ��������
���� � � ������� ( )u x �����, ��� ��

� �
��� ���
�����

( )
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1 2 / 2 1
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| |
( ) ( ) (1 ) | | ( ) .
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nx
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*
������ �������� �	
��
�

 �	
�����
 �� !��� �
��
��. 
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��
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2. $������ �	�������

"��	
��
� ����
������� ������ (1)–(2). �
�
��
 ���
� ������ �� �	���� 2 ( )v C S∈ �

| | ( )
k
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∂
∈

∂
� ��� 0,k m= . ���������� ��	���� [ ]
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k
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=

=� , ��
�
���� ���

 � [10] �

��������� �� ��	����� ( )mP t . ��
�� kp  – ��!�����
��� ��	����� ( )mP t , �

[ ] ( 1) ( 1)kt t t t k= − − +� . %�
���	�#��, ��� ��!�����
�� ��� �����
� ��
�
�� ��	����� ( )mP t

���
� 
�����
, �.
. 1mp = .  ��������, ��� ������, ���������
 ��������
���
 ��	����� k -�

��
�
�� �
�
� ( )kH x � ��
�
� ������
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∞
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+
= −

+
�      (5) 

- !��' �������
���' �
��
�� � ����
������� ������ (1)–(2) ��

� ���. 

"	��	�� 2. �
�
��
 ������ (1)–(2) ���
����
� ����� � ��	��� �����, ����� 0k∀ ∈� , 

( ; ) 0 ( ), ( ) ( ) 0.k m k kS
F P H x f x H x dxλ

∂
= 	∀ =�             (6) 

�
�
��
 ������ 
������
��� � ��������
 �� ������
���' ������� ����
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��
 ���	� 0k ∈� ����
, ��� λ ����	
�����
� ���
����� ( ; ) 0k mF Pλ = . 

�	�
�
�������	. ��	��	���	���. %���� �
�
��
 ������ (1)–(2) ���
����
�. %����	��� ��-

	���� S ��	���
� ���������� ��
����� ��	���� � , �� �����	���
��� �
��	������ �	
������ 1. 
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� �
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��        (7) 
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�
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���� � S � �
��
������ � S �������, ����	
�����
��� ��	���


SW f∂ =
�

. -����
� ��� �������� ��
������ Λ . -�-�
���', �� ������������� � S ������� ( )u x
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��
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u
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 �	� 0,k m= . +�	�, �
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������ Λ , �� � ��	� 
������
������ �
�
��� ������

)���'	
, �� ���
����� (7) ��	���� �����
��
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���
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������� ���
����-

��� ��	� 0 S⊂� � ����������� ��	����� � ����������� ��
�
����, ��	����
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 ��
��, ����� �	
��
�, ��� 
�	� ���
����
� �
�
��
 ������ (1)–(2), ��

0 , ( ; ) 0 ( ) 0.s m ss F P W xλ∃ ∈ = 	 =�

���
����� #
 ( ) 0sW x = � ��	� [11, (
��
�� 4] �������	��� ���
�#�
��


( ), ( ) ( ) 0.s sS
H x f x H x dx

∂
∀ =�

*
��'�������� ��	���� �
��
�� ��������. 

�	��
�	�
	���. %���#
�, ��� ��� ����	�
��� ��	���� �
��
�� ����
��� ����� �������-

�
���� � S ������� ( )u x , �	� ������� ( )ku C SΛ ∈ ��� 0,k m= � ������ | | ( )
k

k

k

u
x C S

ν

∂
∈

∂
, ���

0,k m= � ������� ����	
�����
� � S �����
��
 (8). +�	� ����
 ������
 ( )u x ���������� �

(4), �� ������� ( )v x , ����
���� ������, ���
� ��	����� ���������� | | ( )
k

k

k

v
x C S

ν

∂
∈

∂
�	� 0,k m=

� 2 ( )v C S∈ , ����	
������� �����
��
 (1) � ��	����� (2), �.
. ���
� �
�
��
� ������ (1)–(2). 

1�
	�
� � �����
��� (8) ���
�� �
�
�
���' �� �����	
 ( 1)mv u= Λ + . %�� ��������
����

������� u ������� v ��#
 ��������
����. 2�� ���
�� ���������� �������� �� �����	
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1 1,!
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( ) ( ) ln (1/ ) ,mu x v x dα α α−= �

��
 �
������
���� ���
���	 �'������. )
������
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� ������
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k
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 (8) �
�
���
��� � ���

1
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4
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k
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α

λ λ
α λ α α β α β β β λ α α− − −

=

= − − −� �� � �   (12) 

+�	� � �����
��� (11) ���	�#��� ��������
���
 ������� ( )W x � ( )v x � ��� �� ����������

��	������, �� ��	���� ���
�����
1

0
( ) 1 ( , ) ( ),( )s

s sW x d v xα λ α α= + � �

� 
�	� ����
���� � ��
�� ������ ���
����� (10) ��
����� ( 1)mΛ + , �� ���
� ��
��

( 1) ( ) ( ; )( 1) ( ) ( ; ) ( )m m
s s m s s m ss W x F P u x F P v xλ λ+ = Λ + = . 

1�������� ��	��
���
 ���
�����, ���	
��
�: 0k∀ ∈�

1

0

( ; )
1 ( , ) .

( 1)

kk m

m

F P
d

k

λ
α λ α α= +

+
� �                (13) 

"��	
��
� ���
���	���
 �����
��
 (11). *
������ ���
��, ���

( )
| 1

0

| | | ( 1) ( 1) | !.
k

k
i x

i

S x x x k k=−
=

≤ − − + =� �

%�!����, �	� ������� ( )k α� ��� 0, 1k m= − ��

� �
��� �
���
�����

( ) 1 ( ) 1

0 0 0 0

( ) 1 1 ( ) 1

0 0

| ( ) | | | ln (1/ ) | | ln (1/ ) ln (1/ )

| | ln (1/ )(1 ln ) (1 ln ) | | !(1 ln ) !(2 ln ) .

k i k i
k m j k m i i j

k i i
i j i j

k k
k m i i m k m m

i i

i i

i i
S S

j j

S S k m

α α α α

α α α α α

− − − − −

= = = =

− − − −

= =

� � � �
� � � �
�

≤ = =

= − ≤ − ≤ − <

�

−

� �
� � � �

� �

�

3��	������ ����
�
1

1 ( ) ( )

0 0 0

| ( ) | ln (1/ ) | | | | (1 ln ) (1 ln ) !(2 ln ) .
m m m i

m j m m m i i j m
m i i

j i j i j

i i
S S m

j j
α α α α α

−
− − − −

= = = =

� � � �
� � � �
�

≤ ≤ − − ≤ −
� � �

� � � ��

- ��	� !��' ��
��� �� (12) �	
��
�, ��� �������� ����
 ���	� ( )r λ � ( ) 0p λ ≥ ��� ������'

�
��� ��
���

| ( , ) | ( )(2 ln ) ( )mr pα λ λ α λ≤ − +� .    (14) 

)
������
	���, 
�	� ������� 1( )r λ , ����	
�����
��� �
���
������ | |,kp ( )
1| (1, ) | ( )k

mP rα λ≤

��� [0,1]α ∈ , �� �����

1 / 2 2
1

0

4 1 4

| |
| ( , ) | ! ( ) (2 ln ) (2 ln ln )

4

| | | | | |
( | |) ( 1)! 1 ( )(2 ln ) ( | |)

4 2 4 4

( )

( )

m
m m n

k

m

m r d

g m r g
n

α

λ
α λ λ α α β β β

λ λ λ
λ λ α λ

−

=

≤ − + − + +

+ − ≤ + + − + −
−

� ��

� ������ ��������� ( )r λ � ( )p λ ��#�� ������� � ���


1 4

| | | |
( ) ( 1)! 1 ( ), ( ) ( | |)

2 4 4
( )r m r p g

n

λ λ
λ λ λ λ= + + = −

−
. 

%�
���	�#��, ��� � �����
��� (11) x S∈∂ �����, ��������� ���� ���
���	� %������� �
�
�
21 1 | |

( , )
| |nn

x
D x

x
ξ

ω ξ

−
=

−

� ��������, ��� ( ) ( , ) ( )
S

v x D x v dξ ξ ξ
∂

= � ��� x S∈ ���
� ��
��

1

0
( ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) .

S
f s v s D s v d dα λ α ξ ξ ξ α

∂
= + � � �              (15) 

%�����
���	���� ������� � ��	��
���� �����
���, � ��	� ��
��� (14), ���
�����
1 ,!

0
ln (1/ ) 1k dα α =� � ��	�#��
	������ ������� ( , )D x ξ , ��� ,x Sξ ∈ ��	�
��� ����	
��� ���
�-
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����
���. %�!����, �����	���������� �
��
��� 0����� [12], ���
��� ������� ���
����������

� ���
����
 (15).  ��������
1

0
( , ; ) ( , ) ( , ) ,Q s D s dξ λ α λ α ξ α= � �

���
� ��
��

( ) ( ) ( , ; ) ( ) .
S

f s v s Q s v dξ λ ξ ξ
∂

= + �                 (16) 

"���, ������� ( )v s  – �	
� �
�
��� ( )v x �����
��� (11) �� S∂ ��	#�� ����	
������� ����-

�
��
 (16). -
��� � �������
: 
�	� ( )v s  – �
�
��
 �����
��� (16), �� �������

( ) ( , ) ( )
S

v x D x s v s ds
∂

= � ��	�
��� �
�
��
� �����
��� (11). )
������
	���, ����#�� ��
 �����

�����
��� (16) �� ( , )D x s � ���
������ �� S∂  (��
 ����� �����
��� – �
��
�����
 ������� ��

S∂ ), ����
�
1

0
( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) .

S S
W x v x D x s D s v d d dsα λ α ξ ξ α ξ

∂ ∂
= + � � � �

&
��� ������� ���
����������, ������ �����
���� ���
���	 ����#�, � ��
���� – ����� ��-

������ � ����	���� ���
�����

( , ) ( , ) ( , ) , , [0,1)
S

D x D x s D s ds Sα ξ α ξ ξ α
∂

= ∈∂ ∈� , 

��	���� (11). %���
�
� ���	������
 ��
����������� � � �����
��
�, ��
���� � (16) –  
* * *( ) ( ) ( , ; ) ( ) ,

S
f s v s Q s v dξ λ ξ ξ

∂
= + �        (17) 

���� �������� ��

� ���
1*

0
( , ; ) ( , ) ( , ) .Q s D s dξ λ α λ αξ α= � �

/���#�� ��
 ����� �����
��� (17) �� ( , )D x s , ���
������ �� S∂ � ����	���� ���
�����

2 2 2

2 / 2

1 1 1 1 1 1
( , ) ( , ),

| | ( 2 ( , ) 1) | |n n n
n n n

D s D s
s s s

α α α
α ξ αξ

ω ω ωα ξ α α ξ αξ

− − −
= = = =

− − + −

� ������� ,s Sξ ∈∂ ����
�

1* *

0

1 1* * *

0 0

( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )

( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( )( )

S S

S S S

W x v x D x s D s v d d ds

D x s D s ds v d d v x D x v d d

α λ α ξ ξ α ξ

α λ α ξ ξ ξ α α λ α ξ ξ ξ α

∂ ∂

∂ ∂ ∂

= + =

= = +

� � �

� � � � �

�

� �

� ������
1* *

0
( ) ( ) ( , ) ( ) .W x v x v x dα λ α α= + � �       (18) 

%�
���	�#��, ��� ���� ( , ; )Q s ξ λ  – ��	����
. (����, �	� �����
��� (16) ��

� �
��� �	�-

�
������� 0�
���	��� [12] � ������, 
�� �
�
��
 ���
����
�, 
�	�
*( ) ( ) 0,

S
f s v s ds

∂
=�        (19) 

��
 *( )v x  – �������	���
 �
�
��
 �����
��� (17) ��� ( ) 0f x = . )	� ��'�#�
��� *( )v x �����-

����� �
���� ���������
 �����
��
 (18), � ���
� ����� 
�� �	
� �� S∂ . %����	��� *( )v x  – ���-

�����
���� � S �������, �� ��� ���	�#��� � ��� � �
������� ���
������� ��	� – 0� . %�!����, 

����	���� ���
����� (13), ����
�
� ���������
 �����
��
 (18) � 0� � ����

*

0

0 ( ; ) ( )k m k

k

F P v xλ
∞

=

=� . 

 ��
�� ����� �	
��
�, ��� 
�	� ��� �������� λ ����	��
��� �
���
����� ( ; ) 0k mF Pλ =/ , ��

����� * ( ) 0kv x = . ������, ������� *( )v x ��
�����	�
� ����� ����� �������	���' ���������'

��������
���' ��	������, ��
�
�� ������' – k ������, ��� ����	��
��� ���
�����

( ; ) 0k mF Pλ = .  
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-����
�, ����
���
 ����� ������� ������
 *( )v s . %������	�� 

 � ��	���
 (18) ���
����-

����� �
�
��� �����
��� (16), ��
#��
��� � 
�� !�����	
������� ��	���
 �
��
��. 

"���, 
�	� ����	�
�� ��	���� �
��
��, �� ����	�
�� ��	���� �	��
������� 0�
���	���, �

������ �
�
��
 �����
��� (16) ���
����
�. "� ��	���� #
 �
�
��� �����
��� (16) ���
��
� ��-

�
��������
 �
�
��� �����
��� (8), � �	
�����
	���, � ��	� �����	� (4) � ������ (1)–(2). 

)	� �������
	����� �������
	����� ���
��������� �
�
��� ����
��� �������� ��	�������

���� ( , ; )Q s ξ λ , �.
. �
��
�������� ������� ( , ; )Q s ξ λ �� S S∂ × ∂ �
��
, ����
 s ξ= , � �����
�-

	������ �
���
�����  

| ( , ; ) | | | , 1.Q s A s nαξ λ ξ α−≤ − < −     (20) 

*
��
�������� ���� ( , ; )Q s ξ λ �� �
�
�
���� ,s Sξ ∈∂ ��� s ξ=/ �	
��
� �� �
��
��������

�� !��� �
�
�
���� ������� ( , )D sα ξ , ��
 [0,1]α ∈ , s ξ=/ � �
���
�����
1

0
| ( , ) |dα λ α < ∞� � . 

)	� �������
	����� ��
��� (20) �����
� �
������
 (0,1)ε ∈ � �����
� ���
�����

1

0
( , ; ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .Q s D s d D s d

ε

ε
ξ λ α λ α ξ α α λ α ξ α= +� �� �

 �
��� �
���� ���
���	. - ��	� �
���
����� (14), ��� ,s Sξ ∈∂ ��	����

1

[0, ] 10 0
( , ) ( , ) max ( , ) | ( , ) | ,| |D s d D s d C

ε

α εα λ α ξ α α ξ α λ α∈≤ ≤� �� �

��
 (0,1)ε ∈ . )�	

, �
������ ���
��, ���

2

1

1 | | | | | | 2
( , ) 2 2
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s s
D s

s s s s

α ξ α ξ α
ω α ξ

α ξ α ξ ξ α ξ α −

− − −
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− − − −

� ������ ��� 3 2 / nC ω= ��

� 1
3( , ) | | nD s C sα ξ α ξ −≤ − . (
�
��, ��������, ���  

2
[ ,1]

sup | ( , ) | ( )C
α ε

α λ ε
∈

≤� , � ���#
 ��	������ �
���
������

1
4

10
,

| | | |k k

Cd

s s

α

α ξ ξ −
≤

− −
�              (21) 

��
 ,s Sξ ∈∂ � 2k ≥ ��
��� ������ ���
���	. "�

�

1 1
2 3 4

3 2 1 2

( )
( , ) ( , ) ( ) .

| | | |
| |

n n
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D s d C C
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α λ α ξ α ε
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� ��
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� ��
��
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− + +
≤ ≤
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 ��
��, ��	���� 2
1 2 3 42 ( )nA C C C Cε−= + , ��	���� ��
��� (20) ��� 2nα = − .  ���	��� ����-

���� �����
�	������ �
���
����� (21). %���� 2k ≥ .  �������� ( , )sω ξ= � ���
� �������, ���

s ξ≠ , � ������ 1ω < . %�
���	�#�� �����	�, ��� 0ω ≥ . (����

1 1 1

2 / 2 2 2 / 20 0 0

1

2 / 2 2 2 ( 1) / 2 2 / 20
/ 2

2
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1 1
,
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+�	� 0ω ≤ , �� ����� 2 2 2| | 1 2 1sα ξ α ωα α− = + − ≥ + � ��!����

1

2 / 20
.

| | (1 )k k

d d

s

α α

α ξ α

∞

−∞
≤

− +
� �

%����	��� | | 2s ξ− ≤ , �� 2 / | | 1s ξ− ≥ � ������ ��#�� ��������

1
1

1 2 / 20

2
.

| | | | (1 )

k

k k k

d d

s s

α α

α ξ ξ α

− ∞

− −∞
≤

− − +
� �

 �4
����� ��� ��	��
���' ���
 �
���
����� � ���� ������� ��	��
� ���������, ��	����

(21) ���

1
4 2 / 2

2 .
(1 )

k

k

d
C

α

α

∞−

−∞
=

+
�

1��
��������
 �
�
��� ������ (1)–(2) ��	�����
 ��������. 

)	� ���	
������� 
������
������ �
�
��� ������ (1)–(2) �	
��
� ���	
������ 
������
�-

����� �
�
��� �����
��� (8), � �	
�����
	��� � �����
��� (11). %��	
��

 #
 ��

� 
������
�-

��
 �
�
��
 � ��������
 �� ���������' ��������
���' ��	������ ( )kH x , ��
�
�� ������' – 

k ����	
�����
� �����
��
 ( ; ) 0k mF Pλ = . %������	�� �' � �����	� (4) � �������� ���
�����

(9), ��	����

( ) ( )
2

1 2 / 2 1 2
4 20

| |
( ) 1 (1 ) | | ( ) | | ( ),

4
( )k n

k n k k

x
v x g x d H x g x H xλ λ α α α λ+ −

+= − − =�
�.
. ( )( ) ( )kv x v xλ= . "���, 
�	� �
�
��
 ������ (1)–(2) ���
����
�, �� ��� 
������
��� � ��������


�� ������� ( ) ( )kv xλ , ��
 ���	� 0k ∈� ����
, ��� ( ; ) 0k mF Pλ = . (
��
�� ��	�����
 ��������. 
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ON A NONCLASSICAL BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR THE HELMHOLTZ 

EQUATION 

V.V. Karachik
1

A boundary value problem for the Helmholtz equation in the unit ball, having high-order normal de-

rivatives in the boundary conditions is considered. The theorem of necessary and sufficient solvability 

conditions of this problem is proved. 
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