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�� ���� ���� ������
��� ��������������
��� �������������� ������ ����������
� 	�

��� ����������������1

�.�. �������2

�� ��������� �����	� ����
��������� ���������
�� �
���
�	������

������� �	������� �������������� ������, ����������� ������� ����-

��	��� �
���, ���� ����	���, ���, ������
� �� ����
��������
 �
�������

���
������ �����������, ������������ �
������� ���
������ ������

���
��� ����� �� ��������  �������
���. ���
���� ����������� � ���
���-

�� �
����� ������� ��������������.  �� ���������� �������������� ��-

���� ������	��� �
��� ���� ��
������� ����!�����
��� 	���������
 ��-

�� ��"��	���� �	������������.  

�������� ��	�
: �
���
�
����
� �	����; 
��
�

���	���; ��	�	�	��	-

�����
� �����. 

#�������

� ��������� 	���
�	����
 �
�� ����� ����� �
�
������ ������������ � 
�������
 �������


����� � ��
����. ��� ������� � ���, ��� � �
�
��� �
��������� ����������� «������» ��������. 

������� ���� ��������	� �������	� ����
����� �
����� �
������ � ������������� ������-

��� ��
���� ������� �����.  �� !�� �
����� �������	� 
������� �������������
 ������" 	���-


�	����
 �
��, �������
�� ����������
 ��������� �
�#����. $����� �������������� ������

��
���� ��
���� �
�������� � 
�������
 ��
����
 ����� � ��
����. ���
���
, ��
����������

������������� ��
����
 �
�#����� � 
��� ��
����" ���
������" ��
���� ����� ������� � 
���-

���� ���
���� ����������� !%%�������
 ��
 ������������, ������ ������
��
 ���
�����" �

��
����	������	� ���
�������� �� ��"����� ���
��
 ���� (& ). '
�������� �
�������� ����-

���������
 ������" ���	������������
 ���	�%����
 �
�� ��������� �
�	����
����� ���	��

��
��	����� ������
�%� � ��
����� ��
��� �
������ �� �
 �
�����
������. '�������, ��� ��
-

����������� �
�������� ������ ��	�� ���� ��
������, 
��
��������� �
� ��������"����� �

& � ��
������� !�
���
����� ���� ��� ������ �� ���� ��� �!
�������" [1]. 

 ����� � !��� ������ �
�������� �������� �
���������� �������� �
������ ��������#��

��
��������
 !%%����� ��
��� � ���������� & � ������� �������������	� ������
������

�����
 %��������
 �
�#�����. '�!���� � �����" ���
���" ������ �
������ 
��
������ ������-

�������
 ������" ���	������������
 	���
�	����
 �
�� [2], ���������
 ��� %��������� �
�-

#�����, ����
�� ��� �������� ���������. (���� ��	�, ��� ����
��
��������
 �
�#����� ����

����� �
������, ��	�� �������������� ������
������ �������� ������������ �
������� �
��-

��
�������	� �������� ������" [3, 4]. $�� ��
�%���#�� 
�������, � ����" ���
���, ����������

��������� !����
����������� ������, � � �
�	�" ���
���, �
� ������� �
��������
 ����
���"

���������� �������������� ������. )���� �����, ����� ������� �
�������� 
������� � !����-


������� ���������, � �������������� ������ ���� ��������� ���������� %���������� �
�#��-

�� [5, 6]. 

 ��������" ������ � ������� ������� ����
��������� ������������ �
���
�������� *���-

��� �������������" ������ �!
������� [7, 8], �
��������" ��� �������������	� ������
������  

��
�
��� �����������	� 	�
���� �����
��	� ���
��	� ������� �� ��
��, ���������� ��
�������

��%���� �����" �������������" ������ [9, 10] � ��"�� ������� �
 ���
������. 

1. $������������� �����
 ��	��	����

+������
�� ������
��" ������" �����" �������������" ������ ������� 	��� � ���
����

�����#��� (�!
�������), ����
�� ����������� �������" �
������" ��

������ [8], � �
������

�#���� �� �� ����
��������� ������������ �
���
�������� *������. 
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������� �
������" ��

������ ���
%����" �!
������� [8] ��� 
��������
 �
��
�����"

����� ��������" ���: 

1 1 1 2 2 2 20,  0,  0,
v v nvn

t x t x t x

ρ ρ ρ ρ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂
+ = + = + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
       (1) 

1 1 2 2
1 2,  ,

d v d vp
nR nR

dt x dt
ρ ρ

∂
= − − =

∂
          (2) 

( )
( )1 1 1 1 1

1 1 2

1

,
d e p d

nR v v nq
dt dt

α ρ
ρ

ρ

°

°
= + − −              (3) 

( )
2 2 2 2 2

2

2

d e p d
nq

dt dt

α ρ
ρ

ρ

°

°
= +                 (4) 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2 1 1 1 1 2 2 2 2, , ,  , , ,  ,p p T p T e e T e e Tρ ρ ρ ρ° ° ° °= = = =

( )
2

1 1 1 2 2 2 ,,    1 , 2
2

i
i i

v
E e iρ ρ α ρ ρ α° °= = = + = , 1 2 ,     1.i

i

d
v

dt t x
α α

∂ ∂
= + + =

∂ ∂

3���� ������� 1, 2 ��������� �������������� � 	��� � �����#��; ,i iρ α°  ( i  = 1, 2) – ��������

��������� � �������� ����
����� %��; , , , ,i i i i iv T e Eρ  – ��
#������� ���������, ���
����, �����-


���
�, ����
����� � ������ !��
	�� i-" %���; p  – ��������, n  – ����� �����# � �����#� ������

�����. &
������� (1) – �
������� ��
��
������� 	��� � �����# � �
������� ��

������ �����

�����# � �����#� ������ �����; (2) – �
������� �������� 	��� � �����#; (3) � (4) – �
������� ��-



������ ����
����" !��
	�� 	��� � �����# ��������������. 

'������ �
������� ��

������ �����������" !��
	�� 	�����" � ��������
������" %��. 

&������ �
������� ��

������ �������� 	�����" %��� �� 1v , �  �
������� ��

������ ��-

������ ��������
������" %��� �� 2v , ������� �
������� ��

������ �����������" !��
	�� 	���

� �����# ��������������
2

1 1 1 1
1 1 1,

v v p
v v nRv

t x x

ρ ρ� �∂ ∂ ∂
+ = − −� �

∂ ∂ ∂� �� �
2

2 2 2 2
2 2 ,

v v
v nRv

t x

ρ ρ� �∂ ∂
+ =� �

∂ ∂� �� �
����
�� ����� �
����
 �
���
�������" �
������� ��������" ���: 

2 2
1 1

1 1 1

1 1
2 2 ,

v v
v

p
v nRv

t x x

ρ ρ∂ ∂
∂

+ = − −
∂ ∂ ∂

       (5) 

2 2
2 2

2 2 2

2
2 2 .

v v
v

nRv
t x

ρ ρ∂ ∂
+ =

∂ ∂
               (6) 

'
������ ������ ����
��������� ������������ �
���
�������� *������ �
������" ��

���-

��� (1), (2), (5) � (6). 

3������ �
������� (1), (2), (5) � (6) � ����" ������� ���
�����, �������"�� � ���������"

���
����� D . ���
���� � ����" ������� ���
����� ����� 
����:  

1 1 ,�v v D= +        (7) 

2 2 .�v v D= +         (8) 

/��
������ ����� ��
��������� �� �
�������

.�x x Dt= +        (9) 

'
���������: 

,
�x x

∂ ∂
=

∂ ∂
                (10) 
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������
�� ���� ���� ������
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��
��� ����������������
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.
�

D
t t x

� �∂ ∂ ∂� � � �
= + 	 
	 
 	 


∂ ∂ ∂� � � � � �
         (11) 

4�	�� �������� [9, 10], ��� �
������� (1), (2), (5) � (6) ����
������ ������������ �
���
���-

����� *������. 

'
���
����� ����� ����� �
������" ��

������ ����
����" !��
	�� 	��� � �����#. � ������


������� (1) ��� ��	�� ���� �
���������� � ����

( )
( )1 1 1 1 1 1 1 1

1 2

1

, 
e e v p d

nR v v nq
t x dt

ρ ρ α ρ

ρ

°

°

∂ ∂
+ = + − −

∂ ∂
              (12) 

( )
2 2 2 2 2 2 2 2

2

e e v p d
nq

t x dt

ρ ρ α ρ

ρ

°

°

∂ ∂
+ = +

∂ ∂
     (13) 

-� �
������" ��
��
������� 	�����" � ��������
������" %�� (1) ��	�� �������� ���������


��������

1 1 1 1 1
1 1 ,

d v

dt t x

ρ α α
α ρ

°
° ∂ ∂� �

= − +	 

∂ ∂� �

2 2 2 2 2
2 2

d v

dt t x

ρ α α
α ρ

°
° ∂ ∂� �

= − +	 

∂ ∂� �

, 

'��������� ������ ��
������ � �
������� (12) � (13) ��������������, �������

( )1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 ,  

e e v v
p nR v v nq

t x t x

ρ ρ α α∂ ∂ ∂ ∂� �
+ = − + + − −	 


∂ ∂ ∂ ∂� �
        (14) 

2 2 2 2 2 2 2 2 .
e e v v

p nq
t x t x

ρ ρ α α∂ ∂ ∂ ∂� �
+ = − + +	 


∂ ∂ ∂ ∂� �
            (15) 

)�������, ��� �
������� ��

������ ����
����" !��
	�� 	�����" (3) � ��������
������" (4) 

%��, �
���
��������� � ���� (14) � (15), ����
������ ������������ �
���
�������� *������

'������ �
������� ��

������ �����" !��
	�� �����. $�� !��	� �����
��� ����� � �
����

����� �
������" (5), (6), (14), (15).  
��������� �������

( )
( ) ( )1 1 2 2

1 1 1 2 2 2 1 1 2 2 2 1 2 ,
E E p

v E v E v v p v v
t x x

ρ ρ
ρ ρ α α α

∂ + ∂ ∂
+ � + + + � = − −� �∂ ∂ ∂

          (16) 

����
�� �� ��������� � �
�������� ��

������ �����" !��
	�� �����, ���������� � 
����� [7, 

8]. 

$�� ��	�, ����� ��
��� !�� ��������������, ����
����� 
�������� ���� ��������"����� ��-

��� %����� �� ��� ����� [11]: �� ������������ ��-�� �����"����� ���
�����������	� ���� ���-

����" – 2

p

x
α

∂

∂
, ����
�� �� ������� �� ���
�����" ��
������������� ����� %�����, � ������-

������ f , ����
�� ������� � ������������� ���
����": 

2

p
nR nf

x
α

∂
= − +

∂
. 

'��������� ���������� ��
������ � 
�������� (2) � �
���
�������� ����� ����� !��
 
�-

������ � ����
	������� ����, �������
2

1 1 1 1
1 ,

v v p
nf

t x x

ρ ρ
α

∂ ∂ ∂
+ = − −

∂ ∂ ∂
              (17) 

2
2 2 2 2

2 .
v v p

nf
t x x

ρ ρ
α

∂ ∂ ∂
+ = − +

∂ ∂ ∂
               (18) 

/ ������� �
������" (1), (17) � (18) ����������� �
������� ��

������ ����
����" � ����-

�������" !��
	��  

( )1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 ,

e e v v
p nf v v nq

t x t x

ρ ρ α α∂ ∂ ∂ ∂� �
+ = − + + − −	 


∂ ∂ ∂ ∂� �
       (19) 
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2 2 2 2 2 2 2 2 ,
e e v v

p nq
t x t x

ρ ρ α α∂ ∂ ∂ ∂� �
+ = − + +	 


∂ ∂ ∂ ∂� �
                (20) 

2 2
1 1

1 1 1

1 1 1
2 2 ,

v v
v

p
v nfv

t x x

ρ ρ
α

∂ ∂
∂

+ = − −
∂ ∂ ∂

          (21) 

2 2
2 2

2 2 2

2 2 2
2 2 .

v v
v

p
v nfv

t x x

ρ ρ
α

∂ ∂
∂

+ = − +
∂ ∂ ∂

            (22) 

 !��� ������ �
������� ��

������ �����" !��
	�� ����� ����� ����� ���, ����������" �

�
����	����� � 
����� � [7, 8] 

( )
( )1 1 2 2

1 1 1 2 2 2 1 1 2 2 0.
E E

v E v E v v p
t x

ρ ρ
ρ ρ α α

∂ + ∂
+ � + + + � =� �∂ ∂

   (23) 

4�	�� ��������, ��� �
������� (17)–(23) ����
������ ������������ �
���
�������� ������-

������ *������ [9, 10]. 

2. %�
�������� ����!�����
��� 	���������� ���� ��"��	���� �	������������

'
� �
�������� ������� ����
��������� ������������ �
���
�������� *������ ������� ��-



������, ����������
 ��������� 	���������", �
������	�����, ��� ��
������ ��� ���� ���-

%����	� ��������"����� �������� ����
�������. ��� �������� � ��� ������, ��	�� ���� ���-

%����	� ��������"����� �������� %���#���� 
������� ���
����" 1f  (���� ������) � %���#����


������� ����
���" 2f  (���� �
�����������
 ����) [7, 8]. 5���" ���� ��
������ ��� ���� �
�-

����������
 ����, �
��������" � 
����� [7, 8], �
������ � ��������� �
�������� ��

������

�������� 	�����" � ��������
������" %�� [7, 8]: 
2

1 1 1 1
1 1,

v v p
nf

t x x

ρ ρ
α

∂ ∂ ∂
+ + = −

∂ ∂ ∂
       (24) 

2
2 2 2 2

2 1

3

2
.

v v p
nf

t x x

ρ ρ
α

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
        (25) 

-� �
������" (24) � (25) �������, ��� �
������� ��

������ �����������" !��
	�� 	�����" �

��������
������
 %�� ����� ��������" ���: 
2 2

1 1
1 1 1

1 1 1 1
2 2 ,

v v
v

p
v nf v

t x x

ρ ρ
α

∂ ∂
∂

+ + = −
∂ ∂ ∂

            (26) 

2 2
2 2

2 2 2

2 2 1 2

32 2

2
.

v v
v

p
v nf v

t x x

ρ ρ
α

∂ ∂
∂

+ + =
∂ ∂ ∂

              (27) 

4�	�� ��������, ��� �
������� (24)–(27) �������� ����
�������� ������������ �
���
��������

*������. 

+������
�� �
������� ��

������ �����" !��
	�� ����� (24) � �
������ �	� ������ �� ��-

��
��������� ������������ �
���
�������� *������, ��������� �
������� ��

������ (1), (24)–

(27). -�������� %�
���� ��
�
��� � ����" ������� ���
����� (7)–(11), �������

( ) ( )
2 2

1 2
1 1 2 2

2 2

� �v D v D
e e

t

ρ ρ
� �� � � �− −
	 
	 
 	 
∂ + + +

	 
 	 
	 

� � � �� � +

∂

( ) ( )
2 2

1 2
1 1 2 2

2 2

� �

�

v D v D
e e

D
x

ρ ρ
� �� � � �− −
	 
	 
 	 
∂ + + +

	 
 	 
	 

� � � �� �+ +

∂
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( )
( )

( )
( )2 2

1 2
1 1 1 2 2 2

2 2

� �
� �

v D v D
v D e v D e

x
ρ ρ
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DETECTION OF A TYPE OF INTERPHASE INTERACTION FORCE

FOR MATHEMATICAL MODELS OF GAS SUSPENSION WITH PAIR 

INTERACTION 

Y.M. Kovalev
1

Based on the analysis of invariance under Galilean transformations of a known mathematical model 

describing a two-phase medium flow, it was shown that despite the invariance of the equations for con-

servation of components, the resulting equation for conservation of total energy of the mixture is not 

reliable. The reasons for this discrepancy are thoroughly examined and eliminated. Functional depend-

ence of the interphase interaction was determined for the obtained mathematical model of a two-phase 

medium. 

Keywords: mathematical model; invariance; multi-component mixture. 
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