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h-��	�
��	�� λ-
���
�	����

�.�. ��������1

����� � – h-����	����
 �
��	�
����
 �
�	���
��
 �
������
  

λ-�	���	������. �����: 1) � ����
��� CDH-�	���	�������, 2) � ���
���	�-

�� � \ � ��� ����� �������� ����
���� � �� �.  

�������� ��	�
: CDH-��	��
���	; h-	��	�	��	� ��	��
���	;  

λ-��	��
���	; �	��	�	�����.

��� �������	��
� ������������� ����������	��� ������������. 

����������	�� ������������� �������	��
� � 	���
����� ����	 ��	�	 	��	�	����, ����

��� ����� �
�� ����	�� 
���� ����	�� �	�����
 � � � �� �������	��
� � ������
��� �����

����������� :f X X→ , ��� ( )f A B= .  ����� ����� �������	��
� � 	���
����� CDH-

��	��
���	�. !�� ��	���� �����	����� ������ ��� ����������	�� �������	��
. "����	

«CDH-�������	��
�» ��� 

���	 #�		���� 
 1972 . $�	��� ��	���� CDH-�������	��
� �
������

������������; �	� ���������� 
���������� ��� 
 �������  �	����, #���%��, &��'� � ����� ��-

��������
 ���'��� 
���. ���	��� ��������� CDH-�������	��
 ������ �
�����
� �������	-

��
� �
n
� ��������
 ��� [0;1]� . 

�
�	
�� 1. ���	� 
��	���	 �	�������	� CDH-��	��
���	 ��������	 �	��	� ����-

�	�. 

(����	��, ��� 
��	���	 �	��������� ��	��
���	� 	���
����� �������	��
�, ����-

����	�� ������
����� ����	�����
� ���	�� ����������� �������	��
�. "������ 1 ������	�

). *������� � #. +
���� [1] 
 ����������	�� 
����	�	�� ������ ������ ZFC. $������ �����

[1], ��� �� ������� �������	���
�		���� 
�������, ��� ����� CDH-�������	��
� ����������

���	�� ��������. � �� �� 
����, ��� ��
���	�, ������� �������	���
�		���� �����
������ ��-

����� 
�����. 

"������ 1 ������
���, ��� ����� ����� �DH-�������	��
 	��	� 
���� ����� �	�����
, 

������		�� ����� ����	�, ��� ������
���� �	�����
� 
 �������� �������	��
��. (��� 
 �����-

�� 2 �����	 ��� ���	 ����� �DH-�������	��
. "������ 2 ������	� 
 ������� ������ ZFC � ����-

���
���� ����� ��	�
	�� ��������� �������; �	� �����
��� ��
�����	�� 4.9 �� ������ [4]. 

��	��
���� . ,����� X ≈ Y ��	�����, ��� �������	��
� X � Y ��������	�. (����	�'�� ���-

��	��	�� �����	�� ����	������� ���
�� ω; ����� {0,1,2, }ω = � . 

"������������ �������	��
� 	���
����� ���!������, ���� �	� �
������ "1-�������	��
�� �

�������� ����� �� �������-����	���� �	�����
. (������	�� �������	��
� 	���
�����  

h-	��	�	����, ���� ����� �� 	������� �������-����	���� ����	�����
� ��������	� 
����

�������	��
�. -������	��
� � 	���
����� ��	��
���	� ����	� �
��	���, ���� �� ���	�

�������
��� 
 
��� ����	�� ��.���	�	�� 	��� 	� ����	�� ����	�����
.  

 �����
���� [2, §40] 

�� ��� 	���
����� λ-�������	��
�. ����������	�� �������	��
� �

	���
����� λ-��	��
���	�, ���� ����� ����	�� ����	�����
� �� � �
������ Gδ-�	�����
�� 


�. )��	� �������� [2], ��� ����� 	�����	�� �������� �������	��
� �������� 	�����	��  

λ-�	�����
�. 

$�����	�� ����	���	�� � �����	����� �����	� ���	� 	���� 
 ��	������� [2] � [6]. 

$������ ��������� �
��� ����� λ-�������	��
��� � �������	��
��� ���
�� ��������. 

�
��� 1 [2]. ���	� λ-��	��
���	  �� �� ��	��
���	� ����	� �
��	���. 

�
��� 2 [3]. ���	� CDH-��	��
���	 ����	� �
��	���  �� �� λ-��	��
���	�. 

� ����	��'�� 	�� ��	�������� ��������� ��
�����	��. 

                                                     
1 )��
���
 ����� �������
�� – ��	����� ������-�������������� 	���, ��/�	�, ������� �������������� � ��	�/��	���	�� �	���-
��, 0�	�-1�������� ��������
�		�� �	�
�������. 
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�
��� 3 [5]. "��! � ���!����	� ��������	� ��	��
���� iX �
�	 �
����	� ����� ��

��	�	� ��	#���	 iF , ��� {1;2}i ∈ . "��! �
� �	��	�	����� 1 2:f F F→ . 

$	��
 ��%����� �	����� i� ��	#���
 \i iX F �	�
��	 �� �������
�%���� 	���	-

�
������� (� iX ) ��	#���
�� �� �
#�	�	 {1;2}i ∈ � ����&� 1 2:ψ →� � 
���, �	 �� 

����' ��	#��� 1 1D ⊂ �� � 2 2D ⊂ �� , �� �
���' ��	���	�!�	� ����&��� 1 2:g D D→ � ��	�-

���	� �%�' ���	��� 1 2( ) ( )g D V D Vψ=� � �� ���	�	 1V ∈� , �	������	�
��	� 		��
#����

1 1 2 2:f g F D F D∇ →� � ���������	 � �
#�	� 	��� ��	#���
 1F , 
 	��
�	� 		��
#����

( ) 1
f g

−
∇ ���������	 � �
#�	� 	��� ��	#���
 2F . 

� �����/��, �����		�� ������ 3, �� ����� �
�����, ���: 

1) �������� i� �	�����
� \i iX F �������� 	�
	��	� �������	 ��	#��� ��	�������	�

�	�����
� iF ��� ������ {1;2}i ∈ ; 

2) ����/�� 1 2:ψ →� � ������
�	� � ������������� 1 2:f F F→ ; 

3) ������ 1 2, ,ψ� � �������� KR-�	����� ��� 1 1 2 2\ , \ ,X F X F f . 

2��������, �	�����	�� ����� 3, ��� ����� ������	 +.�. $����
���� � 
�	 !	���	��. $�-

�����, ��� �����	 «KR-��������» ��� ��������	 
�	 !	���	��. 

� ������������
� ������� 2 ������������ 	�������� ���� �� ������ [4]. 

�
�	
�� 2. ���	� h-	��	�	��	� ������	� λ-��	��
���	  �� ��  CDH-��	��
���	�. 

(	�
�
��!��	. � h-��	����	�� 	�����	�� λ-�������	��
� � ����������� ����	�� 
����

����	�� �	�����
� � � �. 

"�� ��� �������	��
� � 	������	�, �� �����	� [6, ������� 7.3.1] ������
��� ����� �������-


�����	���� 1 2, ,� � � �������	�� �������� �������� �������	��
� �, ��� �������
�

{ : }nU n ω= ∈ ∈� � �������� ����	�� ���� �������	��
� �, ��������� �� �������-����	����

�	�����
, ������ ��� ����� n �������� 1n+� 
����	� 
 �������� n� . -� ��������	�� h-

��	����	�� �������	��
�, ��� ������ �	�����
� U ∈� ������
��� �����������

:U X Uϕ → . 

����	�� �	�����
� { ( ) : }UA A Uϕ∪ ∈� � ���'���� �� ����	�� �	�����
� { : }nA a n ω′ = ∈

����� �������, ����� �	�����
� \A A′ ���� �� 
���� ����	� 
 �. +	�����	�, ����	�� �	���-

��
� { ( ) : }UB B Uϕ∪ ∈� � ���'���� �� ����	�� �	�����
� { : }nB b n ω′ = ∈ ����� �������, ���-

�� �	�����
� \B B′ ���� �� 
���� ����	� 
 �. 

"�� ��� �������	��
� � – 	�����	��, �� \ ( )X X A B′ ′ ′= �  – 
���� ����	�� �	�����
� 
 ���-

����	��
� ���
�� �������� �; �����
�����	�, X ′ ����� �
������ �	�����
�� ���
�� ��������

 �. -� ��������	�� λ-�������	��
�, A B′ ′�  – �	�����
� ���� Gδ 
 �������	��
� �. "���

{ : }nX X n ω′ = ∈� , �� ������ �	�����
� nX ����	��� � 	��� 	� ����	� 
 �. "�� ��� �������	-

��
� � 	������	�, �� ��� ���	���	�� ���	���� ���	� �������, ��� �	�����
� ,nX n ω∈ , ��-

���	� 	� ������������. -� �������	��, ��� ����� U ∈� � n ω∈ �	�����
� ( )U nXϕ ����	���

� 	��� 	� ����	� 
 �, ������ ( )U nX Uϕ ⊂ , ( )U nX Aϕ = ∅� � ( )U nX Bϕ = ∅� . 

-������� ����������� :f X X→ , ��� ������� ( )f A B= . 

3�� %��� �� �	���/�� 
 �������	��
� � �������� ����	���� 	��� 	� ����	�� �	�����
�

nF � nE , ����������� :n n nf F E→ , KR-�������� , ,n n nψ� � ��� \ , \ ,n n nX F X E f , ���
��-

�
������� ��������� ����
��� ��� ����� n ω∈ : 

1) 1{ }n n n nX F a F +⊂� � ; 

2) 1{ }n n n nX E b E +⊂� � ; 

3) ( )n n nf A F B E=� � ; 
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4) ����	�� |
in F if f= ��� ����� i n< ; 

5) �������
� 1n+� 
����	� 
 n� , � �������
� 1n+� 
����	� 
 n� ; 

6) ���� nV ∈� � * mV ∈� ��� n m< , �� * ( *) ( )m nV V V Vψ ψ⊂ ⇔ ⊂ . 

)
�
 �����&��. 3�� 0n = ������� 0 0F E= = ∅ , 0 0 { }X= =� � , 0 ( )X Xψ = � 0 ( )f ∅ = ∅ . 

*��������� ����'	�. -����������, ��� �	�����
� nF � nE , ����������� :n n nf F E→ �

KR-�������� , ,n n nψ� � ��� \ , \ ,n n nX F X E f �������	� �����	� ����
��� (1)–(6). 

������� ��������� '�. ,���������� �	�����
� nV ∈� � ( )n nW Vψ= ∈� . 

-������ mY V X= � , �� m  – 	����	�'�� �	����, ��� ������� �	�����
� Y ≠ ∅ . +	���-

��	�, ������� kZ W X= � , �� k  – 	����	�'�� �	����, ��� ������� �	�����
� Z ≠ ∅ . 

)	�����
� A′ 
���� ����	� 
 �. ,���������� ����� ia V A′∈ � � 	����	�'�� 
�����	��

�	������ i . ������� ����� jb W B′∈ � � 	����	�'�� 
�����	�� �	������ j �� ����������

���
���: j ib B a A∈ ⇔ ∈ . 

)	�����
� { }iY a∪ 	��� 	� ����	� 
 V , ��%���� ������
��� ����� �����	�� �	�����
�

U ∈� , ��� U V⊂ � ( { })iU Y a∪ = ∅� . -������ { } ( )V i UF Y a Zϕ= ∪ ∪ . +	�����	�, 	�������

�����	�� �	�����
� *U ∈� , ���
���
������� ����
��� *U W⊂ � * ( { })jU Z b∪ = ∅� . -����

*{ } ( )W j UE Z b Yϕ= ∪ ∪ . $�������� ����������� :V V Wf F E→ �� ���������� ���
���: 

( )

*

1

, ���� ,

( ) ( ), ���� ,

( ), ���� ( ).

j i

V U

U U

b x a

f x x x Y

x x Z

ϕ

ϕ ϕ
−

� =
��

= ∈�
�

∈��

-� ����� 3 ������
��� KR-�������� , ,V V Vψ� � ��� \ , \ ,V W VV F W E f . 

(�����	� ���
�����, ��� { }1 :n n V nF F F V+ = ∪ ∈� � � { }1 ( ) :
nn n V nE E E Vψ+ = ∪ ∈� �  – ����-

	���� 	��� 	� ����	�� �	�����
� 
 �������	��
� X . ,������ ��������	�� 1 1 1:n n nf F E+ + +→

�� ���������� ���
���: 

1

( ), ���� ��� 	�������� ,
( )

( ), ���� .

V V n
n

n n

f x x F V
f x

f x x F
+

∈ ∈�
= �

∈�

�

4� �������	�� 
�������, ��� ��������	�� 1nf + �
������ ������	�� ������������� 
 ���-

��� �	�����
� 1 \n nF F+ , � �� �	�����
	�� ����������	�� � ����� 3 �������, ��� ��������	��

1nf + �
������ ������������� 
 ������ �	�����
� nF . 

�������
� { }1 :n nU V V+ = ∈ ∈� � �������� �������� �	�����
� 1\ nX F + , � �������
�

{ }1 ( ) : ,n V V nU V U Vψ+ = ∈ ∈ ∈� � � �������� �������� �	�����
� 1\ nX E + . #���/��

1 1 1:n n nψ + + +→� � ������������ ������
�		�� �������: 1( ) ( )n VU Uψ ψ+ = , ���� VU ∈� ��� 	���-

����� nV ∈� . (�����	� ���
�����, ��� ����/�� 1nψ + ������
�	� � ������������� 1nf + . 

4���, 1 1 1, ,n n nψ+ + +� � �������� KR-�������� ��� 1 1 1\ , \ ,n n nX F X E f+ + + . 

5�	�, ��� 
�� ����
�� (1)–(6) 
����	�����. 4	�����
	�� ������� ��
��'�	. 

4� ����
�� (1) � (2) �������, ��� { } { }: :n nX F n E nω ω= ∈ = ∈� � . 

,������ ��������	�� :f X X→ �� ���
��� ( ) ( )nf x f x= , ���� nx F∈ ��� 	�������� n . 

!�� ��������	�� �������	� 
 ���� ����
�� (4). #���� ���, f  – ����/��. -� �������	��, ����-

	�� |
nFf �
������ �������������. 4� ����� 3 
�������, ��� f  – �����������. 

4� ����
�� (3) �������, ��� ( )f A B= . 

"������ 2 ������	�. 
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4� ������� 2, ����� 1 � ����� 2 
������� ��������� 	������		�� ��������������  

λ-�������	��
. 

��
�����
 1. "��! �
�	 h-	��	�	��	� ������	� ��	��
���	 �. $	��
 �  �� ��   

λ-��	��
���	� 	��
 � 	�!�	 	��
, �	��
 � – CDH-��	��
���	 ����	� �
��	���. 

��
�����
 2. "��! { }:nX X n ω= ⊕ ∈ , ��� �
#�	� nX  �� ��  h-	��	�	���� ��������

λ-��	��
���	�. $	��
 � – CDH-��	��
���	. 

1���	�
�� ��� ��	� �
����
� h-��	����	�� λ-�������	��
. 

�
�	
�� 3. "��! �
�	 h-	��	�	��	� ������	� λ-��	��
���	 �. $	��
 � �	��	�	���	

��	��� �	���	��
���� \X A �� ���	�	 ����	�	 ��	#���
 A X⊂ . 

(	�
�
��!��	. "�� ��� �������	��
� � 	��� 	� ����	�, �� �����	�	�� \X A �
������


���� ����	�� ����	�����
�� 
 �. �����	� ����� 1, � – �������	��
� ���
�� ��������. "�-

�� [2] �����	�	�� \X A ����� ����� �������	��
�� ���
�� �������� ��	�������	� ����. 

"�� ��� �������	��
� � 	������	�, �� �����	� [6, ������� 7.3.1] ������
��� ����� �������-


�����	���� 1 2, ,� � � �������	�� �������� ����	�� �������� �������	��
� �, ��� �������
�

{ : }nU n ω= ∈ ∈� � �������� ����	�� ���� �������	��
� �, ������ ��� ����� n �������� 1n+�


����	� 
 �������� n� . -� ��������	�� h-��	����	�� �������	��
�, ��� ������ �	�����
�

U ∈� ������
��� ����������� :U X Uϕ → . 

2��������� ����	�� �	�����
� * { ( ) : }UA A A Uϕ= ∪ ∈� � . 4� ��������	�� λ-�	�����
�

�������, ��� �* – �	�����
� ���� Gδ 
 �������	��
� �. (�����	� ���
�����, ��� * \ *X X A=  – 


���� ����	�� �	�����
� 
 �������	��
� ���
�� �������� �; �����
�����	�, �* ����� �
������

�	�����
�� ���
�� �������� 
 �. #���� ���, �* – �	�����
� ���� Fσ 
 �������	��
� �. -�%��-

�� �	�����
� �* ���	� �������
��� 
 
��� ����	�� ��.���	�	�� * { : }nX X n ω= ∈� ����	����

(
 �) 	��� 	� ����	�� �	�����
 �n. 4� �������	�� 
�������, ��� �	�����
� ( )U nXϕ ����	��� �

	��� 	� ����	� 
 �, ������ ( ) \U nX U Aϕ ⊂ ��� ����� U ∈� � n ω∈ . 

-����	�� ����� 4 �� [5], ������ 
�
��, ��� ����� �������� �	�����
� �� �������	��
�

\X A �������� 	��� 	� ����	�� ����	���� (��	�������	� \X A ) ����	�����
�, ��������	��

�������	��
� �. "��� �� ������� 3 �� [5] �������	��
� \X A ��������	� h-��	����	��� ���-

'���	�� ( , )h X ω �������	��
� � ��	�������	� �������	��
 ���
�� ��������. � [5] ���� ����-

��	�, ��� ��� ����� ����������	�� h-��	����	�� �������	��
� � ���
�� �������� ���'���-

	�� ( , )h X ω ��������	� ������  �������	��
� �.

"������ 3 ������	�. 

+
���
���. 4	�����	� 
���	���, ����	���� �� ������� 2 � 3 
��	��� ��� (	������	��) ��-

	����	�� �������	��
. 
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h-HOMOGENEOUS λ-SPACES 

S.V. Medvedev
1

Let X be an h-homogeneous separable metrizable uncountable λ-space. Then: 1) X is a CDH-space, 

2) X is homeomorphic to X \ A for any countable subset A of X. 

Keywords: CDH-space; h-homogeneous space; λ-space; homeomorphism. 
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