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�.�. ������	
1

���������	 
����� �
���� � ����
����
 ����������
 �	
������


�	 ������ ����������� �������	 ��� �
���� �� 
����� ������� � �	������-


� ���
�����
� �	
������
�. �	��
�
���	 �	�	�	 �� �����
������
 ���-


	�
� ��� �	�	���� �	������� ���� 
	��� �
��� �	������� ����� � �	����-

�����
 ����
 �����
 � ��������
 ��	��
. ����
������	�	 �
���	� ��-

�
	����	 �	�	��, ���	�	�	 �����
������
� ������� � ���
����� 	�	��
�-

������ ������� � ����
���� �	�
��� ����	��. ���	�	��, �
� ����������-

����� �
��� 
���
 ���������
� �	� � ����� 
����, 
	� � �	 �
�����. 

�������� ��	�
: ���
�
; ��������	� �
�������; �	��
���
� �
�
�
; 
�
-

��������	� �������. 

 �������

������ ��	�
��� �
��� �� �	�����
���� ���
���� ���
�����
���� ������ [1]. � ����� ��
-

��� �
������, ������ – �����
���� �� �������
���� ���
����, � ������� ��������� ����


��
����, ��	��, �	������ � ���	����. �	� ����� ���
����, ��� � 
	� «��
��
����» �
	, �����

���� ��������
�� ���������
 ��
��� [2–7]; 
	� ����� ����
 ��
��� �
 ��	����� 
 
 � 
�������-

��� �
�
 ���	

��������. ! [6] ������
�� ���	����
���
 �
�
��
 ���������� ��
��� 
	� ���-

�
�� �������	����� ���	� �����, ���	������� �����	������� �
����
 ��� ����
�
 ��	��. ! [7] 

������
�� � ������� �	���
 ���	����
���
 �
�
��
 ��
��� � �������
 ������ � ��
�
��� �
	�. 

! ������ 
� �����
 �����������
��� ���� 
��
 ��
��� [6] 
	� 
��� �����; ��� ������� �

���, ��� �����
��� ����� ��	����� �
�
�
����� � �
��
�������. "���� ��

	� ������ �
 ��-

	�
��� ����
������ [1], �� 
������
� ���	�
��� ���
���
��#�� (��. ���
). ! �����
 ������	�-

������ ������� ���������� �����
������ 
� ���������� ��
���, 
������� 

�����
������ �
�
-

��� � ������
�� ���	����
���
 �
�
��� � �
������� ������� �	�����. $��� ������
��
� �
��-

��
�
��� 
�������
��� �� 
��������
 �
�
���. 

�
���	 � ����
����
 ����������
 �	
������


%��������� ��	�
 ������
���
 ���
�
���
 �
�
�
 
��� ������ � �	�������; 	
��� ���
#

������ ����
�	
�; ������ – �����

� (���. 1); 0L >  – 
	��� ������. &� ����
������ �
����

(�����
��
 ������
���: Ty q′′ = − ; ���
��
 ��	����: (0) 0y = , 

( ) 0y L′ = ; ��. [1, �. 29, 44]) �	

�
�, ��� ����� (1) ( )y x ������

��
 ��������� ��

� ��
: 

(1)

(1)0

1
( ) ( )

x L

s
y x q t dt ds

T

� �
= � �

� �
� � , 

�

 ( )q x  – �	������� ��������, (1) 0T >  – (���������
) �����
-

��
 ������. '��
�	����� �
�
�
 
����� ���
� ������ (��

��
� ���
�
���� ��������) ��
�
��
��
�, ��� ��� ��� ��	�����

�
	������� ��	

 �������� ����
�� ��	���� (�� �����
���

qL T ) �
� y . '���� �
�
�� ��
 ��� �
 ��������� ����
����

������, ������ �� �� N ��
��
� 
	��� L N ���
�
 (���. 2) �

�����
����� ( )( )iT T iL N= , �

 1 i N≤ ≤ , ( ) 0T x >  – �
�������

�
��
������ ����#��. "��
� �
���
�� ����������, ��� ( )lim ( ) ( )N

N
y x y x

→ ∞
= , �

 ( ) ( )Ny x  – �����

��������� ������  

                                                     
1 (���
��� )����	 *����	�
��� – 
�#
��, ���
�
�� ���.-���. ����, ���

�� �
��
���
���� �
������, '
������ ��#����	���� ��-
�	

����
	����� ��	��
����
���� ����
����
�. 
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0

1
( ) ( )

( )

x L

s
y x q t dt ds

T s

� �
= � �

� �
� � .              (1) 

"���� ��	���� ���� ��


	���� �
�
��
�� N → ∞ ����
�� � ��

� ������� ������� �

�
�
�
���� �
��
������ �����
��
� ( )T x , ��������� 

 ��� �
 ��� �� ���. 1 (�
� ������ 

	
-

��� �� ��
���). 

���
	����	 ���
	�
��� �	�	��

%��������� 
�
 ������ � �
�
�
����� �
��
������� �����
����� (���. 3); 1 2L L>  – 
	�-

�� �����; 1( )T x , 2 ( )T x  – �����
��� �����; �������� ���	��
�� � ����
� �����
. ! ���������


�������� ������ �	���� ���	
���� 
��� � 
���� (�� ���. 3 ������ 
	� ���	�
����� ��������

����
�
����� �� �
�����	�). "�
��
 �
�
� �������� ���������
�. &� (1) �	

�
�, ��� �����

����� ��
�� ��
: 

( )1 2

1 0
1

1
( ) ( ) ( )

( )

x L L

s s
y x q t dt f t dt ds

T s

� �
= −� �

� �
� �

� � � ,              (2) 

2

2 0
2

1
( ) ( )

( )

x L

s
y x f t dt ds

T s

� �
= � �

� �
� �

� � ,    (3) 

�

 ( )f x  – �	������� ��	 ������

������ �����. +�
��� ���	���
��� � ��������� ( )f x . ,�

�

�������, ��� -�� ����#�� ��

� ��


( ) ( )i ii
p x P x xδ+ −� ,          (4) 

�

 ( ) 0p x ≥  – �������-�
��
�����, �
��
����� �	
�� ��� 20 x L< ≤ � �
��
����� ������ ���

0x = ; 0iP ≥ ; 0ix >  (��
 ix ���	����); ����� ���
���; δ  – 

	���-����#�� ������. (��������

2 1( ) ( ) ( )r x y x y x= −  (���������
 �
�
� ��������). &� (2), (3) �	

�
�, ���

( )2

0
( ) ( ) ( ) ( )

x L

s
r x a s f t dt k s ds= −� � ,       (5) 

�

 1 2( ) 1 ( ) 1 ( )a x T x T x= + ,   
1

1 2

1
( ) ( )

1 ( ) ( )

L

x
k x q s ds

T x T x
=

+ � . 

,�

� �������, ��� ( ) 0q x ≥ �
��
����� ��� 10 x L≤ ≤ , �

1( )T x � 2 ( )T x �
��
����� 
���
�
�#���
�� ��� 20 x L≤ ≤ ; 

���
� ( ) 0k x ≥ �
��
����� 
���
�
�#���
�� ��� 20 x L≤ ≤ . 

.�	���
 �������� ����� �������, ������ �
����#��
	������

�	������� ��	 ������

������, � ���, ��� ���������
 �
�
�

�������� �
����#��
	���, � � �
� ������, �

 �	������� ��	

������

������ ��	����
	���, – ����� ��	�. (������
	���, �����
�� � �	

�� 
� ���
����-

�
���� ���������
 ��
���. 

������. /���� ����#�� ( )f x ��
� (4) �����, ��� ��� 20 x L≤ ≤

0 ( ( ) 0),
( )

0 ( ( ) 0),

f x
r x

f x

= >	



≥ =�
          (6) 

�

 ( )r x ������
��� �����	�� (5), � ������� ( ) 0a x > �
��
����� ��� 20 x L≤ ≤ , ( ) 0k x ≥ �
-

��
����� 
���
�
�#���
�� ��� 20 x L≤ ≤ . 

!��	�	
����
�� �����
������
� �������

����	
����� 1. '�����	
���� ��
��� ���
� ��
�� ��	��� �
�� �
�
��
. 


�������������. '���� ( )f x � ( )f x∗  – 
�� �
�
��� ��
���. '� �����	
 (5) �� �����
���-

���� ����#�� ( )r x � ( )r x∗ . (��������  

���. 3. �*����� ,)%� ��
%�
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( ) ( ) ( )x f x f xϕ ∗= − .        (7) 

"�� ��� ( )f x � ( )f x∗ ��
�� ��
 (4), �� ( )xϕ ����
 ��

� ��
 (4), �� ( )p x � iP � (4) ����� ����

�
��	����
	�����. (��������

( )2

0
( ) ( ) ( )

L
E r x r x x dxϕ∗= −� .               (8) 

&� (6), (7) �
���
�� ����������, ��� � (8) ��
���
���	���� ����#�� �
��	����
	���; �	

�-

���
	���, 0E ≤ . C 
����� �������, ��
����	�� (5) � (8) � �������� (7), ���

�

2 2

0
( ) ( )

L
E a x J x dx= � ,         (9) 

�



2
( ) ( )

L

x
J x s dsϕ= � .     (10) 

&� (9) �	

�
�, ��� 0E ≥ . "�� ��� ���
 ��	� 
������� �
���
����� 0E ≤ , �� 0E = . ��	

, 

�������� (10) � ���������� ���
 ��
 ( )xϕ , 	
��� ����������, ��� �� (9) � ���
����� 0E = �	
-


�
�, ��� ( ) 0J x = ��� 20 x L≤ ≤ . "��
� ( ) 0xϕ = ��� 20 x L≤ ≤ . �
������
	���, 

( ) ( ) ( )i ii
x p x P x xϕ δ= + −� ; ��

��	����, ��� ( ) 0p x > ��� �
������� 0x∗ > . "��
�, � ��	�

�
��
�������� ( )p x �	
�� � ���
������ �����, ����� ����� ����
 1 2 0ε ε> > , ��� ���
���

1 20 x x xε ε∗ ∗< − ≤ ≤ − �
 ��

���� �� �
��� ����� ix � ( ) 0p x > �� -��� ���
��
; -�� �������-

�
��� ���
����� ( ) 0J x = ��� 20 x L≤ ≤ . *��	������ �������	���
��� �
����������� �
���
����

( ) 0p x < ��� 0x > � (0) 0p ≠ ; �	

����
	���, ( ) 0p x = ��� 20 x L≤ ≤ , ����
�

( ) ( )i ii
x P x xϕ δ= −� . '���� 0x∗ >  – �������	���
 �� ���
	 ix , �����
������ �� �
��	
���

����
���� iP . "��
� �� (10) �	

�
�, ��� ( ) 0J x ≠ � �
������� 	
��� ��	����
������� x∗ , ���

��������
��� ���
����� ( ) 0J x = ��� 20 x L≤ ≤ . "���� �������, ( ) 0xϕ = � ( ) ( )f x f x∗= ���

20 x L≤ ≤ ; �
� ����� ���
��

��
 1 
�������. 

"�	��
������� ������� �	�	�� � ����
���� �	�
��� ����	��

����	
����� 2. 0�	� ( ) 0k x′ < ��� 20 x L≤ ≤ , �� �
�
��
 ������	
���� ��
��� ��

� ��


2 2( ) ( ) ( ) ( )f x k x k L x Lδ′= − + −                (11) 

(�����������
��
 �� ��
�� ���
��� 20 x L≤ ≤ , ���. 4, a). 


�������������. (�
��
��, ��� ( )f x ��

� ��
 (4). '�
����	�� (11) � (5), ���

�, ���

( ) 0r x = ��� 20 x L≤ ≤ ; ����� �������, (6) ����	�
��.      

����	
����� 3. 0�	� ( ) 0k x′ ≥ ��� 20 x L≤ ≤ , �� �
�
��
 ������	
���� ��
��� ��

� ��


2( ) ( )f x F x Lδ= −                  (12) 

(�����������
��
 � �
��� ����
, ���. 4, b; �

�� � 
�	

 �����������
��
 � ����
 ����
�	
��� �


�������
���), �



2 2

0 0
( ) ( ) ( )

L L
F a x k x dx a x dx= � � .               (13) 


�������������. (�
��
��, ��� ( )f x ��

� ��
 (4). '�
����	�� (12) � (5), ���

�

( )
0

( ) ( ) ( )
x

r x a s F k s ds= −� .           (14) 

&� (13), (14) �	

�
�, ��� 2( ) 0r L = . "�� ��� ( ) 0k x′ ≥ , �� �� ���	

�
�� ���
����� ���
��
�, ���

2(0) ( )k F k L≤ ≤  (����
 �� (14) �	

�
�, ��� 	��� 2( ) 0r L < , 	��� 2( ) 0r L > ). "��
� �� 
����
�

20 x L∗≤ ≤ ����
, ��� ( )F k x∗= , � �� (14) �	

�
�, ��� ( )r x �
 �����
� ��� 0 x x∗≤ ≤ � �
 ���-

�����
� ��� 2x x L∗ ≤ ≤ . (���
� � �� ���
���� (0) 0r = , 2( ) 0r L = ���
��
� �
���
����� ( ) 0r x ≥
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��� 20 x L≤ ≤ . ��	

, ( )f x ���
� ���� ��	����
	��� ��	��� ��� 2x L= , � 2( ) 0r L = ; ����� ��-

�����, (6) ����	�
��.      

����	
����� 4. '���� �� 
����
� 0 20 x L< < ����
, ��� ( ) 0k x′ > ��� 00 x x≤ < , 

0( ) 0k x′ = , ( ) 0k x′ < ��� 0 2x x L< ≤ ; ���
� �
�
��
 ������	
���� ��
��� ��

� �	

�� �� ��
: 

a) 
�	� 2( ) 0LΦ ≥ , ��

2( ) ( )f x F x Lδ= −               (15) 

(�����������
��
 � �
��� ����
, ���. 4 b); 

b) 
�	� 2( ) 0LΦ < , ��

2 2
2

0 (0 ),
( ) ( ) ( )

( ) ( )

x
f x k L x L

k x x L

λ
δ

λ

≤ ≤	�
= − + 
 ′− < ≤��

          (16) 

(�����������
��
 �� ����� ���
��� 20 x L≤ ≤ , ���. 4 c), �



( )
0

( ) ( ) ( ) ( )a x k k x dx
Λ

Φ Λ = Λ −� ,           (17) 

0 2x Lλ< <  – ���
�� �����
��� ( ) 0Φ Λ = ,       (18) 

F ������
��� �����	�� (13). 


�������������

a) (�
��
��, ��� ( )f x ��

� ��
 (4). '�
����	�� (15) � (5), ���

� 
	� ( )r x �����
��
 (14). 

&� (13), (14) �	

�
�, ��� 2( ) 0r L = . &� (13), (17) � ��	���� 2( ) 0LΦ ≥ �	

�
�, ��� 2( )F k L≤ . &�

������� ����#�� ( )k x ���
� ���
��
�, ��� (0)F k≥  (����
 �� (14) �	

�
�, ��� 2( ) 0r L < ). &�

-��� �
 ������� ���
� �	

�
�, ��� �� 
����
� 00 x x∗≤ ≤ ����
, ��� ( )F k x∗= ; ������
�� ���
�

��� �
, ��� ��� 
������
	����
 ���
��

��� 3, ��	����, ��� ( ) 0r x ≥ ��� 20 x L≤ ≤ � ��	���� (6) 

����	�
��. 

b) �� 
��������
 ����� 0 2x Lλ< < �	

�
� �� �
��
�������� ( )Φ Λ ��� 0 2x L≤ Λ ≤ � ���-

�
��� 0( ) 0xΦ >  (��� ��� ����#�� ( )k x 
������
� ��������� � ����
 0x ), 2( ) 0LΦ < ; 

����-

�
������ ����� �	

�
� �� ���
��

��� 1. "�� ��� ( ) 0k x′ < ��� 0 2x x L< ≤ , � 0xλ > , �� ( )f x

��

� ��
 (4). '�
����	�� (16) � (5), ���

� � ��
��� (17), (18) 

( )
0

2

( ) ( ) ( ) (0 ),
( )

0 ( ).

x
a s k k s ds x

r x

x L

λ λ

λ

	 − ≤ ≤�
= 

� ≤ ≤�

�
         (19) 

+��
���, ��� ( ) (0)k kλ ≥ ; 

�����-

�
	���, 
�	� ( ) (0)k kλ < , ��, � ��	�

������� ����#�� ( )k x , ( ) ( )k k xλ < ���

0 x λ< < ; ���
� �� (19) �	

�
�, ���

( ) 0r λ < , ���
� ��� ( ) 0r λ = . &� �
���
���-

�� ( ) (0)k kλ ≥ �	

�
�, ��� �� 
����
�

00 x x∗≤ ≤ ����
, ��� ( ) ( )k k xλ ∗= ; �����-

�
�� ���
� ��� �
, ��� ��� 
������
	����


���
��

��� 3, ��	����, ��� ( ) 0r x ≥ ���

20 x L≤ ≤ . ��	

, ( )f x ���
� ���� ��	�-

���
	��� ��	��� ��� 2x Lλ < ≤ , � �� -��� ���
��
 ( ) 0r x = ; ����� �������, (6) ����	�
��. 

����	
����� 5. '���� �� 
����
� 0 20 x L< < ����
, ��� ( ) 0k x′ < ��� 00 x x≤ < , 

0( ) 0k x′ = , ( ) 0k x′ > ��� 0 2x x L< ≤ ; ���
� �
�
��
 ������	
���� ��
��� ��

� �	

�� �� ��
: 

a) 
�	� (0) 0Ψ ≤ , ��

���. 4. ��
����( ��' )����*,�/��)�
 ) ������� ,)%� ��
%�



��������
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2( ) ( )f x F x Lδ= −

(�����������
��
 � �
��� ����
, ���. 4, b). 

b) 
�	� (0) 0Ψ > , ��

2
2

( ) (0 ),
( ) ( ) ( )

0 ( ),

k x x
f x k x L

x L

µ
µ δ

µ

′− ≤ ≤	�
= − + 
 < ≤��

(�����������
��
 �� ����� ���
��� 20 x L≤ ≤ � � ����
, ���. 4, d), �



( )2
( ) ( ) ( ) ( )

L
a x k k x dx

Μ
Ψ Μ = Μ −� , 

00 xµ< <  – ���
�� �����
��� ( ) 0Ψ Μ = , F ������
��� �����	�� (13). 


������������� ���	������ 
������
	����� ���
��

��� 4 � ��-���� �

�� �
 ����


��. 

#���
���� �	
��	��� � ���������
 ������
	
	
 � ������

)���� ��������, ��� ���
��

��� 1–5 �������� �����

	����� � ��� ���
���� ��	��	
���

��
������� �� �	�
����� ����#�� ( )k x . $�� ����#�� ����� ������� 	��� �������-

�
��
������ � �������-�
��
����� 
���
�
�#���
���, 
�	� �������� ( )k x′ � «���� 
����

����	
»: � ������ ��	��� ( )k x 
����


	��� ( )k x′ �� �
��
�������� �	
��, � � ������ �������

( )k x  (�
����� ��
�) 
����	��� � ( )k x′ �����
������ �� δ -����#��. 

&���	��������� ��
��
 � ���������
 � �
�
��� ���������� ��
��� 
	� 
��� ����� ���
�

���� ����
�
� ��� 
	� 
�	��
��
�� ���	

������ 
����� ��
��� (�	����, ���
� ( )k x′ �
��
�

���� ��	

 �
���� ����), ��� � 
	� �
�
��� �	����� ���������� ��
�� (
	� ��	��). 
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CONTACT PROBLEM FOR TWO STRINGS WITH VARIABLE TENSIONS 

M.A. Osipenko
1

The model of a string with the variable continuous tension is proposed. This model is based on the 

limiting process for an N-tier string with different constant tensions. The one-side contact problem for 

two strings under the given loading is considered. The left end of each string is fixed and the right one is 

free. The problem is stated clearly, uniqueness of the solution is proved, and analytical solutions of the 

problem for some special cases are found. It is shown that the strings may contact both at one point and 

in the segment. 

Keywords: string; variable tension; contact problem; analytical solution. 
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