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�.�. ������	�1

�������� ���	
����� ������� �-������������ �����������������

��������� ������� ������� � 	���
��� ������������ � ���������� ���-

������ ��� ����������, � ������������ ��������� ����������� �����-

���� � ������ �����. �������� ������������� ���������
 ����������� ��

������
 ������������ �-������������ ��������-������
 ����� ��� ��-

�����������
 ��������� ������������ ������. 

�������� ��	�
: �-��
�����	���; 	�����
 	��
�	�	�; ��
������ �	�	-

�����	�	 ��
. 

��������

����� ,� Y  – ����	
�� �
���������, 
����
�� ( )L ;L X Y∈  (�. �. ������ � ���������), 

( ; )M Cl X Y∈  (�. �. ������, ������� � �
��
 
�������), ������� ��������� ( ) [ ]: 0,iu t T R→ , 

����
�-������� ( )ib t , 1( ) ([0, ]; )pc t C T Y+∈ , 1 i m≤ ≤ . �����
���� ������ �
��

0(0)x x domM= ∈

��� ���������  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 0 .
m

i i
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Lx t Mx t b t u t c t t T
=

= + + ≤ ≤��              (1) 

��� ����� �������
���� �
�
� ��������
��� [1] (�
����, � -��������
��� [2]) ���������

�
�
�����
�
 ��� [3] � ������, �
��� ���������� �����
-���������� ������� ��� 
������


��
�
��
�
 ��������� (1) [4]. ��� �������� ��������
��� ��������� (1) ����� ��
���
����

����������, 
�������� � ���
�� [5] ��� ���������

( ) ( )x Ax b t u c t= + +�

� ��������� ����!��� 
����
�
� A , ����������� ����
�-��������� ,b c �
 ���������� �

����	
�
� �
���������, �������! ���������  1((0, ); )u L T R∈ . "������, ��
 �
�
�� ����-

����
��� ���� ��� ��������� ���� ��� ��
��� 
�������
�
 ���������, �
�
��� ������


����������� � 
������� ����� ��� ��������! �
�
�����
�
 ��� � ��#� ����� ��
� ���������

� ������	 
�������
�
 ��������� ����������� ����#����	 ������
� [6], � ���#� �	 �������
�


������� [7]. $��
�
� ����
! ���
�� ����� ������
������ � -��������
��� � ��������
���

��������� �
�
�����
�
 ��� [8–11]. %��� ����
! ���
�� – 
�
����� &�� ���������� � ��������-

�� ���
�� [5]. �
�������� ����������� ���������� ��
���� ��� �� ������
����� � -

��������
��� �������
-������	 ����� ��� �������������	 ��������! ������������
! ������. 

������ ( , )L p -���������� ��������

�������� ��
�	
����� ��� ������!���
 ���
#���� ��
�
��������� ����������, �
����-

�������� �
�
��	 �
#�
 ��!�� � [3]. 

����� ,� Y  – ����	
�� �
���������. '�
������ ( ) ( ) 1
{ : L ; )},L M C L M (Y Xρ µ µ

−
∈= ∈ −

( ) ( ) 1
,LR M L M Lµ µ

−
= − ( ) ( ) 1LL M L L Mµ µ

−
= − , ( ) ( )( , )

0
k

p
L L

p

k

R M R Mλ µ
=

= ∏ , ( ) ( )( , )

0
k

p
L L

p

k

L M L Mλ µ
=

= ∏ , 

0 {0}N N= ∪ , { : 0}R a R a+ = ∈ > , {0}RR+ + ∪= .

                                                     
1 �����
�� '���� $��������
��� – �������� �����
-�������������	 ����, �
����, ������� ������������
�
 �
�����
�����, (#�
-
)�������! �
������������! �����������. 

   E-mail: oruzakova@gmail.com 



��������	�

������	  
!"
. ��!�# «��������	�. ��$���	�. ��%�	�» 6 
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!����� 1. ����� 
����
� M �����
 ( , )L p -��������. *
���

(i) 0 1X X X= ⊕ ,
0 1

;Y Y Y= ⊕

(ii) ( ) ( )L ; , ; , , 0,1;k
k

k k k k k
k k kX domM

L L X Y M L Cl X Y domM domM X k= ∈ = ∈ = ∩ =

(iii) �������� �  
����
�� ( )1 0 0
0 L ;M Y X− ∈ �  ( )1 1 1

1 L ; ;L Y X− ∈

(iv) ���������� �����
 ���������� 
������, ������� ��� ��������� ( ) ( );Lx t Mx t=�

(v) ����������������� �������
�
� 0C -��������
! 
�����-

� ( )1

1
1{ L : }t t

X
X X X t R+= ∈ ∈ �������� 
����
� ( )1 1

1 1 1 ;S L M Cl X−= ∈

(vi) 
����
� 1
0 0H M L−= ����
������ ������ �� �
���� .p

+���� ( )P Q 
�
������ �
���
� ��
�� 0 0( )X Y �� 1 1( )X Y . 
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�����
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���� 1 
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=

= + +��              (3) 

"���� 1( ) ( )i ib t Qb t= ,   1( ) ( )c t Qc t= ,  0 ( ) ( ) ( )i ib t I Q b t= − ,   0 ( ) ( ) ( )c t I Q c t= − , 1 i m≤ ≤ .  
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0 1
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kp m
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�
�
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�	
���
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��� ������ �
��. 

 ���������� 1. -������  (1) ���������� ε -��������
! �� � �
! �
��� � � �� �� �����

,T ���� ��� � ��	 �
��� 0 1,x domM x X∈ ∈�� � ��� � �
�
 0ε > �������� � ���������

( )
0
( )i xu t V T∈ �����, ��
 0 1|| ( ; , ( )) ||ix T x u t x ε− ≤� . 

"�� 1. ����� 
����
� M �����
 ( , )L p -��������, ����
�-�������

1( )ib t , 1 1( ) ([0, ]; ),c t C T Y∈ 1 .i m≤ ≤ -������ (2) ε -��������� � �
� � �
���
 � �
� ������, �
���

��� � ��	 �
��� 0 1,x domM x X∈ ∈��

( ) ( ) ( )1 1 1 1
0 1 1 1

0
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T
T T s T s

iX x t X L c s ds x span X L b s s T i m− − − −+ − ∈ ∈ =� �

#�������������. ��� 1m = �����#����� �
�����
 � ���
�� [5] �� ������ ������! ������-

��� ( )( )1 0, ;L T Y . -������ �
��#�� ��
�	
���
���. '�
������  

( ) ( )1 1
0 1 1

0

.
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�� ���������� ( )u t , ���
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! ���
� �����
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0
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T
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1 : [0, ],1T s

ir span X L b s s T i m− −∈ ∈ ≤ ≤ . 

.
��#�� � 
������ ��
�
��. ����� ( ) [ ]{ }1 1
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ir span X L b s s T i m− −∈ ∈ ≤ ≤ , �
��� ����-

���� �  , , ,i ni niN tµ 1 20 ... nt t t T≤ < < < ≤ �����, ��
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( )1 1
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1 1
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i
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Nm
T t
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i n
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ε

µ − −

= =

− ≤��       (4) 

�� ������ 
���
���, ����� ������� ����� 2, 0i niN µ≥ ≠ . /����� ������ ( , , )sϕ α β , 0s ≥ , 

0 α β≤ < , 

1
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s

s

α β
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�
∈�

−= �
� ∉�

�
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#�� ni nitα = �� 1,2,..., 1in N= − �
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�
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− �
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( ) ( )1 1 1 1
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2 | |
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−− − −− ≤�
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=

= −� ��� ���	 1,...,i m= . *
���
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≤��

/����� � (4) 
������

( ) ( )1 1
1
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,

T m
T s

i i

i

r X L b s u s ds ε− −

=

+ ≤��

�
 ���� 0 1|| ( ; , ( )) ||ix T x u t x ε− ≤� . 

�
���
���
� �� �
������������ �
����
��
��� ��������� �������
. )�������, 
����
,  

��
 1
1[0, ] [0, ]pC T L T+ = , �
#�
 �����
���� �������
����� ����
�-������! ���������

( ) ( )
0i xv t V T∈ ����	, ��
 0 1|| ( ; , ( )) ||ix T x v t x ε− ≤� .  

��������� 1. ����� 
����
� M �����
 ( ),L p -��������, ����
�-�������

( )1
ib t , 1 1( ) ([0, ]; ),c t C T Y∈ 1 .i m≤ ≤ -������ (2) ε -��������� �� ����� T � �
� � �
���
 � �
�

������, �
��� ( ) [ ]{ }1 1 1
1 : 0, , 1, .T s

ispan X L b s s T i m X− − ∈ = =

#�������������. ����� ������� (2) ε -��������� �� ����. .�� � �
�
 1x X∈� �
�����

( )1
1

0

2
1

1 .

T
T sx X L c s dsx − −= − ����

*
���

( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
1 1 1

10

;0,

t m
t s

i i i

i

x T u t x X L b s u s c s ds x− −

=

� 	
− = + − ≤
 �
 �

� 
��� � ( ) ( )1 1

1 2

10

.

t m
t s

i i

i

X L b s u s ds x ε− −

=

� 	
− ≤
 �
 �

� 
�� ��

'����� 
������ �������
� � ���� �
���
���
��� 1x� , � ������, � 2 Xx ∈�� . '�����
� �����-

#����� ����� ������� �� ����� 1. 



������	� �.�. �
 ����	������� ����� ������������� �����
�������������� ������

2014, ��� 6, � 4 9

!����� 2. ����� 
����
� M �����
 ( , )L p -��������, ����
�-�������   

0 ( )ib t , 0 1 0( ) ([0, ]; ),pc t � T Y+∈ 1 .i m≤ ≤ -������ (3) ε -��������� �� ����� T � �
� � �
���
 � �
�

������, �
��� �
��������
 0X �� �
��� ��� ( )1p + -����
, � ������� ����
�
�
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0 , 0 ,1

p
l k k l
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k l

C H M b T l p i m− −

=

� �� �
≤ ≤ ≤ ≤� �

� �� �
� �������� � ��� �����
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#�������������. ������� ��������� (3) ����� ���
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0 1
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 �
 �
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l l k k l k k
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1
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= ≤ ≤ ≤ ≤ =� �

� �� �
�

( )1 0( )
0 ,0 ,1 ,

p
l k k l
k i

k l

span C H M b T l p i m
− −

=

� �� �
= ≤ ≤ ≤ ≤� �

� �� �
�


��
���� ������� ����
�
� �
�����. 

����� ��� � �
�
 0x domM∈ �������� � , 0 ,1l
ic R l p i m∈ ≤ ≤ ≤ ≤ , ��
  

( )1 0( )
0

1 0

.
p pm

l l k k l
i k i

i l k l

c C H M b T− −

= = =
�� �

/��� ������� ���������

( )
0

( )
, 1

!

p l
l

i i

l

t T
u t c i m

l=

−
= ≤ ≤� , 


������ �������
�.  

!����� 3. ����� 
����
� M �����
 ( , )L p -��������, ����
�-�������

1( )ib t , 1 1( ) ([0, ]; ),c t C T Y∈   0 ( )ib t , 0 1 0( ) ([0, ]; ),pc t � T Y+∈ 1 .i m≤ ≤ 3��� ������� (1) ε -���������

�� ����� ,T �
��� ( ) [ ]{ }1 1 1
1 : 0, , 1, ,T s

ispan X L b s s T i m X− − ∈ = = �
��������
 0X �� �
��� ���
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( )1p + -����
, � ������� ����
�
� ( )1 0( )
0 , 0 , 1

p
l k k l
k i

k l

C H M b T l p i m− −

=

� �� �
≤ ≤ ≤ ≤� �

� �� �
� �������� � ���

�����
�. 

$������� 1. '�����
� �����#����� � ��
���� 2 �� ����� �����, 
��
���� � ����
! 
���-

�
��� ������ 
��� � �� #� ������� 
��
�������
 ������ � ��������� ������ (2) � (3). 

����� 1. �����
���� ������
-��������������� ������� ��������! � �������� �
��-

�
�����

( )
,

1
1 1

1

( , ) ( ) ( , ), , ,
m

t i i

i

v v b x t u t c x t x t � R+
=

= + + ∈ ×�

( )
,

2
2 2

1

( , ) ( ) ( , ), , ,
m

t i i

i

v v b x t u t c x t x t � R+
=

= + + ∈ ×�       (5) 

( )
,

3
3 3

1

( , ) ( ) ( , ), , ,
m

t i i

i

v v b x t u t c x t x t � R+
=

= + + ∈ ×�

( ) ( )2, , 1,2,3j
ib x t L � j∈ = � �������
-������ ������ ��� ��	

( )0, , , 1,2,3,i iv v x t � R i
n

µ +
∂

+ = ∈∂ × =
∂

            (6) 

( ) ( )0,0 , , 1,2,3.i iv x v x x � i= ∈ =        (7) 

��
��������
 { } ( ) ( )0
2 20X L � L �= × × ����
����
����
. �
&�
�� ��
�	
���
� ���
���

��
���� 3 �� ��
�������, ������, ������� (5)–(7) �� ���������. 

����� 2. 

����� ( )
0

n
i

i

i

P cλ λ
=

=� , ( )
0

,
m

j

j
jQ dλ λ

=

=� n m≤ , ,i jc d R∈ , 0, 0, n
n mc d R≠ ≠ − 
�����������


������ � �������! �∂ ������C∞ , ���
� 
����
�
� 1, , , rA B B… − ��������
  &����������!, 

���

( )( ) ( ) ( )
| | 2

( ), ,
r

Av x a x D v x a C �α
α α

α

∞

≤

= ∈�

( )( ) ( ) ( )
| |

( ), , 1, .

l

l l l

r

B v x b x D v x b C � l rα
α α

α

∞

≤

= ∂ =∈�

'������� ��������! 
����
� { } ( ) ( )2
1 2 1 12,

: , ,
l

r
B

A W � L � A v Av v domA→ = ∈ � 
������� ��


���
�
��#���
��� � 
���������
��� ����� ������ 1( ).Aσ +���� { : }k k Nϕ ∈ 
�
������ 
��
-

�
����
������ � ������ �������
�
 �
��������� � 2 ( )L � �
��������� ������� 
����
��

1,A �������
������ 
 ���
�������� �
��������	 �������! { }:k k Nλ ∈ � ����
� �	 �����
���. 

�
�
#�� ( ) ( )2
2{ : 0, 0, 1, 1, , },rn k

lX v W � B A v x k n l r x �= ∈ = = − = ∈∂ ( )2 ,Y L �= ( ) ,L P A=

( ) ,M Q A= ( ) ( )2
2{ : 0, 0, 1, 1, , }.rm k

ldomM v W � B A v x k m l r x �= ∈ = = − = ∈∂

�����
���� �������
-������ ������

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
,

1

, , , , , , 0, ,
m

t i i

i

P A v x t Q A v x t b x t u t c x t x t � T
=

= + + ∈ ×�          (8) 

( ) [ ], 0, 0, 1, 1, , 0, ,k
lB A v x t k n l r x � T= = − = ∈∂ ×       (9) 

( ) ( )0,0 , .v x v x x �= ∈         (10) 

/ ���
�� [12] 
�����
, ��
 ���� ����� kλ �� ���� ��� 
��
�������
 �
����� ��
�
���-

�
� ( )P λ � ( )Q λ , �
 
����
�  M �����
 ( ,0)L -��������. ��� &�
� ������� (8) ����� ���  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
'

1

0 , 0,
m

k k ik i k k

i

Q v t b t u t c t Pλ λ
=

= + + =�    (11) 

��� ��#��! ������ k 
������� �
&�������� 4���� �

�������� ��! ������� �� ����
#����


 ������ { : }k k Nϕ ∈ . 

!����� 4. ����� ����� kλ �� ���� ��� 
��
�������
 �
����� ��
�
����
� ( )P λ � ( )Q λ . 

*
��� ������� (11) ε -��������� �� ����� T � �
� � �
���
 � �
� ������, �
��� ����� �����
-

���! �
��������	 �������! 
����
�� 1A , ���� ��	�� �
����� ��
�
����� ( )P λ , �� ���
�	
-

��� ����� 'm � �� &�
� ��� �
��������	 ������!, �

�������� ��	 &��� �
��������� �����-

����, 
��
�
������	 ����� ���� �������� ,1 'ib i m≤ ≤   � ������ ( )2 .L �

#�������������. )������� ������ ( ,0)L -��������
��� 
����
�� M �
����
��
 �
�����-

�� �� ��
���� 2. 

��������� 2. ����� ����� kλ �� ���� ��� 
��
�������
 �
����� ��
�
����
� ( )P λ �

( )Q λ . 3��� ������� (8)–(10)ε -��������� �� ����� ,T �
  ����� �����
���! �
��������	 �����-

��! 
����
�� 1A , ���� ��	�� �
����� ��
�
����� ( )P λ , �� ���
�	
��� ����� 'm � �� &�
�

��� �
��������	 ������!, �

�������� ��	 &��� �
��������� ���������, 
��
�
������	 �����

���� �������� ,1 'ib i m≤ ≤   � ������ ( )2 .L �
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CONTROLLABILITY OF A NON-CLASSICAL MODEL OF MATHEMATICAL 

PHYSICS 

O.A. Ruzakova
1

Necessary conditions of �-controllability for the class of degenerate linear differential equations in 

Banach space with respect to the time derivative and with the radially bounded operator on the right side 

are obtained. The results are effectively applied to the research of �-controllability of initial boundary-

value problems for the non-classical equations of mathematical physics. 
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