
2014, ��� 6, � 4 13

�����	

�� 534.2., 01.02.05 


 �������� ��
�
��� �
�� � ��
��� � �����������
��������, ���
�����
� �
��� �
�
� !���
�� "

�.�. ������	
�1, �.�. 
��������	
2

���������	 
����
���
�	� ������, ���
��	��	� ���	���� 	��

���-


��� ���� � �����	���� �����

� � 
����� 
 ��	

������ 

���	��. ���-


��	�

� �	��	���	� ������� 

���� 
�����. 

�������� ��	�
: 
���
�����
� �	��
; ��
�
���	�
�; �����
��
� ���-

�	�
�; �
�	�
� ��	�	�
�; �	��������
 �

��
���. 

 �������

������ ����	� 
� ���
	���
���� ������� ���������� �����
	�� �	-

������ ��� � ����� XX ����. ����	
���� ������� 
�� �������
	���

�.�. ��������� ���� 
�������� ��

������	������ �

�������� ��	�-

���� ���	���������� ���� � ����� ���� �����
	 � 
 !������� 
�����-

����, 
���������� ����	����	���
��� ��	����, ������	�	� �

������-

��� �	������ � ����	� [1]. "���������, �	� � ����
	� �������
� 
�����-

��� ������	�������� ����
���
	� ����������	� ��
����	�����!� ��	�-

����  �� �	
 �������� �	 ��
	�	�, 
����� �� �������
��� ��
	�	� �


�
�� �������
��� ��
	�	� ������	�������� ����
���
	� ����������	�

��
����	�����!� ��	����� �������. #�����, 
��������� �������, �

�������$�� 
������ �����	���� �� 	����	���
��� �

������	���� �

�	�� ����
	�, �
���������$�� 
��� 	��� � ����	�� [2–5] � ��. 

% ������ 
	�	�� 
������� ���
	���
��� ������ ���� � ����������

�����
	�, ��

��
	��� &���
 � 	����� 
 ���
	������ 
	������, �� �-

���� ����	���� �
������
	� �������� �������� ����. 

'�

��	��� ���������� �������� ��������� , ��

��
	��� &���
 � 	����� ����!� ��-

���
�, ��
�������� 
���������� �����
	�&. �	���� 	����� 
��	��� ���
	������.  

(� ��
. 1 
���
	������ 
����	���
��� ����������� 
�
	���, ��	���� ���&
	�����	 	�����

	������� h , ������ L � �����
�� 0a  ( 0aL>> ). %�������� � 
�
	��� �������&	 �
���
	���

������
	�� ��������� 
� 	���� 	�����. 

!
������ ��	������

)�
�$�� �
������ �������� �� �
�
��� ������� ���� � 
���������� �����
	� � 	���-

�� 
 ���
	������ 
	������ 
 ���	�� ���������� �������. *����
��
���
��� �������� 
����-

���� ��

, ��
�� 
��������, ��
���
�� � ����
����
	��� 
���������� ���&	 ���: 

( ) ( )
0, ,i iS S

i l g
t x

ρ ρ υ∂ ∂
+ = =

∂ ∂
,              (1) 

( ) ( )
0,

nS n S

t x

υ∂ ∂
+ =

∂ ∂
       (2)  

2( ) ( ) lS S
S

t x x

ρρυ ρυ ∂∂ ∂
+ = −

∂ ∂ ∂
.             (3) 

)�
�$�� ������	���
��� 
��	��$��� �� !��������
	��� 
��
�:  

1,l gα α+ =                 (4) 

                                                     
1 +� ��	��� ,�� '�������� – �

����	, ������� 
��������� ��	���	��� � ��������, +�$���
��� !�
����
	������ ������
�	�	, 

������ � !. �	����	�����. 

   E-mail: yana.bayazitova@mail.ru 
2 -����	����� ��� 
 ��������� – ���	�� ������-��	���	���
��� ����, 
����

��, ������&��� �������� 
��������� ��	���	��� �

��������, +�$���
��� !�
����
	������ ������
�	�	, ������ � !. �	����	�����. 

��#. 1. �$%�	 �	&	'�
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0 ,i i iρ ρ α=                (5) 

,g lρ ρ ρ= +

34

3
g a nα π=                (6) 

!�� S  – 
������ 
�
������!� 
����� , n  – ��
�� 
��������, υ  – 
����
	�, a  – �����
 
�����-

���, iα  – ��.����� 
��������� ����, iρ  – 
��	��
	� ����.  

/����
	� 
��	��� ���
	���
�� 
��������, !�� – ��������
�� 
����$�����: 
2 0 0

0 ( ),l l l lop p C ρ ρ= + −            (7) 

0
g g gp RTρ= , 

!�� lp  – �������� �����
	�, 0p  – ��������� �������� �����
	�, lC  – 
����
	� ����� � �����-


	�, gp  – �������� !���, R  – !����� 
�
	� ��� , gT  – 	��
���	��� !���. 

��� �
�
���� ���������!� ������� ����� 
���!�	�, �	� �����
	� ��
�������, 
����
	�

���������!� ������� 
��������	
 �� ���� 
��!�����: 

, R A

da
w w w w

dt
= = + . 

���
����	� Rw �
�
����	
 ���������� '��� –0����, 
��	��	
	��&��� 
���
��� � ���-

�����!� 
������
��!� 
������� � ���!�������� ��
�������� �����
	�: 

2

0

( )3
4

2

g lR R
R l

l

p pdw w
a w

dt a
ν

ρ

−
+ + = ,    (8) 

!�� lν  – ������	���
�� � ���
	� �����
	�. 

#������ Aw �
����� �	
 �� ��$��� ������ � 
������
��� ���!����� �� 
���� �����
� a �

��
���� �����
	� � ���
	���
��� 
����������: 
0 1/ 3

g l
A

l l g

p p
w

Cρ α

−
= . 

1�������� �� ������� ���	�� 
�������� ��
�
����	
 � ����: 

( )0

0 0

3 13gdp qp da

dt a dt a

γγ −
= − − , 

!�� γ  – 
�����	��� ������	� �� !���. 

1�������� �� ��	��
����
	� ��������!� 	�
�������� 
�
�� ������������ 
����	 ���: 

0a

g

g
r

T
q �

�
�

�
�
�
�

�

∂

∂
−= λ . 

2��
���	��� !��� � 
�������� ��� �	
 
� ������: 

3

0
0 0

g
g

p a
T T

p a

� �
= � �

� �
. 

% 
����� ���	� ����������� 
���
	� 
	���� 	����� 
��	���, �	� �����
 	����� ��� �	
 
�

������: 

( )( ) ( ) ( )0
0

0
02

2
2
0

2
00 bb

b

h
Eppb

t

b
bhbw −−−=

∂

∂
−+ρ ,                  (9) 

!�� wρ  – 
��	��
	� ��	������ 	�����, 0b  – ��������� �������� ���	�����!� �����
� 	�����, 0h

– 	������ 
	���� 	�����, E  – ������ 3�!�. 

% 
����� 
����������� �������� 
	���� 	����� 
�� �	��
�	����� ������$�� �������� �


������ 
����� 	����� �

������� ������� 
� �� ����	����!� ������� � 	����� � 
������


�
������!� 
����� � ����: 

S
a

Eh
pl ∆=∆

02
. 
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"	�	����� � #�	������ �
�����

#� ������������ ����� � 
�
	��� �� !������ 0z = ������
	���	 ��
	��� ������� 
� ��-

����: 
2

*
0 *

0 *

*

/ 2
exp , 0

( ) / 6

0,

t t
t t

t t

t t

υ
υ

� � �� �−� � �∆ − < <� � �
= � �� � �� ��

>��

, 

!�� 0υ∆  – ��
��	��� 
����
	�, *t  – �����	���� 
��	 �����
	� ��
���
�. 

(� 
�������
	� ������� ��� ��
�$�� ��������� 	�
����!� �����
�

gl
l g

a a

TT

r r
λ λ

∂� �∂� �
= � �� �∂ ∂� � � �

. 

2�� �� �� 
�������
	� ������� ��� ( )0r a= ������� 
����&��� !�������� �
���� �� 
�
-

	���: 

,g l a l g

a
T T T w w w

t

∂
= = = = =

∂
. 

����� 	�!�

0 ( 0), 0 ( )
g

l

T
r T r

r

∂
= = = = ∞

∂
. 

$���	�����	��	� 
�

��	 ��	������: 

#� ������������ ��������� ����� 
��	�	�, �	� ��������� 
�����	��� 
� ������� � ����-

����	� 
���
����	 
 ����������� 
������ �� 
��	��	
	������ ��������. 

�� �������� ��

 (1) 
 ���	�� ������	���
��� 
��	��$���� (4)–(6), �
����  (7) � ������-

�� 
�������� ��
�� 
�������� (2), 
�
�� ������������ � ����	���� 
������������� 
�������


��	��$����: 

0
3

0
00

0

0
00

0

0
00002

0 =
∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
−

∂

∂

xt

S

St

a

at
ll

lllgll
l

υ
ρα

ραρααρ
α .       (10) 

����������������� ��������� (10) 
� �������; ��������� ��
���
�� (3) 
�
�� ���������-

��� 
���������������� 
� ��������	�, 
��
	���� �!� � (10). % ������	�	� 
������������� ���-

��: 

0
3

2

2

0

0
00

2

2

0

0
000

2

2

2

2

2

2
0 =

∂

∂
+

∂

∂
−

∂

∂
−

∂

∂

t

S

St

a

ax

p

t

p

C

lllglll

l

l ραρααα
,       (11) 

!�� 2bS π= . 

���������� ��������� 
�� �	
�	
	��� 
�������� 0( 0)gα = � ���������� 
������ 
�
����-

��!� 
����� ( const)S = 
��
����	 
 ������� �������� ����������. 

1������� 
���
�������!� ������� 
������� (8) � �������� �����
� 	����� (9) 
�
�� ��-

���������� 
������&	 ���: 
02 ' '

0 ' '0
0 0 2

0

4 l l
l g l

a a
a p p

a tt

ν ρ
ρ

∂ ∂
+ = −

∂∂
,    (12) 

( )( ) '

0

0'
02

'2
2
0

2
00 b

b

Eh
pb

t

b
bhb lw −=

∂

∂
−+ρ .          (13) 

1�������� 
�
	� �� : 

0

'

0
0

'
0

0

'

g

g

g

g

g

g

T

T

P

P
+=

ρ

ρ
.                  (14) 

1������� 	�
��
�������
	�: 
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)(, 0

'
22

'
0
0 ar

r

T
r

r
r

t

T
C l

l
l

ll >
�
�

�

�

�
�

�

�

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂ − λρ ,                       (15) 

' '

0 2 2
0 0, ( )

g g g
g g g

T T P
C r r r a

t r r t
ρ λ−

� �∂ ∂ ∂∂
� �= + <
� �∂ ∂ ∂ ∂� �

.    (16) 

1�������� �� ������� � !���: 
''

0

0 0

3( 1)3g g g

a

P Tp a

t a t a r

γ λγ � �∂ − ∂∂
� �= − +
� �∂ ∂ ∂� �

.                  (17) 

%�����
	
� �	
��
��

'�$���� 
���������� 
�
	��� ��������� (11)–(17) ���� � ���� ��	���&��� ��!���� �����

[ ] ( ) ( ), , , exp ( ) , ( )exp , exp ,

, ,

l g i i m

p

p a p Kx t i T T r Kx t i b b t i

K k i C
k

υ ω ω ω

ω
σ

− = � − � = � �
 � 
 �

= + =
              (18) 

!�� K  – �������� ��
��, ω  – ��
	�	� ����������, δ � pC  – 
��	��	
	����� ����������	 ��	�-

���� � ������ 
����
	�. ���
	���   (18) � 
���������& ��$� 
�
	��� ��������� (11)–(17) �


������ �� ��

����	�, �����: 

( )( )

2 2 2
0 0 00 0 0 0

2 2 2
2 2 200

0 0 0 0
0

3 ( ) 2

( 4 )

l g lm gml l l

l l lm
w

a P P bK

w EhC a i P
S b h b w

b

α αα π α ρ

ω ν ω
ρ

−� �
= + +� �

� �+� �
− + −� �

� �

, 

( )0 2 2 0
0 0 0

0

4 m
l l l lm gm

A
a i P P

a
ρ ω ν ωρ+ = − , 

2
2 20

02
( )l

l l

a T
y T r r a

r rr

∂∂ � �
= >� �∂ ∂� �

, 

( )
22

02 2 10
02

0

1 ( )
g g g

g g
g

T y p Ta
y T r r a

r r pr
γ −

� �∂∂
� �= + − <
� �∂ ∂� �

, 

0

2 2
0 0

0 0 0

3( 1)
3

g gm
g g

g a a

p TA
y T y T

p a a r

γ
γ

=

∂� �−
= − − � �

∂� �
, 

( )
1/ 2

/2
i 0 iy i aω χ= − , 

0
0

g
g

g g�

λ
χ

ρ
= , 

0
0

l
l

l l�

λ
χ

ρ
= , 

gl
l g

a a

TT

r r
λ λ

∂� �∂� �
= � �� �∂ ∂� � � �

, 

0 ,g lT T T= = ( )0r a= , 

0,
gT

r

∂
=

∂
   ( )0r = , 

0,lT = ( )r = ∞ . 

!�� lc  – 	�
������
	� �����
	�. 

&�
������ 	�	���

'�
��	� 
��������
� �� 
����&��� ������-������
��� 
�����	��� 
�
	���. %���: 
33,6 10lν = ⋅ �

2
/
, 4200l� = #�/�!·�, 310lρ = �!/�

3
, 0,6lλ = �·�!/�·


3
, 1500l� = �/
, 5

0 10p = ��. 

%�����: 
5

10gp = ��, 0,001gα = , 0,026gλ = �·�!/�·

3
, 1,29gρ = �!/�

3
, 1006g� = #�/�!·�. 2����
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����	 
����&��� !����	����
��� 
�����	��: 2
0 2 10b −= ⋅ �, 3

0 5 10h −= ⋅ �. *�	����� 	���� – 


����������	: 1200sρ = �!/�
3
, 

9
2,13 10E = ⋅ ��. 

#� 
���� 
���������� �����
	� ������	�	� ��
��	�� 
���
	������ � ���� !�������, ��-

����&��� ����
���
	� ����������	� ��	����� δ �	 ��
	�	� ω . 

1E+3 1E+4 1E+5 1E+6

1E+1

1E+2

1E+3

1E+4

1E+5

1E+3 1E+4 1E+5 1E+6

1E+1

1E+2

1E+3

1E+4

1E+5

��#. 2. �	,�#���#�- .	��,�/ #��)�#�� pC �� '	#���0 ω

1E+1 1E+2 1E+3 1E+4 1E+5 1E+6 1E+7 1E+8

1E-4

1E-3

1E-2

1E-1

1E+0

1E+1

1E+2

1E+3

1E+1 1E+2 1E+3 1E+4 1E+5 1E+6 1E+7 1E+8

1E-4

1E-3

1E-2

1E-1

1E+0

1E+1

1E+2

1E+3

��#. 3. �	,�#���#�- ��1..�2�%(�	 �	�3$	(�+ δ �� '	#���0 ω

(� ��
. 2. 
���
	������ ����
���
	� ������� 
����
	� pC �	 ��
	�	� ω �� ����������

�����
	�. (� ��
. 2, 
, � ����� 

��$�� ����  (1) 
��	��	
	���	 
����& ��

��
	������ ���-


	���
��� ���� � 	����� 
 «��
	����» 
	������, $	���
���	���� ����  (2) �� ��
. 2, 
 – 
��-

��& ��

��
	������ ���
	���
��� ���� � 	����, 
	���� ��	���� ������&	 ������������ � ���-


	������ 
���
	����. �����& ��

��
	������ �������� ���� � �������������� ���
	�����

	����� 
��	��	
	���	 
���	���� ����  (3) �� ��
. 2, �. %����, �	� � �������
	�	��� ����
	�

( Rω ω� ) �������
�� 
����
	� ���
	���
��� ���� � 
���������� 
���� ( �/c310 ), ����� ���
 

� 	����� 
 «��
	����» 
	������, ��	� ��$� ������� �����!����!� 
�����	�� �� ���� � 	�����


 
���	������ 
	������, ��	��� 
�������	 �������� �/c266 ��� ����
���
	� �	 ���	� ����-

������ ������� 
	���� 	�����. '�������� ������ 
	���� 	����� ��������	 �����	������ ��� -

�p, �/c �p, �/c 

�, c
-1

�, c
-1

�, c
-1

�, c
-1

�, � �, �

�) �) 

�) �) 

� R

1 2 1 3 

1 2 1 3 
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��� �� 
����
	� � ����������	 ��	����� 
�� ��
	�	�� ω , 
����$�&��� ��
	�	� *�����	� �
ω : 

�� ��
. 2, 
 �����, �	� �����  (2) 	��
�	 ������ ������ ��
	�	� ω  = 4,43·10
4



–1
, 	���� �������, 

�� ���
	���
��� ���� � ���������� 
�
	����, ����� ���
 � ���
	����� 	�����, 
	���� ��	�-

��� ������&	 ���������� ��������, 
���
	����� 
���
� ��
��
�
����  – ���
���� ��
	�	, 
��

��	���� ���
	���
��� ����� �� ��

��
	��� &	
 . ����
� ��
��
�
���� � ��$�� 
����� 
�-


	��� �	 0,02·10
4



–1
. #���� 
� ��
. 2, 
 ����� � ����
	� ��
�����
	�	��� ��������� ( cωω >> ) 

������	 �� 
	���������� �������� ������� 
����
	�, ���������� ������������, ��	���� ����-

�� � 
����
	� ����� � ��
	�� �����
	� ( �/c1500 ). 4	�!� �� ������� ��
	�!��	 ������ 
��-

��
	� 
�
�� ������$�!� 
����� 
� ������ (1). #� ������ (3) �������� ������������ 
����
	�

�����	����� ���� – ��
	�!��	 �/c490 . 

(� ��
. 3, 
, � 
���
	������ !������, ������&��� ����������	� ��	����� ���
	���
���

���� � ���������� �����
	�, ����� ���
 � 	���� 
 «��
	����» 
	������ (1), ���
	������


	������, ������&���� ��

�� (2), ���
	������ 
	������ ��� ���������� ������� (3). "�����-

�� ������� 
���
� ��
��
�
���� �� 
���	����� ������ (2), ����	����� ����&������ �� ��
. 

2, 
. % 
����� ���
	���
��� ���� � ���������� �����
	� � �������������� ���
	����� 	�����

(����  3) ����������	 ��	����� 
�� ��
	�	��, 
����$�&��� ��
	�	� *�����	� �ω , ��������	-


 ����$� ��������, 
��	��	
	��&��� 
����& ���
	���
��� ���� � ���������� �����
	� � «��-


	���» 	����� (����  1). 

�� ������	�	�� �

��������� 
������������� 
����&��� ������: 

1) �� �������� ���
	���
��� ���� � ���������� �����
	 �, ����� ���
 � 	����� 
 ���-


	������ 
	������, ������&���� ���������� ��������, 
���
	���	 
���
� ��
��
�
���� . 

)������� ������� 
����
	� � �������
	�	��� ����
	� ���� �����!����!� 
�����	�� �� ���
	�-

��
��� ���� � 
���������� �����
	�, ��

��
	��� &���
 � 	����� 
 «��
	����» 
	������. �

	��� �� ������� ������������ 
����
	�� � ����� 
���� � �����;  

2) � �������
	�	��� ����
	� �������� ������� 
����
	� ���
	���
��� ���� � 
����������

�����
	� � 	����� 
 ���
	������ 
	������, �� ������&���� ���������� ��������, ��
������

����, � ����������	 ��	����� ������ 
� �������& �����!������ 
�����	�� �� ���
	���
���

���� � 
���������� �����
	� � 	����� 
 «��
	����» 
	������. 5 � ��
�����
	�	��� ����
	�

������ 
����
	� � ����������	 ��	����� ���
	���
��� ���� � 	����� 
 ���
	������ 
	������

��� ���������� ������� �����	����� ���� �����!����� 
�����	��� �� ���
	���
��� ���� � 
�-

��������� �����
	� � «��
	���» 	�����. 
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SOUND WAVES DYNAMICS IN A TUBE WITH ELASTIC WALLS 

FILLED WITH BUBBLY LIQUID 

Ya.R. Bayazitova
1
, I.K. Gimaltdinov

2

The paper offers a theoretical model describing the dynamics of acoustic waves in two-phase fluid 

placed in a tube with elastic walls. Radial inertia of the tube walls was considered.  

Stop band for the dynamics of acoustic waves in two-phase liquid placed in a tube with elastic walls 

having radial inertia was found. Phase velocity value in the low-frequency region is less than the phase 

velocity value for acoustic waves in a bubbly liquid in a tube with rigid walls. The values of frozen ve-

locities in both cases are the same.  

In a low-frequency region the value of the phase velocity of acoustic waves in a bubbly liquid in a 

tube with elastic walls with non-radial inertia is lower. The damping coefficient is almost the same as 

the one for acoustic waves in a bubbly liquid in a tube with rigid walls. In a high-frequency region phase 

velocity and damping coefficient of acoustic waves in a tube with elastic walls without radial inertia is 

much lower than the ones for acoustic waves in a bubbly liquid in a tube with rigid walls. 

Keywords: acoustic wave; elasticity; two-phase fluid; phase velocity; damping coefficient. 
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