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��������� ������������ ���	������� ���� ���!
�����! ��"�� �� �� #�#	�$�! "�������1

�.�. ��������	�2, 
.�. �
�	��3

����������	 
�������	, 
��
������� �
����� 
�
������ �
�������


�
�������� � ���������� ����� ������� ������� ��
��. �������	

���������	 �������	� �������
���� ������	� 
	�������	� ���������

��
�� 
����� ��������, ������� �� 
���������� ��������������


�
��������. ������ ������ ��� ������
 
���������� ����
��� ���� �

�����
������ ���� ����� �����. !�����	 ���������	� ������	 ��� ����


��
	� ����
�	� ��� ��������� 
 ����
��� ���
�� ���������. "��
�����

���
����� ����������
 � �������	�� 
 ���������� #��
�����������	��

����	��, ������� �������� 
�������������
���. 

�������� ��	�
: �	���
�	���	� �
�������; ����
��	� �
�������; ���-

�	���
���
; ���
�
� �
���; �������	� �	�����	�
���. 

$
������

� ��������� 	
��� ��	
����
� �������	��������� ����
�� ����������� 	 ��������� ���-

���
 «����� �� ��������». ��� ������� �������	�� 	 ����������� �����������, �
�	��������

�� ��
����
� �����, ����	������� ����� ����
���� ����� ������������� �������� (���
���
, 

�
	�
���� �
�	�) [1]. �
�	���� �
����������� ��	�� 	� �������� ������ �	���� ������


«���
������ �� ��������» 	 ������	� ���
�
�����
� ��� 
���� ���� �
������ �������
�� ����-

��
����
 	 �
������ ����
���� �� �������� ���������� ����� � ������������� [2]. !�������

��������
�� ��"������������ �
�������� �	�����: 	 ��
����� ������, ��� �"�������� �	�
�
"

��	�
"������ ����
����� ��������
" �� ��" ������, 	 ��"�������" ��������� �����"  ����-

�
" ���

���. � �
�	�������� ����	��" 
�����" � ������� ������� ����� �� ������ ������ [3]  

� �	�
��� ��	�
"����� [4], ������ ����� 	��
 �� ���
������� ��	�
"����� [5]. 

#
��� ����, �������	���� 	
�������
" � �	�����
" ��������� ������� ����� �����

���������������  �������, 	 ��������� ������, ��� 	������� �	� 	���
" �������: ��	������

�	������� ��	�
"����� �������� � ������� �
�"�� ���� ��������. $��, 	 [6, 7] �
�	���� ������-

�
� ����� ��������
" 	
�������
" ��������� 	������ ����� � ����
���� �����
� �� ���-

�������� ����. � [8] �
�	����� ������������� 
������  ����� � ����� ��������� �������� ��

	��
�
����� ��������, ����� ����	�� �� �
�"�� ��� �
����� ����
	�����  ��
������ %����-

�� [9]. &��
���� �	������ ����� 
� ���� 	 ���� ������ �
������������ �
���
���������� ��-

�������� ����������� ���� �� 
�	��	������. � [8] ���� ���, ��� ����� ����	�� 	
 
	��� ���	-

����� �
���� �� �
�"�� ��� �
����� � �
�	���� � ���
���������� ����
�� ���� ��� ���������

��������� ��������. #���� �� 	��
�
����� �������� ���
���� �������	��� �����
��������-

��, ���
���
, 	 [10], 	 ����" �
����" ������" ����������� �
��	��� ���� �  ��
�������� �
���-

�
 
� ����. '	��

 ��������� ��
��
�	���� ������" �
�	���������-�������
�
" 	���, � ��-


��� �" �����	���
� ������
 �  ������
�	��� ��������� � ��	 � ���������. (� ������
 �
��

����
�
���
�	��
 	 
����" ���
�� ������
���� ���������
�.  

!�����  � �
������� �������	����� ������� �������� ��������� 	��
��
: ����	� �� �	�-

��������� "�
����
������ ��)���� «�����–��������», ��� �� �� � ��������� 	����� ��	�
"��-

����� ���������, ����� ��� ���������, ��������� � 	� ����� ��������? #
��� ����, 	�� � 	���-

�
� �	��
�� �������
� �������	���� ��������� ����� �� �������� �
�	����
 ��� ��	� ��"

��������� 	 �������	�� ���
 ������� � ��� ������ ����������� 
������ ����� �����	����.  

*��� ��������� 
����
 ������� 	 
� 
������ �
��
������� ������, ���������� ������� ��-

	������ ����� 	� ��� �������� �� ������� ��
� ��������� ��	�
"�����, 	��
�
����� � �����

���������� (������ ������
" ���������) 	 �
������	�� ���� ������� � � ������ �������	, �	�-

 ���
" � ����� �
� ����������. 

                                                     
1 (����� �����
���� �
����� (++, - 13-03-00918. 
2 #�
������� '��� .	�����	�� – �����
 �� ���-�������������" ����, �
������
, �����
� ������ � �����
�������, /���-

0
������� ������
��	���
� ���	�
�����. 
   E-mail: korenchenko@physics.susu.ac.ru 
3 ,����	 1���� &�
���	��  –  �	������� ����
���
��� �� ������" �������	����, /���-0
������� ������
��	���
� ���	�
�����. 
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1. %������������� ������

� 
����� 
������
��� ������� �����, ��-

�������� �� ������� ��
� ��������� ������-

�� (
��. 1). 2������� �������
��� 	 ���
�	��-

��� �	��� ��
���� � �������� ω � ����� ��-

�������� �, ��� ��� �� ��������� 	 ����
���
-

��� &! ����
	����� ��� ( ) sinsz t A tω= . 2
���-

�
 ��������� ��� �������: ρ  – ���������

��������, ν  – �������������� 	� �����, lgσ , 

gsσ , lsσ  – �����������
 ����� ���� ������-

��� �� �
�����" ��������-�� , �� -�	�
���, ���-

�����-�	�
��� ����	����	����. ,�������� l, g � s 

��� �����
 ������, �� �	�� � �	�
��� �
��
. 

1.1. "���������� ������

3
 �
���������� 	�
�
�� ��������� �
����������� � ��������� ����� � �������" 	 ���: 

• �������� �	������ �������	���� � �����������; �
��������� ��� � ������, ���

	
������� ����	�� R cω << , ��� c – ���
����  	��� 	 ��������, R – 
����� 
�	��	������

���
������� �����; 

• 	������ �� � �
����
����� ����; 

• �
����
����� ����
����� � ��	�
"����� �����, �.�. ��� ����"�������� 
������
�	���

�������� �
����
, �	� ����� � ����
�� ����
; 

• ��
�� ����� ����� ���	�� ������
��, ��� � ���� ���
���� � ��	����� 	 ���; 

• ����� �
����
��� �����	
�������� 	���
� �����, ��� ��� �������� ����� �������

� ���
��������. 

1.2. &������ ���
����� ���������� � �������	� ����
��

�	���� ������� ���
����� � �����, 	 ����
��  �������� �����	���� (��. 
��. 1),  

{ },r zV V  V=
�

 – 	����
 ���
����, p ���� �
�	
����� ��	����� ���  ���
������������ 0P , 

�.�. 0p P P= − , ��� P0 – ���
������������ ��	����� 	 
�	��	����� �����, ��
��������� ��
�����

( ) ( )0 lg 04P z K z= ⋅− , ( )0K z  – �
�	� �� 
�	��	����� �����.  

$���� �
�	����� ��"
������ 	�����	� � �������� 	 �����
�������� ������� �������  ���-

����� 	 	���

( ) 2

2

1
sin ,

V A
V V p V t    

t

∂
ν ω

∂ ρ ω
+ ⋅∇ = − ∇ + ∇ +

��

� � � � � �

               (1) 

0.V∇ ⋅ =
� �

            (2) 

0���	�� �� �
����� ��������-�� lgS  �������� ���: 

lg
lg·T·

S
n n Kσ=
� �

,     (3) 

lg
·T· 0

S
n τ =
� �

,               (4) 

 ���� ( )Tij ij i j j iP u x u xδ η= − + ∂ ∂ + ∂ ∂  – ��� �
 ���
������, { }0, 0,A A=
�

, η νρ=  – ��������-

���� 	� �����. 0
�	����� (3) �
�����	���� ����� ��
���� 5������, � (4) � ������, ��� ��������-

�
� ���
������ �������	���. � (3) � (4) �
����� «��������–�� » �
������������ ����������

������ � ��	������. 

6
�����
� ����	�� �� �	�
��� ��������  �������� ���: 

ls ls
   0,  0.r zS S

V V= =            (5) 

1������� ��	������ ���������� ����� ������� 	 
����� ���������� ���������

1)  1 constr =  – ��������
� 
����� ����� �����	����,    

2)  0 constθ θ= =  – ��������
� (
�	��	���
�) ��������
� ����.   

#��. 1. ��'�(�
 ��)*
 
��)%*�+����
 �� ,�-
�-


./(�0 +%
��%���*1�%0 )%2*%'��. "%������ )%-

*%,��� %��,%+% ��3���
 ��)*�

(6) 
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7���� 1r  – 
����� ����� �����	����, 0θ  – 
�	��	���
� ��������
� ����. 

0
�	����� �
�	����
 � �� 
� ��
��� ��
�� ���, ��� 	�� ������
� 
� ��

 �������
 � 
�-

����� R, ���
���� – � 0u Aω= , ���
������ – �
2
0uρ � 	
��� – � 0R u . %�
����
�
�  �������

��
����
�	 �������� � ����
���� �������� � �� 
� ��
�
" �
���
��	  ����� �
�	����
 	 ���-

���� 1 � ��������
 	 ������ 3. 

1.3. !������	� ����
��  

2
���������, ��� �
� 0t < ����� ��"������� 	 ��������� ������������ 
�	��	���� � 	 ��-

���� 0t = �������� ������ 	��
�
�	���:  

0 :        0t p= = , lg 0S S= , 0V =
�

,  

��� 0S  – ���� 
�	��	����� ��
�� ��	�
"����� �����. 

2. '������	� �����	

8�������� 
������ �
�	������� ������� ������
" 
� ������, ��� ������ �	����� ��
�	��-

��
��� �����. &������ ����� �������� ��  m 
�	�
" �� ������� ��
� �������
" ����	. +�
��

����� ����
	����� �����	��� { },  1, ir i m= � { },  2, +1iz i m=  (
��. 1). !��	����, ��� 1 0mr + = �

1 0z = . 7���� �
�� 	������� ������� 	�
�������
�� �������, �
� ���� ����"����� ����������

����	��, ����
 ��
��
 �
���������
" ����� 
� ������ �� ���������� ����� ��� �� 30 %, ���

����"����� ��� �"�������� 
������. 0
�	����� (1)–(6)  ����
	����� 	 
� ������� ��
��. 2���-

������ ������� �����
�������" �
�	����� 
������� ������� 6�����. (������ �
�	������� 	

��"� ������ 
���������� � �������� �� ��������� ������: 

9  ��	����� � ���
���� 	 ����� ��"������ 
������� (1)–(5). +�
�� ����� ��������� ��� ���-

��� �� ���� ������;  

9 ��
��������� ��	�� ��
�� ����� �� ��
�����: 

lg
,    2,  ,

t t t
i i Srr r t iV m+∆ = + ⋅ ∆ =

lg

,    2,  1
t t t
i i Szz z t iV m
+∆ = + ⋅ ∆ = + . 

(����� ����� �����	���� ��
��������� � ����	�� (6) �� ��
�����

1) 1 constr = ; 

2) 1 2 2 0ctgt t t tr r z θ+∆ +∆= + ⋅ ; 

9 ����� ��
���
��	����� 	 ����	����	�� � ��	�� ��
��� �����.   

(�����
 �
�	������� ��� 
� ����
" �
���
����	���
" 
� ������ � 	
�����
" ����	, �

�
�� �������� �� �	������ �� ��
����
�	 ����� 
������. '���
��� �
� �
������
�	�� �
�	��-

���� � � 	����
� ������������� 
������� [11, 12]. 2
��
���
 ��� 
������ �
�� �������
 ��

� 
�� +�
�
�� � 
����
�������
 � ������ �	����� ���������� MPI. �
�������� �
�	�������

�� ����
��������
� $!(:'1! (/0
60). 

4�-*�5� 1

6��3���
 )�
����
%, 
��3��� � -��
����
�7� ��
����
�����  
(����� 
�	��	������ ���
�������

����� R, �
310− #������������� 	� ����� ν , �

2
�

–1 610−

'�������� ��������� ������� A, 

�
410− 8������ ��������� �������� ω , �

–1
400–3500 

2�������� �������� ρ , ��·�
–3

1000 8���� (��������� 0u L
Re

ν
= 4 – 35 

2�	�
"������� ���������  lgσ , 

:·�
–1

0,073 8���� ;����
2

lg

gR
Bo

ρ

σ
= 0,14 

(� ����� ����� �
" ���������

ls gsσ σ− , :·�
–1 0 8���� ����
�

2
0

lg

u R
We=

ρ

σ
4 210 10− −−

:���
 ���
 ���������  l 2, 3, 4 
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3. (��������� ����������


7������� �� ������" ��
����
�	, ������ �	���
" �
� 
������  �����, � ����	����	����"

�� 
� ��
�
" �
���
��	  ��� ��
 	 ����. 1. #�� 	���� � ������
, ��������� ��������� ���-

����� ����, ��� ��� ��������� ������ ������
� ������ ������
. 8���� (��������� ����� ����, 

�����	�������, 	 ����� 	� ������ ���� ������
�
� �������. 7������� ����� ����
� ��� 
	���

�� ��, ��� �
� ���������" �� ����� 
� �

 ��	����.  7������� ����� ;���� ���� 
	���, ��� �

�
�	����������, � ��	�
"������� ���
 ����� 	����� �� ������� 	 ����� � �� ��
��.  

:� 
��. 2 �
�	����
 ����������-�������
� "�
����
������ 	
�������
" ��������� �����

��� ������	 ����������� ����������� ���� �  ��
�������� ����� ��������.  !�� �
�	
� �
��-

���	���� �����  �	�������� �� 
� ��
��� ��������
 ��������� ����� 	 	�
���� �� ������


	��
���� ��������. #�� ���� ��� �
�	����� � 
� ��������� 
����
 [13], �������
 ����	 �� �
�-

����" ��	������ � �����	���
�� ��������� ����� ��� ����	����	����" ��� ���������. 

(� ������
� ������
 ��������� � ��������
� ��������
� �����  (I) ���������� ��������, 

��� ��� ��������� �  ��
�������� ������ �������� (II). � [10] ����� ��	�� ������ �
� �������-

	�� �����
����������, � ��� ��� �������� �
�� �
�������� ��
���� ( ) ( )II I 2 1 2 2l lω ω = − − , 

��� Iω � IIω  – ���� 
� ������
� ������
 	 ������ �	������ �	�������� �  ��
�������� �
����


�
�"�� ���� ��������, l – ����
 ���
. :���
� ��� ��������� ����� ��	������ � ��������� ��-

������	 5�����
�, ����

� �
�� �������
 (����� �
� 
������  ����� � ���������" �	�������

����� 	 [12]. � ����. 2 �
�����	���
 �������
�  ������� II Iω ω . #�� 	���� � ������
, ������-

�
� � �����
���������
�  ������� ��� ��  ����� �����, ��� ��� 
	��� �� "�
���� ��������


�������� �"��
.  

:� 
��. 3 ���� ��
 ����	���
� ���� ���
����� 	 ���	�� ������� �����, ��������
� �
� 
�-

 ������ ��� �
�" ��� � ��������
� ��������
� �����. 1���
 	����
�	 �� 
������ ��������
�-

	��
 ���, ��� ��������� ��� 15:5:1. #�� 	���� � 
������, �� ��	�
"����� ����� ������	��� � -

�
 – �����, ��"�������� 	 ����� �
� ���������" (�� 
������ �������
 ��
�
�). (���������
�

��������� � ��	 ������	���� ��	������ � �����
���������
��, ��������
�� 	 [10].  

) 2a  l = ) 3b  l = ) 4c  l =

#��. 3. �+�%,���%� )%*� ��%
%���0 2*
 ���8�� �%2 � )%��%
��7� �%������7� .+*%�. 

"%������ )%*%,��� %��,%+% ��3���
 ��)*�

#��. 2. ��)*��.2�%-3���%��
 ��
����
������ ,7�.'2���7�
�%*�-���0 ��)*�; I –  )%��%
��70 �%������70 .+%*, 

 II –  ���
�)*����
 *���
 �
��9���%+% �%������

4�-*�5� 2

���%8���� II Iω ω 2*
 �%2 �%*�-���0

:���
 ���
 2l = 3l =

�����
�����

[10] 
1,5 1,25 

(�����  

[��� 
�����] 
1,509 1,237 
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4. $	
��	

� 
����� �
�	����� �������	���� ��	������ ������� ����� �� 	��
�
����� �������� �

������ �
�	������, 	� ����� � ����	�� �� �
�"�� ��� �
�����. 2������
 ����������-�������
�

"�
����
������ ��������� 	�
���
 ����� �� �������� ��� 
�����	 � ��������
� ��������
�

����� �  ��
�������� �
�"�� ��� �
������. (� ������
� ������
 ��	������ � �����	���
��

��������� ��������� ����� ��� 	��" � �����
" ��� ���������. :���������� ��
��
�	���� 	

����� ������" �������
�
" 	���, 
����������� � ��	 � ��������� ����

" ������	���� ��	��-

���� � �����
���������
�� ����
��, �������
�� 	 ����
���
�. 

2
�	�����
� 
�����
 � �
�	����� �� 	����� ������� 	
	�� � 	� �������� ������ �	����


� 
�������
" �
��
��� ��� ��������	������ �������	���� "�
����
����� ������
 «�����-

��������» �
� 
� ����
"  �������" �� ���-"��������" ��
����
�	 �������� � ����
���� ���-

�����. 

'	��

 �������
�� �
��. �.2. ;�������  � ���� ��� ���������� � 	������� � 
�����. 
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NUMERICAL SIMULATION OF A VIBRATING SESSILE DROPLET

A.E. Korenchenko
1
, D.S. Isakov

2

The software enabling the description of behavior of a free surface and a contact line of a sessile 

droplet was developed. Linear forced oscillations of a viscous liquid droplet placed on a horizontal vi-

brating substrate were investigated numerically. The problem was solved: (1) for the pinned contact line; 

(2) for cases with constant contact angle. Resonant frequencies for the three first basic modes were 

found. The numerical results showed good agreement with the ones found in the literature. 

Keywords: surface tension; interphase tension; hydrodynamics; sessile droplet; computer simula-
tion. 
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