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����� ������������ ��������� �������� ������
� 	!������ ����� ������"������ #������������
��������� � �������	$ - � ���$����%$
&��	&���������$

�.�. �������1

�������� 	
��
������
��� ������� ��� �������� ������ 
������-

��� ��	

���
���� ������������� �����	�
	 (��) � �
������ �����	�
����

�	

����� ���������� �	 	���	� 
����
�. �	
���� 
�������� 
 ������ �	
-


��������� �	�
����	.  ����� 
��	���	!�, ��� �����"��� �����	�
���

������# (~ 0, 06 ��$) � ��	����������� 
���
��������	� �	 
������ � ��	

���#�� ��� � �%&����� (
�����	 ��$). '�� ��	���	�� �	 ��, ��� �%�	
�#


���%�	�	��� �����	�
���� �	

�����  � ��	����������� 
���
��������	�

����� 1 K. (	���
����	�� ���
��	������ «
�	��» 5 ÷ 12 K � 2D 

����� 
�-

��������, 
������
���!��� «�%�	
�� ��
����	���
��».  %
�"�	!�
� 
��-

���� 
��������
�� 
��������� �����#�	���. 

�������� ��	�
: ��
�	��	���� ���	�
��; ��������; ���	�
���	� �
����-

���; 
�����	�����
�� �	�����.

$�������

��� ����� ��	
�� ( 10<T  K) ��
��������� � ������������
�� ����� �����	����� �������, 


���� �������
 
�����	
�
 ��������� ��������� ���
������ (����
) ���������� ��������� ��

����������� ���
�� ���
���. ���
�� ���
��� �
��� ����� ���
�� ��	��������� s -���������

� ���� ���� ����������� s -������� ���
�
��� 
 ��� 	��� �������
���� CE , �� ��	
���� ��-

	�������� ��������� ��������� ��
� [1].  ��������, ��� ��	������ 	�
����� ���
 
��
�� ���
�-

�� ��
�����
 
�������
 ����������
. !�� ��"#
��� ������������
�� ��
�
 
�������
 ��-

��������
 
���� ���� ����
����� ���
��������� ������������� �
�, ��� 
��	����
����� – 

���
����� ���
��������� �
�. 

S -��	�������� �������, ��
���	������� ����	� CE , �
�	����� ������������ ������� ��

�������� �������� ������� � 	����� ��������
� ��� ��	������ ���$��� �������� [2], �����-


��, ��� ������� ������� 
��������� ���� ���
������� �������
���� �������������� ����-

��������
� ��������� 
�
��
�
� ( 1≥T  K, 002≤H %), �����
 ������ H -���� �����������

��������	�� – 
�
 ���������� ������� ��	��������� ������ [3]. ������, ��	����� � ������ [3], �

�������� ��	������ ����������� ������� ��	���������  ���������  ��������� ��
� ��  ���
����-

��� ������� �������� � ��� �������� 
��������
��� ������� ��
���������� ��	������ (&'). (�-

��
� � ������� [2, 3] s -��	�������� ������� ������ )�
������� � �
��� ��������� ����
���, ���

	��������� 	����������� ����	������� ���
����� ������ � �������� 
��������
��� &'. %��

��������� ��������� � ������ [4], � 
������ �������� )��
��� ��� ����$����� 
����� �����-

����� &', �����
 ��� �������� ����	 ����� ��������� �, �������������, ����������� ��� ���-

�	�������� ���������� ���
��� 
�������� ������� ��������. *��
��� ��� ���
��� ����
�����

��
�� �������� ����	 ����� 2D- � 3D ���������. 

 ������������� ������������
�� ����� ����� ���
����� 1 T∝� � ��� �������	
��

��
��������� ����������� 
�������-�����������
�� ������
�.  ������� ��
�������, �������-

�������� ��	�������
 �������
 ���
������ ����������, 
���� ������������ 
��	�
�������-

�
�
 ����
�������
 (�
. ���
. 1), �� � 	���� ������� ������ ��������
�. !��� � ��
, ��� ���
�

����
����� τ ���� ������� ���
� ���������� �������, �.�. ���
� 
���� ���
� �
��
� ���������. 

(�� ������������ ������ ���������� ������� � ������ �
������� ���
�����, �� �� �
�������

����)� � 
�������
 ����. ������ �
������ 	������ �� −E 
��������
�� ������� ���
�����. +�


��
�
 ( )Eτ τ= . %�� 	�����
���� ����������� � ��
 ������, 
���� ����� ���������� �������

                                                     
1 ������� +�
�� +�$
������� – ����
�����, 
�)���� 
�����
� ������������ )�	�
�, +�$
����
�� ��������������� �����������
��
����������� �
��� ,�	�
�, -	��
�����. 
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��
�� 	������ �� E . �����
� ��� ���������� | |�δ ω ω ω= −  – �$������ ����� &', 
�
 � 
��-

������ ������ ����
�����, ��������
� ��������� 
�
 ( )Eτ , ��
 � 1 ( )Eτ , � ��
�� � ������ ��-

������, � �����
 )��
��� ������������� ���
������ �� �������. (���
� � ������ [4] ���
� ��-

��
�����, � ����� 	� ���
 � ����$����� ����� ���������� ( ) 2 , 31 ( )N d d dE Eδ ω τ= ��$�

����������� ����
�����
 ����
����
  
~

2k m k T∗
Β= �  ( −∗m �))�
������ 
���� ���
�����, 

−Βk 
�������� .����
���). +�
�� ������, �� ��$ �	����, �������� �� ������ 
����
���
 � ���-

���� ���������� ����� ���������� �������.  

/�
 ������� �	 
��������
�� ��������
�, ��� ��������
����, ����� ������� ���
����� ����

���	
� 
 ��	�������
� ������ 
��������� ����������. 0������������ ����� )�
�� [4] 
����

�������� 
 �������
 ������
.  ���� � ��
, ���
1 2

3 d Tδ ω −∝  [4], ��
������� � ������� ���-

�������� �����	�. 1�
��� ��������� ����� �������
 ����
����
 �� ��	������ ������ ����� ��-

����� � ����� 
�������� ���
�����, � ���� �
���� ��� )��
����� ����� ������������� ��
-

������ � ������� ����� ��	
�� � ����
�� ��
�������. ������������� � ���	��
������������

���
������ ��
�� 
����� ���������� [4]. ��� ��
�
 ������� ������ �
��� �����������������

������� 
���� �������
� ������� ��� ��	������ 
�����	
�� ��������� ���������. 

 ���������
�� ������ ����	������� ������ ����$����� 
����� ���������� ��� ��	�����-

��
 ��������� ���
������ �� ����������� ���
���� � 
��	�����- � ����
����� ������������-


�� ����
 ���������� � 
�
��������
�
 ����
. -��������� ������� ���
���
���� ����������

)��
��. 2������ ���$���� ���
������
��� ���� ����
� ���	
� 
 ��
��������� �������, ��
 ���

������� ����������� ���
����, ����� ���
��� � �
�������
�� )������ ��������, 
�
 �������, 


����$���� (��	
����) ���
��� ����������, �.�. 
�
 ���� �� �� ���� 	��������� � ��������-

��� ���
����, )������ � �.�., �� � �� ���� �� �$������. 3���, ��� � ��

�� ����������, ���-

����
�� � ������	������
 )��
��� %������� [5], ����	� �������� )��
��� ��� �$������ 
��-

��� 
��������
��� &' (τ = const). 4����	������� ����������� � ���
��� ����������.  

1. �	
��� 	
��
������ �������� ����� ������������� �����	�
	   

&�
��������� ��	����� �
��� ������� )�	����
�� �
���. %��
���� � H -���� �������� ��

�
�������� � ��
��������� �������� �ω . 5��� � ����
���� ���� �
�������� �
������  ���
-

������
�� ����, �����
 �	
����� ��� ����������� ��
, ����� ��� ��������� � �����������


�������� ���
�����, �� ���
���� ��� ���
� ����� 	������� ������� �� ����.  ���
 ������, 
�
 �

��� �������� � ���������
 E -����, ���
���� ��
������� �� ��� ���, ��
� �� ����
����� � ���-


�
 ���
���. �����
� � ����� ������� ������� ���������� ���
����� � ���
�
 �����
� 1 τ .

5��� �ω ω≠ , �.�. ����
������ ������� ��	������ � ����
 �� �����������, �������
���� 	����-

������ ����. ��� �����
 ��	������ � ����
 �������
���� ��������� ��������
��� ����
�. 

0
���� � ���
 ����
� ����������� ������� ��	��������� ��������� ��������� �� �$������ ��- 

��� &'. %��
�����, �����$�� �	 ��	������ � E -����
, ��� ��	������� �� ���
����� ���
��. 

��� ���
 ��������������, ��� 
������� ���������� 
��
�� ���
��� ������������ ��� ����	�-

����� ���	������ ���������, �����
 �������� ��	
���� ���
����� ������� �� ������
 � ���


���$� �� 
�������
�� ����������. 

'���
����
 q2D- � 3D-������������
, ����������� � �
�������� ���������
 
�������


H � ��	�������
 ���
������
�
 0( ) exp( )E t E i tω= �����. ����� ������������� ��	 ������	��-


������������ 
���� ����� ���
������ ������������ �� ��������
� ������������� ��������-

��� ������� � �������� 
��������
��� &'. /����������� ���
���� ������
 
����, �.�. ����-

���
����� ��������� ��������� �� ���� � ����� ������� �� ��������
, ��� ������������� ����-

��
� ��	���
� ����������� [6]. 4
������� � ������� ��	��������� ����- � ����
������ ���-

������ 
��������� ���
����� ( 1k r � ) ������������ ���������� [7, �. 638–639]: 

( )0
2

2

1

2 2
ln

m
d

d

f k
k i

k a

π

γ

= = −
� �
� �� �
� �

,  ( ) ( )
22

0
2 2 2

2

2

1
2

2
ln

4

m
d d

d

k f k
k

k a

π
σ π

π

γ

== =

+

,     (1) 
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( )0
3

3

1

1

l
d

d

f k
i k a

= = −
+

,      ( ) ( )
( )

2
0

3 3 22
3

4
4

1

l
d d

d

k f k

k a

π
σ π == =

+
 .          (2) 

1����
Ce=γ , � – ���������� %�����, �Emk ∗= 2 ,  da 2 � 3 da  – ����� ���� � ����
������

���������.  ������� ��
�������, ��������������� ��	�������
 �������
: ×= 0

ser

2 ra d

�
�

�
�
�

�

∆
−×

U

U 02
exp , 

U

U
ra d

∆
= 0

0

ser

3

2
 (��� � ���� ��	
��� �������� )��
��� ��	�������� �������) 

[4], ��� 0r  – ������ 2- � 3D 
��������� ���������� ���
���; 
22

0 0(2 )U m r∗= � ,  

serUUU −=∆  – ��������
� ���������� �� serU , −U ������� ����
����� (���
�����) �
�. 

5��� 0U∆ > ��������� ���������� �� ��	�������
 ������, ��� 0U∆ <  – �� ����������


������. +���� �� ������ )��
�� (1) � (2) ��� ����$����� ����� ���������� =ωδ

| |� Cω ω ω= − � �
��


( )
( )

( )
3 3

t r
3 3 2 2

3

0 0

2
4

1

2

2

d d
i i

d d

d

E

m E

n n
k k k

m mk
m E U

r U

π
δ ω σ

τ

∗

∗ ∗
∗

= = = ⋅ �
� � � �∆� � + � �� �� � � �� �

� � �

�

( )

( )

2 2 3d e f

3 3 2
0 3

2 2

4

d
i

d
d

E

U n E

U Em

π
ε

ε∗

� 	∆

 �� = = �

+
 �� 


�

( ) ( )
( )

( )

2
2 3 2 3

30

3 2 3 2 5 2

0

exp
42 2 2 2

3
exp

d d
di i

E E
E E d E

k TE k Tn n

E k Tm mE E d E
k T

επ π

π

∞

ΒΒ

∞∗ ∗
Β

Β

� �
−� �� �+ � �= = ×

� �
−� �� �
� �

�

�

� �

( )

( )
( )

2 2 3

0 03 2
00

exp 8 2 1
1

3

d
ix x n

d x L
x k Tm

π
ε ε

ε

∞

∗
Β

−
� 	× = −� 
+�

�
.                      (3) 

1���� −d

in 3

����������� ���
�� ���
���, �	
������ ��
�	����� ���

513 102 ×≤d

in �

–3

 [2], 

Tkd Β= 30 εε , −d3ε �))�
������ ��	�������� �������. 

( ) ( ) ( )0 0 0 01 exp EiL ε ε ε ε� 	= − − −
� 


,  ( ) ( )

0

0

exp
E i

x
d x

x
ε

ε
∞ −

= − � . 

����	���� ��	�������
 � ��� � ���
��������
�
 ���������
 ��� )(iE 0ε− 
���� ��
�	���, 

��� [1] 

�+−≈ 2

000 21)( εεεL        ( 0 1ε � ),                                       (4)  

�++≈ 000 ln1)( εεεL        ( 0 1ε � ).                                        (5) 

���������� (4) � (5) � ������ )��
��� (3) �������
 ���������� )��
���:  

( )
( )

2 3

3 3 2
3

28 2 1

3

d
i

d
d

k Tn
k T

k Tm

π
δ ω

ε

Β

∗
Β

≈ ∝
�

,            ( 3 d k Tε Β� ) ;              (6)                                       

( )
( )

2 3

3 3 2

8 2 1
1

3

d
i

d

n
k T

k Tm

π
δ ω

∗ Β

≈ ∝
�

,            ( 3 d k Tε Β� ) .              (7) 
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/�
 � ��������� �������, � ������� «����
�� ��
�������» ( 3 d k Tε Β� ) ������� ��	�����-

��� ������� (�� )��� ������ 
�����	
�� ���������) �� �$������ 
����� ���������� &' ����-

	���� 
���. 4���������� 	�����
���� ���������� � � 
�������
 ������� &' [8]. (������ ��-

����� ��$� � ��
, ��� � ������ [8] ���������� ����������� �� ������ ����������� )��
��� ���-

���������� � 
��������
 
�������
 ����. !��� � ��
, ��� � �������� 
��������� H -�����

������������� ���
����� ����������� �� ������
 ������ 6�����, � �������� 
������� ����-

����� ��������� 1 E∝ ; ���������� ���� 	�����
���� �
���� )��
��� (3) 
� ����-

��
 ( ) ( )3 0d k L k Tδ ω ε Β∝ . 7�������������, �����
���� � 	�����
���� (6) � (7). ���-


���� ��� 2 K �� ������
 ������ 6����� 
���� ��������� ������ ���
�� ��	����� ( 0δ ω → ) 

(�
. 
���
������
�� ����������). 7������������, � � 
��������
�
 ������� &', � ������������

������� ��
������� � ������ �
�, 
���� ������� ��������� 
�
��
�
� ����$����� ����� ��-

��������.  

7������ ��
�����, ��� ��� «����
�
� ��
��������
�» 
� 	���� ����
��
 ������� ��$� ��-

����� ��
�������, ��������������� ��	�������
 �������
. +�
�
 ����	�
, ���)��� ����$���-

�� ����� ����������: 1 2
3 0d T

Tδ ω
→

∝ . %�� ���
�����
� 
���� ���������������� ��
: 


����� ���������� ��	������� �$������� 	� ���� ���$
�
 «�������» ��� ���$
�
 «
�����-

���» ���
������, �	-	� ������������� ��
������. 0	 (6) �������, ��� �
��������� �����������

���� �
��� �������� ������������� &' (�
. ���
. 2). 0
���� �	-	� ������������� ��
������ �

����� ������� �	��
��������� 
���� ���
�����
� �� ���������� ��	������ ���
������. (�� ��-

������ ����	���������, �.�. �������� �	 ��	������ ����
� ����
 ��������� ���� �� �����, �� ��-

��$���� 	�
��� (
�. 3���, ��� � ���
����
� 
���� ���
� �����
�: ( )3
0

d
T

k Tδ ω
→

∝ �

( )3 1d
T

k Tδ ω
→ ∞

∝ , 
�
 ��� ��
�������, ���-�� ������ ���� 
�
��
�
, � ��������


������ 
� ������ �� ������
 
�����, ����
������ ��� &' (���. 1).  ������� ��
�������

03≥T  K �������� ��
�� ������ �
��� � �$������ ��������� �� �
�������
�� )������

3 2
3 d

A L
Tδ ω ∝  [1]. ,������ � 17≥T K ��������
 ���� ��������� �� 	��������� ���
����, 

�������� ��)�
���, �����
�����, �������� 
����������� � �.�., ��
 ��� ������ �$������

( )
( )�� ++++===

∞→
i DLAINii

Ei
Td

E
k �

ττττττ
ωδ

111111tot

3
.  

1���� ������� ��������, ��� �����	�
������� ��� 
����
 ������
�
: ������ ���� �������-

������ �$������ 	� ���� �����
� ��	��������� ��������� �� ����������� ���
���� (���
�����-


� (7)), ������ – 	� ���� ��������� �� ����� ���
���, ������ ���������� �
�������
�
� )�����-


�. ��� ����� ��	
�� ��
��������� ���������� ������������ (� ��$�
 ������) ��	�������
 ���-

������
 ���
������; ���
�����
� (6).  

-��� �
�������
�� )������ (� ��

�� 
����� ��)��
��������� ����������) ����	� ����-

������� ���� �� �
��� �
����, ��
 
�
 )��
��� ��� ����� ���������� ������� TkAl LA Β=

[1] ��� ��
���������, ���	
�� 
 ���������
� ����, �����
���
�. 7�������������� ������ [6] 

���� ��� ( )3 d
I

kδ ω ��� �����:
23−∝ T �

21T  (���. 1),��
��� �������������� ���
�����
�

(7): 

( ) 1 2 3 2 3 2
3 1 2 3d

T
k � T c T c Tδ ω − −

→ ∞
∝ + + +� ,                           (7
) 

( ) 1 2 1 2 3 2
3 1 2 3d

T
k � T c T c Tδ ω −

→ ∞
∝ + + +� .                             (7�) 

(���
� ��
�	�����, ��� �$������ ����� &' � ��"�
��� ����	��� 
���� ��������� � 0/-

�����	��� ������ (���
����
������� �����	��, 11max ≈T  K  (�
. ���
. 2)). 
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 ��
 ������, 
���� ����
������� ����� 
��������� ����
���, � �����������
 ���������

��
������� ���)��� 
������ ���������� ����������� ����
������ ���
��������� )��
�, 
���


������ ������� �� 
��� �������� �� 
�
��
�
�  

2
max( )ω ω −∝ − , ��� ������������� �onstτ = . 

���. 1.  ���)�
��*
�+, �'- )'.*/�
��+ .���� )'0.'1���
 #� )
� 
��.�2�+� ���������� 
����
��
. �).'/�',
�
�3', �''�3����3*�� 
��'�����'� 
����
��� �� ��,�
�.4�+� )
����
�, /�
���� � �
*5'2���, �''�3����3���', 

����
��� �� ��).'3+� �'.�6���
� 
�/���� � �� �'��� )
�����. ��
����'��4 �*.�3', ���)�
��*
+: 0 ÷ 0,05 K 

)
�6.�5���' ')��+3����
 7'
�*.', (16) (��. )
��. 2) 

 
��	����
����
 ������ (q2D)    
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�
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222

22

2

0

2

0

2fed

2
ln

exp44exp2

d

d

i
d

E

EdTkEE

Tkm

n

rm

UU

επ

π

γ
ε

��
.        (8) 

1���� E  – ������� �������� � ����
���� ( ),ρ ϕ , −d

in 2
������������� 
����������� ���- 


����, ������
012 102 ×≈d

in �

–2

.  )��
��� (8) ��� d2ε �����	�
������� �))�
������ ���- 

�������� �/��� ��	�������� ������� � 	�����
���� �� 	��
� ��������
� ����������. 0������� �

)��
��� (8) ���������� ����	 ����������� )��
��� [9, �. 588]: 

( )
2

2 2
2 2 2

2

4
exp

d
d d di

d

n
k

k T k T k Tm

ε ε επ
δ ω ν

∗
Β Β Β

� 	� � � � � �
′′= −
 �� � � � � �

� � � � � �
 �� � � � � �� 


�
 ,                      (9) 

��� ( )
( )�

∞

+Γ
=

0
1x

xdxµ
µν . 0�������
 �������� �
�������� � ���������� ��� &' ������ – �$���-

��� ��� ��	
�� ��
���������. !�� ����� ������
  � ( )ν µ′′ ���
��������
�� �
��������  

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

2 22 1 2 2

0 1 0 0

exp
1 1 1

x x x xd x d x d x d x

x x x x

µ µ µ µ
ν µ µ

∞ ∞− − − −

′′ = = + ∝ +
Γ − Γ Γ − Γ −� � � �  , 

( 2 ( )d k Tµ ε Β= ; ∞→µ ),  [10, �.117]. +����  ��	����� (� �����
 
��������
2µ ) � )��
��� (9) 

�����
( )

( )� −Γ

−
2

0
1x

xdxµ
, ��
��� ( ) ( )

( )� −Γ

−
∝

∗

2

0

22

2
1

4

x

xd

m

n
k

xd

i
d

µπ
ωδ

�
. (���
� ���������� ����-
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����� �������� �����, �������������� ����� ��� 
 ����
( )

( )�
+

−
Γ

−
⋅

1

1
x

xdxµ
µ , (� �����
  

( ) 11 ≤Γ x ): 

( )
( ) ( ) µ

µ

µ

µµ
µµµµµ

µ
µ

lnln

11 21

1

1

1

1

1

≈
−

⋅=⋅≤
Γ

≤
Γ

−
⋅ ���

+

−

+

−

+

−

xdxd
xx

xd xx
x

 ,    ( 1µ � ). 

 ��	������� �������
 ��	
���
���������� ����
� �$������:   

( )
( )

( )Tk

Tk

m

n
k

d

d
d

i
d

Β

Β

∗
∝

2

2

2
22

2
ln

4

ε

επ
ωδ

�
 ,           ( 2 d k Tε Β� ).                (10) 

&���������	�� �������� ������ � �������� ���
���
���� ���������� )��
���.  

!�� 
��	����
������ ����	�� ����� ��������� ���
������ � ���������������
 ���
��


���� �� �����
� �������� ����� ( ) 325132 10≈≈ Vs nn �

–2 0110= �


–2
.  ��������� q2D 

���
�������� ��	� ��������� ���

Β
∗

≈
km

n
T

s

2
�π

, ��� ������������� ��
�������� 0,3 K. %��
  	��-

�����
 � ������������ ������ ������ ���
���
���� )��
��� (10). 0	 ����
���� )��
��� (10) 

��
�
 �� ������� ����������� �� ������ ��
�: ( ) 11

2

max
10

4
∝≈

∗m

n d

i �ωδ �
–1

 (���. 2), ��"����-

���� ��� ��
, ��� ���
��������
�� ����
 (10) )��
������� �	 ����� ���
������, ������� 
���-

��� ������ 	�$
������� �� ��
������� �������� 	�������. 8��� ����������� ��	��
������� ��-


��� ������� ����
� � ����
��� ������, � 
�
��������
�
 �������������
 �� �
������
, ����
�


���, �� � �������� �� ����	� ����������.(�� �������� ���������
 ���������� E -����� ��	�-

������
� �������
�, ����� 
������ ��� ����� ��	
�� ��
��������� ����������
� 
���.  

(�������, ��� � �������� ��������� ( )
max

δ ω δ ω> . +�����
�� ��� ���������� ��	������

H -���� ������������ �	 ������� ( )
max

ωδω ≈� � ���������� ���
���� 35 10⋅ %. 

 ������� ����
�� ��
������� ��������� ���������� �����	����� �� ���
�:  

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

2
2 2 2 2

0 0

exp exp exp
1 1

x xd x d x

x x

µ µ
µ µ ν µ µ µ µ µ µ

∞ ∞−

′′� − 	 = − = − �� 
 Γ − Γ −� �

( )
( )

( )
( ) ( )

�
�
�




	






�
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�
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�
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�
�
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�
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⋅−=
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−=

<<
−

∞∞

−

+

���
1

0
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2

1

1
2 expexp

µ

µµ
µµµ

µ
µµ xd

x
xd

x
xd

x

xxx

( )0[ 10 , � . 117 ]

2
1

R g 0 1 1 1

ln lnln

x d x
µ

µ µ µ
µ µµ−

� 	′ −

 �∝ ⋅ − ≈ ⋅ ≈ −

 �� 

� . 

1����  ( )
( )x

x
Γ

=
1

gR ,    ( )
( )
( )

( )

( )2 2

0

1
R g 0 1

1
x

x x

x x
→

′′Γ
′ = − ∝ − =

Γ
.  

 ��	������� ��� ����
���
���������� ���
�����
� �$������ �������
 )��
���

( )
( )d

d

i
d

Tkm

n
k

2

22

2
ln

4

ε

π
ωδ

Β
∗

∝
�

 ,           ( 2 d k Tε Β� ).                    (11) 

/�
 �����, �$������ � ����
���
���������� �������, ����� 	������ �� ��
��������. *�	�-

���
�� �
��� ����� ������ ��������: ��� ����
�� ��
��������� (�����
��, 
�
������ � ��$�) 

����� ������� ���
������ ��������
� ����$� ��
 
�������� (��	���������), ����� 
������

����	���� 
���, �� ����� ��, �	-	� ������������� ��
������, ��� ���� ������������ �
��� �

�$������. ����)��	����, 
���� �
�	��� ��
: ������ ����
 (11) ������������ ����� «��������-

��� ������
» ��	��������� ��������� � ������� ����
�� ��
�������.  ���������� ����������

��
��� ����
� ������ ���	
� 
 ����, ��
 
�
 �� ������ ������ 	���$��������� �����
� 
���-

��	
�
� �$������. +�
�
 ����	�
, � ����������
�
 ����$���� )��
��� (11) ������������
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���$� ��������, ��
 (10). !�� ��������� �������� ����
� (10) ��������
� ������� ��	�����-

��� �������. 

���. 2.  ���)�
��*
�+, �'- )'.*/�
��+ .���� )'0.'1���
 #� )
� 
��.�2�+� ���������� 
����
��
. �).'/�',
.���� �''�3����3*�� 
��'�����'� 
����
��� �� ��,�
�.4�+� )
����
� [4], )*����
�', .���� – 
����
��� �� �'-
��� )
����� [11, �. 62]. �
*5'2�� �''�3����3*8� 
����
��8 �� )
�)'3�
��'���+� ��*���2����� 7'�'���. ���)�-

��*
�+, ����
3�. 0,3÷0,7 K – �''�3����3*�� )
�-�.�� 3+)'.���'��� ����)�'���� (10).  &
�6.�����.4�' )
�

���)�
��*
� 5 K )
'���'-�� ).�3��
 ����� ��������� 
����
��
, 3 �3
�� � 3�.82����� 
����
��
 �'����.�, ��
�'��� )
�����. &
'��5*�'� 0÷0,3 K �''�3����3*�� 3+
'5-���8 9.���
'��'0' 0���. � )
�-�.�� 5 ÷ 12 K  q2D – 


����
��� �'��� ��'.��'3���.4�+, ��
����
 ().��'): 2 constdτ Ι = (q2D 
����
��� *2��+3����
 3 )
�6.�5����

��-.���+� 2����:; )
� 6'.�� 3+�'��� ���)�
��*
�� ( 12T > K) 
2

2 d Eτ Ι ∝ � 6'.�� ��
'0'� 
����'�
���� )
�3'-

-�� � ��3����'���
( )

2 2 32 3

1
lnd

dT

k T

k T e n

ε
δω

ΒΙ

→∞
Β Ι

∝ 3����' 2T −
, 0-� ε − -�9.���
�2����
 )'��'
���
 �
����..�)

���. 3.  2D �)���
 )'0.'1���
. ��
����'��4 ������*�� �''�3����3*�� ����
3�.* 5 ÷ 12 K 

2.  ����	 �����	�
���� ������ � ��������� ���

!�� ����
� ��	��������� ������ �������	��
�� )��
���� 00,5U U∆ = ±  [4], 
������ �����-

����� ����$� �����
��
����� 	�����
���� ��������
� ���������� �� ������� 
��
�� ���- 
�-

��. %��� )��
��� ������ ���������� ����� ������� ������
 d2ε . �������, ��� d3ε �����
� 
� 

[2], �	 ����������� (3) �.�. �	
( )

164

0

0

2

3

U

U

U
d =

∆
=ε , �������
 160 =U 
� � 8±=∆U 
� .

%������ ��	��������� s -��������� ������ ���� �
������������� 
���� �� ��������� �

�������� �
� [7, �. 201], ����� ������� ������� ��������� ����� ����������� (8) �	 ����
22

0 0
2 022

0

4 42 2
exp expd

U U
U

U Um r
ε

γγ ∗

� � � �� �
= − = −� � � �� �� � � �∆ ∆� �� � � �

�
. 
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���������� 	������� 0U � U∆ � �������� )��
���, ������
 ��� 06,0192 8

2 ≈×= −edε 
� , 

��� ������������� ������� ��
������� 7,0∝  K. !����� ����
� ����������� � �����
 �������


���
�����
� (10). '����� ���������� 
��
�� ���������������� ���
��� ���
���� ����� =0r

7

0 105,12 −∗ ×≈= Um� �
. 7 �����
 	������� 0r � UU ∆02 ���������
 ��	
��� ���-

����� )��
��� ��	�������� ���������:
6

2 102,8 −×≈da �
, 
7

3 106 −×≈da �
; 
������ )�
-

������ ������� ��
���	���� ���
������ �������
����.  �������� ��	��������� ���������

2 da ∝ � � 2 da ∝ � , ��� m k T∗
Β∝� � , ��
��� ������� 	������� 2 1dT ∝  K  �  3 10dT ∝ K.   

5��� 
�����
� 
���
������-������� ��� 
���������������
�� ��	�)�	��� �����
���  

«�
���$���» ���
��� d  q2D- �/��� 3D ����	�� �� ��
�� ������� ��� N da d∝  ( 2,3N = ), ��

������� ��������� �))�
�� ��	
������ 
����������. �� �� �����������
, ��� 410d −∝ �
 [3]. 

3. �	
��� ������� ���	�
	���  
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2

2

02 ln
ε

Β
∝ .    (13) 

+�
���������� 	�����
���� ����������� (13) �
��� ���������� ���������� 
���
�
 ���

( )[ ]

ΒΒ

≈
−−

=
kk

T
dd 22

min
3

21exp εγε
, 6

2

2

2min 103,5
6

65

4
×=

+
=

π

π

�
d

in

e
u �


2
/ ·�.    (14) 

(�
���
, ��� 	������� �����������
610∝ �


2
/ ·� ��� 1<T  K ������ �������
� [11].  

 ������� �� ��"�
���� ������ [2], 
���
�
 du 2 �� 	������ �� ��	��������� ������ �, ���-

����������, � �� ��������
� ����������. 7 �����
 	������� 06,02 ≈dε 
� �	 (14) ������


��� 5,0min ≈T  K (���. 4). ����
�
 ��
�������� ��
���	���� � �������� ���
���
���� (10) �

������ ������������� ������
� ������� ���������� ���
�����
� (10). +�
�
 ����	�
, 
�
 �

���������, ������ ����
 �$������ (10) �
��� �	
�� �������� ���������� 0,3÷0,7 K (���. 2). 

/�
 �����, ����������� 
��	����
������ �������������� ���
�������� ��	� � ������� 0,3

÷12 K,  ����
� ����� 	������ �� ��
��������, ��������, � �
��������� ����������� ���� �
���


���� ��	
� ���������� ���� (���. 4). 9��)�
� �� ���. 2 � 4 ��������� �� �	��
�� �������� ���-

	� 
���� �����, ��� �������� ���������
 �	��
�� �������� ������������������ 
���� �$���-

���
 � ������������. %�� ������ ������ ��	������ 	�
������, ��� ��
� �$������ � 
���
�
�

����������� ���
���� ������������� ��
�������� �����
� 0,5 K (���. 2). 
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���. 4.  ���)�
��*
��
 ��3����'��4  2D  )'-3�5�'���. �).'/�', .����, *������ ��'
���2����
 ��3����'��4 (13). 
!�
���� �''�3����3*�� 
����
��� �� �'��� )
�����, �
������� - 
����
��� �� ��*���2����� 7'�'��� [11, ��
.62]. 
� '�
����'��� 5 K )
'���'-�� ����� ��������� 
����
��
, �'�'
+, *2��+3����
 3 )
�6.�5���� ��-.���+�
2����:. � ����
3�.� 5 ÷ 12 K ().��') )
�'6.�-��� 
����
��� �� �'��� )
�����, ��2���� �'�'
'0' 3 ����'9��
0�-

��2���'� )
�-�.� ����� �'
��3*8 ��3����'��4 '� 9��
0��: 2 1d Eσ Ι ∝ . &
� 12T ≥  K ���5� )
�'6.�-��� 
��-

��
��� �� �'��� )
�����, '-���', ��2���� 
����
��
 1E −∝ .    

!�� ����������� ��
�������� �������� ������� ����
������ ���
����� ������ 	����� �

�������� ���
����� � ���� ���� ���
���. /�
 � � 3D ������ �
��� 
�����	
� ��������� ����


��������� � ����������� 
�������� ������. 0	������ ��� a
Em

d

d

�

∗

Ι

Ι

=
2

3

2
γ

τ

τ
 [11, �.61], ���

−γ �������� 
�������� �����
� �������, a −$����� 
��
�� q2D �
�, 0ra ≈ . 

���  0E → 1 2
3

33 2
d

d

m
E

n
τ

π

∗
Ι −

Ι

=  [6], � ��	������� ������
 2
33

constd
d

a m

n

γ
τ

π

∗
Ι

Ι

= =
�

. 

7
��� 
�����	
� �$������ ������������: 
r e s ion
2 2d dδ ω δ ω≈ , E k TΒ∝ . 3���, ��� ��� ����� ��	-


�� (10), ��
�� 
�
 � ��� ����� ����
�� (11), ��
���������, «�������» �� 
���� ���� �����	�-

���, �� � �����
 )��
���
( )

2 2
r e s
2 2

2

4

ln

d
i

d

d

n

m k T

π
δ ω

ε∗
Β

≈
�

 [4]  �

33
ion
2

d

d

n

a m

π
δ ω

γ

Ι

∗
=

�
, ������


���
2

2

� � �
33

4
exp

d
d i

d

a n
T

k n

ε π γ

Β Ι

� 	

 �≈ ×

 �

 �� 


(15). 

%
�������������� 
�������� �� 
���� ���� ���$
�
 ����
, �����
�, �� ����$�� ���- 

�����, 
���� ������� ��� � � � 5T ≈  K (���. 4). +�
 
�
 ���
�����
� (10) �
��� ������
 �������


	������� 0,7 K, �� �������� ������������, ��� )��
��� (11) �������� � �������� 0,7 ÷ 5 K. +����

	������� 0,7 K ���
���� ������������� ��
� �$������ ( )
max

δ ω  (���. 2). 

!�� ������������ �����[ 7 6(10 10 )− −∝ ÷ �
] )��
��� (15) ���$� �����������, ��
 ��� 
��-

	����
����� ����
���, �����

2 102 10d
in = × �


–2
, 

3 1210
d

n Ι = �

–3

, 71,5 10a −≈ × �
. ��� ���


��	
�� ���
����� �������� )��
��� ��	��������� ��������� �� ������
 �����$��� a � ����-

��� ������������ s -�����, ����$� �����������.  � ���
�
 ������, ��
�������� �������� ����-


� ������������� 
 
����������� 
��
�� �������� ���
���.  

�� 
��� ��	������ ( E Tυ υ≈ ) ���
� ����
����� �������� 	������� �� ������� ������ �

����
����������� (����������� ����
������� ������� $����) ��������� �
������� ���������


���
������ � 
�������
�
 ���� ���� ���
���.0	 ��������� ������� �������� ������� � �������-

������ ������� 
���� ������ ��
�������� �
��� �����)�
� ���������. (���
� ��
�	�����, ���

�
��� ���������� ���
���� ��� 12 K. 0
���� � ����� 	������� 
������� ���� ����� ���
���

�������� �))�
����� ������ �� ������� ��������� ���
������ (���. 4). 
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$�����

 ��"�
��� ����	��� ��� ����� ��	
�� ��
��������� ����� �� ������� ��
�������, �������-

�������� ��	�������
� ��������� ���
������ (����� 
����) 
����� ���������� ��	�������

�$������� T∝ , � ��� «����
�� ��
���������»  (������ 
����) 1 T∝ . 4��
�����
� (6) �)-

)�
����� �������� � �������� 0,5 ÷10 K (� �
�	����� �������� ��� ��# �� ����$����� 
��	�
���-

��������: 3 1 3( )d
en −<� ), ��� ����� ��	
�� 0,05÷0,5 K ��
��������� ��������� ���� ����������

���������� ���
�������� ��	�. 4��
�����
� (7) � (11) �� ����, �������� ����������
 �����
�


��	��������� ��������� � ������� «����
�� ��
�������», �� )��� ������ ��
��������� 
���-

��	
�� ���������: (7
), (7�). 

1������� ��	
������ ��	��������� ������ � q2D ����	��� ���
���� ���������� 0,06 
� . 

������� ���
���
���� ���
�����
� (10) 0,3÷0,7 K.  ��������� 5÷12 K ���
����� ������-

��� ���
������ �� ����� ���
���, ����� � �������
,����
����������� ����
��� (
����� 6����-

��, ����
�� ��$��
�, ����� �� ���. 2 � 4).  

������	��� 1 

%
�����
���� ��
�	�����, ��� ��	
����� ��	�������� ������� � 
���������� �������-

�����
�� �����
� 
�  [2], ��� ������������� ���
���
�
 
�������
. ��� ���� �������� �����

����� ���
����� ����	�� 
���$� ��� ����� ���������� �������: 3 41 10d
in −∝ ∝� � � �
 [3]. 

/��������
�� ������ &' ������������ ���������� ������� Η< �� , � ��� ���������� &' ����-

����
 �� 
������ 
��� ���� ������, ��
 ��� �� ∝Η � ������� ���
������
��� ���� �����������

�� ���$������ ��
��������� ������. 2���� 
�������� ��������� � 
��������� �����
� 10
22
 

�������� ������������
�� 
����������� ��������� 	����� 
��������� � �������� 10
10

÷10
18
�


–3
, 

� �������������� ��
� ������� ���
����� k TΒ∝  ( ( )
1 3

3 d
en

−
<� , 3 1 510d

en < �

–3

). 

 �������$�
, ��� ��������� ��	������ �����
 
� �������

2 89,1 10em m∗ −≈ = × �  � ��-

����	��
 �����
� 797, 
�
 ����������������. 

������	��� 2 

9������ ���
���
���� ���
�����
� (6) ����	����� ������������ ��
���������
 ����


��
���������� � ������� ���
����� �������
����: ��� 0=T  K ������� ��
���������� �����-

��� ���������� 
���� ���
 CE � ���
����
� ������
�, � 	���
 �������� �����
�����. 7 ���-

��
 ���� ��� 0,01DE∆ ∝ � , � Dn ����
�, �� ������� ��
���������� 
���� ������	����� 
 ���

	��� �������
���� � ���� �������� ���, ��
 ��� ����������� 0 1f � ����$���� � ��� �������

������, ���������� �� ��
, ����� �� 
������ 
��� �� �����. -��� ���������� ���������� ���-

���� ����$�� ������

�� ����������, ����
� 
���� ���������� ������ ������ ��
�������-

��� ������ ���
�����
� (6):
( )

3 2

2

2
2

2
�

m k Tπ

π

∗
Β

� �
� �Ν = ⋅
� �
� ��

; 
����������� ���
������ � 	��� �����-

��
���� ( 3 1 52 10d
en < ⋅ �


–3
; ��������� �	 V -	���  � C -	��� 	� ���� 
��	����� �������
�; ���


������������
3 152 10d
in > × �


–3
������� ��������� �����)������� �� ��������� D− -�������)

������������ � �))�
������ ���������� ��������� � ��������� ��� ��
�������� 0,5 K. ���
��-

�� ��� 0,05 K ������� ��
���������� ������
��� CE � ��	 ���������� ��������� ����������
. 

!�� ����
� �������� ��
����������� ������� ������� ������ �
��� 
�����	
�� ���������. 3���,

��� ��� ����� ����
�� ��
��������� (�� ��	
������ �������� �������) ������� ��������� �� 	�-

����� �� ������� ���������
�� ������: 
3 2 3( )

d
nσ −

Ι Ι≈  (����������� 
�������� ������), ���

σ Ι  – �))�
������ ���������
 ���� ���
���, 
3 d

n Ι  – 
����������� ����� ���
���. 7
��� 
���-

��	
� ��������� ������������ Ι≈ �� ser . (���
� ��
�	����� ���
4

r es 4 10
−≈ ×� �
 [3]. ���-


���� �� �� 	������� ����� ���������� ������� ����������� ��� 
����������� �����
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3 1 210
d

n Ι ≈ �

–3

, � �����
 ���� ���
3 3 310D k Td d

in n e Β− ∆ Ε −
Ι = ≈ , ������
 7,16��� ≈T  K. ��-


� �$������ ���
���� ������������� ��
�������� max 3 dT kε Β∝ ≈  11,6 K (����������� maxT ��

������ ������ )��
��� (3) ������� ��$���� �������� ���������������� ���������), �
����

��� ���� ��
�������� ����$����� �����
��
���� 0 1ε � . 

+�
�
 ����	�
, � 
������� �������� ������� ���
�����
� (6) ����������	�� �	��� 10 K. 

 �
��������� 0T =  K 0
0

lim 1
T

f
→

≈ , ( )F CE E E− > . 0	-	� �������� ����
����� ���
�����

�������� )��
��� ���
����� ������ ����������� � ���
����� ������ � $������ ( )0Γ ���

������� ��
��������. 7�������������� ������ �� ������ )��
��� .�����- ������ �������� �

���
 ������ 
 ������������ )��
��� ()��
����� ��� ������������� ������ 0U = )  

( )
( )

( ) ( )
3 2

r e s

3 3 2
5 2

5
, 0 0 0

2

d
i

d

F

n E
k T

m E

π
δ ω

∗
= ≈ Γ ∝ Γ

�
, ( 0 0,05T ∈ ÷  K).          (16) 

1���� ( )0
2

C D
F

E E
E

+
= , r e sE − ��	�������� �������, DE − ������� ���	� D -������. 

��� ���������� ����
����� (�������� �����)     ( 331 d
ir n< ,  ��� r  – ������ ��
���	���� ���-

������� ���
�����); ( ) 1

3 3, 0 1d dk T Uδ ω ε
−

= ∝ ∝ ∆ ,    ( 0 0,05T ∈ ÷  K) .  

�	���	����
��� ��
�������

 ���
����
� 
���� ���
� ���
�����
�
� (6) � (7) 
���� �������� ���������� �������:

( ) ( ) ( )
( )0

0 0 3

0

0 3

exp , 5exp
Ei

ln 1 , 5

d

d

k Tt
d t

t k Tε

ε ε ε
ε

γ ε ε

∞
Β

Β

� − > ⋅− �
− − = ≈ �

− + <��
� .  

!����� �����
��
���� ������ ��� ������ �����	� ���)��� �$������ � �
��������� ��
�    


���� �����
��
���� (10) � (11) �� ������ ����
��
�   (� �������� ������� 	��� 6�����).  

���������� 0 0exp( )ε ε− � [ ]0 0 0 0( ) 1 exp( ) :i( )L ε ε ε ε= − − − ����
������
� ������
 ����, ��-

������������ ��
�
3

0 0
d

nδ ω = ∝ . '�	�
�����, ���������� ��	������ ������� ����
�������� 
�


��
������ 	 -��
����
� ����� ����� ����������
�� )��
�� [8]. 
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CONTRIBUTION OF CHARGED CARRIERS RESONANCE SCATTERING 
TO THE BROADENING OF CYCLOTRON RESONANCE ABSORPTION CURVE 
IN QUASI-TWO- AND THREE-DIMENSIONAL SEMICONDUCTORS 

T.T. Muratov
1

Asymptotic formulas for the broadening of absorption curve of cyclotron resonance (CR) by the 

resonance scattering of electrons on atomic impurities were obtained with Maxwell’s distribution being 

taken into account. The estimations show that the possible resonance level (~ 0, 06 meV) in quasi two-

dimensional semiconductors is one or two orders less than in three-dimensional semiconductors (~ 1 

meV). This fact shows that the area of predominant resonance scattering in quasi-two-dimensional semi-

conductors is less than 1 K. The temperature plateau equal to 5÷12 K was found in 2D absorption spec-

trum. The applicability of the results obtained is under discussion.  

Keywords: cyclotron resonance; broadening absorption curve; resonance scattering; asymptotic 
formulas. 
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