
Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 10

УДК 517.95 
 

НЕЛОКАЛЬНАЯ ПО ВРЕМЕНИ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА 
ДЛЯ ЛИНЕАРИЗОВАННОЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ 
ФАЗОВОГО ПОЛЯ 
 

Н.Д. Иванова1, В.Е. Федоров2 

 

Исследована краевая задача с нелокальными по времени условиями 
для линеаризованной квазистационарной системы уравнений фазового по-
ля. Получены необходимое и достаточное условия существования и единст-
венности классического и обобщенного решений этой задачи. 
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Введение 
В ограниченной области nΩ ⊂ ℝ  с границей ∂Ω  класса C∞  рассмотрим линеаризованную 

систему уравнений фазового поля  

1( , ) ( , ) ( , ) ( , ),
v w

x t l x t v x t g x t
t t

κ∂ ∂+ = ∆ +
∂ ∂

 ( , ) [0, ],x t T∈Ω ×    (1) 

0( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0,w x t w x t v x t g x tα β∆ + + + =   ( , ) [0, ],x t T∈Ω ×   (2) 
в которой для двухфазной среды связываются температура v  относительно температуры равно-
весия между фазами и фазовая функция w . В предположении нулевого времени релаксации эта 
система уравнений описывает фазовые переходы первого рода [1, 2]. Здесь l – скрытая теплота, 
κ  – коэффициент теплопроводности, 1g  – функция внешнего теплового источника, константы 

,α  β  и функция 0g  определяются соотношением фазового поля, вводимым на основе теории 
фазовых переходов. 

Снабдим задачу нелокальными условиями по времени  

0
0

( , ) ( ) ( ),
T

v x t t dt v xη =∫   ,x∈Ω               (3) 

0
0

( , ) ( ) ( ),
T

w x t t dt w xη =∫   ,x∈Ω              (4) 

и граничными условиями при θ ∈ℝ  

( , ) (1 ) ( , ) ( , ) (1 ) ( , ) 0,
v w

x t v x t x t w x t
n n

θ θ θ θ∂ ∂+ − = + − =
∂ ∂

 ( , ) [0, ].x t T∈∂Ω ×        (5) 

 

Нелокальная задача в банаховом пространстве 
Рассмотрим сначала нелокальную задачу 

0
0

( ) ( )
T

u t t dt uη =∫      (6) 

для вырожденного эволюционного уравнения в банаховом пространстве 
'( ) ( ) ( ),Lu t Mu t g t= +  [0, ].t T∈      (7) 

Здесь U  и V  – банаховы пространства, ( ; )L∈L U V  (т.е. линейный и непрерывный оператор из 
U  в V ), ker {0},L ≠  ( ; )M Cl∈ U V  (т.е. линейный, замкнутый, плотно определенный в U , дейст-
вующий в V  оператор), :[0, ] .g T → V   Введем обозначения 

{ }1( ) : ( ) ( ; ) ,L M L Mρ µ µ −= ∈ − ∈ℂ L U V   ( ) \ ( ),L LM Mσ ρ=ℂ  
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1( ) ( ) ,LR M L M Lµ µ −= −   1( ) ( ) .LL M L L Mµ µ −= −  

Определение 1. Пусть {0}.p∈ ∪ℕ  Оператор M называется сильно ( , )L p -радиальным, ес-
ли 

(i) ( , ) ( );La a Mρ∃ ∈ +∞ ⊂ℝ   
(ii) 0 ( , )K a nµ∃ > ∀ ∈ +∞ ∀ ∈ℕ   

{ }( 1) ( 1)
( 1)( ) ( )

max ( ( )) , ( ( )) ;
( )

L n p L n p
n p

K
R M L M

a
µ µ µ

+ +
+≤

−L LU V

  

(iii) существует плотный в V  линеал 
�

V  такой, что при любом ( , )aµ ∈ +∞  

1 1
2

const( )
|| ( ) ( ( )) ||

( )
L p

p

f
M L M L M f

a
µµ

µ
− +

+− ≤
−V

 ;f∀ ∈
�

V  

(iv) 1 1
( ; ) 2

|| ( ( )) ( ) ||
( )

L p
p

K
R M L M

a
µ µ

µ
+ −

+− ≤
−L V U

 при любом ( , ).aµ ∈ +∞  

Замечание 1. Если U  и V  – рефлексивные банаховы пространства, то выполнение условия 
(iii) следует из выполнения условий (i), (ii), (iv). 

Положим 0 1ker(R ( )) ,L pMµ
+=U  0 1ker( ( )) ;L pL Mµ

+=V  1
U  – замыкание образа оператора 

1im( ( ))L pR Mµ
+  в пространстве U , 1

V  – замыкание образа 1im( ( ))L pL Mµ
+  в пространстве V . Обо-

значим через kL  ( kM ) сужение оператора L(M) на k
U  ( ( ) ( ) k

kD M D M= ∩ U ), k = 0, 1. 
Теорема 1 [3]. Пусть оператор M сильно ( , )L p -радиален. Тогда 

(i) 0 1,= ⊕U U U  0 1;= ⊕V V V  

(ii)  ( ; ),k k
kL ∈L U V  ( ; ),k k

kM Cl∈ U V  k=0,1; 

(iii)  существуют операторы 1 0 0
0 ( ; )M − ∈L U V  и 1 1 1

1 ( ; );L− ∈L V U  

(iv) оператор 1
0 0H M L−=  нильпотентен степени не больше p; 

(v) существует разрешающая уравнение '( ) ( )Lu t Mu t=  вырожденная сильно непрерывная 

полугруппа операторов { }( ) ( ) : 0 ;U t t∈ ≥L U   

(vi) оператор 1
1 1L M−  порождает 0C -непрерывную полугруппу операторов 

{ }1
1

1( ) ( ) | ( ) : 0 .U t U t t= ∈ ≥L
U

U  

Обозначим проектор вдоль 0
U  на 1

U  через P и проектор вдоль 0
V  на 1

V  через Q. 
Определим характеристическую функцию нелокальной задачи (6) 

0

( ) ( ) ,
T

ztz e t dtχ η= ∫         (8) 

которая, как известно [4], является целой. 
Следуя работе [5], в случае сильно ( , )L p -радиального оператора M обобщенным решением 

уравнения (7) будем называть функцию 

1 1 ( )
1 0

00

( ) ( ) ( ) ( ) (( ) ) ( )
t p

k k

k

u t U t v U s L Qf t s ds H M I Q f t− −

=
= + − − −∑∫  

при ([0, ]; ),Qf C T∈ V  ( ) ([0, ]; )pI Q f C T− ∈ V  для любого v .∈U   

Функция 1([0, ]; ) ([0, ]; ( ))u C T C T D M∈ ∩U  называется классическим решением уравнения (7), 
если для нее выполняется равенство (7). Классическим (обобщенным) решением задачи (6), (7) 
называется классическое (обобщенное) решение уравнения (7), если для него выполняется усло-
вие (6). 

Теорема 2 [5]. Пусть выполняются следующие условия: 
(i) оператор M сильно ( , )L p -радиален и непрерывно обратим; 
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(ii)  1[0, ],C Tη ∈  (0) 0;η ≠   

(iii)  ни один нуль характеристической функции χ  не принадлежит L -спектру ( )L Mσ  опе-
ратора M; 

(iv) 1
1 ([0, ]; ( )),L Qf C T D M− ∈  ( ) ([0, ]; );pI Q f C T− ∈ V  

(v) 1 ( )
0 0

00

( ) (( ) ) ( ) ( ) .
T p

k k

k

I P u H M I Q f t t dtη−

=
− = − −∑∫  

Тогда   
(i) для 0 1( )Pu D M∈  существует единственное обобщенное решение ([0, ]; )u C T∈ U  задачи 

(6), (7), при этом  

1
0 1([0, ]; ) ([0, ]; )([0, ]; ( ))

( ) ,pC T C TC T D M
u C MPu L Qf I Q f− ≤ + + − 

 U VV
  

где константа С  не зависит от 0u  и ;f  

(ii)  если 1
0 1\ ( ),Pu D M∈U  то не существует обобщенного решения задачи (6), (7); 

(iii)  при 1 1 2
1 1 1([0, ]; (( ) )),L Qf C T D L M− −∈  1( ) ([0, ]; ),pI Q f C T+− ∈ V  2[0, ],C Tη ∈  обобщенное 

решение задачи (6), (7) является классическим тогда и только тогда, когда 1 2
0 1 1(( ) )Pu D L M−∈ . 

 

Редукция исходной задачи к общему случаю 
Вернемся к задаче (1)–(5). Положим 2

2( ( )) ,L= = ΩU V    

1
( ),

00

l
L

 
= ∈ 
 

L U   
0

( ),M Cl
κ
β α
∆ 

= ∈ + ∆ 
U  

( , )
( ) ,

( , )

v t
u t

w t

⋅ 
=  ⋅ 

 0t ≥ , 1

0

,
g

f
g

 
=  
 

 

2 2( ) ( ) : 1 ( ) 0, ,H y H y x x
nθ θ θ ∂ Ω = ∈ Ω + − = ∈∂Ω  ∂  

 2 2( ) ( ( )) ,D M  Hθ= Ω  

4 4( ) ( ) : ( ) (1 ) ( ) 0, , 0,1 .k kH y H y x y x x k
nθ θ θ∂ Ω = ∈ Ω ∆ + − ∆ = ∈∂Ω = ∂ 

 

Рассмотрим оператор ,Ay y= ∆  2
2( ) ( ) ( ).D A H Lθ= Ω ⊂ Ω  Обозначим через { }:k kϕ ∈ℕ  орто-

нормированные в смысле скалярного произведения ,⋅ ⋅  в 2( )L Ω  собственные функции операто-

ра A, занумерованные по невозрастанию собственных значений { }:k kλ ∈ℕ  с учетом их кратно-

сти. 
Теорема 3. Пусть ( ),l Aα β σ− + ∉  0.κ >  Тогда M – сильно ( ,0)L -радиальный оператор.  

Доказательство. Используя разложение по базису { }:k kϕ ∈ℕ  в пространстве 2( )L Ω  и обо-

значение 
( )

,k k
k

kl

κλ α λδ
α β λ

+
=

− +
 получим операторы 

,
l

L M
µ κ µ

µ
β α

− ∆ 
− =  − − − ∆ 

1 11

1 1

( ) , ,

( )( ) ( )( )
( ) ( ; ),

, ( ) ,

( )( ) ( )( )

k k k k k

k k k kk k

k k k k k

k k k kk k

l

l l
L M

l l

α λ ϕ ϕ µ ϕ ϕ
α β λ µ δ α β λ µ δ

µ
β ϕ ϕ µ κλ ϕ ϕ

α β λ µ δ α β λ µ δ

∞ ∞

= =−
∞ ∞

= =

 − − ⋅ − ⋅
 − + − − − + − − − = ∈ ⋅ − ⋅
 
 − + − − − + − − 

∑ ∑

∑ ∑
L V U  
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1 1

1 1

( ) , ( ) ,

( )( ) ( )( )
( ) ( ),

, ,

( )( ) ( )( )

k k k k k k

k k k kk kL

k k k k

k k k kk k

l

l l
R M

l

l l

µ

α λ ϕ ϕ α λ ϕ ϕ
α β λ µ δ α β λ µ δ

β ϕ ϕ β ϕ ϕ
α β λ µ δ α β λ µ δ

∞ ∞

= =
∞ ∞

= =

 − − ⋅ − − ⋅
 − + − − − + − − = ∈ ⋅ ⋅
 
 − + − − − + − − 

∑ ∑

∑ ∑
L U  

1 1

, ,

( ) ( ),( )( )

0 0

k k k k k
L

k k kk k

l

L M lµ

ϕ ϕ κλ ϕ ϕ
µ δ α β λ µ δ

∞ ∞

= =

 ⋅ − ⋅
 = ∈− − + − − 
 
 

∑ ∑
L V  

2 2 2
1 11

2 2 2
1 1

( ) , ( )( ) ,

( )( ) ( ) ( )
( )( ) .

, ( ) ,

( )( ) ( ) ( )

k k k k k k k

k kk k k kL

k k k k k

k kk k k k

l

l l
R M L M

l

l l

µ

α λ ϕ ϕ α λ κλ ϕ ϕ
α β λ µ δ α β λ µ δ

µ
β ϕ ϕ β κλ ϕ ϕ

α β λ µ δ α β λ µ δ

∞ ∞

= =−
∞ ∞

= =

 − − ⋅ − − − ⋅
 

− + − − − + − − − =  ⋅ − ⋅
 
 − + − − − + − − 

∑ ∑

∑ ∑
 

В условиях теоремы max ,k
k

a δ
∈

= < +∞
ℕ

 

min 0,k
k

lα β λ
∈

− + − >
ℕ

 max ,k

k kl

α λ
α β λ∈

− −
< ∞

− + −ℕ

 max ,k

k k

l

l

κλ
α β λ∈

−
< ∞

− + −ℕ
2

max ,
( )

k

k
k

l

l

κλ
α β λ∈

−
< ∞

− + −ℕ

 

2

( )( )
max ,

( )
k k

k
k

l

l

α λ κλ
α β λ∈

− − −
< ∞

− + −ℕ

  max .
k kl

β
α β λ∈

< ∞
− + −ℕ

 

Следовательно, существует 0K > , такое, что для всех ,aµ >   

{ }( ) ( )max || ( ) || ,|| ( ) || ,L L K
R M L M

aµ µ µ
≤

−L LU V
 1

( ; ) 2
|| ( )( ) || .

( )
L K

R M L M
a

µ µ
µ

−− ≤
−L V U

 

Таким образом, с учетом гильбертовости пространств U  и V , в рассматриваемой задаче 
оператор M сильно ( , )L p -радиален (см. замечание 1). •   

Полугруппа системы может быть найдена по формуле [3] ( )U t s= – ( )/lim ( / ) ( ) .
nL

n t
n

n t R M
→∞

 

Имеем 

( )
1 1

/

1 1

( / ) ( ) , ( / ) ( ) ,

( ) ( )

( / ) ( )
( / ) , ( / ) ,

( ) ( )

n n
k k k k k k

n n
k k

k k k k
nL

n t n n
k k k k

n n
k k

k k k k

n t n t l

n n
l l

t t
n t R M

n t n t l

n n
l l

t t

α λ ϕ ϕ α λ ϕ ϕ

α β λ δ α β λ δ

β ϕ ϕ β ϕ ϕ

α β λ δ α β λ δ

∞ ∞

= =

∞ ∞

= =

 − − ⋅ − − ⋅

    − + − − − + − −   

   =
 ⋅ ⋅

    − + − − − + − −   

   

∑ ∑

∑ ∑

.











 

Поэтому 

1 1

1 1

( ) ( )
, ,

( ) .

, ,

k k

k k

t t
k k

k k k k
k kk k

t t

k k k k
k kk k

e e l

l l
U t

e e l

l l

δ δ

δ δ

α λ α λϕ ϕ ϕ ϕ
α β λ α β λ

β βϕ ϕ ϕ ϕ
α β λ α β λ

∞ ∞

= =
∞ ∞

= =

 − − − −
⋅ ⋅ 

− + − − + − =  
 ⋅ ⋅ − + − − + − 

∑ ∑

∑ ∑
 

Следуя работе [5], обобщенным решением задачи (1)–(5) будем называть вектор-функцию  

1 1

1 1

( ) ( )
, ,

( )

, ,

k k

k k

t t
k k

k k k k
k kk k

t t

k k k k
k kk k

e e l
y z

l ly
U t

z e e l
y z

l l

δ δ

δ δ

α λ α λϕ ϕ ϕ ϕ
α β λ α β λ

β βϕ ϕ ϕ ϕ
α β λ α β λ

∞ ∞

= =
∞ ∞

= =

 − − − −
+ 

− + − − + −   =   
   + − + − − + − 

∑ ∑

∑ ∑
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при произвольных 2, ( ).y z L∈ Ω  Классическое решение ищется в классе пар функций, каждая из 

которых лежит в 1 2
2([0, ];L ( )) ([0, ];H ( )).C T C T θΩ ∩ Ω  Обобщенное решение является классиче-

ским, если 2, ( ),y z Hθ∈ Ω  классическое обобщенным является всегда [4, 5]. 
Проекторы P и Q имеют вид 

P s= – ( )2 1 1

1 1

( ) , ( ) ,

lim ( ) ,
, ,

k k k k k k

k kk kL

k k k k

k kk k

l

l l
R M

l

l l

µµ

α λ ϕ ϕ α λ ϕ ϕ
α β λ α β λ

µ
β ϕ ϕ β ϕ ϕ
α β λ α β λ

∞ ∞

= =
∞ ∞→∞

= =

 − − ⋅ − − ⋅
 − + − − + − =  ⋅ ⋅
 
 − + − − + − 

∑ ∑

∑ ∑
 

Q s= – ( )2

1

,

lim ( ) .

0 0

k k k
L

kk

l
I

L M lµµ

κλ ϕ ϕ
µ α β λ

∞

=→∞

 − ⋅
 = − + − 
 
 

∑  

Тогда  

{ }0 2
2ker ( , ) ( ( )) : ,P v w L v lw= = ∈ Ω = −U  

1 2
2

1 1

( ) , ,
, : ( , ) ( ( )) ,k k k k k

k kk k

v lw v lw
imP v w L

l l

α λ ϕ ϕ β ϕ ϕ
α β λ α β λ

∞ ∞

= =

  − − + + = = ∈ Ω  − + − − + −   
∑ ∑U  

0 2
2

1

,
ker ( , ) ( ( )) : ,k k k

kk

l w
Q v w L v

l

κλ ϕ ϕ
α β λ

∞

=

  = = ∈ Ω = − + −  
∑V

1
2( ) {0}.imQ L= = Ω ×V  

Сформулируем теорему о разрешимости задачи (1)–(5). 
Теорема 4. Пусть выполняются следующие условия: 
(i) 0,  ,α−  ( ),l Aα β σ− + ∉  0;κ >  

(ii)  1[0, ],C Tη ∈  (0) 0;η ≠  

(iii)  
( )

0,k k

kl

κλ α λχ
α β λ

 +
≠ − + 

 ;k ∈ℕ  

(iv) 2
1 ([0, ]; ( )),g C T Hθ∈ Ω  2

0 ([0, ]; ( ));g C T Hθ∈ Ω  

(v) 0
0

10

( , ),
( ) ,

T
k k k

kk

l g t
v t dt

l

κλ ϕ ϕ
κ η

α β λ

∞

=

⋅
∆ = −

− + −∑∫ 0 0 0
0

( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) .
T

v x w x g x t t dtβ α η+ + ∆ = −∫  

Тогда 

(i) для 2
0 0 ( )v lw Hθ+ ∈ Ω  существует единственное обобщенное решение задачи (1)–(5), при 

этом 

( )22 2
2 2

0 0 1 0([0, ]; ( )) ([0, ]; ( )) ([0, ]; ( ))( ) ([0, ]; ( ))
,

C T L C T L C T HH C T H
v w C v lw g gΩ Ω ΩΩ Ω+ ≤ + + +  

где C не зависит от 0,v  0,w  1,g  0;g  

(ii)  если 2
0 0 2( ) \ ( ),v lw L Hθ+ ∈ Ω Ω  то не существует ни одного обобщенного решения задачи 

(1)-(5); 

(iii)  при 4
1 ([0, ]; ( )),g C T Hθ∈ Ω  4

0 ([0, ]; ( )),g C T Hθ∈ Ω  2[0, ]C Tη ∈  обобщенное решение зада-

чи (1)–(5) является классическим тогда и только тогда, когда 4
0 0 ( )v lw Hθ+ ∈ Ω . 

Доказательство. Согласно теореме 3, оператор M сильно ( ,0)L -радиален, при этом kδ  – 

точки его L-спектра. Поэтому из условия  0, ( )Aα σ− ∉  следует, что 0,kδ ≠  ,k ∈ℕ  и оператор M 
непрерывно обратим. 

Учитывая полученные формулы для проекторов и условия данной теоремы на функции 1,g  

0,g  0,v  0,w  нетрудно заметить, что и остальные условия теоремы 2 выполняются. •  
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A boundary value problem with nonlocal time conditions is analyzed for a linearized quasi-steady 

system of phase field equations. Necessary and sufficient conditions are obtained for the existence and 
uniqueness of classical and generalized solutions. 
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