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МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕЧЕНИЯ ЖИДКОСТИ 
С НЕЛИНЕЙНОЙ ВЯЗКОСТЬЮ 
 
К.З. Хайрисламов1 
 

Рассматривается задача моделирования течения жидкости с нелиней-
ной вязкостью. В уравнения Навье–Стокса вводится зависимость коэффи-
циента динамической вязкости от скоростей деформаций. Полученные 
уравнения решаются численным методом. 
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Введение 

При решении задач о течении вязких жидкостей предположение о постоянстве коэффициен-
та динамической вязкости исключает из рассмотрения такие важные с практической точки зре-
ния вещества, как масла, смазки, растворы и т. д. 

Некоторые из них могут менять свои вязкостные свойства при движении и находят примене-
ние, например, в гидроамортизаторах, гидравлических муфтах сцепления и др. 

В работе исследуется изменение свойств течения жидкости вследствие зависимости коэффи-
циента вязкости от скоростей деформаций. 
 
1. Постановка задачи 

Для простоты будем рассматривать влияние коэффициента вязкости на течение жидкости в 
двумерном случае. Пусть в некоторой области на плоскости имеется несколько регионов, зани-
маемых вязкой несжимаемой жидкостью. Под действием внешней силы жидкости начинают дви-
гаться и взаимодействовать друг с другом и границами области. В начальный момент времени 
все скорости нулевые. На границе расчетной области (жесткая граница) выполняется условие 
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на свободной границе при отсутствии поверхностного натяжения и нулевом давлении выполня-
ется условие 

( )2 0e nµ ⋅ = .               (2) 

В (1) и (2) под n  понимается вектор внешней нормали к границе. 
Цель – смоделировать течение с помощью численного метода и сравнить поведение жидко-

стей с постоянной и переменной вязкостью. 
 
2. Система уравнений 

Система уравнений, описывающих движение вязкой несжимаемой жидкости, в случае двух 
независимых переменных ( ),x y  может быть записана в следующем виде [1]: 
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где t  – время; u  – вектор скорости ( ,u υ  – соответственно x - и y -компонента); 
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 – дивергенция скорости; ( )N u  имеет компоненты 
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; 

p  – давление; µ  – коэффициент динамической вязкости; ( ),x yg g  – вектор массовых сил; Re – 

число Рейнольдса. 
Введем зависимость коэффициента вязкости µ  от скорости деформаций [1]. Под скоростью 

деформаций понимается величина 
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e u u= ∇ + ∇  – тензор скоростей деформаций, Tr  – оператор следа. Легко показать, что 

в данном случае 
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Выберем следующий закон зависимости 
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описывающий довольно широкий класс жидкостей, где 0µ , λ , n  – константы, характеризующие 
жидкость [2]. 
 
3. Общая схема численного решения 

Система уравнений (3) решается численно. В численном методе используется сетка с разне-
сенной структурой расположения сеточных узлов, т.е. значения компонент скорости u , υ  опре-
делены в полуцелых узлах вида ( )1 2,i j+ , ( ), 1 2i j +  соответственно, а значения давления и 

вязкости – в целочисленных узлах ( ),i j  [3]. 

Будем использовать следующую вычислительную процедуру (далее под давлением понима-
ется величина Reh p= ): 

1) пусть имеется скорость ( )0u t  в момент времени 0t , а ( )*
0h t  – произвольное давление, со-

гласованное с условиями на границе; 

2) найдем промежуточную скорость *u  в момент времени 0t t+ ∆  из уравнения 
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3) решим уравнение Пуассона 
*uψ∆ = ∇ ⋅   

с граничными условиями: 0ψ =  на свободной границе и 0
n

ψ∂ =
∂

 на жесткой границе; 

4) получим скорость и давление для момента времени 0t t+ ∆ : 
*u u ψ= − ∇ , *h h tψ= + ∆ . 

Из пунктов 3 и 4 видно, что в каждый момент времени поле скоростей остается недивергент-
ным, т.е. ( )div 0u = , что согласуется с первым уравнением в (3). 

 
4. Численный эксперимент и его результаты 

Рассмотрим некоторую область Ω  с круглой границей. Пусть внутри Ω  в начальный момент 
времени имеются три подобласти, занимаемых жидкостью: две в форме тонких полос, ориенти-
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рованных вертикально и горизонтально, и одна в форме круга (рис. 1, а). Под действием внешней 
силы, направленной вниз, жидкости приходят в движение и в дальнейшем вступают во взаимо-
действие друг с другом и с границей области Ω . 

Сравним между собой жидкости с переменной и постоянной вязкостью. Для этого проведем 
два эксперимента, отличающиеся только тем, что в первом случае вязкость жидкости является 
константой в ходе всего процесса расчета (порядка 1 мПа·с, как у воды), а во втором случае ме-
няется по выбранному закону (4), где возьмем 1n > , тогда с ростом скорости деформаций вяз-
кость будет увеличиваться. 

 
а) 

 
б) 

 
в) 

 
г) 

 
д) 

 
е) 
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з) 

Рис. 1. Конфигурации системы с постоянной вязкостью в моменты времени: 
а) 0,00 с; б) 0,56 с; в) 0,88 с; г) 1,16 с; д) 1,30 с; е) 1,42 с; ж) 1,60 с; з) 2,88 с 

(стрелки характеризуют направления и модули векторов скорости 
в соответствующей окрестности жидкости) 
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Рис. 2. Конфигурации системы с переменной вязкостью в моменты времени: 
а) 0,00 с; б) 0,56 с; в) 0,88 с; г) 1,16 с; д) 1,56 с; е) 1,84 с; ж) 2,46 с; з) 3,56 с 

(стрелки характеризуют направления и модули векторов скорости 
в соответствующей окрестности жидкости) 

Из рис. 1, 2, где представлены результаты численного эксперимента, хорошо видно, сколь 
сильный эффект оказывает переменность коэффициента вязкости. В областях с большими скоро-
стями деформаций жидкость с переменной вязкостью начинает терять свойства текучести (к 
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примеру, кончик вертикальной полосы начинает «складываться» – рис. 2 е, ж) в отличие от жид-
кости с постоянным коэффициентом вязкости (рис. 1). 
 
Заключение 

В работе рассмотрена и численно решена задача моделирования течения жидкости в 2R  с 
коэффициентом вязкости, зависящим от скорости деформаций. Согласно выбранной зависимости 
с ростом скорости деформаций вязкость увеличивалась, что приводило к ослаблению текучих 
свойств жидкости в таких областях течения. 

Моделировать такие изменения свойств жидкостей важно, т.к. многие смазочные материалы, 
используемые в промышленности, не обладают постоянной вязкостью и меняют свои вязкостные 
свойства в зависимости от испытываемых деформаций. 
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SIMULATION OF NONLINEAR VISCOUS FLUID FLOW 
 
K.Z. Khayrislamov 1 
 

The problem of simulation of nonlinear viscous fluid flow is considered in the article.  Dependence 
of dynamic viscosity coefficient on strain rate is introduced in Navier-Stokes equation. The equations 
given are solved by numerical method.  
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