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АНАЛИЗ НЕКОТОРЫХ МОДИФИКАЦИЙ МЕТОДА 
КРУПНЫХ ЧАСТИЦ НА ПРИМЕРЕ ИССЛЕДОВАНИЯ 
ТЕЧЕНИЙ ГАЗОВЗВЕСЕЙ1 
 
Ю.М. Ковалев2, Е.А. Ковалева3, Е.Е. Пигасов4 
 

Приводятся новые модификации метода крупных частиц в приложе-
нии к исследованиям течений газовзвесей. Показано, что предложенные 
модификации позволяют проводить расчеты поведения ударных волн в га-
зовзвесях без введения в явном виде искусственной вязкости, что позволяет 
избежать искажения физической картины течения газовзвеси, связанной с 
наличием осцилляций. Показано, что предложенные модификации метода 
крупных частиц являются эффективными и позволяют проводить расчеты 
сильных ударных волн в газовзвесях. 

Ключевые слова: численный метод; математическая модель; газовзвесь; 
законы сохранения; ударные волны; число Куранта. 

 
Введение 

Появление новых математических моделей механики сплошных сред, с одной стороны, свя-
зано с отсутствием в природе чистых веществ, что требует активного развития математических 
моделей многокомпонентных  сред, достоверно описывающих физические процессы, применяе-
мые в различных отраслях науки и техники. С другой стороны, развитие вычислительной техни-
ки позволяет получать численные решения для новых [1], все более сложных математических 
моделей многокомпонентных сред. Более того, есть такие проблемы, когда математическое мо-
делирование является единственным средством предварительного изучения явлений (например, 
[2]). Адекватность математических моделей многокомпонентных сред физическим процессам 
предъявляет достаточно жесткие требования к математическим моделям: с одной стороны, урав-
нения сохранения должны быть инвариантны относительно преобразования Галилея [3], с другой 
стороны, должны выполняться законы сохранения для смеси [4]. В работах [1, 5] было показано, 
каким образом можно выполнить оба эти условия. 

Несмотря на наличие большого числа вычислительных пакетов и увеличение быстродейст-
вия вычислительной техники, разработка эффективных численных методов для решения задач в 
рамках новых математических моделей механики сплошных сред в настоящее время является 
актуальной задачей. Успешное решение многочисленных задач газовой динамики и аэродинами-
ки методом крупным частиц [6] и его модификациями [7] позволяет надеяться на то, что идеоло-
гия метода может быть применена и для решения задач распространения ударных волн в газо-
взвесях. Поэтому целью данной работы является разработка модификации метода крупных час-
тиц, которая позволит эффективно решать проблемы, связанные с течением газовзвесей. 
 
1. Математическая модель газовзвеси 

Рассмотрим одномерный плоский случай математической модели течения газа с твердыми 
частицами (аэровзвесь), которая описывается системой уравнений сохранения [5]. Данная систе-
ма уравнений двухфазной  аэровзвеси [5] без химических превращений имеет следующий вид 
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Система уравнений (1)–(6) замыкается уравнениями состояния газовой  фазы и частиц 
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Здесь индексы 1, 2 относятся соответственно к газу и частицам; ,i iρ α°  ( i  = 1, 2) – истинные 

плотности и объемные содержания фаз; , , , ,i i i i iv T e Eρ  – парциальная плотность, скорость, темпе-
ратура, внутренняя и полная энергия i-ой фазы; p  – давление, n  – число частиц в единице объе-

ма смеси; 1 vc  и 2c  – теплоемкости фаз: 0C  – постоянная для нормирования внутренней энергии 

газовой фазы: 1λ  – теплопроводность газовой фазы; 1R  – универсальная газовая постоянная;  dC  
и Nu  – коэффициент трения и число Нуссельта, определяемые числами Рейнольдса ( Re) и 
Прандтля (Pr) относительного движения фаз соответственно: k  —  показатель адиабаты Пуассо-
на; d  – диаметр частиц. 

Уравнения (1) – уравнения неразрывности газа и частиц и уравнение сохранения числа час-
тиц в единице объема смеси; (2) – уравнения импульса газа и частиц; (3) и (4) – уравнения сохра-
нения внутренней энергии газа и частиц соответственно. (6) – уравнения, определяющие члены 
теплового (q) и силового (f) взаимодействия между фазами: (7) – уравнения состояния фаз. В 
данной работе не рассматриваются более сложные уравнения состояния [8]. 

Для того чтобы воспользоваться идеологией метода крупных частиц, необходимо привести 
уравнения (2)–(4) к дивергентному виду и получить уравнения кинетической энергии газовой 
фазы и частиц.  

Умножая уравнение сохранения импульса газовой фазы на 1v , а уравнение сохранения им-

пульса конденсированной фазы на 2v , получим уравнения сохранения кинетической энергии газа 
и частиц соответственно 
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которые после простых преобразований принимают следующий вид 
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Преобразуем левые части уравнений сохранения внутренней энергии газа (3) и частиц (4) к ди-
вергентному виду. С учетом равенств (1) они могут быть представлены в виде    
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Из уравнений неразрывности газовой и конденсированной фаз (1) легко получить следующие 
равенства 
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Подставляя данные выражения в уравнения (10) и (11) соответственно, получим 
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В случае несжимаемости конденсированной фазы уравнения сохранения внутренней энергии га-
зовой (3) и конденсированной (4) фаз легко преобразуются к виду 
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Для получения уравнение сохранения полной энергии смеси просуммируем левые и правые 
части уравнений (8), (9), (14), (15). В результате получим уравнение сохранения полной энергии 
смеси в виде 
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Система уравнений (1), (2), (5)–(7), (14)–(16) представляет собой замкнутую систему уравнений 
для описания течений газовзвесей, инвариантную относительно преобразования Галилея. 

 
2. Некоторые модификации метода крупных частиц для расчета течений газовзвеси 

В соответствии с идеологией метода крупных частиц [6] систему законов сохранения газо-
взвеси (1), (2), (5)–(7), (14)–(16) на эйлеровом этапе можно представить следующим образом  
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Учитывая несжимаемость конденсированной фазы ( 2  constρ ° = ), запишем уравнения (17), 
(19), (21) в более удобном  для представления на эйлеровом этапе виде 
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Подставляя уравнение состояния газовой фазы (7) в уравнение (23), получим следующее ба-
зовое соотношение для определения давления на эйлеровом этапе 
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Используя явные разностные представления для равенства (25), легко получить выражения 
для определения предварительных значений давления на новом 1m+  временном слое на грани-
цах 1/ 2i −  и 1/ 2i +  для ячеек 1i − ,  i  и 1i +  

( ) ( )1 1
1/ 2 1, 1/ 2 1, 1 1,

1, 1/ 2

1
(1 (             

2

m m
m m m mi i
i i i im

i

kp p
p v vα

α
+ +

+ + +
+

−+
= − − +ɶ  

( ) ( ) ( )2, 1/ 2 2, 1 2, 1/ 2 1/ 2
1, 1/ 2

1
) )  m m m m m

i i i i im
i

kt
v v n q t

x
α

α+ + + +
+

−∆+ − − ∆
∆

( ) ( )( )1/ 2 1/ 2 1, 1/ 2 2, 1/ 2
1, 1/ 2

1
 .m m m m

i i i in
i

k
n f v v t

α + + + +
+

−
+ − ∆  (26) 

Здесь t∆  – шаг по времени, x∆  – шаг по пространству. Полученные значения давления исполь-
зуются для определения промежуточных величин скоростей на эйлеровом этапе: 
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Для получения промежуточных значений скоростей газовой и конденсированной фаз можно 
использовать еще одну модификацию эйлерова этапа метода крупных частиц, связанную с час-
тично неявной аппроксимацией силы межфазного взаимодействия. Если ввести обозначения 
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то уравнения (27) и (28) можно будет записать следующим образом 
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Из полученных уравнений  промежуточные значения скоростей легко определяются в явном 
виде 
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Более сложная модификация метода крупных частиц в приложении к течениям газовзвесей 
может быть реализована в случае неявной аппроксимации разности скоростей газа и конденсиро-
ванной фазы в выражении для силы межфазного взаимодействия.  Подставляя в равенства (27) и 
(28) выражение для силы межфазного взаимодействия, получим 
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Вычитая левые и правые части равенства (32) из левых и правых частей равенства (31) соот-
ветственно, получим уравнение для определения промежуточных значений разности скоростей 
газовой и конденсированной фаз  
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Окончательное выражение для определения разности промежуточных значений скоростей имеет 
следующий вид 
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Подставляя выражение (33) в равенства (31) и (32), получим значения скоростей фаз на эйле-
ровом этапе метода крупных частиц. 

Промежуточные значения скорости конденсированной и газовой фаз на границах ячеек оп-
ределяются как средние арифметические от их значений в двух соседних ячейках 
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Теперь можно определить промежуточные значения внутренней энергии конденсированной 
фазы 

1
2, 2,

2,

1
           m m m m

i i i im
i

e e n q t
ρ

+ = + ∆ɶ          (35) 

и полной энергии смеси 

1 1
1, 1, 2, 2, 1, 1, 2, 2,
m m m m m m m m
i i i i i i i iE E E Eρ ρ ρ ρ+ ++ = + −ɶ ɶ ( )1 1 1 1

1, 1/ 2 1, 1/ 2 1/ 2 1, 1/ 2 1, 1/ 2 1/ 2   n m m n m m
i i i i i i

t
v p v p

x
α α+ + + +

+ + + − − −
∆− −
∆

ɶ ɶ ɶ ɶ  

( )1 1 1 1
2, 1/ 2 2, 1/ 2 1/ 2 2, 1/ 2 2, 1/ 2 1/ 2     .n m m n m m

i i i i i i
t

v p v p
x

α α+ + + +
+ + + − − −

∆− −
∆

ɶ ɶ ɶ ɶ    (36) 

На этапе Лагранжа и заключительном этапе метода крупных частиц для каждой фазы были 
использованы формулы, приведенные в монографии О.М. Белоцерковского и Ю.М. Давыдова [6]. 
 
Заключение 

1. Тестирование предложенной модификации метода крупных частиц проводилось на реше-
нии задач о распространении ударных волн в «замороженной» газовзвеси [9, 10] и в облаке газо-
взвеси [11]. 

2. Было показано, что применение на этапе Эйлера уравнений (26)–(31) более эффективно, 
чем применение метода крупных частиц [6]  и модификации метода [12] при решении задач о 
распространении ударных волн в «замороженной» газовзвеси [9, 10] и в облаке газовзвеси [11]. 

3. Применение на этапе Эйлера уравнений (29)–(30) и (33) позволяет проводить расчеты за-
дач [9–11] при больших значениях числа Куранта. 

Авторы выражают свою благодарность профессору В.Ф. Куропатенко за полезные обсужде-
ния и интерес к работе. 
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THE ANALYSIS OF SOME MODIFICATIONS OF THE LARGE-PAR TICLE METHOD 
ON THE BASIS OF RESEARCH OF GAS-SUSPENSION CURRENTS  
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In the paper new modifications of a large-particle method are given in the appendix to the analysis 

of gas-suspension currents. It is shown that given modifications allow us to carry out calculations of 
shock waves behavior in gas-suspensions without introduction explicit artificial viscosity which helps to 
avoid distortion of a physical phenomenon of gas-suspension current connected with the existence of 
oscillation. It is shown that given modifications of the large particle method are effective and help to 
carry out calculations of strong shock waves in gas-suspensions.  
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waves; Courant number. 
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