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ЗАДАЧА СТАРТОВОГО УПРАВЛЕНИЯ И ФИНАЛЬНОГО 
НАБЛЮДЕНИЯ ДЛЯ ОДНОГО КВАЗИЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ 
СОБОЛЕВСКОГО ТИПА 
 
Е.А. Богатырева1 
 

Получены достаточные условия разрешимости задачи стартового 
управления и финального наблюдения для одного абстрактного 
квазилинейного уравнения соболевского типа в слабом обобщенном 
смысле. На основе абстрактных результатов доказана разрешимость задачи 
стартового управления и финального наблюдения для модели Баренблатта–
Гильмана. Данная модель описывает неравновесную противоточную 
капиллярную пропитку, искомая функция соответствует эффективной 
насыщенности. Особенностью рассматриваемой модели является учет 
эффекта неравновесности, что согласуется с постановкой задачи стартового 
управления и финального наблюдения. 

Ключевые слова: квазилинейное уравнение соболевского типа; задача 
стартового управления и финального наблюдения; слабое обобщенное решение; 
модель Баренблатта–Гильмана. 

 
Введение 

При исследовании процессов фильтрации в пористых средах [1] возникает задача Коши–
Дирихле 

( ,0) ( ), ,x s u s s= ∈Ω            (1) 
( , ) 0, ( , ) (0, ),x s t s t T= ∈∂Ω ×      (2) 

для уравнения Баренблатта–Гильмана 
( ( )) ( ).t tx x xαλ α− ∆Φ = ∆Φ                (3) 

Здесь nΩ ⊂ R  – ограниченная область с границей ∂Ω  класса C∞ , T +∈R , искомая функция 
( , )x s t  соответствует функции эффективной насыщенности, параметры α  и λ  – вещественны, 

положительны, характеризуют свойства среды и фаз, ( )u s  – эффективная насыщенность в на-

чальный момент времени. Функция 
2

( ) , 2
p

x x x p
−Φ = >  – монотонно возрастающая и гладкая.  

В подходящих функциональных пространствах (1)–(3) редуцируется к задаче Коши 
(0)x u=             (4) 

для абстрактного квазилинейного уравнения соболевского типа 

( ( )) ( ) 0, ( ) ( ), .
d

L x M x L x Ax M x
dt

λ λ ++ = = + ∈R     (5) 

Мы рассматриваем уравнения (3) и (5) как квазилинейные уравнения соболевского типа. С 
помощью методов, разработанных для этого класса уравнений, в работе [2] были рассмотрены 
задачи (1)–(3) и (4), (5), доказаны существование и единственность решения указанных задач в 
слабом обобщенном смысле. 

Нас интересует задача стартового управления и финального наблюдения 

( ( )) ( ) 0, (0) ,
d

L x M x x u
dt

+ = =                 (6) 

( ( ), ) inf , ,adJ x T u u U→ ∈  
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где ( ( ), )J x T u  – ограниченный снизу, полунепрерывный снизу, коэрцитивный функционал [3]; 

adU  – некоторое замкнутое и выпуклое множество в пространстве управлений U . 
Общие вопросы существования решений задач оптимального управления рассмотрены в [3], 

доказано существование и единственность решения задачи стартового управления и финального 
наблюдения для эволюционного уравнения параболического типа. Задачи оптимального 
управления для линейных и полулинейных уравнений соболевского типа первого и высокого 
порядков с условиями Коши или Шоуолтера–Сидорова рассматривались в [4–7]. В работе 
использован метод Галеркина, применение этого метода для уравнений с двойной 
нелинейностью рассматривалось в [8–9]. Задача стартового управления и финального 
наблюдения моделирует ситуацию, когда момент наблюдения результата отделен по времени от 
начального кратковременного управляющего воздействия. Рассмотрение такой задачи для 
модели Баренблатта–Гильмана физически обосновано, так как данная постановка хорошо 
согласуется с учетом эффекта неравновесности, который является особенностью модели. 

Статья содержит две части. В первой части доказывается существование решения задачи (6). 
Во второй части проводится редукция задачи стартового управления и финального наблюдения 
для модели Баренблатта–Гильмана к задаче (6) в подходящих функциональных пространствах. 
На основе полученных абстрактных результатов делается вывод о разрешимости задачи 
стартового управления финального наблюдения для модели Баренблатта–Гильмана. 
 
1. Задача стартового управления и финального наблюдения для абстракной модели 

Пусть = ( ; , )H H ⋅ ⋅  – вещественное гильбертово пространство, отождествленное со своим 

сопряженным; *( , )U U  и *( , )P P – дуальные (относительно двойственности ,⋅ ⋅ ) пары 

рефлексивных банаховых пространств. 
Построим пространство 

{ }2: (0, ; ), (0, ; ) .x x L T U x L T H∞= ∈ ∈ɺX  

Определение 1. Слабым обобщенным решением задачи Коши (4), (5) назовем функцию 
,x∈ X  удовлетворяющую условию  

0

2

( ) ( ), ( ), = 0,

(0) , , (0, ).

T d
t L x w M x w dt

dt

x u w U L T

ϕ

ϕ

 +  

= ∀ ∈ ∀ ∈

∫  

Замечание 1. Функции из пространства X  после, быть может, изменения на множестве ме-
ры нуль из отрезка [0, ]T  будут непрерывными отображениями [0, ]T U→ , таким образом, задача 
Коши (4), (5) имеет смысл. 

В дальнейшем рассмотрении будут использованы следующие условия: 
Условия (А): 
А1. Вложения * *U P H P U⊂ ⊂ ⊂ ⊂  плотны и непрерывны. 
A2. Пространство U  сепарабельно. 
A3. Вложение U P⊆  компактно. 
Условие (B): 
B1. Оператор *( ; )A U U∈L  симметричен, положительно определен. 
Условия (C): 
C1. Оператор 1 *( ; )rM C U U+∈ , r ∈N , s -монотонен, однороден порядка k +∈R . 

C2. Существует ( ) 0F s  ≥  при п.в. [ )0, s∈ ∞  такая, что [ )F  C 0,∈ ∞  после, быть может, изме-

нения на множестве меры нуль, и для п.в. [ )0, s∈ ∞ , для любых ( ), ( ) u u s v v s U= = ∈  выполняет-

ся 

*( ) ( ) ( )
P P

M u M v F s u v− ≤ − . 

C3. Существуют 0MC ≥  и 2p ≥  такие, что 
1

*
( )

pMM u C u u U
−≤ ∀ ∈  и ( ), 0M u u ≥ . 

C4. Производная Фреше оператора M  симметрична. 
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Справедлива следующая теорема [2]. 
Теорема 1. Пусть выполнены условия (A)–(C), тогда для любого u U∈  и для любого T +∈R  

существует единственное слабое обобщенное решение задачи (4), (5), удовлетворяющее 
2

1( ) ( ), при п.в. (0, ),
p p

U U U
x t C u u  t T≤ + ∈  

и 

2

2
2(0, ; )

p

L T H U
x C u .≤ɺ  

Перейдем к рассмотрению задачи стартового управления и финального наблюдения (6). Вве-
дем 

Определение 2. Пару ( , ) adx u U∈ ×ɶ ɶ X  будем называть решением задачи (6), если 

( , )
( ( ), ) = inf ( ( ), )

x u
J x T u J x T uɶ ɶ  и ( , )x uɶ ɶ  удовлетворяет задаче (4), (5) в смысле определения 1. Вектор 

uɶ  будем называть  стартовым управлением в задаче (6).  
Теорема 2. Пусть выполнены условия (A)–(C), тогда при любом T +∈R  существует решение 

( , ) adx u U∈ ×ɶ ɶ X  задачи (6). 
Доказательство. При сформулированных условиях в силу теоремы 1 для задачи (4), (5) при 

любом adu U∈  существует единственное слабое обобщенное решение. Поэтому можно считать, 
что 

( ( ), ) = ( ).J x T u J u  
Так как множество значений функционала ограниченно снизу, то существует минимизи-

рующая последовательность { }m adu U∈ , такая что 

lim ( ) ,m
m

J u C
→∞

=  

где C  – точная нижняя грань множества значений функционала. Следовательно, последователь-

ность 1{ ( )}m mJ u ∞
=  ограничена в R , а значит, в силу коэрцитивности функционала ( )J u , последо-

вательность 1{ }m mu ∞
=  ограничена в U . 

Извлечем из { }mu  (переходя, если потребуется, к подпоследовательности) слабо сходящуюся 

последовательность mu u→ ɶ . В силу теоремы Мазура точка adu U∈ɶ .  

Обозначим за ( )m mx x u= . В силу условий теоремы 1 можно извлечь такую подпоследова-

тельность, назовем ее снова { }mx , что 

mx x→ ɶ  *-слабо в (0, ; );L T U∞  

( ) ( )mx T x T→ ɶ  *-слабо в (0, ; );L T U∞  

mx x→ɶ ɶɺ ɺ  слабо в 2(0, ; ).L T U  

В силу ограниченности линейного оператора A и ограниченности { }mx  в (0, ; )L T U∞ , полу-
чим: 

*
2

( ), ( ) ( ) ( ) ( ) ,A
m m m m mU U U

Ax t x t Ax t x t C x t≤ ≤  

значит, { }mAx  ограничена в *(0, ; )L T U∞ . 

В силу условия (C3) и ограниченности { }mx  в (0, ; )L T U∞ , получим 

*( ( )), ( ) ( ( )) ( ) ( ) ,
pM

m m m m mU U U
M x t x t M x t x t C x t≤ ≤  

следовательно, { ( )}mM x  ограничена в *(0, ; )L T U∞ . 

Следовательно, найдется такая подпоследовательность { }mx , что 

mAx Ax→ ɶ  *-слабо в *(0, ; );L T U∞  

( )mM x µ→  *-слабо в *(0, ; ).L T U∞  
Покажем, что ( )M xµ = ɶ . Так как вложение U P⊆  компактно, то найдется такая подпоследо-

вательность { }mx , что при почти всех ( )0,t T∈  mx x→ ɶ  сильно в P . Заметив, что оператор M  

удовлетворяет (С2), получим: 
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*
( ) ( ) ( ) 0m mM x M x F s x x− ≤ − →ɶ ɶ  при m→ +∞ , 

следовательно, ( )M xµ = ɶ . 
В силу сепарабельности пространства U  выберем в нем счетную всюду плотную ортонор-

мальную систему функций { }jw . Тогда в силу основной леммы вариационного исчисления мож-

но записать  

0

( ), ( ( )), ( ), (0), ( (0)), .
T

m j m j m j m j m jAx T w M x T w M x w d Ax w M x wλ λ τ λ+ + = +∫  

Зафиксируем j  и перейдем к пределу при m→ +∞  

0

( ), ( ( )), ( ), , ( ), .
T

j j j j jAx T w M x T w M x w d Au w M u wλ λ τ λ+ + = +∫ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ  

Тогда получим, что 

0

( ( ), ( ), ) ( ) 0,
T d

L x w M x w d
dt

ϕ τ τ+ =∫ ɶ ɶ  

2(0) , , (0, ).x u w U L Tϕ= ∀ ∈ ∀ ∈ɶ ɶ  

Следовательно, ( )x x u=ɶ ɶ ɶ  и в силу полунепрерывности снизу функционала lim inf ( ) ( ),
ad

m
m U

J u J u
→∞

≥ ɶ  

значит, uɶ  есть стартовое управление в задаче (6). 
 
2. Модель Баренблатта–Гильмана 

Рассмотрим задачу стартового управления и финального наблюдения для уравнения 
Баренблатта–Гильмана 

( ( )) ( ).t tx x xαλ α− ∆Φ = ∆Φ  
( ,0) ( ), ,x s u s s= ∈Ω  

( , ) 0, ( , ) (0, ),x s t s t T= ∈∂Ω ×      (7) 

( , ) inf , ,adJ x u u U→ ∈  

Положим 1
2 ( )H W−= Ω  со скалярным произведением  

( ) 1
, , , ,u v u vdx u v H

−

Ω

= −∆ ∈∫  

где ( ) 1−−∆  – оператор Грина однородной задачи Дирихле для уравнения Пуассона u f∆ =  в 

области Ω . В качестве пространства P  выберем пространство ( )pL Ω . Построим пространство 

управлений { }1: ( ); ( , ) 0,qU x x W x s t s= ∈ Ω = ∈Ω . В качестве *U  и *P  можно взять пространства, 

сопряженные к U  и P  относительно двойственности в 1
2 ( )W− Ω . Выберем adU U⊂  – непустое, 

замкнутое, выпуклое множество. 
Функционал зададим формулой 

0 0
1 1( ) ( )

1 1
( , ) ( , ) ( ) ( ) .

2 2
q q

q q
d

W W

J x u x s T x s u s
Ω Ω

= − +  

В силу теоремы вложения Соболева, если 1 q n< <  и 
2

2
q

p
n q

< <
−

, то условия (A1)–(А3) вы-

полнены. Кроме того, (A1)–(А3) выполнены, в случае, если n q=  и ( )2,p∈ +∞ . 

Построим оператор A : 

( ) 1
, , , , .Au v u v u vdx u v U

−

Ω

= = −∆ ∈∫  

Лемма 1 [2]. Оператор *( ; )A U U∈L  симметричен, положительно определен. 
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Построим оператор M : 
2

( ), , , .
p

M u v u uvdx u v Uλ −

Ω

= ∈  

Лемма 2 [2]. Оператор 1 *( ; )rM C U U+∈ , r ∈ Ν , s -монотонен, однороден порядка k +∈ R , 
имеет симметричную производную Фреше и удовлетворяет условиям (С2) и (С3). 

Теорема 3 [2]. Пусть 1 q n< ≤ , , Rα λ +∈ , если q n< , то 
2

2
q

p
n q

< <
−

, если q n= , то 

( )2,p ∈ +∞ . Тогда для любого 
0

1
0 ( )qu W∈ Ω  и для любого T +∈R  существует единственное 

обобщенное решение задачи (1)–(3). 
В силу теоремы 2 и лемм 1 и 2 справедлива следующая 

Теорема 4. Пусть 1 q n< ≤ , ,α λ +∈R , если q n< , то 
2

2
q

p
n q

< <
−

, если q n= , то 

( )2,p ∈ +∞ . Тогда при любом T +∈R  существует решение ( , ) adx u U∈ ×  X  задачи (7). 
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THE START CONTROL AND FINAL OBSERVATION PROBLEM 
FOR A QUASI-LINEAR SOBOLEV TYPE EQUATION 
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Sufficient solvability conditions of the start control and final observation problem in a weak gener-
alized meaning for one abstract quasilinear Sobolev type equation are obtained. Sobolev type equations 
constitute a large area of nonclassical equations of mathematical physics. Techniques used in this article 
originated in the theory of semilinear Sobolev type equations. Solvability of the start control and final 
observation problem for the Barenblatt–Gilman model describing the nonequilibrium countercurrent 
capillary impregnation was proved on the basis of abstract results. The unknown function corresponds to 
effective saturation. The main equation of this model is nonlinear and implicit with respect to the time 
derivative which makes it quite difficult to study. Formulation of this problem agrees with consideration 
of the effect of disequilibrium, which is the characteristic feature of the considered model. 

Keywords: quasi-linear Sobolev type equations; start control and final observation problem; weak 
generalized solution; Barenblatt–Gilman model. 
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