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СЛАБОЕ И ОБОБЩЕННОЕ ПО СЛУЧАЙНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 
РЕШЕНИЯ СТОХАСТИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ КОШИ 
С АДДИТИВНЫМ ШУМОМ1 
 

О.С. Старкова2 
 

Работа посвящена решению абстрактной стохастической задачи Коши 
для уравнения X´(t) = AX(t)+BW(t) с оператором A, являющимся генерато-
ром полугруппы класса C0 в гильбертовом пространстве H, с белым шумом 
W в другом гильбертовом пространстве H и линейным оператором 
B: H→H. Рассмотрены два подхода к решению поставленной задачи: подход 
Ито, когда решается интегральная задача с интегралом Ито по винеров-
скому процессу, и подход, основанный на анализе белого шума в исходной 
дифференциальной задаче в пространствах функций, обобщенных по слу-
чайной переменной. Изучена связь между полученными решениями. 

Ключевые слова: стохастическая задача Коши; белый шум; винеровский 
процесс; слабое решение; распределение, обобщенное решение. 

 
Введение 

При построении различных математических моделей, учитывающих случайные возмущения, 
возникает задача Коши для дифференциально-операторных уравнений с белым шумом в качестве 
неоднородности. Среди них базовой является задача Коши для уравнения первого порядка с 
оператором A , действующим в некотором сепарабельном гильбертовом пространстве H  и 
являющимся генератором полугруппы класса 0C : 

( ) = ( ) W( ), [0, ), , (0) = ,X t AX t B t t Xτ τ ζ′ + ∈ ≤ ∞         (1) 

где W( )t  – белый шум со значениями в другом сепарабельном гильбертовом пространстве H , B  
– линейный оператор из H  в H . 

При указанных условиях задача (1) является некорректной из-за нерегулярного поведения 
белого шума, обусловленного независимостью случайных величин 1W( )t , 2W( )t  при 1 2=t t/  и 
бесконечной вариацией. Чтобы преодолеть проблемы, связанные с нерегулярностью процесса 
белого шума, будем рассматривать два подхода к решению стохастической задачи (1). 

Первый состоит в использовании исчисления Ито, главная идея которого в том, чтобы 
вместо решения уравнения собственно с шумом, работают с его «первообразной» – винеровским 
процессом { ( ), 0}W t t ≥ . Этот математический аппарат позволяет изучать задачу Коши для 
стохастического дифференциального уравнения вида 

( ) = ( ) ( ), (0) = ,dX t AX t dt BdW t X ζ+           (2) 

которое является краткой записью интегрального уравнения 
0 0

( ) = ( ) ( )
t t

X t AX s ds BdW sζ− +∫ ∫  

(см., например, [1–5]). 
Второй подход в конечномерных пространствах появился в последних декадах двадцатого 

столетия и известен как анализ белого шума. В работе [6] Т. Хида определил пространства белого 
шума таким образом, что стало возможным рассматривать функционалы от броуновского 
движения как функционалы белого шума. Поскольку белый шум можно считать производной 
броуновского движения, траектории которого непрерывны, но нигде не дифференцируемы в 
обычном смысле, естественно считать траектории белого шума элементами пространства 
Шварца 'S . Поэтому при построении вероятностного пространства белого шума берут = 'SΩ  и 
вводят гауссовскую нормализованную меру µ  на σ -алгебре Β( ')S  борелевских подмножеств 

'S . Анализ белого шума дает математический аппарат, в рамках которого все случайные 
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переменные рассматриваются как функционалы траекторий белого шума, то есть функции, 
определенные на 'S  (в конечномерном случае см., например, [7–10]). 

Чрезвычайно важным является тот факт, что в рамках этой теории процесс белого шума 
определен и оказывается бесконечно дифференцируемой функцией переменной t  со значениями 
в пространстве обобщенных случайных величин. Это дает возможность перейти от рассмотрения 
проинтегрированных уравнений Ито к изучению собственно дифференциальных уравнений. 

Первая попытка расширения анализа белого шума на гильбертово-значный случай была 
предпринята в работе [11], где были введены пространства основных и обобщенных случайных 
величин со значениями в гильбертовом пространстве. В работах [12, 14] рассматривается 
несколько другой подход: используются пространства скалярно-значных основных случайных 
величин, чтобы определить обобщенные случайные величины со значениями в гильбертовом 
пространстве как линейные непрерывные операторы на этих пространствах. Полученные таким 
образом пространства обобщенных H -значных случайных величин имеют ту же структуру, что и 
пространства, построенные в [11], но новый подход позволяет определить в гильбертово-значном 
случае S-преобразование, произведение Уика и доказать связь между интегралом Ито и 
интегралом Хицуды–Скорохода от операторно-значных случайных величин, которую мы и 
будем использовать при сравнении слабого и обобщенного решения. 

В настоящей работе приводится исследование слабого решения задачи (2) и обобщенного по 
ω  решения исходной задачи (1); доказывается совпадение решений на пересечении условий 
существования каждого из них. 
 
1. Подход Ито. Слабое решение стохастической задачи Коши 

Пусть ( , , )F PΩ  – вероятностное пространство с нормальной фильтрацией { , 0}tF t ≥   и H , 
H  – сепарабельные гильбертовы пространства, Q  – линейный симметричный, неотрицательный 

оператор следа с системой собственных векторов { }je , образующих базис в пространстве H , 

такой что  2=j j jQe eσ , 2
=1

<jj
σ∞ ∞∑ . 

Определение 1. H -значный стохастический процесс = { ( ), 0}Q QW W t t≥  называется Q -

винеровским, если 
( 1)W  (0) = 0QW  п.в.; 

( 2)W  QW  имеет независимые приращения; 

( 3)W  закон распределения приращений ( ) ( )Q QW t W s−  является нормальным с 

матожиданием ноль и ковариационным оператором ( )t s Q− ; 

( 4)W   QW  имеет непрерывные траектории п.в.  

Q -винеровский процесс, определенный таким образом, является обобщением броуновского 
движения. Как известно, H -значный процесс броуновского движения { ( ), 0}t tβ ≥ , где 

( ) = ( , ),t tβ β ω ω ∈Ω , (определяемый через выполнение условий (W1) – (W4) в случае H = ℝ  и 
=Q I ) имеет, в отличие от белого шума, непрерывные траектории и конечную вариацию. 

Конечномерное броуновское движение – это конечная сумма вида 
=1

( )
n

j jj
t eβ∑ , где je  – базис в 

n
ℝ , jβ  – независимые броуновские движения. При переходе к бесконечномерному случаю 

вместо расходящегося в H  ряда приходится рассматривать регуляризованную сумму : 

2

=1

( ) := ( ) , 0, ( ) ( ;H),Q j j j Q
j

W t t e t W t Lσ β
∞

≥ ∈ Ω∑     (3) 

которая и является (H -значным) Q -винеровским процессом. Формальный ряд 

=1

( ) =: ( )j j
j

W t t eβ
∞

∑        (4) 
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называют  цилиндрическим винеровским процессом. Этот ряд расходится в 2( ,H)L Ω , но для всех 

Hh∈  ряд ( )=1
( ) ,i ii
t e hβ∞∑  является сходящимся в 2( ,H)L Ω . В [1] показано, что ряд (4) сходится 

в 2
1( ,H )L Ω  для некоторого пространства 1H H⊂ , такого, что оператор вложения H  в 1H  

является оператором Гильберта–Шмидта. В частности, W  будет 1Q -винеровским процессом в 

пространстве 1/2
1 1H = HQ  с нормой 1/2

1H H1
=h Q h , где 1Q  – произвольный оператор следа. 

Будем рассматривать слабое решение абстрактной стохастической задачи Коши (2):  
( ) = ( ) ( ), (0) = ,dX t AX t dt BdW t X ζ+  

где ζ  – 0F -измеримая H -значная случайная величина, оператор A  порождает полугруппу 

класса 0C  ограниченных операторов решения однородной задачи; :HB H→  – линейный 
ограниченный оператор, { ( ), 0}W t t ≥  – H -значный Q -винеровский или цилиндрический 
винеровский процесс. 

H -значный случайный предсказуемый процесс = { ( ), 0}X X t t ≥  называется  слабым 

решением задачи Коши (2), если 
0

( ) <
t

H
X s ds ∞∫  п.н. . .(P )a s  и 

. .0
( ), = , ( ), ( ), , P .

t

a sX t y y X s A y ds BW t y y domAζ ∗ ∗〈 〉 〈 〉 + 〈 〉 + 〈 〉 ∈∫     (5) 

По аналогии с классическим случаем решение задачи (5) ищется в форме  

0
( ) = ( ) ( ) ( ), 0,

t
X t S t S t s BdW s tζ + − ≥∫          (6) 

где = { ( ), 0}S S t t≥  является полугруппой операторов решения соответствующей однородной 
задачи. 

Имеет место следующая теорема [1, 3–5]. 
Теорема 1 Пусть A – генератор полугруппы = { ( ), 0}S S t t≥  класса 0C , : HB H→ , 

{ ( ), 0}W t t ≥  – H -значный Q -винеровский или цилиндрический винеровский процесс и 

( ) = ( ) , 0s S t s B t sΨ − ≥ ≥ , удовлетворяет условию существования интеграла Ито: 
21

2 2 *2
=10

( ) < , ( ) := ( ) = ( ) ( )
t

jHS HS j
s ds s s Q e Tr s Q s

∞Ψ ∞ Ψ Ψ Ψ Ψ∑∫ , где =Q I  в случае 

цилиндрического винеровского процесса. Тогда для любой 0F -измеримой H -значной случайной 

величины ζ  случайный процесс (6) является единственным слабым решением задачи (2).  
 
2. Обобщенные по ω  решения стохастической задачи Коши 

Обобщенные по ω  решения строятся в пространствах обобщенных случайных величин 

( ) ( )S Hρ− , 0 1ρ≤ ≤ , являющихся расширением пространства 2 2( )( ) := ( ', ; )L H L S Hµ . 

В первую очередь, для определения ( ) ( )S Hρ− , введем пространство белого шума – 

вероятностное пространство ( ',B( '), )S S µ , где B( ')S  – борелевская σ -алгебра подмножеств 
пространства Шварца распределений медленного роста и µ  – нормализованная гауссовская 
вероятностная мера на B( ')S  (мера Минлоса–Сазонова), определенная таким образом (см. [5, 
14]), что элементы 'S  можно рассматривать как траектории белого шума. 

Далее, обозначим через 2( )L  пространство 2( ', ; )L S µ ℝ  всех ℝ -значных интегрируемых с 

квадратом по мере µ  функций (случайных величин), определенных на 'S . Обозначим через 
0

⋅  

норму этого пространства. Для любых , Sθ η ∈  выполняются следующие равенства   
2 2 2

2 0 00( )
( , , , ) = ( , , ) = ( , ) , , = , =| | .

L
E Eθ η θ η θ η θ θ θ〈⋅ 〉 〈⋅ 〉 〈⋅ 〉〈⋅ 〉 〈⋅ 〉 〈⋅ 〉  

Отсюда следует, что отображение ,θ θ〈⋅ 〉֏  можно по непрерывности продолжить с S на 
2( )L ℝ , и, значит, ℝ -значная случайная величина [0; ]( ) := ,1 ttβ 〈⋅ 〉  определена как элемент 
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пространства 2( )L . Это случайная величина имеет непрерывную версию, которая обладает всеми 
свойствами броуновского движения [12]. 

По аналогии с тройкой Гельфанда 2 *( )S L S⊂ ⊂ℝ  для пространства 2( )L  строится цепочка 

пространств *
2( ) ... ( ) ... ( ) ... ( ) ... ( )p pS S L S S−⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ , где элементы пространств ( )pS  и 

( )pS−  определяются в соответствии с поведением (убыванием или возрастанием, 

соответственно) коэффициентов Фурье в разложении по стохастическим полиномам Эрмита   

=1

( ) := ( , ), ', ,ii
i

h h Sα αω ξ ω ω α
∞

〈 〉 ∈ ∈Τ∏  

где ( {0})Τ∈ ∪ ℕ
ℕ  – множество всех возможных конечных мультииндексов, 

2 2

2 2( ) = ( 1)
x xi

i
i i

d
h x e e

dx

−
−  – полиномы Эрмита, 

1 1
4 2 2

1( ) = (( 1)!) ( 2 )
x

i ix i e h xξ π
− − −

−−  – функции 

Эрмита. Функции Эрмита являются собственными функциями дифференциального оператора 
2

2
2

ˆ ˆ= 1: = (2 ) ,i i
d

D x D i i
dx

ξ ξ− + + ∈ℕ  и образуют ортонормированный базис пространства 2( )L ℝ . 

В работе [10] Кондратьев и Стрейт расширили пространство Хиды обобщенных случайных 

величин *( )S , столкнувшись с необходимостью охватить некоторые функционалы белого шума, 

необходимые в приложениях. Они ввели в рассмотрение пространство ( )S ρ−  как правый элемент 

тройки Гельфанда с тем же пространством 2( )L  в центре и более узким пространством основных 

функций ( )S ρ , где 0 1ρ≤ ≤  – некоторый фиксированный параметр. Таким образом, 

пространства основных и обобщенных случайных величин Хиды стали частным случаем 
пространств Кондратьева и Стрейта, соответствующими случаю параметра = 0ρ : 

2 *
0 0( ) ( ) = ( ) ( ) ( ) = ( ) ( ) .S S S L S S Sρ ρ− −⊂ ⊂ ⊂ ⊂  

Пространство ( )S ρ  основных функций определяется равенством ( ) = ( )p pS Sρ ρ∈∩
ℕ

, где 

2 1 2 2( ) = = h ( ); ( !) | | (2 ) <p
pS L ρ α

ρ α α α
α α

φ φ α φ+

∈Τ ∈Τ

  ∈ ∞ 
  

∑ ∑ ℕ  

с нормой ,| |p ρ⋅ , порожденной скалярным произведением  

( )1 2
,( , ) = ( !) (2 ) , 2 := (2 )

p pp i
p

i

i
α αρ α

ρ α α
α

φ ψ α φ ψ+

∈Τ ∈
∑ ∏

ℕ

ℕ ℕ  

и оснащается топологией проективного предела. Пространство ( )pS ρ− −  – пространство, 

сопряженное к ( )pS ρ . 

И, наконец, введем пространство H -значных обобщенных функций ( ) (H)S ρ−  над ( )S ρ . 

Пусть H  – сепарабельное гильбертово пространство со скалярным произведением ( , )⋅ ⋅  и нормой 

⋅ , 2( )(H)L  – пространство H -значных, определенных на 'S  функций, интегрируемых с 

квадратом по Бохнеру по мере µ . Пусть =1{ }j je ∞  – ортонормированный базис в H , тогда 

семейство T,{h }j j Neα α∈ ∈  образует ортогональный базис в 2( )(H)L . 

Пространство ( ) (H)S ρ−  определяется как пространство линейных непрерывных операторов 

: ( ) HS ρΦ →  с топологией равномерной сходимости на ограниченных подмножествах 

пространства ( )S ρ . Действие ( ) (H)S ρ−Φ ∈  на ( )S ρφ ∈  будем обозначать [ ]φΦ . 
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Теперь в пространствах ( ) (H)S ρ−  представим Q -винеровский (3) и цилиндрический 

винеровский (4) процессы через разложение по стохастическим полиномам Эрмита. Для этого 
покажем конструкцию независимых броуновских движений ( )j tβ  в формулах (3) и (4). 

Из разложения единичной функции по функциям Эрмита  

[0, ]
=1

1 = ( )t i i
i

dξ τ τξ
∞

∑       (7) 

следует, что для любого t ∈ℝ  случайная величина ( ; ]( ) = 1 ,s ttβ 〈 ⋅〉  может быть разложена в 

пространстве 2( ( ))L ℝ  в ряд по стохастическим полиномам:  

( ; ] 0 0 0
=1 =1 =1

1 , = ( ) , = ( ) , = ( ) h ;
t t t

s t n n n n n n
n n n

d d d εξ τ τξ ξ τ τ ξ ξ τ τ
∞ ∞ ∞

〈 ⋅〉 〈 ⋅〉 〈 ⋅〉∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫      (8) 

где = (0,0,...,1 ,0,...)n nε . Используя форму коэффициентов этого разложения, можно построить 

счетное семейство одинаково и независимо распределенных броуновских движений в 2( )L : 

( , )0
=1

( ) = ( ) h
t

j i n i j
i

t s ds εβ ξ
∞

∑∫ , где ( , ) :n ⋅ ⋅ × →ℕ ℕ ℕ  — биекция такая, что ( , )n i j ij≥  при ,i j ∈ℕ  [5]. 

В пространствах ( ) (H)S ρ−  цилиндрический винеровский процесс имеет следующее 

разложение: 

( ) ( )0
( ) = ( ) = ( )h , ( ) := ( ) H,

t

j j i n j nn n n
j n

W t t e W t W t s dseε ε εβ ξ
∈ ∈

∈∑ ∑ ∫
ℕ ℕ

    (9) 

где ( ), ( )i n j n ∈ℕ  таковы, что ( ( ), ( )) =n i n j n n и t ∈ℝ . 
Q -винеровский процесс представим следующим равенством  

( ) ( )0
( ) = ( ) = ( )h , ( ) := ( ) H, .

tQ Q
Q j j j j i n j nnn n

j n

W t t e W t W t s dse tεε εσ β σ ξ
∈ ∈

∈ ∈∑ ∑ ∫
ℕ ℕ

ℝ            (10) 

В [14] доказано, что 2( ) ( )(H)QW t L∈ , 1( ) ( ) (H) ( ) (H)W t S Sρ ρ− − −∈ ⊂  для любого 0 1ρ≤ ≤ . 

Определим H -значный Q -белый шум равенством  

( ) ( )( , )
,

W ( ) := ( )h = W ( )h , W ( ) = ( ) H,Q Q
Q j i j j i n j nn i j nn n

i j n

t t e t t t eε εε εσ ξ σ ξ
∈ ∈

∈∑ ∑
ℕ ℕ

 

полученным формальным дифференцированием равенства (10), и сингулярный белый шум — 
равенством  

( ) ( )( , )
,

W( ) := ( )h = W ( )h , W ( ) = ( ) H,i j i n j nn i j n n n
i j n

t t e t t t eε ε ε εξ ξ
∈ ∈

∈∑ ∑
ℕ ℕ

 

полученным формальным дифференцированием равенства (9). Q -белый шум и цилиндрический 

белый шум принадлежат 1( ) (H) ( ) (H), [0;1]S Sρ ρ ρ− − −⊂ ∈  (см. [14]). 

 
2.1. S-преобразование. Произведение Уика. Интеграл Хицуды–Скорохода 

Прежде чем перейти к обобщенному по ω  решению и сравнению его со слабым решением, 
введем необходимые определения S-преобразования, произведения Уика и интеграла Хицуды–
Скорохода. 

Пусть 
1
2

2, | |0( ) := e
θ θ

θε 〈⋅ 〉−⋅ . При Sθ ∈  эта случайная величина определена на всем пространстве 

'S  и принадлежит ( )S ρ , для 0 <1ρ≤ . При этом справедлива оценка  

2 1 2
/2 1 1

,| | 2 exp[(1 ) | | ].p p

ρ
ρ ρ ρ

θ ρε ρ θ
−

− −≤ −  

Определение 2. Пусть ( ) (H)S ρ−Φ ∈ , 0 <1ρ≤ . S-преобразованием Φ  называется H -

значная функция, определяемая равенством  
( )( ) := [ ], .S Sθθ ε θΦ Φ ∈  
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Заметим, что если 2( )(H)LΦ ∈ , то  

'

( )( ) = ( ) ( ) ( ) = ( ),
S

S d Eθ θθ ω ε ω µ ω εΦ Φ Φ∫         (11) 

при этом равенство (11) верно и при 2( )Lθ ∈ ℝ .  

Пусть H  – еще одно сепарабельное гильбертово пространство. Поскольку (H; )HSL H  – 
пространство операторов Гильберта–Шмидта, действующих из H  в H  – является 
сепарабельным гильбертовым пространством, можно ввести в рассмотрение пространство 

( )( ) (H; )HSS L Hρ−  обобщенных случайных величин со значениями в (H; )HSL H  над ( )S ρ . Пусть 

( )( ) (H; ) ,HSS L Hρ−Ψ ∈  ( ) (H)S ρ−Φ ∈ . Рассмотрим их S-преобразования. Для любого Sθ ∈  

имеем ( ) (H; )HSS L HθΨ ∈ , ( ) HS θΦ ∈ , поэтому ( ) := ( ) ( )F S S Hθ θ θΨ Φ ∈ . 

Определение 3. Пусть ( )( ) (H; ) ,HSS L Hρ−Ψ ∈  ( ) (H)S ρ−Φ ∈  (0 <1ρ≤ ). Обобщенная 

случайная величина ( ) ( )S Hρ−Θ∈  называется произведением Уика функций Ψ  и Φ  и 

обозначается Ψ◊Φ , если =S S SΘ Ψ Φ .  
Функция ( ) : ( ) (H)S ρ−Φ ⋅ →ℝ  называется интегрируемой на [0; ]T , если существует такое 

p∈ℕ , что ( ) ( ) (H)pt S ρ− −Φ ∈  для всех [0; ]t T∈  и Φ  интегрируема по Бохнеру на [0; ]T  как 

функция со значениями в гильбертовом пространстве ( ) (H)pS ρ− − . 

Определение 4. Будем называть ( )( ) (H; )HSS L Hρ− -значный случайный процесс ( )tΨ  

интегрируемым по Хицуде–Скороходу на промежутке [0; ]T , если процесс ( ) W( )t tΨ ◊  

интегрируем на [0; ]T  как ( ) ( )S Hρ− -значная функция. В таком случае будем называть интеграл  

0
( ) W( )

T
t t dtΨ ◊∫  

интегралом Хицуды–Скорохода от ( )tΨ . 
 
2.2.  Стохастическая задача Коши в пространствах обобщенных случайных величин и 
сравнение решений 

Для того, чтобы рассмотреть стохастические дифференциальные уравнения в гильбертовых 
пространствах как уравнения в пространствах обобщенных случайных величин, сначала для 
пары произвольных сепарабельных гильбертовых пространств 1H  и 2H  распространим действие 

линейных операторов из 1H  в 2H  на действие в соответствующих пространствах обобщенных 

случайных величин 1( ) (H )S ρ−  в 2( ) (H )S ρ− . 

Пусть сначала 1 2(H ,H )A L∈ . Определим его действие как оператора из 1( ) (H )S ρ−  в 

2( ) (H )S ρ−  равенством  

1:= h , = h ( ) (H ).A A для Sα α α α ρ
α α

−
∈Τ ∈Τ

Φ Φ Φ Φ ∈∑ ∑               (12) 

Если A  неограничен, определим ( )domA  как множество всех 1h ( ) (H )Sα α ρα −∈ΤΦ ∈∑ , 

таких, что domAαΦ ∈  для всех α ∈Τ  и условие 
21 2

2
( !) (2 ) <p

H
Aρ α

αα α − −
∈Τ Φ ∞∑ ℕ  выполнено 

для некоторого p∈ℕ . Тогда равенство (12) определяет на ( )domA  линейный оператор, 

действующий из 1( ) (H )S ρ−  в 2( ) (H )S ρ− . Нетрудно проверить замкнутость этого оператора для 

A , замкнутого оператора из 1H  в 2H . 
Пусть H  и H  – сепарабельные гильбертовы пространства, A  – замкнутый линейный 

оператор, действующий в H , (H, )B L H∈ . Задача Коши для уравнения первого порядка в 
пространствах обобщенных случайных величин в общем случае имеет следующий вид:  

( ) = ( ) W( ), 0, (0) = .X t AX t B t t X ζ′ + ◊ ≥              (13) 
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В силу того, что B  – детерминированный оператор, получим W( ) = W( )B t B t◊  , отсюда следует, 
что задача Коши (13) во введенных пространствах обобщенных случайных величин принимает 
вид: 

( ) = ( ) W( ), 0, (0) = ,X t AX t B t t X ζ′ + ≥             (14) 

где W( )t  – H -значный Q  белый или сингулярный белый шум. Далее приведен результат [14] о 

существовании и единственности решения этой задачи в пространстве ( ) ( )S Hρ− , то есть о 

существовании и единственности ( ) ( )S Hρ− -значной дифференцируемой функции ( )X t , 

удовлетворяющей (14). 
Теорема 2  Пусть A является генератором полугруппы { ( ), 0}S t t≥  класса 0C  в 

гильбертовом пространстве H , (H, )B L H∈ , W  — определенный выше Q -белый или 
цилиндрический белый шум. Тогда 

0
( ) = ( ) ( ) W( )

t
X t S t S t s B s dsζ + − ◊∫     (15) 

– единственное решение задачи Коши (14) в пространстве ( ) ( )S Hρ−  для любого ( )domAζ ∈ .  

Из вида слабого и обобщенного по ω  решений следует предположение об их совпадении на 
пересечении условий существования. Пусть оператор A  порождает полугруппу { ( ), 0}S t t≥  

класса 0C , начальное условие ζ  лежит в области определения оператора A , оператор B  
удовлетворяет условию существования интеграла Ито  

2
(H ; )0

( ) <
T

L HHS Q
E t dt Φ ∞  ∫               (16) 

и произвольное вероятностное пространство ( , , ) = ( ', ( ) , )F P S B S µ′Ω .  

Теорема 3. Пусть A – генератор полугруппы класса 0C , ( )domAζ ∈  и W  – Q -винеровский 

процесс. Тогда обобщенное по ω  решение (15) и слабое решение (6) совпадают.  
Доказательство. В силу детерминированности оператора ( )S t s B−  и из разложения Q -

белого шума по стохастическим полиномам Эрмита интеграл в решении (15) определяется 
следующим образом: 

( , )0 0 0
,

( ) W( ) = ( ) W( ) = ( ) ( ) ( ) h .
t t t

j j i n i j
i j

S t s B s ds S t s B s ds S t s B s e s dsεσ ξ
∈

− ◊ − −∑∫ ∫ ∫
ℕ

           (17) 

В рассматриваемом нами случае для доказательства теоремы достаточно показать, что интеграл в 
равенстве (17) совпадает с интегралом Ито: 

0 0
( ) ( ) = ( ) W( ) .

t t
S t s BdW s S t s B s ds− −∫ ∫         (18) 

В первую очередь покажем, что сумма (17) принадлежит пространству 2 2( )( ) = ( ', ; )L H L S Hµ . 
Этот результат следует из равенств: 

( )( )2 2
2

0 0
, ,

( ) ( ) = ( ) ( ) , =
t t

j j i i j j k HHi j j k i

S t s Be s ds s S t s Be g dsσ ξ ξ σ
∈ ∈ ∈

− −∑ ∑ ∑∫ ∫
ℕ ℕ ℕ

 

[ из разложения единичной функции [0; ]1 t  по функциям Эрмита (7) следует ]  

2
[0, ] ( )2

,

= 1 ( ( ) , )t j j k L
j k

S t Be gσ
∈

− ⋅∑ ℝ

ℕ

1
22

0
,

= | ( ( ) , ) |
t

k H
j k

S t BQ g ds
∈

− ⋅ =∑ ∫
ℕ

 

21 1
222 2

0 0 0
= ( ( ) , ) = ( ) = ( ) .

t t t

j k H j HS
j k j H

S t BQ e g ds S t s BQ e ds S t s B ds
∈ ∈ ∈

− ⋅ − −∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫
ℕ ℕ ℕ

 

Здесь { }kg  – ортонормированный базис в H . Доказательство равенства интегралов (18) в 

пространстве 2( )( )L H  проведем для элементарных функций с последующим переходом к 

пределу. Покажем (18) на элементарных функциях 
1

=0
( ) =

N
n nk k

s
−Ψ Ψ∑ , приближающих ( )S t s B− :  
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( , )0 0
,

( )W( ) = ( ) ( ) h
t t

n j n j i n i j
i j

s s ds s e s dsεσ ξ
∈

Ψ Ψ∑∫ ∫
ℕ

1

( , )1, =0

= ( ) h
N tk

j n i jk n i jtki j k

s dse εσ ξ
−

−∈
Ψ =∑ ∑∫

ℕ

 

[ ]
1 1

1( , ) 01=0 , =0

= ( ) h = ( ) ( ) = ( ) ( ).
N Nt tk

n j i j n k k nk n i j ktkk i j k

s dse W t W t t dW tεσ ξ
− −

−
−∈

Ψ Ψ − Ψ∑ ∑ ∑∫ ∫
ℕ

 

Переходя к пределу при n → ∞ , получим (18). Отсюда следует, что обобщенное по ω  и слабое 
решения совпадают при условии их существования.  

Аналогично в случае, когда ( )W t  – цилиндрический винеровский процесс, доказывается, что 

интеграл 
, ( , )0 0

( ) W( ) := ( ) ( ) h
t t

j ii j n i j
S t s B s ds S t s Be s dsεξ∈− −∑∫ ∫ℕ  определяет элемент пространства 

2( )( )L H , который совпадает с интегралом Ито 
0

( ) ( )
t
S t s BdW s−∫ . Отсюда следует: 

Теорема 4. Пусть A – генератор полугруппы класса 0C , ( )domAζ ∈ , и W  – цилиндрический 

винеровский процесс. Тогда обобщенное по ω  решение и слабое решение совпадают. 
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WEAK AND GENERALIZED WITH RANDOM VARIABLE SOLUTIONS  
OF STOCHASTIC CAUCHY PROBLEM WITH ADDITIVE WHITE NO ISE 
 

O.S. Starkova 1 
 

The article describes the solutions of an abstract stochastic Cauchy problem for the X´(t) = AX(t)+BW(t) 
equation with the A operator, which is the generator of a semigroup of C0 class in a Hilbert space H with the 
white noise W in a different Hilbert space H and a linear operator B: H→H. Two approaches to solve the 
problem are considered: the Ito integral approach, when the integral problem is solved with ito integral 
following Wiener process; the approach based on the analysis of the white noise in the original differential 
problem in the function spaces generalized with random variable. The relation between the solutions is defined. 

Keywords: stochastic Cauchy problem; white noise; Wiener process; weak solution; distribution; 
generalized solution. 
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