
2016, том 8, № 1 57 

Краткие сообщения 
 
УДК 517.956.223 DOI: 10.14529/mmph160108 
 

ОДНОРОДНАЯ ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ–РИКЬЕ ДЛЯ НЕОДНОРОДНОГО 
БИГАРМОНИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ В ШАРЕ 
 
И.А. Гулящих1 
 

Найдено условие разрешимости однородной задачи Дирихле–Рикье для 
неоднородного бигармонического уравнения в единичном шаре при поли-
номиальной правой части. 
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Пусть { :| | 1}nS x x= ∈ <ℝ  – n -мерный единичный шар в евклидовом пространстве n
ℝ  с нор-

мой  2 2 2
1 2| | nx x x x= + + +⋯ , а { :| | 1}nS x x∂ = ∈ =ℝ  – единичная сфера. В единичном шаре S рас-

смотрим следующую однородную краевую задачу для неоднородного бигармонического уравне-
ния 

2 ( ), ,u f x x S∆ = ∈       (1) 
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где 
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∂

∂
 – внешняя нормальная производная, коэффициенты 0 ja  и 1 ja  при 1,2,3j =  – действи-

тельные и постоянные, а ( )f x  – некоторый полином. Неоднородная задача (1)–(2) обобщает за-
дачу Дирихле [1–2], но не обобщает задачу Неймана [3–5]. Неоднородная задача (1)–(2) при 

0f =  была рассмотрена в [6]. 

Сформулируем основной результат статьи. Пусть 0 {0}≡ ∪ℕ ℕ . 
Теорема 1. Решение задачи (1)–(2) существует, если  
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где ( ) ( )i
mu x  – однородные гармонические полиномы степени m , mh  – число линейно независи-

мых однородных гармонических полиномов степени m , а ( ) ( )i
mP t  – некоторые полиномы от t  и  
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Доказательство. Обозначим через [ ]( )V f x  объемный потенциал в единичном шаре S с 
плотностью ( )f x  i.e., 

1
[ ]( ) ( , ) ( ) ,

S
n

V f x E x f dξ ξ ξ
ω

= − ∫  

где 1 2( , ) ( 2) | | nE x n xξ ξ− −= − −  ( 2n > ) – элементарное решение уравнения Лапласа [7] и nω  – 

площадь единичной сферы в n
ℝ . Обозначим 2[ ] [ [ ]]V f V V f= . Представим решение задачи (1)–
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(2) в форме 2( ) [ ] ( )u x V f w x= + . Известно, что 2
2[ ]V f f∆ =  [7]. Тогда 2 20 ( ) ( )u x f w x= ∆ − = ∆  и 

поэтому для функции ( )w x  получаем следующую задачу 
2 ( ) 0, ;w x x S∆ = ∈         (4) 
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где обозначено 
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Λ =∑ . Из результатов работы [6] следует следующее условие разрешимости задачи (4)–

(5), полученное В.В. Карачиком. 

Теорема 2. Решение задачи (4)–(5) из класса 3( )u C S∈  в случае, когда при некотором 

0m∈ℕ  имеет место равенство ( ) 0m∆ = , существует тогда и только тогда, когда функции 
2
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( )1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,mS
H t q m t q m t dtϕ ϕ

∂
+ =∫          (7) 

где ( )mH x  – произвольный однородный гармонический полином степени m , а вектор 1
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является решением системы алгебраических уравнений 

00 01 11 1

00 01 02 11 12 13 2

( )
0.

( 2) (2 4 ) ( 2) (2 4 )( ) ( )

a a m a m q m

a m a n m a m a n m a ma q m

+  
=  + + + + + + + +   

 (8) 

Для вычисления функций 1( )tϕ  и 2( )tϕ  из (6) воспользуемся теоремой 13 из [8]. 

Теорема 3. Пусть полином ( )f x  записан в виде 2 ( )
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В соответствии с разложением (3) выберем ( ) ( ) 2
,( ) ( ) ( ) (| | )i i

s i s sf x f x u x P x= = , где 
( ) ( ) 2( ) (| | )i i
s su x P x  – одно из слагаемых в разложении ( )f x  в сумму (3). Тогда из теоремы 3 вытека-
ет, что верно равенство 
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где ( ) ( )i
sQ t  – некоторый полином от t . Вычислим функции 1( )tϕ  и 2( )tϕ  из (6) при ,( ) ( )s if x f x= . 

Нетрудно видеть, что в этом случае 
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где постоянные sc  и sd  выражаются через коэффициенты ( ) ( )i
sQ t  и коэффициенты задачи (1)–(2). 

Подставляя эти функции в левую часть условия (7), получим 

( )1 2( ) ( ) ( ) ( ) ,s s m sS
A q m c q m d H t u t dt

∂
= + ∫  

где 0m∈ℕ  удовлетворяет равенству ( ) 0m∆ = . Из условия (3) вытекает, что s m≠ , а значит в 
силу ортогональности на S∂  однородных гармонических полиномов разных степеней m  и s  
имеем 0A = . Таким образом условия теоремы 2 выполнены. Значит решение задачи (4)–(5), а 
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следовательно и решение задачи (1)–(2) при ,( ) ( )s if x f x=  существуют. Применяя аналогичные 

рассуждения для всех слагаемых ( ) ( ) 2( ) (| | )i i
s su x P x  в разложении ( )f x  в сумму (3), получаем ут-

верждение теоремы. 
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HOMOGENEOUS DIRICHLET-RIQUIER PROBLEM FOR INHOMOGEN EOUS 
BIHARMONIC EQUATION IN A BALL 
 
I.A. Gulyashikh 1 
 

The solvability condition of the homogeneous Dirichlet–Riquier boundary value problem for inho-
mogeneous biharmonic equation in the unit ball, having polynomial right-hand part is obtained. 

Keywords: Dirichlet–Riquier boundary value problem; inhomogeneous biharmonic equation; solv-
ability conditions. 
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