
Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2016, том 8, № 2, С. 71–76 

71

УДК 538.913 DOI: 10.14529/mmph160210 
 
 

РАСЧЕТ КОНЦЕНТРАЦИИ ВАКАНСИЙ 
ПРИ ТЕРМОМЕХАНИЧЕСКОМ НАГРУЖЕНИИ 
 
А.В. Галактионова, А.К. Емалетдинов 
Уфимский государственный авиационный технический университет, г. Уфа,  
Российская Федерация 
E-mail: g-arina@yandex.ru 
 

Рассмотрено моделирование кинетики вакансий при термомеханиче-
ском нагружении, которое включает циклические напряжения растяжения 
и воздействие температуры. Кинетика вакансий определяется диффузион-
ным уравнением с учетом диффузионных и термических напряжений. По-
лучена система уравнений для неоднородной концентрации вакансий для 
одномерной задачи, решаемая численными методами. 
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Эволюция вакансионной системы и зарождение пор под действием циклической термомеха-

нической нагрузки определяют долговечность нанокристаллических двухфазных сплавов, на-
пример, жаропрочных сплавов, представляющих собой композиционные материалы, состоящие 
из кубических зерен 'γ  фазы размером до 0,5 мкм и соединенных тонкими прослойками мат-

ричной γ  фазы толщиной до 0,05 мкм [1–3]. В процессе эксплуатации сплавы испытывают ком-
плексное воздействие нескольких эксплуатационных факторов: высоких нагрузок, вибрации, не-
равномерного циклического нагрева. Под действием термомеханических нагрузок происходит 
зарождение избыточных неравновесных вакансий, активация диффузионных процессов, рост 
пор. Парциальные коэффициенты диффузии компонентов различны, что также приводит к воз-
никновению потоков вакансий в зернах и прослойках. Исследование кинетики вакансий, роста и 
залечивания пор в никелевых жаропрочных сплавах в технологиях залечивания пористости было 
проведено в работах [4–6]. Однако кинетика возникновения и развития избыточной концентра-
ции вакансий при различных видах термомеханического нагружения, которые возникают при 
эксплуатации, до настоящего времени не исследована. 

Целью работы является проведение расчета концентрации вакансий в одномерной модели 
при термомеханическом нагружении, включающем циклические напряжения растяжения, темпе-
ратурные напряжения и нагрев до высоких температур с учетом микроструктуры.  

Рассмотрим бесконечную изотропную пластину, находящуюся под действием постоянных и 
циклических растягивающих напряжений вдоль 
и температурного градиента поперек пластины. 
Для решения задачи об определении межфаз-
ных напряжений нужно рассмотреть периоди-
ческую ячейку '/γ γ -микроструктуры, состоя-

щую из 'γ -кубоида, окруженного γ -
оболочкой, которая в свою очередь состоит из 
трех γ -пластин, трех γ -брусьев и маленького 

γ -кубоида (рис. 1). В данной статье исследует-
ся задача с учетом изменения коэффициента 
диффузии при наличии циклических напряже-
ний и градиента температуры.  

В процессе нагружения возникает избы-
точная неоднородная неравновесная концен-
трация вакансий. В условиях непрерывного изменения температуры развиваются напряжения, 
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Рис. 1. Схематическая микроструктура  
жаропрочных никелевых сплавов  
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возникающие вследствие разницы коэффициентов термического расширения фаз. Кинетика ва-
кансий определяется диффузионным уравнением с источником вакансий по термактивационному 
механизму с учетом диффузионных и термических напряжений, а также концентрации напряже-
ний возле включений [7–11]. Межфазные (когерентные) напряжения в '/γ γ -микроструктуре не-

деформированных жаропрочных никелевых сплавов возникают из-за разности параметров γ - и 

'γ -решеток. 
В работах [12–14] межфазные напряжения рассчитывали в двумерном приближении (плоское 

деформированное состояние). Согласно принятым допущениям, напряженное состояние перио-

дической ячейки описывается двумя компонентами напряжений mσ  и pσ  (рис. 1). 
За счет работы термомеханических нагрузок происходит зарождение избыточных вакансий. 

Кинетика изменения плотности избыточных вакансий в первом приближении описывается урав-
нением [7] 

0

0

c cc
D c

t τ
−∂ + ∇ ∇ =

∂
,                                                           (1) 

где c  – избыточная плотность вакансий, 0c  – равновесная плотность вакансий, 0τ  – среднее вре-
мя жизни вакансий до поглощения стоками (дислокациями, границами и др.), D – коэффициент 
диффузии вакансий. Характерное время жизни вакансии до поглощения в стоке оценивается вы-
ражением [7] 

2 /0 l p Dτ = ,                                                                   (2) 

где l  – среднее расстояние между стоками, p  – коэффициент прилипания вакансии. В зависимо-
сти от плотности стоков время жизни вакансий может изменяться от 10 до 103 с. 

В упругом поле напряжений σ  и температур T в изотропной среде вакансии будут обладать 
химическим потенциалом, который может быть представлен в виде [7] 

0

1
ln( )

3
Tkc

kT T
c cD

μ σ= − Ω + ,                                                    (3) 

где Ω  – мощность вакансии, характеризующая изменение объема кристалла при образовании в 

нем вакансии, 29 33 10 м−Ω = ⋅ , Tk  – термодиффузионное отношение, 80 1,8 10 Паσ = ÷ ⋅ . Первое 
слагаемое описывает диффузию вакансий, второе и третье слагаемые характеризуют дрейфовое 
движение вакансий под действием неоднородных напряжений и температуры соответственно. 
Равновесная концентрация вакансий определяется соотношением 

0 exp( )
E

c
kT

σ− + Ω= ,                                                           (4) 

где E  – энергия образования вакансии. Систему уравнений (1)–(4) необходимо дополнить гра-
ничными условиями. На неравновесную концентрацию вакансий оказывают влияние концентра-
ционные и диффузионные напряжения,  циклическая термомеханическая нагрузка. Величина 
концентрационных напряжений зависит от размерного несоответствия атомов и модулей сжи-
маемости компонентов. Диффузионные напряжения возникают вследствие неравных встречных 
потоков атомов компонентов. В первом приближении в линейной теории упругости суммарные 
напряжения будут определяться выражением [5–8] 

0 0 1 0( ) (Tr K c K T r)σ σ σ α= + Ω + − ,                                               (5) 

где  0 1,σ σ  – значения напряжений центробежных растяжения и вибрационных соответственно, 

1193 1293Т К= ÷ , 0K  – модуль всестороннего сжатия, Tα  – коэффициент теплового расширения. 
Первое слагаемое описывает растягивающие центробежные напряжения, второе и третье слагае-
мые характеризуют концентрационные и вибрационные напряжения, последнее – термоупругие 
напряжения. 

При взаимодействии одиночных избыточных вакансий в поле напряжений и температур воз-
никают неустойчивости, приводящие к образованию кластеров вакансий. Избыточная плотность 
вакансий c  определяется выражением 
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0 0 0 exp( )
D

c c c c c
D kT

σΔ ΩΔ = − = + ,                                               (6) 

где m pD D DΔ = − ; Dm, Dp – коэффициенты диффузии в пластине и кубоиде соответственно. Ре-

шение системы уравнений (1)–(6) возможно только численными методами. Для упрощения зада-
чи рассмотрена усредненная по срединной линии 'γ -кубоида, одномерная стационарная задача 

для слоистой системы, состоящей из  '/γ γ - микроструктуры с толщиной /p ml l  соответственно, 

где 60,5 10 мpl −= ⋅ , 60,05 10 мml
−= ⋅  [7, 8]. Задача рассматривается при условии, что величины 

зависят только от координаты х. На границах заданы условия непрерывности для концентрации и 
плотности потока вакансий.  

На рис. 2 приведены относительные профили неоднородной концентрации вакансий в '/γ γ - 
микроструктуре, полученные при численных расчетах стационарной одномерной задачи и пока-
зывающие пространственные распределения вакансий вдоль оси х. Рис. 3 и рис. 4 показывают 
изменение избыточной плотности вакансий при воздействии вибрационных напряжений и тем-
пературы, соответственно. Изменения значений Δc на рис. 3 соответствуют переменным воздей-
ствиям вибрационных напряжений с течением времени. 

 

 
Рис. 2. Профиль зависимости неоднородной стационарной концентрации вакансий от расстояния x   

в зернах 'γ - фазы и γ - прослойке при действии растяжения 8
0 1,8 10σ = ⋅  Па и температуры 1100Т =  К 

 
При моделировании использованы следующие значения параметров: 0 180 МПаσ = , 

6 118,1 10 KTmα − −= ⋅ , 6 111,9 10 KTpα − −= ⋅ , 1100 КТ = , 
14 23,2 10 м /сpD −= ⋅ , 13 22 10 м /сmD −= ⋅ , 

7
1 5 10 Паσ = ⋅ , 0 10 сτ = .  
Таким образом, в наноструктурном сплаве при термомеханической нагрузке возникает зна-

чительное пересыщение неравновесных вакансий. 
Рассматривая решетку с избыточными вакансиями как пересыщенный раствор, можно рас-

смотреть различные механизмы их релаксации, например, образование и рост пор. В рамках ме-
ханизма диффузионно-деформационной неустойчивости при достижении критического значения 
избыточных вакансий может возникнуть явление восходящей диффузии, когда малые локальные 
флуктуационные превышения концентрации вакансий начинают расти. Рост обусловлен сниже-
нием энергии Гиббса в области повышенной концентрации вакансий, вызванным действием тер-
момеханических напряжений. Для зависимости скорости роста флуктуации Fr  от времени можно 

использовать уравнение [7]  0/F vr D c rc≅ Δ . 
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Используя параметры для никеля можно оценить время зарождения 110 cFt
−≅ . Благодаря 

пересыщению вакансий флуктуация может расти в виде поры до размера Пr за время зt : 
6

02 / 0,5 10 мП v зr D c t c −≅ Δ ≅ ⋅ . 

Исследование жаропрочного никелевого сплава ЖС32-ВИ в монокристаллических охлаж-
даемых рабочих лопаток ТВО методом растровой электронной микроскопии показало, что при 
действии растягивающих напряжений при средней температуре 1100К поры размером до 1 мкм 
образуются в γ′- матрице [4]. 

Таким образом, полученное соответствие теоретических оценок с экспериментальными дан-
ными говорит об адекватности предложенной модели. 
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Рис. 3. Изменение избыточной плотности вакансий 
в зависимости от времени 

Рис. 4. Изменение избыточной плотности вакансий 
в зависимости от температуры 
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CALCULATION OF VACANCY CONCENTRATION 
UNDER THERMO-MECHANICAL LOADING 
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The evolution of vacancy system and pore emergence under the influence of cyclic thermo-
mechanical loading determines the durability of the nanocrystalline two-phase alloys such as 
superalloys, which are composite materials. The emergence of excess non-equilibrium vacancies, the 
activation of diffusion processes and the pore growth occur under the influence of thermo-mechanical 
loading. However, kinetics of the emergence and evolution of the excess vacancy concentration at 
various kinds of thermo-mechanical loading arising during the operation process have not been 
investigated yet. In this paper, the vacancy concentration in the one-dimensional model for thermo-
mechanical loading including cyclic tensile stresses, thermal stresses and heating to high temperature 
taking into account microstructure is calculated. The considerable supersaturation of non-equilibrium 
vacancies arises in nanostructured alloys under the influence of thermo-mechanical loading. The rising 
of diffusion may occur at a critical value of excess vacancies as part of the diffusion-deformation 
stability mechanism, when small local fluctuation of excess vacancy concentration begins to grow. The 
growth occurs due to a Gibbs energy decrease in the increased vacancy concentration caused by the 
influence of thermo-mechanical stresses. 

Keywords: thermal expansion; chemical potential; diffusion stresses; inhomogeneous concentration 
of vacancies; thermal activation mechanism. 
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