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Рассматривается краевая задача типа задачи Гильберта в классах ква-
зигармонических функций. Разработан метод решения в явном виде одно-
родной задачи Гильберта для квазигармонических функций первого рода в 
круговых областях. Кроме того, установлено, что картина разрешимости 
рассматриваемой задачи существенно зависит от того, является ли носите-
лем краевых условий единичная окружность или окружность неединичного 
радиуса. 

Ключевые слова: краевая задача; задача типа Гильберта; квазигармониче-
ская функция; дифференциальное уравнение; круговая область; единичная ок-
ружность; неединичная окружность. 

 

1. Постановка задачи. Пусть T+  – конечная односвязная область на плоскости комплексно-
го переменного z x iy= + , ограниченная простым гладким замкнутым контуром L . 

Напомним [1–2], что квазигармоническими функциями рода n  в области T+  называются ре-
гулярные в этой области решения дифференциального уравнения 
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, а n  – некоторое фиксированное натуральное число.  

Известно [1–3], что всякую квазигармоническую функцию рода n  в области T+  можно 
представить в виде 
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 а ( )zϕ  – аналитическая в области T+  функция, называемая аналити-

ческой компонентой квазигармонической функции W(z). 
Определение 1. Будем говорить, что квазигармоническая функция ( )W z  рода n ( 1n ≥ ) при-

надлежит классу ( )( ) ( )m
n T H L+ ∩Q , если в представлении (2) аналитическая компонента 

( )( ) ( ) ( )mz A T H Lϕ +∈ ∩ , т.е. аналитическая функция ( )zϕ  непрерывно (в смысле Гельдера) про-
должается на контур L вместе со своими производными до порядка m включительно (здесь m – 
некоторое фиксированное неотрицательное целое число). 

Рассматривается следующая краевая задача. 
Требуется найти все квазигармонические функции ( )W z  рода n ( 1n ≥ ), принадлежащие 

классу ( )( ) ( )n
n T H L+ ∩Q  и удовлетворяющие на L  условию 

{ }Re ( ) ( ) ( ),h t W t q t⋅ =           (3) 

где ( ) ( ) ( )h t a t ib t= +  и ( )q t  – заданные на контуре L  функции класса ( )H L  (т.е. удовлетворяю-
щие на L  условию Гельдера). 

В дальнейшем сформулированную выше задачу будем называть задачей Гильберта для ква-
зигармонических функций рода n или, коротко, задачей nГ , а соответствующую однородную 

задачу ( ( ) 0)q t ≡  назовем задачей 0
nГ . 
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Сразу заметим, что в силу представления (2) краевое условие (3) можно переписать в виде 
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где ( ) lim ( )
z t L

t zϕ ϕ+

→ ∈
= . Но равенство (4) есть краевое условие хорошо известной (см., например, 

[4, с. 245]) обобщенной (дифференциальной) краевой задачи типа Гильберта относительно ана-

литической в области T+  функции ( )zϕ . 

Таким образом, по сути, задача nГ  равносильна обобщенной (дифференциальной) задаче ти-
па Гильберта (4) относительно аналитической функции ( )zϕ . 

Хорошо известно (см., например, [4, 5]), что в общем случае обобщенная краевая задача 
Гильберта с краевым условием вида (4) решается методом интегральных уравнений, и её картина 
разрешимости не допускает точного описания (обычно в таких случаях говорят, что краевая за-
дача не решается в замкнутой форме). Поэтому для краевых задач вида (4) актуальной является 
проблема, состоящая в установлении частных случаев достаточно общего характера, когда рас-
сматриваемая задача решается эффективно и допускает точное описание картины её разрешимо-
сти. 

В связи со сказанным выше, примем следующее определение (см. также [1, 6]). 
Определение 2. Будем говорить, что краевая задача nГ  допускает явное решение, если ее 

общее решение удается построить, используя только известные формулы для решения обычной 
скалярной задачи Гильберта для аналитических функций, а также решая конечное число линей-
ных дифференциальных уравнений и (или) систем линейных алгебраических уравнений, для ко-
торых матрица системы может быть выписана в явном виде (в квадратурах). 

В работе [2] одного из авторов был разработан метод явного решения задачи nГ  в случае, 

когда T+  – единичный круг. Однако недавно авторы обнаружили, что картина разрешимости рас-
сматриваемой задачи существенно меняется, если вместо единичного круга рассмотреть круг не-
единичного радиуса. Поэтому основной целью настоящей заметки является установление причи-

ны различия в картинах разрешимости однородной задачи 0
nГ  в круге { }:rT z z r+ = < , 0r > , в 

зависимости от того, является ли 1r =  или 1r ≠ . Для удобства при сравнительном анализе ре-

зультатов исследования задачи 0
nГ  в случаях 1r =  и 1r ≠ , ниже мы раздельно излагаем эти ре-

зультаты, причем ради краткости ограничиваемся решением задачи 0
nГ  в классах квазигармони-

чесих функций первого рода, т.е. при 1n = . 
 

2. Метод явного решения задачи 0
1Г  и картина её разрешимости в случае единичного 

круга. Пусть { }: 1T z z+ = <  и { }: 1L t t= = . Сразу отметим, что в случае 1n =  представление (2) 

принимает вид: 
( ) 2
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1
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где (1)( ) ( ) ( )z A T H Lϕ +∈ ∩ . 

Так как в точках единичной окружности L  выполняется тождество 1t t= , то краевое усло-

вие (3) для однородной задачи 0
1Г  ( ( ) 0)q t ≡  с учетом (5) можно переписать в виде 

1 ( )
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Далее введем в рассмотрение вспомогательную аналитическую в круге T+  функцию 
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( )
( ) ( )

d z
z z z

dz

ϕ ϕΦ = − ,   z T+∈ ,                                                  (7) 

где ( )zϕ  – аналитическая компонента искомой квазигармонической функции ( )W z . С учетом 

(7) и 1t t=  краевое условие (6) можно записать так: 

{ }Re ( ) ( ) 0,t h t t t L+⋅ ⋅ Φ = ∈ ,                                                    (8) 

где ( ) lim ( )
z t L

t z+

→ ∈
Φ = Φ . 

В дальнейшем равенство (8) будем использовать в следующей комплексной форме: 

( ) ( ) ( ),t G t t t L+ +Φ = Φ ∈ ,                                                       (9) 
где 

2 ( )
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( )

h t
G t t

h t
= − . 

Поскольку решения задачи Гильберта 0
1Г  ищутся в классе (1)

1( ) ( )T H L+ ∩Q , то равенство 
(9) (или, что то же самое, (8)) есть краевое условие обычной однородной краевой задачи Гильбер-

та относительно функции ( )zΦ , аналитической в круге { }: 1T z z+ = <  (см., например, [1, с. 80] 

или [4, с. 283]).  
В дальнейшем индекс задачи Гильберта (9), т.е. число Ind ( ) 2( 1)G t mχ = = + , где Ind ( )m h t= , 

будем также называть индексом исходной задачи 0
1Г . 

Как известно (см., например, [1, с. 91] или [4, с. 283]), если индекс 0χ ≥ , то однородная за-
дача Гильберта (9) безусловно разрешима и ее общее решение можно задавать формулой 
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0α  − произвольная действительная постоянная, а k k kiλ α β= +  ( 1, 2, ..., )k n=  − произвольные 
комплексные постоянные. Если же индекс 0χ < , то однородная задача Гильберта (9) не имеет 
(нетривиальных) решений. 

Предположим, что 0χ ≥ . Тогда в силу (7) получаем 

( )
( ) ( )

d z
z z z

dt

ϕ ϕ− = Φ , z T+∈ ,                                                 (12) 

где ( )zΦ  − общее решение задачи Гильберта (9), задаваемое формулой (10). Таким образом, в 
случае 0χ ≥  аналитическая компонента ( )zϕ  искомой квазигармонической функции ( )W z  
должна удовлетворять линейному неоднородному дифференциальному уравнению 1-го порядка 
вида (12). 

Для построения общего решения неоднородного дифференциального уравнения (12) сначала 
найдем общее решение соответствующего однородного уравнения 

( )
( ) 0

d z
z z

dt

ϕ ϕ− = , z T+∈ .                                                    (13) 

Равенство (13) есть линейное однородное дифференциальное уравнение Эйлера 1-го порядка 

(см., например, [7], с. 136). Легко проверить, что все аналитические в круге { }: 1T z z+ = <  реше-

ния уравнения Эйлера (13) можно задавать формулой 
 

0 1( )z C zϕ = ,                                                                 (14) 

где 1C  – произвольная комплексная постоянная. 
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Далее, частное решение линейного неоднородного дифференциального уравнения (12) будем 
искать методом вариации произвольных постоянных, т.е. в виде  

1 1( ) ( )z C z zϕ = ⋅ ,                                                              (15) 

где 1( )C z  – мероморфная в круге T+  функция комплексной переменной z , для которой выраже-

ние 1( )C z z⋅  есть аналитическое решение дифференциального уравнения (12) в этом круге, не-
прерывно (в смысле Гельдера) продолжающееся на единичную окружность L  вместе со своей 

производной 1-го порядка, т.е. (1)
1( ) ( ) ( )z T H Lϕ +∈ ∩A . Для нахождения функции 1( )C z , постав-

ляя функцию (15) в левую часть неоднородного уравнения (12), получаем следующее уравнение 
Лагранжа: 

' 2
1( ) ( )C z z z−= Φ .                                                              (16) 

Из формулы (16) видно, что для того чтобы функция 1( )C z  была мероморфной в единичном 

круге T+ , необходимо и достаточно выполнение следующего условия:  
'(0) 0Φ = .                                                                   (17) 

При выполнении условия (17), с помощью интегрирования из (16) получаем 
2

1( ) ( )C z z z dz−= Φ∫ ,                                                           (18) 

где 2 ( )z z dz− Φ∫  – фиксированная первообразная функции 2 ( )z z− Φ  в единичном круге T+ . 

Итак, в силу (15) и (18), частное решение неоднородного дифференциального уравнения (12) 
при 0χ ≥  можно задавать в виде 

2
1( ) ( )z z z z dzϕ −= Φ∫ .                                                         (19) 

Поскольку решения задачи Гильберта 0
1Г  ищутся в классе (1)

1( ) ( )T H L+ ∩Q , то функция (19) 

должна принадлежать классу (1)( ) ( )T H L+ ∩A , т.е. быть непрерывно (в смысле Гельдера) про-
должающейся на контур L  вместе со своей производной 1-го порядка. В силу известной теоремы 
Харди и Литтльвуда (см., например, [8, с. 397]), для этого необходимо и достаточно, чтобы в кру-

ге T+  выполнялись неравенства: 

1
1

( )

(1 ) k

k
k

k

Md z

dz δ
ϕ

ρ −≤
−

,  1,2k = ,                                                  (20) 

где | |; , ( 1, 2)k kz M kρ δ= =  – некоторые положительные постоянные, причем 0 1kδ< ≤ . 
Замечание 1. Важно отметить, что при 0χ ≥  некоторые из условий вида (17) и (20) можно 

удовлетворять за счет определенного выбора значений произвольных постоянных 0α  и 

k k kiλ α β= +  ( 1, 2, ..., 1)k m= + , входящих в выражение функции ( )zΦ , задаваемой формулой 
(см. ниже пример 1). 

Предположим, что условия (17) и (20) выполняются. Тогда при 0χ ≥  общее решение линей-

ного дифференциального уравнения (12), принадлежащее классу (1)( ) ( )T H L+ ∩A , можно зада-
вать так: 

2
1( ) ( )z C z z z z dzϕ −= + Φ∫ ,                                                       (21) 

где 1C  – произвольная комплексная постоянная. Тогда (в силу представления (5)) общее решение 

искомой однородной задачи 0
1Г  при 0χ ≥  можно задавать формулой: 

( )1 2 2
1 1

2
( ) ( ) ( ) ( )

1

z
W z C z z z z dz C z z z z dz

zz
− − −= + Φ + Φ − + Φ

+∫ ∫ .                       (22) 

Рассмотрим теперь случай, когда 0χ < . В этом случае (см., например, [1, с. 91] или [4, с. 
283]) однородная задача Гильберта (8) имеет лишь тривиальное (нулевое) решение, т.е. ( ) 0zΦ ≡ . 
Следовательно, аналитическая компонента ( )zϕ  искомой квазигармонической функции ( )W z  в 
данном случае должна удовлетворять линейному однородному дифференциальному уравнению 
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Эйлера 1-го порядка вида (13). Но как показано выше, общее решение однородного уравнения 

(13) задается формулой (14). Значит, при 0χ <  общее решение однородной задачи 0
nГ  также 

можно задавать формулой (22), где нужно положить ( ) 0zΦ ≡ . 
Тем самым установлена справедливость следующего утверждения. 

Теорема 1. Если индекс 0χ ≥  и { }: 1T z z+ = < , то для разрешимости однородной задачи 
0
1Г  в классе квазигармонических функций первого рода, необходимо и достаточно, чтобы функ-

ция ( )h t  удовлетворяла условиям (17) и (20), причем при выполнении указанных условий, общее 

решение задачи 0
1Г  можно задавать формулой (22). Если же индекс 0χ < , то однородная зада-

ча 0
1Г  в единичном круге { }: 1T z z+ = <  безусловно разрешима и её общее решение задается 

формулой (22), где нужно положить ( ) 0zΦ ≡ . 

Далее, пользуясь теоремой 1, опишем картину разрешимости однородной задачи 0
nГ  в еди-

ничном круге { }: 1T z z+ = < , т.е. установим число l  линейно независимых (над полем действи-

тельных чисел R ) решений этой задачи.  
Пусть 0χ < . Тогда, как видно из формулы (22), где ( ) 0zΦ ≡ , общее решение однородной 

задачи 0
1Г  в единичном круге { }: 1T z z+ = <  линейно зависит лишь от одной произвольной ком-

плексной постоянной 1 1 1C p iq= + , т.е. от двух произвольных действительных постоянных 1 1,p q . 
Значит, если 0χ < , то 2l = . 

Предположим теперь, что 2( 1) 0mχ = + ≥  и { }: 1T z z+ = < . В этом случае общее решение 

однородной задачи Гильберта (8) (т.е. аналитическая функция ( )zΦ ) линейно зависит от 2 3m+  
произвольных действительных постоянных (см. формулу (10)). Но некоторые из указанных по-
стоянных могут исчезнуть в результате удовлетворения условий разрешимости вида (17) и (20) 

(см. замечание 1 и ниже пример 1). Следовательно, в данном случае общее решение задачи 0
1Г , 

задаваемое формулой (22), линейно зависит не более чем от 2 5m+  произвольных действитель-
ных постоянных, т.е. если 0χ ≥ , то 2 5l m≤ + , где Ind ( )m h t= . 

Пример. Требуется найти все квазигармонические функции ( )W z  первого рода в круге 

{ : 1}T z z+ = < , принадлежащие классу (1)
1( ) ( )T H L+ ∩Q  и удовлетворяющие на { }: 1L t t= =  

условию 
{ }Re ( ) 0W t = .                                                                (23) 

Решение. В данном примере 1n = , ( ) 1h t =  и Ind ( ) 0m h t= = . Следовательно, индекс данной 
задачи 2( 1) 2mχ = + = . Значит, согласно формуле (10), в данном случае имеем: 

{ }1
0 1 1( ) ( ) ,z iz z z z Tα λ λ − +Φ = + − ∈ ,                                            (24) 

где 0α  − произвольная действительная постоянная, а 1 1 1iλ α β= +  − произвольная комплексная 
постоянная. Заметим, что дифференциальное уравнение (13) в данном случае имеет вид: 

{ }1
0 1 1

( )
( ) ( )

d z
z z iz z z

dz

ϕ ϕ α λ λ −− = + + ,  z T+∈ .                                     (25) 

Теперь нетрудно проверить, что для того чтобы выполнялось условие вида (17), достаточно 
положить правой части (24) 0 0α = . Тогда из (25) получаем 

2
1

( )
( )

d z
z z i z i

dz

ϕ ϕ λ λ− = + , z T+∈ .                                               (26) 

Согласно формуле (19), частное решение дифференциального уравнения (26) можно задавать 
так: 

2
1 1 1( )z i z iϕ λ λ= − ,                                                             (27) 
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где 1λ  – произвольная комплексная постоянная. Очевидно, что для функции вида (27) выполня-
ются условия вида (20). Следовательно, общее решение дифференциального уравнения (25), при-

надлежащее классу (1)( ) ( )T H L+ ∩A , имеет вид: 
2

1 1 1( )z i z C z iϕ λ λ= + − ,                                                        (28) 

где 1 1,C λ  – произвольные комплексные постоянные. 
Наконец, подставив значение функции (28) в правую часть формулы (5), получим общее ре-

шение исходной задачи (23) в виде 

2
1 1 1 1 1

2
( ) 2 ( )

1

z
W z C i z i z C z i

zz
λ λ λ= + − + −

+
, 

где 1 1,C λ  – произвольные комплексные постоянные. 

3. О решении задачи 0
1Г  и картине её разрешимости в случае { }:rT z z r+ = <  и 

{ }:rL t t r= = , где 1r ≠ . Будем искать решение задачи 0
1Г  в виде 

( ) 2
( ) ( )

1

d z z
W z z

dz zz

ϕ ϕ= −
+

,                                                     (29) 

где (1)( ) ( ) ( )r rz A T H Lϕ +∈ ∩ . 

Так как в точках окружности { }:rL t t r= =  выполняется тождество 2t r t= , то с учетом 

(29) краевое условие (3) при 1n =  и ( ) 0q t ≡  можно переписать так: 
2

1
2

( )
Re ( ) ( ) 0,

1
r

d t r
t h t t t t L

dt r

ϕ ϕ
+

− +   − = ∈   +   
,                                   (30) 

где ( ) lim ( )
rz t L

t zϕ ϕ+

→ ∈
= . 

Введем теперь в рассмотрение вспомогательную аналитическую в круге { }:rT z z r+ = <  

функцию 
2

2

( ) 2
( ) ( )

1

d z r
z z z

dt r

ϕ ϕΨ = −
+

, rz T+∈ ,                                          (31) 

где ( )zϕ  – аналитическая компонента искомой квазигармонической функции ( )W z . С учетом 
(31) краевое условие (28) примет вид: 

{ }1Re ( ) ( ) 0, rt h t t t L− +Ψ = ∈ ,                                               (32) 

где ( ) lim ( )
rz t L

t z+

→ ∈
Ψ = Ψ . Ясно, что равенство (32) есть краевое условие однородной задачи Гиль-

берта относительно аналитической в круге { }:rT z z r+ = <  функции ( )zΨ . 

Пусть 2( 1)mχ = + , где Ind ( )m h t= , есть индекс задачи Гильберта (32). Тогда при 0χ ≥  од-
нородная задача Гильберта (32) безусловно разрешима и ее общее решение линейно зависит ров-
но от 1χ +  произвольных действительных постоянных (см. формулу (10)). Если же 0χ < , то од-
нородная задача Гильберта (32) не имеет нетривиальных решений. 

Далее предположим, что 2( 1) 0mχ = + ≥  и ( )zΨ  − общее решение однородной задачи Гиль-
берта (32). Тогда в силу (31) получаем 

2

2

( ) 2
( ) ( )

1

d z r
z z z

dt r

ϕ ϕ− = Ψ
+

, rz T+∈ .                                          (33) 

Таким образом, аналитическая компонента ( )zϕ  искомой квазигармонической функции 
( )W z  должна удовлетворять линейному дифференциальному уравнению 1-го порядка вида (33). 
Легко проверить, что однородное дифференциальное, соответствующее неоднородному 

уравнению (33), т.е. уравнение  
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2

2

( ) 2
( ) 0

1

d z r
z z

dt r

ϕ ϕ− =
+

,   rz T+∈ ,                                                  (34) 

не имеет в круге { }:rT z z r+ = < , 1r ≠ , нетривиальных (ненулевых) решений, принадлежащих 

классу (1)( ) ( )r rA T H L+ ∩ . Следовательно, в случае разрешимости, решение неоднородного диф-
ференциального уравнения (33) может содержат не более чем 1χ +  произвольных действитель-
ных постоянных. 

Предположим, что дифференциальное уравнение (33) в классе функций (1)( ) ( )r rA T H L+ ∩  
разрешимо, и уже найдено его решение ( )zϕɶ . Тогда в силу (29) решение искомой задачи Гиль-

берта 0
1Г  в круге { }:rT z z r+ = < , 1r ≠ , можно задавать формулой: 

( ) 2
( ) ( )

1

d z z
W z z

dz zz

ϕ ϕ
+

+= −
+

ɶ
ɶ ,                                                   (35) 

где ( )zϕɶ  – решение линейного дифференциального уравнения (33), принадлежащее классу 
(1)( ) ( )r rA T H L+ ∩ . 

Итак, справедливо следующее утверждение. 

Теорема 2. Если индекс 0χ ≥ , то для разрешимости  неоднородной задачи Гильберта  0
1Г  в 

классе квазигармонических функций первого рода в круге { }:rT z z r+ = < , 1r ≠ , необходимо и 

достаточно, чтобы линейное дифференциальное уравнение (33) было разрешимо в классе функ-

ций (1)( ) ( )r rA T H L+ ∩ , и при этом общее решение однородной задачи 0
1Г , задаваемое формулой 

(33), линейно зависит не более чем от 1χ +  произвольных действительных постоянных. Если 

же индекс 0χ < , то однородная задача 0
1Г  в круге { }:rT z z r+ = < , 1r ≠ , не имеет (нетриви-

альных) решений. 

Замечание 2. Сравнивая изложенные выше решения однородной задачи 0
1Г  в единичном 

круге { }: 1T z z+ = <  и в круге { }:rT z z r+ = < , 1r ≠ , замечаем, что существенное различие в 

картинах разрешимости этой задачи в указанных двух случаях возникает из-за того, что одно-

родное дифференциальное уравнение вида (34) в круге { }:rT z z r+ = < , 1r ≠ , не имеет (нетри-

виальных) решений, принадлежащих классу (1)( ) ( )r rA T H L+ ∩ , а в единичном круге, т.е. при 1r = , 
имеет ненулевые решения вида (14). 
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A Hilbert-type boundary value problem in the classes of quasi-harmonic functions is considered. 

Quasi-harmonic functions are regular solutions of an elliptic differential equation form 
2

2

( 1)
0,

(1 )

W n n
W

z z zz

∂ ++ =
∂ ∂ +

 where 
1

2
i

z x y

 ∂ ∂ ∂= − ∂ ∂ ∂ 
, 

1

2
i

z x y

 ∂ ∂ ∂= + ∂ ∂ ∂ 
, and n is a given positive integer. 

Using the fact that a circle is an analytic curve, we have developed an explicit method for finding solu-
tions of the Hilbert homogeneous boundary value problem for quasi-harmonic functions in circular do-
mains. The principal logic of this method consists of two stages. At stage one we are using a representa-
tion of quasi-harmonic function via analytic function and its derivatives to reduce the problem to the 
classical Hilbert problem for some auxiliary analytic function in the circular domain. A solution Φ(z) for 
this problem will be used at stage two, when we solve the linear differential Euler equation of order n 
with the right-hand side Φ(z). General solution for the problem can be explicitly expressed in terms of 
the solution of the Euler equation. Moreover, we have established that the solvability for the considered 
boundary-value problem depends essentially on whether a unit circumference is the carrier of boundary 
conditions or a non-unit circle. 

Keywords: boundary value problem; Hilbert-type boundary value problem; quasiharmonic func-
tion; differential equation; cyclic domain; unit circumference; non-unit circumference. 
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