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�����������	��
 ����
� �� ���	�	�	��� �����	�	�	��
 �������	� �

���	�	
��� �	
	��� ������������ ��
 �	������������� ��	����	���
����

������ �	�����	��� �
���� �������� ��� �	���	����� ������� �� ��	��	

������������. ������ ���	�	��
 �� ��	�	�� �	�	���� ����	��
 �� ����	

������������ � ���	����� ������� �������� � �����������	 �
������
 ��-

�������. �����
 ����
� ��������
 � ������ �	��������� ����
 � ���	-

��������� ������
�� ��
 ��  	�	��������� �����	��� � 
������ ���-

��������. !��	� ���	���������
 �����	��
 �������
 ����
� ��	������	�-

�
 � ��
��� ����
	 � ���������� ������
��. !�����	� �����	���� ������

����	��	� ����
� � ���	 �	
���� ���������� ��	�� � ��	����	� ��
����-

�	����� �������� �	"	��
 ����
	���� ����	�� ���������� �����	���. 

�������� ��	�
: ��
�	��	�	���� ��
���	��; ����
� ����	���; 	�����-

�������	� �������; ���	�
���
� �
�
�
 � ������
����� 
��	����; �
��	�����

���	�. 

#�	�	��	

� ����������	 
����
� ��� ����������� ������������� ���
��
�	 ��������
��  
����-

�������, ������� � ����� �������
������ ��������, ������������ � ������
����	 
����
� �


��
������-������
�����	 ������
���, �� �����
������� [1–3]. ������ ��� ����

��������


������������ �����
�� ������  ���
��
�, 
�
���	 �����
 �������	 ����

����
�
�	 �������-

��
������
� 
����������� � ���
��
�
���  � ��� �����������, � ��������� ���������� � 
����-

���� ���

�� 
�����������. ��� �
�� ����	 �� �������� ����� �����
�� ����������� ��������-

���
�	 ����

����
�
� 
�����������, 
. �. ����������� �������� ��������, ������������ ���

������
� ��������� ������� ���
��
� �� ������� 
�����������. � ���

�
� ��� �� ���� �
�	

������  � 
����
�� �����
��	 !������ ���������
�� !������ "����–��	�����  [3–6] 
2

2

u
P l

d

ρ
λ∆ = , 

���  P∆  – ������� �������� �� ����

� 
����������� �����	 l, d  – �����
� 
�����������, λ  – 


��!!�#���
 �����������
��� �����
�������, ρ  – ���
���
� ���
��
�, u – ������� �
����
� ��

������� 
�����������. 

"����� !������, � 
�
�� ����� ��������� ���  
��!!�#���
� �����������
��� �����
��-

�����  ��� �����������  ������ ����� ������
� �� 
������ �� ���� ��������� �
�#���������


������ ���������� ����������� ���
��
�	 �� 
����������� ���  ���
��
�
������ �������-

���
�� ��
����.  ��� �
�� � 
����
�� ���������� ������� �� �
��
� 
����������� ���������
��


�
 ���������� «������� ����������». $�
 �����
��
 �����
��	 �����������
�	 ���!��� �
�-

���
� � �
�#�������� 
������� ���
�� ���
��
�	 ��� ��	�
���� �������� ��������.  ����
�

������ ���������
��� �� ��������� ����
������� ����
�� �������
 
 ������, �
� ����
� ����-

��� ���������� �� 
�����	 �
��
� 
����������� ����
 ���
�  ������� �
�������� [7, 8]. � ��
�-

��
��� ������
�����
�� 
�� ������ ��������	�
��� ���
��
�	 � 
�����	 �
��
�	, 
�
���� ��-

�
��
�
���
 ��������� ��������� ��������: ����������, ����
���������� �� ��
��� %���� �

����
���������� � ���������� ����������� [9–12]. ����
� ��� ������������� 
������ ���
�-

�
�	  � 
������������ ���

����
� ���������� ��������
�, 
�
��  �� �
�� ���������  ������	

��������
�� �� �
��
� 
�����������. � ����� � �
�� ��� ���

�
� 
�������������� 
�������
�
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������ �������� ����
 ������������ �� ����������� ��
���  ������������� �
����
�	 � ����-

������ ������� 
����������� ��� ���
�#�������� ��
�
�� 
�������
�������  ���
��  ���
�-

�
�	  ��� �������
��� ������� �� �
��
� 
�����������. 

� �����	 ����
� ������ ����������� ���� �
����
�	 ��� ���
�#�������� ��
�
��  ���
��  

���
��
�	 � 
������������ �����
�����
�� 
�
 ����
������ ������ � ��
��������� ��������  

��� ��������� ���
�#��������� 
������ ����������	 ���
�	 ���
��
� � 
�����������. 

!��������� ����
�

���
� ����
�� �������
����� ������������	 ����
�	 
���������� � ���

��� �
��
���, 

�����	 l, �������� R, � �� ���� ����
������
�� ���
�� ����������� ���
��
�. �����������
��,  

�
� ��� 0z   ���������� �� ��� 
����������� � ��
�
 ��������� ����� ��� 
���� 
�
, �
� �� 
���


�������
 �
����
�  ( , ,r zu u uϕ ) ��
��
�� �� � ���� 0zu ≠ , �  0ru = �  0uϕ = . &��
�� 
������

���
��
� ��������
������, ������ ���
��� ��!!����#������� ��������	, �����������

������ 
������, ����� �����
���
�  � ���� [4] 

1z z z
z

u u u P
u r

t z r r r z

ν

ρ

∂ ∂ ∂∂ ∂� �
+ = −� �∂ ∂ ∂ ∂ ∂� �

, 0 ,0r R t T< < < ≤ ,  

0zu

z

∂
=

∂
, 0zu

ϕ

∂
=

∂
, 

1
0

P

rρ

∂
=

∂
, 

1
0

P

ρ ϕ

∂
=

∂
,                                               (1)

��� zu  – 
�������
� �
����
� 
������ ���
��
�, ������������ ����������� ��� 
�����������, 

P  – ��������, ρ  – ���
���
� ���
��
�, ν µ ρ=  – 
�����
����
�� ���
��
�, µ  – ���������
��

���
��
� ���
��
�. '� �
����� � 
��
���� ��������� ���
��� (1) ������
, �
� zu �����
�����


!��
#�� 
���
� r �  t , � �� ���� ��������� – �����������
�  �������� P �
 r � ϕ . ( �
�  ��-

�����
, �
� P
z

∂
∂
�����
�� !��
#��	 
���
� �������.  

�������   

( , ) ( , )zu r t u r t= , 
( )P P t

z l

∂ ∆
− =

∂
, 

�� ���
��� (1) ������ 
 ��������	 !���� ��������� ���
�#��������� 
������ ���
�	 �����-

�����	 ���
��
� �� 
�����������

1 ( )u u P t
r

t r r r l

ν

ρ

∂ ∂ ∂ ∆� �
= +� �

∂ ∂ ∂� �
, 0 , 0r R t T< < < ≤ ,                                     (2) 

��� ( )P t∆  – ������� �������� �� ����� 
����������� � ����������� ��
�
�. 

���
���
� ���
��
� ρ , 
�����
����
�� ���
��
� ν � ������� �������� ( )P t∆ ���
��
��

���������.  

���
� ��� ��������� (2)  �����
��  ��������� �������  

0| ( )tu rψ= = ,                                                                   (3) 

� ��
��
������ ��������� ������� ������������
�  �� ����  ���  0r = ,  
�
����  �
�������
��  

�������

0| 0r

u

r
=

∂
=

∂
.                                                                    (4) 

����
� � ����� � 
��, �
�  �
����
� 
������ ���
��
� �� �
��
� 
����������� �� ���
����  

���������
������� ��������� � �� ����
 ����������
���, �!����������
� ��������� �������, 

���
��
�
������  ��������	�
��� ���
��
� � 
�����	 �
��
�	 
����������� �� �����
�����
��

���������.  &������
�����, �
��� �!����������
� 
����

��� ������, ������ ������	 (3), (4)  

���������� ������
� �������
������ �������. �����������, �
� ��
��  ��������� �� �������

��)������ ������� ���
��
� � 
����������� ( )Q t �����
��. $���� �������
������ ������� ���

���������  (2) ����� �����
���
� � ����

0

2 ( )

R

rudr Q tπ =� .                                                                (5) 



������� �.�. 	
���

�� ����� ����

� ��
�� 
�������
�� �����

�����������
��� ���
������ ����
� �
�������
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�
 «����������. ��������. ������» 
2017, ��� 9, � 2, �. 5–12 

7

��� �
�� �����������
�� ���������� ������� ������������  

0

2 ( ) (0)

R

r dr Qπ ψ =� . 

$�
�� �������, ������ ��
�����
�� � ����������� � ������������	 �����
�

{ }0 , 0r R t T≤ ≤ ≤ ≤ !��
#�� ( , )u r t , ������
�������	 ��������� (2) � �������� (3)–(5). *�����  

(2)–(5)  �
����
�� 
 
����� ����
������ ����� � ��
���������� ���������  ��� ��!!����#����-

��� ��������	 � ���
��� ����������� [13–16]. %��������� �
��
�
�, �
� ������� ����
�������

������� (5) �������
 
 �����
������� �����
������ 
������
�	 ��� ��������� �� ����  ����-


�����	 ������ (2)–(5) ������ ��-�� �
��
�
��� 
�
�	-���� ��!����#�� �� ��
���� �� ���� ��

�����#� �����
�. 

$	��� �	"	��


*����� (2)–(5) ������ 
 ������ � ��
������� ���������. "�!!����#����� ���
�� ����  (5)  

�� ���������	 t  

0

2

R
u dQ

r dr
t dt

π
∂

=
∂� . 

����
���� � �
� ���
�� ����  ���������  ��� u
t

∂
∂

  �� ��������� (2)  

0

1 ( )
2

R
u P t dQ

r r dr
r r r l dt

ν
π

ρ

� 	∂ ∂ ∆� �
+ =� �
 �∂ ∂� �� 


� . 

�������� ��
����������� �� ���
�� � ���
���� ������� (4), �������
2

( ) 1
|

2 2
r R

u R P t dQ
r

r l dt
ν

ρ π=
∂ ∆

+ =
∂

. 

+���� �� ��������� ��������� �
����
����� u
r=Rr
|∂

∂
, ������� �����
����� ��������� �������

�� �
��
� 
����������� ��� ��������� (2) 

1
| ( )

2 2
r R

u dQ R
P t

r R dt lπν ρ ν=
∂

= − ∆
∂

.                                                   (6) 

$����� ������ ��
�����
�� � ����������� !��
#�� ( , )u r t , ������
�������	  ���������  (2)  

� ���������� ������� (3) � ��
������ ��������� �������� (4), (6). 

"�� ���������� �� ���� ���������	 ������ (2)–(4), (6) ���������� ��
�� 
������� �����-

�
�	. & �
�	 #���� ������ ����������� ������
��� ��

�

{ }( , ) : , , 0,1, 2,... , 0,1, 2, ...i j i jr t r i r t j t i n j mω = = ∆ = ∆ = =

– � ������������	 �����
� { }0 , 0r R t T≤ ≤ ≤ ≤ �  ����� r R n∆ = �� ���������	 r �  t T m∆ =

�� ������� t . ��������� ��
��������� ��
���� ���
��
���#��, ��������� (2)  �� ���
������

����� ��

� ω ���
���� � ���
��
�
���  ������� ������
��� ����� [17] 
1 11 11

11 1
1/ 2 1/ 2

1
j jj jj j

ji ii i i i
i i

i

u u u uu u
r r P

t r r r r l

ν

ρ

+ ++ ++
++ −

+ −

� 	− −−
= − + ∆
 �

∆ ∆ ∆ ∆
 �� 

, 

��� ( , ), ( )
j j

i i j ju u r t P P t≈ ∆ = ∆ , 1/ 2 / 2i ir r r± = ± ∆ , 1,2,3,..., 1, 1,2,3,...., 1i n j m= − = − . 

%�������� �������  (3) �����
�������
�� 
����: 
0
i iu ψ= ,    0,i n= . 

"�� ���� ���� �����
� �����
����#�� ��������� ������	 (4), (6) ����� ���������� ��
�-

�������	 ��
�� ���
��
���#��. � ������
�
� ����� ���
�: 
1 1 12 2

10 0 1/ 2 1 0 1/ 2
1/ 2

2 2

j j j j
ju u u ur r

r P
t r l

ν
ρ

+ + +
+− −

= + ∆
∆ ∆

, 

111 2 2 21
11/ 2 1 1/ 2

1/ 2

1

2 2 2

jjj j j j
jnn n n n n

n

u uu u R r rQ Q
r P

t t r l
ν

π ρ

+++ +
+− − −

−

−− − −
= − − ∆

∆ ∆ ∆
, 
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��� ( )i irψ ψ= , ( )
j

jQ = Q t . 

����������� ���������� ���
��� ������
��� ��������	  
 ���������� ����: 

1 11 1
1 1 ( )

j jj j j
i i i i ii i

t
a u c u b u u P

lρ
+ ++ +

− +

∆
− + = − + ∆ , 1,2,3,.... 1, 1,2,3,...., 1i n j m= − = − ,               (7) 

0
i iu ψ= , 0,i n= ,                                                                  (8) 

1 1
1 10 1

j ju uθ η+ += + ,                                                                 (9) 

11
2 21

jj
n nu uθ η++

−= + ,                                                              (10) 

���

1/ 2 1/ 2 1/ 2
12 2 2

1/ 2 1/ 2

; ; 1; ;
0,5

i i
i i i i i

i i

tr tr tr
a b c a b

r r r r r r tr

ν ν ν
θ

ν
− +∆ ∆ ∆

= = = + + =
∆ ∆ ∆ + ∆

2 1 2
1/ 2 1/ 20

1 2
1/ 2 1/ 2

0,5 0,5 /

0,5

j j
r ru P r r t l

r r tr

ρ
η

ν

+∆ + ∆ ∆ ∆
=

∆ + ∆
; 

( )1 2 2 1 2
1/ 2 1/ 2

2 2 2
1/ 2 1/ 2

0,5 / 0,5( ) 0,5 /

0,5( )

j j j j
n n n

n n

r Q Q R r ru P r r t l

R r r tr

π ρ
η

ν

+ +
− −

− −

∆ − + − ∆ − ∆ ∆ ∆
=

− ∆ + ∆
; 

1/ 2
2 2 2

1/ 2 1/ 20,5( )

n

n n

tr

R r r tr

ν
θ

ν
−

− −

∆
=

− ∆ + ∆
. 

+�����
��� ������ (7)–(10) ��� 
����� !�
���������� �������� j , 1, 1j m= − �����
�����


����	 ���
��� ����	��� �����������
�� ��������	 � 
��������������	 ��
��#�	,  � 
�
���	 �


����
�� �������
��� ���
����
 ������������ �������� ��
���	 !��
#�	 ( , )u x t � �����  ���-

���
��	 ��

�, 
. �. 1j
iu + , 0,i n= , 1, 1j m= − . 

"�� �� ���� 
�
�� ���
��  ����� ����������
�  ������
� $�����, �����
�������	 ����	

�
��������	 ������
 ������
�� ��� ��
��� ���������
������� ��
������� �������
��� ,�����

(��
��  ������
�) [18]. &������� ������
�� $����� �� ���� ���
��� (7)–(10) ��� 
����� !�
-

����������  �������� j , 1, 1j m= − �����
�����
��  �  ����  

11
1 11

jj
i i iiu uα β++

+ ++= + , 1, 2, . . .,1, 0i n n= − − , 1 2 2

21

j n
n

n

u
θ β η

θ α
+ +

=
−

, 

��� 
��!!�#���
� i i� , � , 1, 2, 3, . . . .i n= ���������
�� �� !�������: 

1 1,α θ= 1 1β η= , 1
i

i
i i i

b

c a
α

α+ =
−

, 
1

1

/j j
i i i

i
i i i

a u t P l

c a

β ρ
β

α

+

+

+ + ∆ ∆
=

−
, 1, 2, . . . , 1i n= − . 

+�����
�
� ��������� �����
��. "�� ��������� �!!�

�����
� ���

����
��� ����������

������������� �������
������� ������
�� ���� ��������� ��������� �
��������
� ��� ��-

������� �����. &���� ���������� �
��������
� ��
�����
�� � ���������:  �����
�� �
����
�


������ ���
��
� �� �
��
� 
�����������

| ( )r Ru g t= = , 

�  � ���
�� �
��� ������� ���������
��  ( , )u r t �� ����  �����	 ������ (2)–(4). "����, �� !����-

�� (5) ���������
�� ( )Q t ��)����	 ������ ���
��
� � 
�����������, �  ��	������ ���������
�

��������
��  �� 
����� ������ ��� ���������� �� ���� ������ (2)–(4), (6). 

+����
� ����������� �� ����
����
�����-��������	 ������
��	 ��

� �  �����  

r∆ = 0,01 �, 1t∆ = �. +�����
�
� ���������� �
��������
�, ������������ ��� ������ R  = 0,6 �;  
310µ −= ��·�; �= 1000 
�/�

3
; ( )rψ = 0,0001 �/�; 5( ) 0,01 10P t∆ = ⋅ ��; ( )g t = 0,0001 �/�;  l = 5000 

�  �����
������  � 
���. 1; � ��	 tu � u  – 
�����  � ����������� ��������  !��
#�� ( , )u r t , �/�.  

+�����
�
� ���������� �
��������
� ��
������
, �
� ��������  ��
���	 !��
#��  ( , )u r t   

����
���������
�� � ����� ����
�	 
�����
�� �� ���� 
��
�� ������
��	 ��

�. 



������� �.�. 	
���

�� ����� ����

� ��
�� 
�������
�� �����

�����������
��� ���
������ ����
� �
�������
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��+,�-� 1 

t = 600 � t = 900 � t = 1500 � t = 1800 �

r, � tu u tu u tu u tu u

0,00 0,1201 0,1201 0,1801 0,1801 0,3001 0,3001 0,3601 0,3601 

0,05 0,1201 0,1201 0,1801 0,1801 0,3001 0,3001 0,3601 0,3601 

0,10 0,1201 0,1201 0,1801 0,1801 0,3001 0,3001 0,3601 0,3601 

0,15 0,1201 0,1201 0,1801 0,1801 0,3001 0,3001 0,3601 0,3601 

0,20 0,1201 0,1201 0,1801 0,1801 0,3001 0,3001 0,3601 0,3601 

0,25 0,1201 0,1201 0,1801 0,1801 0,3001 0,3001 0,3601 0,3601 

0,30 0,1201 0,1201 0,1801 0,1801 0,3001 0,3001 0,3601 0,3601 

0,35 0,1201 0,1201 0,1801 0,1801 0,3001 0,3001 0,3601 0,3601 

0,40 0,1201 0,1201 0,1801 0,1801 0,3001 0,3001 0,3600 0,3600 

0,45 0,1201 0,1201 0,1801 0,1801 0,2997 0,2997 0,3590 0,3590 

0,50 0,1200 0,1200 0,1792 0,1793 0,2936 0,2937 0,3481 0,3482 

0,55 0,1131 0,1132 0,1608 0,1610 0,2425 0,2426 0,2785 0,2786 

0,60 0,0001 0,0003 0,0001 0,0003 0,0001 0,0003 0,0001 0,0002 

�����������	 �������
�����	 ������
� 
�
�� ��������� �� ������ ������ �
�#�������-

�� 
������  ���
�	 ����������	 ���
��
� � 
�����������

d du P
r

r dr dr l

µ ∆� �
= −� �

� �
, 0 ,r R< <   

0| 0r

du

dr
= = , 

0

2

R

rudr Qπ =� , 

���  Q � P∆ �����
�� ���
�������. "����� ������ ����



����� �� ����

2 2

2
( ) ( 2 )

8

Q P
u r R r

lR µπ

∆
= + − .              (11) 

�� �������� ���
������ ��������� Q � P∆ ���-

����� ������������ ������������� �
����
�	 �� �������-

���� ������� 
�����������  
�
 �� ������������� ��-

�����
������� ������
��, 
�
 � �� 
����	  !������ (11). 

+�����
�
� ��������� �����
��,  ����������� ��� ������

ρ = 1000 
�/�
3
; 310µ −= ��·�;  Q = 1,885 �

3
/c; 40,2 10P l −∆ = ⋅ ��/�; R  = 0,6 �, �����
������ �


���. 2; � ��	 u  – ����������� �������� �
����
� 
������ ��� ������ �� �
�#����� �� ������-

������� ������
��, �/c; stu  – ����������� �������� �
����
� 
������ �� !������  (11), �/c. 

(����� ���������� ������
�
�� ��
������
, �
� �� �������� ��������� Q � P∆ � ����
�	


�����
�� ����� ����
�����
� ������������� �
����
�	 �� ����������� ������� 
���������-

��. +�����
�
� ��������� �
��������
�� �����
����
���
, �
� ��� 
������  ���
�	 ��������-

��	 ���
��
� � 
����������� �� ������ ��������
�� ������� ���������� ���
��
� 
 �
��
�


�����������. 

�����
	��	

+�����
����  ������ ����������� ������������� �
����
�	 �� ����������� ������� 
����-

�������  ��� ���
�#��������� ��
�
� ���
�	 ����������	 ���
��
� �� ���������  ��!����#��

�� ��������� �� ������� ��)-����� ������� ���
��
� � �������� �������� �� ����� 
�������-

����. �������
�����	 ������
�  ��� �� ���� �����	 ������ �������
�� �� �������� ����
���-

��	 ������ � ��
��������� �������� 
 ������ � ��
�������  ���������.  �����������	 �����-

��
�����	 ������
� 
�
�� ����� ����������
� ���  ����������� �����������
�	 ����

����
�-


� 
������������. 

��+,�-� 2

r, � u stu

0,00 1,6676 1,6677 

0,05 1,6676 1,6677 

0,10 1,6675 1,6676 

0,15 1,6675 1,6676 

0,20 1,6674 1,6675 

0,25 1,6673 1,6674 

0,30 1,6671 1,6672 

0,35 1,6670 1,6671 

0,40 1,6668 1,6669 

0,45 1,6666 1,6667 

0,50 1,6663 1,6664 

0,55 1,6661 1,6662 

0,60 1,6658 1,6659 
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The paper deals with a process of unsteady axisymmetric flow of incompressible viscous liquid in 

the cylindrical pipeline, described by the nonlinear system of Navier-Stokes differential equations. The 

set of equations is transformed into one linear parabolic equation with an initial and natural boundary 



������� �.�. 	
���

�� ����� ����

� ��
�� 
�������
�� �����

�����������
��� ���
������ ����
� �
�������

������� �	
�	. ��
�
 «����������. ��������. ������» 
2017, ��� 9, � 2, �. 5–12 

11

condition on the pipeline axis. We face a problem for determining velocity distribution in a cross-section 

of the pipeline based on the desired law of time variation of the pressure drop along the pipeline. As in 

case of liquid flow in pipes it’s practically impossible to define interaction models of fluid with a solid 

boundary, the boundary condition on the pipe wall is considered as unknown. For the problem accuracy 

an additional condition in the form of integral flow characteristic is specified. In other words, the law of 

time variation of volumetric flow rate in the pipeline is specified. This problem is related to nonlocal 

problems with an integral condition for partial differential equations. 

The specified integral condition is differentiated in time and the obtained ratio with the help of the 

differential equation is transformed into a local boundary condition. As a result, the set task is altered to 

a direct problem with local conditions. The finite difference method is applied for numerical solution of 

the boundary value problem. For this purpose, we create a discrete analog of the problem in the form of 

an implicit difference scheme using the integral method. A computational algorithm of solving the 

obtained difference equation system is suggested. Numerical experiments for test problems have been 

conducted to check the efficiency of practical application of the suggested computational algorithm. The 

computational algorithm has also been tried on the data of steady flow of viscous incompressible liquid 

in the pipeline. 

Keywords: pipeline transportation; viscous liquid; axisymmetric flow; non-local problem with 
integral condition; finite difference method. 
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