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����������� 	
�	��
����� ��	
���� �	
���� �
�
�
 � ��
�������� ��-

���
�
�����, �
�
���
� �� �	����
, ��� �
	
���
�������  �	
����
�

���	��� ��	���
 � ����
��
����
�
 �	
����
 �����
��
. ���� �
�
�
 ��-

���
� � ���, ��� �	������� ������ � 	����
�� ��	����
�� ��
�������� ��-

���
�
���. �
�
�
 	
���
�	
�
���� � �	����������� ���
��
.  
���� ��-

	������
� ��
��
������� 	����
� ����
������� �
�
�
. ��
�
�
 	
���
�-

	
�
���� �������
�����
� ��	
��
� �	
��
�  �
�
�
 
 ���
���
���� ���
-

�
��������� (� ��	��������� ������) 
�!����� �
�
�
.  �� 
�������
�
�

�������
������� ��	
���� �	
���� �
�
�
 ��
�
�
 
����������� ����� 	
�-

�����
� ��	������!.  
���, 	
���
�	
�
���� �����	
���
� �
�
�
 ���

������������� �
���	���

������ �	
����
� ���	��� ��	���
 � 
���-

�	
�����
 �����
��
 ���	��� 	��
. "���� �	
�����
� ��	�
����� �!���

�����
 	
������
� ��	������! 	����
� �	���� �	
���� �
�
�
 (�	
 �
-

�
���� ��
�������� �����

) ����
��� � 	����
# �
�
�
 $��
. "���� ���-

�� 	����
� �
�
�
 $��
 ����
��� � 	����
# ������	�� ������� �
�����


����	�-�
���	���

����! �	
����
� �����
������ �����
�
����� %�-

	��. & ���# ���	���, ��������� �
����
 �����
������ ��
�������! �����
-

�
����� %�	�� �
�
���
���� � �
�� ������ 
����	�-�
���	���

������

�	
����
� �����
������ 
������� 	����
�. �
���, 
�������� ���������-

��#�
� ������
������� �����
� ��	
���� �������
������� �	
���� �
�
-

�
, ��� ��	������
� ��
�������! �����
� �����
�� �
����� ���! ���
���-

��! 
����	
����! �	
����
�. '
�
� ��	
���, 	����
� �������
�������

��	
���� �	
����  �
�
�
 ����
��� � �
����� ���! ���
�����! 
����	�-

�
���	���

����! �	
����
� �����
������ ��
�������! �����
�. ��	�-


��� ����	����� �
��!��� �	���	
�����.  
���, � �
	� 
� ����	������� �
-

��!����� �	���	
����
 � ������# �(
��! ����	
(��
� ���
���
���� 	
�-

	��
����� �
����� ���
�����! 
����	�-�
���	���

����! �	
����
�, 

����	
� �
�(� �������� ��
��������� 	����
�� �������
������� ��	
�-

��� �	
���� �
�
�
. ��������� ���
�
��������� �
�
�, �������� ������-

���
�
� 
 ��
����������� ��
��
������� 	����
� 
�!����� �
�
�
. 

�������� ��	�
: 	��

�
� ��
��
� �
�
�
; �
�
�	������	� ��
������; ��-


	� �����; ��
�������	� �������. 

&�����
�

������ ��	�
� ��������
�
��� ������, �������� 
������� 
��	 ������
� �������� ��	�-


���, 
��	�����
� � �������������� 	���������������� ��������� ��� 
�
���� ��������� �


�
���� �������	��� ��� ��	����� ������� � ��
������ �
������. �� ��
��	��� ����� � 
���� 


�����
��� �����
��� ���������
�
��� �����

��, � ��� �� ��	�
��� ���������� 	�������� ��-

��������� ��������� � ������� 
���� ����
���� 
���� ���������� ������������ ��������
�-


��� ��	����  ��� �������, 
�	������� ���

�
�
��� ������� �
����� [1]. 

!����� ��"���, 
�	������� ��
�����-������� ����������� ��	�
� 	�� ��������� 
����
��

 ������
�
��� ���������, �

��	���
� � [2]. # 	��������� 	�� �"��� ���

��  ������
�
���

���������, ���
������� ������ ������� �
��
���������, ��
������� ���
����
������ ����-

������� ��	�
� � �"�
������ ����	� �� ������� [3, 4]. 

#  ��� ��"��� 
 ������� ����	� $���� � �������� 
����� ���"������� 	�������  
���
�-

������� � �	��
������
�� ������� ����������� �"������ ������� ��	�
� 	�� ����"���
�
����

��������� ������� ����	��. 

"���
����
 ��	
���� �	
���� �
�
�


%�

������ �"������ ������� ��	�
� �����	���� ������� � ������
����� �� ���������  

����"���
�
����  ���������
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1 0( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )t xxa t u x t a t u x t u x t f x t+ = + , {( , ) : 0 1, 0 }TD x t x t T= ≤ ≤ ≤ ≤ ,                (1) 

��� �
������: 

( ,0) ( , ) ( ) (0 1) ,u x u x T x xδ ϕ+ = ≤ ≤                                                 (2)

(0, ) 0 (0 )xu t t T= ≤ ≤ ,                                                        (3) 

1

0

(1, ) ( , ) 0 (0 )du t u x t dx t T+ = ≤ ≤� ,                                                 (4) 

(0, ) ( ) (0 )u t h t t T= ≤ ≤ ,                                                       (5) 

�	� 0, 0d δ> ≥  – ��	����� 
�
��, 1( ) 0a t > , ( , ),f x t ( ),xϕ ( )h t  – ��	����� �������, � ( , )u x t �

0 ( )a t  – �
����� �������. 

)�	������
�. !��� 0{ ( , ), ( )}u x t a t �������  ( , )u x t � 0 ( )a t "�	�� �������� ���

�
�
���

�������� ��	�
� (1)–(5), �
�� ���������
� 
��	����� �
�����: 

1) ������� ( , )u x t � �� �������	��� ( , )tu x t , ( , )xu x t , ( , )xxu x t ���������� � TD ; 

2) ������� 0 ( )a t ���������� �� [0, ]T ; 

3) ��������� (1) � �
����� (2)–(5) �	�����������
� � �"�
��� ���

�
�
��� 
��
��. 

&�����	���� 
��	����� �����. 

*���
 1. !��	�������, 
�� 0,δ ≥ ������� 1( )a t ������������ � ���������� ��  [0, ]T , 

������� ( )xϕ ���������� ��  [0,1] , ������� ( , )f x t ���������� �� 
��������
�� ���������� �

TD , 1( ) [0, ],h t C T∈ ( ) 0h t ≠ (0 )t T≤ ≤ . '���� ����, ��
��  ���������
� �
����� 
����
������

( )(0) (0)h h Tϕ δ= + .                                                             (6) 

(��	�  ��	�
� �����	���� ���

�
�
���� ������� ��	�
� (1)–(5)  ����������� ��	�
� ����-

	������ ������� ( )2,1( , ) Tu x t C D∈ � [ ]0 ( ) 0,a t C T∈ , �� 
���������� (1)–(4) 

1 0( ) ( ) ( ) ( ) (0, ) (0, ) (0 )xxa t h t a t h t u t f t t T′ + = + ≤ ≤ .                                     (7) 

 ��
�
��������. !�
�� { }0( , ), ( )u x t a t  – ���

�
�
��� ������� ��	�
� (1)–(5). !��	�������, 


�� ( )h t 	��������������, �� (5) ����
���: 

(0, ) ( ) (0 )tu t h t t T′= ≤ ≤ .                                                           (8) 

!�	
������ 0x = � ��������� (1), �����: 

1 0( ) (0, ) ( ) (0, ) (0, ) (0, ) (0 )t xxa t u t a t u t u t f t t T+ = + ≤ ≤ .                                 (9) 

)� ��
��	���� 
����������,  � 
��� (5) � (8), ����
��� , 
�� ���������
� (7). 

(����� ��
�� { }0( , ), ( )u x t a t  – ������� ��	�
� (1)–(3), (7), � �	�����������
� �
����� 
����
�-

����� (6). )� (7) � (9) �����: 

1 0( ) ( (0, ) ( )) ( )( (0, ) ( )) 0 (0 ).
d

a t u t h t a t u t h t t T
dt

− + − = ≤ ≤

!����� �"����
����

( ) (0, ) ( ) (0 )y t u t h t t T≡ − ≤ ≤                                                     (10) 

� ��
��	��� 
���������� ��������� � ��	�: 

1 0( ) ( ) ( ) ( ) 0 (0 )a t y t a t y t t T′ + = ≤ ≤ .                                              (11)

)� (10), 
 �
���� (2) � (6), �����	�� ��	���, 
��

( )(0) ( ) (0) (0) ( ) 0y y T h h Tδ ϕ δ+ = − + = .                                        (12) 

*
���	��, 
�� �"��� ������� (11) ����� ��	: 

0

1

( )

( )

0

( ) exp ,(0 )

t
a

a
y t c d t T

τ
τ

τ
� �

= − ≤ ≤� �
� �� �
� .                                              (13)

*�
�	�, 
 �
���� (12), ����
���: 

0

1

( )

( )

0

1 exp 0

t
a

a
c d

τ
τ

δ τ
� 	� �

 �+ − =� �

 �� �� �� 


� .                                                  (14) 
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# 
��� 0δ ≥ �� (14) ����
�� 0c = , ��	
������ ��� � (13), �����
���, 
�� ( ) 0 (0 )y t t T= ≤ ≤ . 

&��	���������, �� (10) �
��, 
�� ���������
� � �
����� (5). +���� 	�������. 

&������
�����
� �
���

��	�
� �� 
�"
������� ���
���� [6]: 

( ) ( ) 0, 0 1,y x y x xλ′′ + = ≤ ≤                                                       (15) 

(0) 0, (1) (1), 0y y d y dλ′ ′= = >                                                     (16) 

����� ������ 
�"
������� ������� ( ) 2 cos( ), 0,1,...k ky x x kλ= = 
 ���������������� 
�"
�-

������� 
�
���� kλ �� ��������� tg dλ λ= − . 

%���� �	����	��� ��	�
�, 
������
������� ��	�
� (1)–(4), ����	�� ���	������ �������-

���, �����	�� � 
����������� ��	�
� 	�� ��������� (15) 
 �����
���� �
�������
1

0

(0) 0, (1) ( ) 0, 0.y d y y x dx d′ = + = >�                                              (17) 

,� �������� "�	�� 
�
���� 1{ ( )} ,k ky x ∞
= �. �. 
�
���� 
�"
������� ������� ��	�
� (15), (16) "��

�������, 
������
������� 
�"
�������� ���
���� 0 0.λ =

)���
��� [6], 
��, ��
���� 
 ���������� ������ N , ����� ��
�� ������

1
/ 2 ( 1)

( )
k k

d k
λ π π

π
− − − < .                                                  (18) 

&������ 
�
���� { }( )ky x "�� ������� 0 ( )y x 
 ����
���� 
�
�����

{ }( )kv x , ( )( ) 2 cosk kv x xµ= , �	� ( 1), 1,2,...
2

k k k
π

µ π= + − = , ������� ������
� �����������-

������ "���
�� � 2 (0,1)L .  -������
�� ��

��	����� [5], 	�� k N≥ , 
 �
���� (18), �����

2

2

(0,1)

2
( ) ( ) .

3( )
k k L

y x v x
dkπ

− <

(���� �"�����, 

2

2

(0,1) 2

1
( ) ( )

9
k k L

k N

y x v x
d

∞

=

− <� ,                                                   (19) 

����	� 
��	��� 
��	���
�� ��	� �� ����� 
�
��  ���� �������
���. 

)���� ��
�� 
��	����� �����. 

*���
 2 [6]. .������������� 
���������� 
�
���� { }( ) , 1,2,...kz x k = ����	�����
�  �����-

���  
2( ) 2 (cos( ) cos ) /(1 cos )k k k kz x x dλ λ λ= − + . 

'��	��
 1 [6]. &�
���� { }( ) , 1,2,...ky x k = �"������ "���
 %�

� � ���
����
��� 2 (0,1)L . 

(����� ��
�� ( ) 2 sin( ), ( ) 2 sin( ), 1,2,...k k k kx x x x kη λ ξ µ= = = . (��	� �������
�� (19) 

�����

2

2

(0,1) 2

1
( ) ( ) .

9
k k L

k N

x x
d

η ξ
∞

=

− <�                                                   (20) 

!��	�������, 
�� 2( ) (0,1)g x L∈ . (��	� 
������
������ 
 �
���� (19), (20) ����
���:  

2

1 2
1

2

(0,1)
1 0

( ( ) ( ) ) ( ) ,k L
k

g x y x dx M g x
∞

=

� 	
≤
 �


 �
� 

� �                                          (21) 

2

1 2
1

2

(0,1)
1 0

( ( ) ( ) ) ( ) ,k L
k

g x x dx M g xη
∞

=

� 	
≤
 �


 �
� 

� �                                          (22) 

�	�
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1 2

2

1
(1 ) 2

9
M N N

d

� 	
= + + +
 �
� 


. 

!�
�� ( ) [0,1]x Cϕ ∈ , 2( ) (0,1)g x L′ ∈ �

1

0

( ) (1) ( ) 0J g dg g x dx≡ + =� . (��	� �����

1

0

2 1
( ( ), ( )) ( )sin( ) ,k k k

k k

g g x z x g x x dxλ
α λ

′= = − �                                   (23) 

�	�
21 cos 1k kdα λ= + > . 

*�
�	�, � 
��� (22), ����	��

2

1 2

2

(0,1)
1

( ) ( )k k L
k

g M g xλ
∞

=

� 	
′≤
 �

� 

� .                                               (24) 

!��	�������, 
�� 1( ) [0,1]x Cϕ ∈ , 2( ) (0,1)g x L′′ ∈ , ( ) 0, (0) 0J g g′= = . (��	� �� (23) ����
���

1

0

2 1
( (1)cos( ) ( )cos( ) )k k k

k k

g g g x x dxλ λ
α λ

′ ′′= − � .                                 (25) 

# 
��� (21), �� (25), ����	��

2

1 2

2
0 (0,1)

1

( ) 2 (1) 2 ( )k k L
k

g m g M g xλ
∞

=

� 	
′ ′′≤ +
 �

� 

� .                                 (26) 

(�����, ��
�� 3
2( ) (0,1), ( ) 0, (0) 0, (1) (1) 0g x W J g g g dg′ ′ ′′∈ = = + = . (��	� �� (24) �����

1

0

2 1
( )sin( )k k

k k k

g g x x dxλ
α λ λ

′′′= � . 

*�
�	�, 
 �
���� (20), ����	��

2

1 2

2

(0,1)
1

( ) ( )k k k L
k

g M g xλ λ
∞

=

� 	
′′′≤
 �

� 

� .                                             (27) 

(����� ���	�� 
��	����� ���
����
���: 

1. !�
��
3 2
2, [7]TB �"����
��� 
��������
�� �
�� ������� ( , )u x t ��	�

1

( , ) ( ) ( )k k

k

u x t u t y x
∞

=

=� , 

��

����������� � TD , �	� ������� ( ) [0, ]ku t C T∈ , � �	����������� �
�����

1 2

2

[0, ]
1

( ( ) )k k k C T
k

u tλ λ
∞

=

� �� �
< +∞� �

� �� �
� . 

# �����
���
3 2
2,TB ����� ����	�����
� ��������: 

3 2
2,

( , )
TB

u x t =

1 2

2

[0, ]
1

( ( ) )k k k C T
k

u tλ λ
∞

=

� �� �
� �
� �� �
� . 

2. *"����
�� ��������
�
��� �������	����
3 2
2, [0, ]TB C T× 
����

3 2
TE 
 ������

3 23
2,

0 [0, ]
( , ) ( )

T TE B C T
z u x t a t= + . 

)���
���, 
��  �� ���
����
���
3 2
2,TB �

3 2
TE "�������. 
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) 	
�	��
����
 ��	
���� �	
���� �
�
�


$�������� ����
����� ������ ���������� ( , )u x t ������� { }0( , ), ( )u x t a t ��	�
� (1)–(3), (7) 

� ��	�

1

( , ) ( ) ( )k k

k

u x t u t y x
∞

=

=�                                                          (28) 

�����	�� �  ��	�
�: 

1 0( ) ( ) ( ) ( ; , ) ( 1,2,...;0 )k k k ka t u t u t F t a u k t Tλ′ + = = ≤ ≤ ,                               (29) 

(0) , ( 1,2,...)k ku kϕ= = ,                                                        (30) 

�	�
1

0

0

( ) ( , ) ( ) , ( ; , ) ( ) ( ) ( ),k k k k ku t u x t z x dx F t u a f t a t u t= = −�
1 1

0 0

( ) ( , ) ( ) , ( ) ( ) ( 1,2,...),k k k kf t f x t z x dx x z x dx kϕ ϕ= = =� �

���
��

( ) 2 cos( ),k ky x xλ= 2( ) 2 (cos( ) cos( )) /(1 cos )k k k kz x x dλ λ λ= − + . 

/����, �� (29), (30),

����, 
�� 1( ) 0a t > � 0δ ≥ ����	��: 

10
1

10

( )
( )0

10
( )

( ; , )
( )

( )

1

t
k t

k

T
k

ds
ds

a s t
a sk k

k
ds

a s

e F a u
u t e d

a

e

τ

λ
λ

λ

ϕ τ
τ

τ

δ

−
−

−

�
�

= + −

�
+

�
10

1

10

( )
( )0

10
( )

( ; , )
( 1,2,...)

( )

1

T
k t

k

T
k

ds
ds

a s T
a sk

ds

a s

F a ue
e d k

a

e

τ

λ
λ

λ

τδ
τ

τ

δ

−
−

−

�
�

=

�
+

� . (31) 

/�� ����	������ ������ ���������� ( , )u x t ������� { }0( , ), ( )u x t a t ��	�
� (1)–(3), (7) ��	-


������� ��������� ( )ku t ( 1,2, )k = � �� (31) � (18): 

10
1

10

( )
( )0

11 0
( )

( ; , )
( , )

( )

1

t
k t

k

T
k

ds
ds

a s t
a sk k

ds
k

a s

e F a u
u x t e d

a

e

τ

λ
λ

λ

ϕ τ
τ

τ

δ

−
−∞

= −

�
�� ��

= + −�
� �
� +�

� �
10

1

10

( )
( )0

10
( )

( ; , )
( ).

( )

1

T
k t

k

T
k

ds
ds

a s T
a sk

k
ds

a s

F a ue
e d y x

a

e

τ

λ
λ

λ

τδ
τ

τ

δ

−
−

−

�
� �� �

�
��
�+ �

�   (32) 

0
������ (28), �� (7) ����	��, 
��

1
0

1

( ) ( ) ( ) (0, ) 2 ( )k k

k

a t h t h t f t u tλ
∞

−

=

� �� �
′= − −� �

� �� �
� .                                       (33) 

/����, ��
�� ��	
������� ���������  ( )ku t �� (31) � (33) 	�� ����	������ ������  ��������-

�� 0 ( )a t ������� { }0( , ), ( )u x t a t ��	�
� (1)–(3), (7) ����
���: 

                                     
10

10

( )

1
0 1

1
( )

( ) ( ) ( ) ( ) (0, ) 2

1

t
k

T
k

ds

a s

k
k

ds
k

a s

e
a t h t a t h t f t

e

λ

λ

ϕ
λ

δ

−
∞

−

= −

� �
�� 


� 
′= − − +� 

� �

� +��

�

        
10

1 1

10

( )
( ) ( )0 0

1 10 0
( )

( ; , ) ( ; , )
.

( ) ( )

1

T
kt t

k k

T
k

ds
ds ds

a st T
a s a sk k

ds

a s

F a u F a ue
e d e d

a a

e

τ τ

λ
λ λ

λ

τ τδ
τ τ

τ τ

δ

−
− −

−

�
� �� � �

+ − �
��
�+ �

� �                          (34) 

(����� 	������ 
��	����� �����.  

*���
 3. ,
�� { }0( , ), ( )u x t a t ������
� �������� ��	�
� (1)–(3), (7), �� �������
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1

0

( ) ( , ) ( )k ku t u x t z x dx= � ( 1,2,...)k = , 

�. �. �� ��������� $���� �������  ( , )u x t �� 
�
���� { }( ) , 1,2,...ky x k = �	����������� �� [0, ]T



����� 
�
���� (31). 

 ��
�
��������. !��	�������, 
�� { }0( , ), ( )u x t a t  – ������� ��	�
� (1)–(3), (7).(��	� �
�-

��	��, 
��
1 1

0

2 ( , ) ( ) 2 ( , ) ( )t k k

o

d
u x t z x dx u x t dx u t

dt

� 	
′= =
 �


 �
� 


� � ( 1,2,...),k =                              (35) 

���
�� ( ) [0, ].ku t C T∈

/����, �������
�  �����
��� �
������ (3), 	���	� ���������� �� 
�
���, ����	��: 

( )
1 1

0 0

2
( , ) ( ) ( , ) cos( ) cosxx k xx k k

k

u x t z x dx u x t x dxλ λ
α

= − =� �
1

0

2
( (1, )cos ( , )cos( ) )k k k xx k

k

d u t u x t x dxλ λ λ λ
α

= − + =�
1

0

2
( (1, ) ( , ) )cosk k

k

du t u x t dxλ λ
α

�
= − + +�

��
�

( )
1

0

( , ) cos( ) cos ( )k k k k ku x t x dx u tλ λ λ λ
�

+ − = −�
��

� ,                                     (36) 

�	�
21 cos 1k kdα λ= + > . 

0������ ��������� (1) �� ������� ( )kz x ( 1,2,...)k = , ��������������� ����
����� �����-


��� �� x �� 0 	� 1 � �
������  (35), (36), ����
���  ��������� (29). 

-������
�� �� (2) ����
���, 
�� ���������
� �
����� (30). 

(���� �"�����, ( )ku t ( 0,1,...)k = ������
� �������� ��	�
� (29), (33). - ��
�	� ����
��	
�-

����� 
��	���, 
�� ������� ( )ku t ( 0,1,...)k = �	����������� �� [0, ]T 
�
���� (31). +���� 	���-

����.  

)� ����� 3 �������� 
��	�����

�������
�. ��	�
� (1)–(3), (7) �� ����� ����� "���� �	���� �������, �
�� 
�
���� (32), (34) 

����� �	��
������� �������.  

# ���
����
���
3 2
TE ��

������ ��������

1 2( , ) { ( , ), ( , )}u a u a u aΦ = Φ Φ . 

�	�
�

1

1

( , ) ( , ) ( )sin ,k k

k

u a u x t u t xλ
∞

=

Φ = ≡�� � 2 0( , ) ( ),u a a tΦ = �

� ( ) ( 1,2,...)ku t k =� � 0 ( )a t�  – ����	�����
� 
������
������ �� ������ 
�
��� (31) � (34). 

& ������� ��
������ ����"��������� ����	��, 
�� 
�����	���� �������
���: 

( ) ( )
1/ 2 1/ 2

2 2

[0, ]
11 1 [0, ]

1
( ) 3 (1 ) 3

( )
k k k k k kC T

k k C T

u t
a t

λ λ λ λ ϕ δ
∞ ∞

= =

� 	 � 	
≤ + + ×
 � 
 �

� 
 � 

� ��

( ) ( )
1 1
2 222

0 [0, ] [0, ]
1 10

( ) ( ) ( ) ,

T

k k k k k kC T C T
k k

T f d T a t u tλ λ τ τ λ λ
∞ ∞

= =

� �� 	 � 	� �× +
 � 
 �� �
 � � 
� 
� �� �

� ��             (37) 
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[ ] [ ] ( )
11

22 2
1 1

0 1 0,[0, ] 0,
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) (0, ) 2 k k k kC TC T C T
k k

a t h t a t h t f t λ λ λ ϕ
∞ ∞

− −

= =

� �� 	 � 	�
′≤ − + +�
 � 
 ��

�� 
 � 
� ��

� ��

1 1
2 2

2 2
0 [0, ] [0, ]

1 1 1[0, ] 0

1
(1 ) ( ( ) ) ( ) ( ( ) )

( )

T

k k k k k kC T C T
k kC T

T f d T a t u t
a t

δ λ λ τ τ λ λ
∞ ∞

= =

��� 	� 	 � 	 ��
 �+ + +
 � 
 � ��
 �
 � � 

 � �� 
 �� 
��

� �� . 

(38) 

!��	�������, 
�� 	����� ��	�
� (1)–(3), (7) �	����������� 
��	����� �
������: 

1. 

1
(3)

2

0

( ) (0,1), (1) ( ) 0, (0) 0, (1) (1) 0;x W d x dx dϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ′ ′ ′′∈ + = = + =�

2. 2( , ), ( , ), ( , ) ( ), ( , ) ( ),x xx T xxx Tf x t f x t f x t C D f x t L D∈ ∈

    

1

0

(1, ) ( , ) 0, (0, ) 0, (1, ) (1, ) 0(0 );x x xxdf t f x t dx f t f t df t t T+ = = + = ≤ ≤�

3. 1( ) [0, ], ( ) 0h t C T h t∈ ≠ (0 )t T≤ ≤ . 

# 
��� (25) � (27), �� (37) � (38) 
������
������ ����	��: 

3 2 3 2
2, 2,

1 1 0
[0, ]

( , ) ( ) ( ) ( ) ( , )
T TB BC T

u x t A T B T T a t u x t≤ +� ,                                 (39) 

3 2
2,

1 2 0[0, ] [0, ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( , )

TC T BC T
a t B T B T T a t u x t≤ +� ,                                 (40) 

�	�

( )2 2
1 (0,1)

1 [0, ]

1
( ) 3 ( ) (1 ) ( , )

( ) T
xxxL L D

C T

A T M x T f x t
a t

ϕ δ
� �

′′′� �= + +
� �� �

, ( )1
1 [0, ]

1
3 (1 )

( )
C T

B T
a t

δ= + , 

( )
2

1
1 1 2

2 1 (0,1)[0, ][0, ]
1

( ) ( ) ( ) ( ) 0, 2( ) ( )k LC TC T
k

A T h t a t h t f t M xλ ϕ
∞

− −

=

�� �′ ′′′= − + +� ���
�

( )2
1 [0, ]

1
(1 ) ( , ) ,

( ) T
xxx L D

C T

T f x t
a t

δ
���+ + �����

1

2
1 2

2
[0, ]

1

( ) ( ) .k
C T

k

B T h t λ
∞

− −

=

� 	
= 
 �

� 

�

#��	� �"����
����  

1 2 1 2( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )A T A T A T B T B T B T= + = +

�� �������
�� (39), (40), ����
���

3 2 3 2
2, 2,

0[0, ] [0, ]
( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , )

T TB C T BC T
u x t a t A T B T T a t u x t+ ≤ +� � .                          (41) 

(���� �"�����, 
�����	���� 
��	�����  

'��	��
 2. !��	�������, 
�� ���������
� �
����� 1–3 � �������
���
2( ( ) 2) ( ) 1A T B T+ < .                                                           (42) 

(��	� � ���� 3 2( ( ) 2)
T

R E
K K z R A T= ≤ = + ��

3 2
TE ��	�
� (1)–(3), (7) ����� �	��
�������

�������. 

 ��
�
��������. ������� 
�
���� ��������� (32), (34) � ��	�

z z= Φ ,                                                                    (43) 

�	�  0{ , }z u a= , { }1 2,z z zΦ = Φ Φ , �  0( , )( 1,2)i u a iΦ = ����	����� ������� 
�
���� ���������

(32), (34) 
������
������. 

*������� 0( , )u aΦ ��

������  � ���� 3 2( ( ) 2)
T

R E
K K z R A T= ≤ = + ���
����
���

3 2
TE . 

-������
�� (41) ����
���, 
�� 	�� ��"�� 1 2, , Rz z z K∈ 
�����	���� ������: 
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3 2 3 2
2,

0
[0, ]

( ) ( ) ( ) ( , )
T TE BC T

z A T B T T a t u x tΦ ≤ + ,                                     (44) 

3 2 3 2
2,

1 2 0 1 0 2 1 2[0, ]
( ) ( ) ( ) ( , ) ( , )

T TE BC T
z z B T TR a t a t u x t u x t� 	Φ − Φ ≤ − + −
 �

� 

.                (45) 

)� �������
�� (44) � (45), � 
��� (42), 
��	���, 
�� �������� Φ ������
� � ���� RK K= 
��-

���. &��	���������, �������� Φ   ����� � ���� RK K= �	��
������� ����	������ ��
��  

0{ , }u a , ������� ������
� �	��
������� �������� ��������� (43). *
���	��, 
��  �� �������

����� ������
� �	��
������� �������� 
�
���� (32), (34) � ���� RK K= . 

)� 
�������� ���
����
���
3 2
2,TB 
��	���, 
�� ������� ( , )u x t , ( , )xu x t � ( , )xxu x t ��������-

�� � �"��
�� TD . 

# 
��� (24) �� (29) ����� ��������, 
��
1 2 1 2

2 2

[0, ] [0, ]
11 1[0, ]

1
( ( ) ) 3 ( ( ) )

( )
kk k k kC T C T

k kC T

u t u t
a t

λ λ λ
∞ ∞

= =

�� 	 � 	�
′ ≤ +
 � 
 ��

� 
 � 
��
� �

3 2
2,2

0[0, ] [0, ](0,1)
( , ) ( ) ( , )

T
x BC T C TL

M f x t a t u x t
�

+ + �
�

. 

)� ��
��	���� 
���������� 
��	���, 
�� ( , )tu x t ���������� � TD . 

1����	�� ���������, 
�� ��������� (1) � �
����� (2)–(4) � (7) ���������
� � �"�
���


��
��. (���� �"�����, �������� ��	�
� (1)–(3), (7) ������
� ���� ������� { }0( , ), ( )u x t a t . #


��� 
��	
���� ����� 3  ��� �	��
������ � ���� RK K= .(������ 	�������. 

& ������� ����� 1 �  ������� 2  ����
��� �	�����
��� ���������
�� ��	�
� (1)–(5). 

'��	��
 3. !�
�� ��������� �
����� ������� 2, � �	�����������
�  �
����� 
����
������

(0) (0), (0) ( )h h Tϕ ψ ′= = .  

(��	� � ���� 3 2( ( ) 2)
T

R E
K K z R A T= ≤ = + �� ���
����
���

3 2
TE ��	�
� (1)–(5) �����

�	��
������� ���

�
�
��� �������. 

*
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The paper is focused on solvability of an inverse boundary problem with an unknown coefficient 

which depends on time for a second-order parabolic equation with non-classical boundary conditions. 

The idea of the problem is that together with the solution it is required to determine the unknown 

coefficient. The problem is considered in the rectangular area. The paper introduces a classical solution 

of the set problem. At first, an auxiliary inverse boundary problem is examined and the equivalence (in 

some sense) of the original problem is proved. First, we apply a method of variable separation to analyze 

the auxiliary inverse boundary problem. Then, we examine a spectral problem for an ordinary second-

order differential equation with integral conditions. Having used a formal scheme of the method of 

variable separation, the solution of a direct boundary problem (in case of specified unknown function) 

resolves itself into solution of Cauchy problem. After that the solution is limited to the solution of a 

countable system of integro-differential equations in Fourier coefficients. In its turn, the last system 

regarding unknown Fourier coefficients is recorded in the form of an integro-differential equation in the 

desired solution. Using relevant additional conditions of the auxiliary inverse boundary problem, we 

obtain a system of two nonlinear integral equations for defining unknown functions. Thus, the solution 

of the auxiliary inverse boundary problem comes down to the system of two nonlinear integro-

differential equations in unknown functions. The specific Banach space is designed. Then, in the sphere 

made of the Banach space we with the help of contracted mapping prove the solvability of the nonlinear 

integro-differential equations set, which is a unique solution of the additional inverse boundary problem. 

Using the equivalence of problems, it is concluded about existence and uniqueness of a classical solution 

of the original problem.  

Keywords: inverse boundary problem; parabolic equation; Fourier method; classical solution. 

References 

1. Gordeziani D.G., Avalishvili G.A. Matematicheskoe modelirovanie, 2000, Vol. 12, no. 1, pp. 94–

103. (in Russ.). 

2. Bitsadze A.V., Samarskiy A.A. DAN SSSR, 1969, Vol. 85, no. 4, pp. 739–740. (in Russ.). 

3. Gordeziani D.G. Seminar Instituta prikladnoy matematiki  pri Tbilisskom universitete (Seminar 

of the Institute of Applied Mathematics at Tbilisi University), 1970, no. 2, p. 38–40. (in Russ.). 

4. Gordeziani D.G., Dzhioev D.Z. O razreshimosti odnoy kraevoy zadachi dlya nelineynogo 

uravneniya ellipticheskogo tipa (On the solvability of a boundary value problem for a nonlinear equation 

of elliptic type). Soobshch. AN GSSR (Communication of AN GSSR), 1972, Vol. 68, no. 4, pp. 289–292. 

(in Russ.). 

5. Kapustin N.Yu., Moiseev E.I. Convergence of spectral expansions for functions of the hölder 

class for two problems with a spectral parameter in the boundary condition. Differential Equations, 

2000, Vol. 36, Issue 8, pp. 1182–1188. DOI:10.1007/BF02754186

6. Moiseev E.I., Kapustin N.Yu. Doklady akademii nauk, 2002, Vol. 385, no. 1, pp. 20–24. (in 

Russ.). 

7. Khudaverdiev K.I., Veliev A.A. Issledovanie odnomernoy smeshannoy zadachi dlya odnogo 

klassa psevdogiperbolicheskikh uravneniy tret'ego poryadka s nelineynoy operatornoy pravoy chast'yu 
(The study of one-dimensional mixed problem for one class of quasi-hyperbolic third-order equations 

with a nonlinear operator right side). Baku, Chashyogly Publ., 2010, 168 p. (in Russ). 
Received November 15, 2016 


