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������� ������ 	
���� �
� 2-
�����-�������, ���
��������� ��

���
��� � �������� J, ������� ������ �����
����� ���
�. ���
�����

�������� ������ 	
���� � ��
����
 ��� ��������� ������ �
� ���
������

���������
 ���� ���
�����. !�� �������� ��������� �
� ��������
 ��
�

���� ������ ������
�
���� � ������
������� ��"���� ������ 	
����  


��
�����, ������������ �������� #�����
�. 

�������� ��	�
: �
�
��
; �	
�
�	�
 �	
�
; �	�������	� ����	; �	���-
������ ����	
;  �	�	�	
��
� �������; �	���
 �����	�
. 

1. $���
��� ������
���� � �������
�� ������

$�����
���� 1. [1–3] ����� n n× -�
�
��
 J �� ����� ������������ �	��������� �����. 

 �
��������	� �	 !������ ��� J -
�
��������	� � �
�
���� J �
"��
���� �	�������
� n -

����	
-������� 1= ( ) ( ),z C Dφ φ ∈ ��� �	�	
	� � 	��
��� 2RD ⊂ ���	����	 �

������

= 0.J
y x

φ φ∂ ∂
−

∂ ∂
                  (1) 

%�������� 1. �� (1) ��������, 	�
 J -����
�
	���
� �����

 
��������� � �
	�
���� �


����
�-�
��
���
�. 

$�����
���� 2. # ��
��
�	� ����
� �
� =J λ , Im 0λ ≠ ������� 1f = f ( ) ( ),z C Dλ ∈ ���

�	�	
	� � 	��
��� 2RD ⊂ ���	����	 �

������  

f f
= 0,

y x

λ λλ
∂ ∂

−
∂ ∂

����� �������� λ -�
�
�
���
� � 
�����
 .D

� [1] �
�����
, 	�
 �
����� �������
� � 	������ ��

��
���� ����
�
 �
����� (1) ��������

���
��
	���
�. �����
��
� ��� ��� ��
 = 2n ������ �� ����
	��� ����	� !����� [1–3]. 

����� �	����
� 	��	���"�
� 	��
��� 2RD ⊂ 	�

�����
 �	���
	� .Γ $
������� �
���  

J -
�
���������� � �
�
���� J � 	��
��� D 2 -����	
-������� ( ) ( ),z C Dφ ∈ �	�	

�

��	�����	
��� �

����	�� ���	���

1 2Re ( ) | = ( , ),zφ ψ ψΓ         (2) 

��� ����������
� 2 -����	
-������� 1 2= ( , ) ( )Cψ ψ ψ ∈ Γ "
�
�
. 

"�� 
������
 [1], ��
����� λ -�
�
�
����� �����
� �
#��������� ��
������ 
��	���

�
�
�
����� ( = )iλ �����
�. � 	����
��
, 
��
�
���� ( 0)ψ ≡ ����	� (2) ��� �
� 
���� �
���


�
��
����� ��$��
�. %
 ��
 > 1n ��
 �#� �� ���: �
#�
 �
���

�� [3] ��
 ��

��
���
� n

��$��
� 
��
�
��
� ����	
 !����� � �
�� �������
	��� ����
�-�
��. &�
� 
� ���
� ��
���
�

��� = 2n ��
����� � �
��� �����
. '
��
�� �
��
� �� ����
���
� 
 ��
�������
��
 ��$��
�

����	
 (2) �������� ����
�
������. 

� ��
���� 1 ����	� !����� ��� 2 2× -����
�, 
��� 
� ������ �
��������� 	
���, 

���
����
���� � ����
�
���
�� �������
�� ������	�
���	�� �������
�. (���� ��
 �������
�

��
�����
 � 
��	��
� ��
��
�
��
� ����	
 !����� – ��
���� 3–5. 

2. &������� ������ 	
���� � ���
������ ���
����� ��� = 2n

%
#� ����� 
�
���	��� 	���� fλ 
 gµ �

����������
 λ - 
 µ -�
�
�
����� �����

 (��. 


��������
� 2). )
��
���
 x, y 
�
���	��� ����
�� 
� 2C . )

����������
, x, y  – �
�������
�

�
���#��
� ����
�
� x, y. &�
���	
� 	���� = (x, y)Q #
����
� ���
� ����
�� . J ����� ����
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'������ 1. ����� 2 2× -�
�
��
 J ����� �	��������� ����	
 y �� �

����

����������	�� � 

"��� �	��������� ����
 .λ µ≠ $	��
 

"
�%��	��� "
�
�� &�

�
 ���

�
	�"�	���	� �

����	� 2 -����	
-������� ( )Cψ ∈ Γ 

��	�����
 

"
�%��	��� ��
��
�	�

"
�
��

det (x, y)
g f f | = ( ), f , g ( ), =

det (x, y)
Cl t C D lµ λ λ µλ

ϕΓ+ + ⋅ ∈ ∈           (3) 

��� ��

��
���
� �������
� �
�������
� �����

 ( ) ( ).t Cϕ ∈ Γ

%�������� 2. ��$��
� ����	
 !����� (
��
�
��
� 
�
 ��
��
�
��
�) �� �������


��
�������
 ��� ���� ����
� J 
� ���
�
� ��
���� 1 � 
�
���
��� �	 �	���� 	
��
� l � (3). 

� *�����
�����
, ����� 
������
, 	�
 (3) ���
����
 ��
 ���
�
�
� C,l′∈ 
 ����� Cl ∈  – 

����
� 	
��
, ��
	�� | |=| | .l l′ +��
#
� 
�� 	���
 ���
�
 �������
� (3) �� ���
� 	
��
 C,a ∈

	�
�� = / .l al a′ ,
��� ����
� �������
� � (3) ��
��� ������ 
� �
�:  

| = g f f = g f f .
a

a a a al a a l a
a

λµ λ λ µ λϕ Γ ′ ′+ + + + ⋅ ⋅     (4) 

'���
�
���	
� � (4):  

g = g , f = f , = , = .
a

a a l l a
a

µ µ λ λ ϕ ϕ′            (5) 

�� (4) 
 (5) ��������, 	�
 (3) ���
������� 
��
�������
 ��� l 
 ,l′ ��� | |=| |,l l′ ���


����
	��� �����
� ϕ  – ��

��
�����. �

��������
 ��
� ������� 1. '���� 1 = diag ( , )J λ µ  – #
����
�� �
��� ����
�� . J '


���
�
� = (x, y)Q  – #
����
� ���
� ����
�� . J ����
#
� ����
� y �
 ���
�� x, y :   

1 1

det (x, y)
y = x y, , C, = .

det (x, y)
l l l l l+ ∈         (6) 

� (6) 
��
���
���� �
����� "������. '
��
���� x = x,J λ y = y,J µ �
  

1 1 1y = ( x y) = x y y y = ( x y) ( ) y = y ( ) y.J J l l l l l l l l l lλ µ λ λ λ µ λ λ µ λ+ + + − + + − + −

,��
� 
����
�, ����
�� 1
1 = ( )J Q JQ−′ ′ 
�����
�� J � ���
�� = (y, y)Q′ ����� 
����

������ 
� �
�: 

1

0
= .

( )
J

l

λ

λ µ µ

� �
� �

−� �
          (7) 

'
��� �
�����
��
 1
1= ( )J Q J Q −′ ′ � (1) 
 ���
#��
� 
��
� 	����� �� 1( )Q −′ �
��	
� �

�	��
� (7) ������ 
� ��� ���������:  

1f 0 f
= 0, (f, g) = ( ) .

g ( ) g

T
Q

ly x

λ
φ

λ µ µ
−� � � � � �∂ ∂

′− ⋅� � � � � �
−∂ ∂� � � � � �

          (8) 

�� ����
�
 ��������� � (8) ��������, 	�


f = f = u v, g = g f = p q,i l iλ µ λ+ + ⋅ +          (9) 

��� �����

 u,v,p,q  – �� ���������. 

*
����
�, 	�
 = ( ) ( )z C Dφ φ ∈ �
 ��
�
� �������

 � (8) – ��$��
� ����	
 !����� �

���
�
�
� ����
	�
� �����
�� ( ).Cψ ∈ Γ ,
��� �����

 f, g � (9) 
������� a priori. &�
���	
�

����
� 1 2y = ( , ),a a ��� 1 2, C.a a ∈ ,
��� ��$��
� ( )zφ � �	��
� (8) �
#�
 ���
���� � �
��

1 1

2 2

u v
( ) = (f, g) = (y, y) (f, g) = .

p q

T T a a i
z Q

a a i
φ

+� � � �
′ ⋅ ⋅ ⋅� � � �

+� �� �
       (10) 

,����� ����
	�
� ���
�
� (2) ��
�
���� ������ 
� �
�:  

[ ]
[ ]

1 1 1

2 2 2

Re (u v) (p q) | = ,

Re (u v) (p q) | = .

a i a i

a i a i

ψ

ψ
Γ

Γ

� + + +�
	

+ + +�

    (11) 

(����
�, 	�
 ��� = 1,2k ��������
�
 �
#�����
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u= p,v=qRe[ (u v) (p q)] | =Re [ ( p q) ( p q)] = 0.k k k ka i a i a i a i−+ + + − + − − +      (12) 

'
��
�� ��
�������
� ��$��
� (11) ��� �������
	���
� �
����� 
��
�
�����
 u,v �
#�


����
 � �
��: 

1 2 1 2u = p r( , ), v = q ( , ),hψ ψ ψ ψ− + +       (13) 

��� r( ), h( )⋅ ⋅  – �
������ �����

 ��

� ����������. 

� *�����
�����
, 
�
���	
� 1 = , a a bi+ 2 = , a c di+ , , , R .a b c d ∈ ,
��� �
��� �
�����
��


(13) � (11) 
���� � �
�� (12):  

[ ] [ ]
[ ] [ ]

1 1

2 2

Re (r h) =Re ( )(r h) | = r h = ,

Re (r h) =Re ( )(r h) | = r h = .

a i a bi i a b

a i c di i c d

ψ

ψ
Γ

Γ

� + − + +�
	

+ − + +�

,�� ��� �
 ���
�
� �
��������� ����
� 1 2y = ( , ) = ( , )a a a bi c di+ + ����
�� J �� ������

�� �������
��, �
 
������
����  

0.
a b

c d
≠

'
��
�� �������
	����� �
�����  

1

2

r h = ,
, , , R

r h = ,

a b
a b c d

c d

ψ

ψ

⋅ + ⋅�
∈	

⋅ + ⋅

                (14) 


���� ��
�������
� ��$��
� 
��
�
�����
 ���������� r,h, 
����� 
 �������� (13). �

*���� �����
�, 	�
 ���� �������� �� ��������� �����
� (13) ����
�
���� 
��
��

�
�������
�� �����

�����
�� �������
�  

u v (p q) | = r h,i i iΓ− + + −          (15) 

�	�	
	� ����� ����	 �
 �	���
� .Γ ) �	��
� (9) ��������
 (15) �
#�
 ���
���� � �
��: 

1 2 1 2f g f | = r( , ) h( , ) = ( ), f , g ( ),l i t C Dµ λ λ µλ
ψ ψ ψ ψ ϕΓ+ + ⋅ − ∈            (16) 

	�
 �
������� � ������ �������
�� � (3). 

-
��
 l � (16) �����
 �
����
� (6), �
������ �� � (3). ,��
� 
����
�, �� ����
���
�

��$��
� ( )zφ ����	
 !����� 
���	��� �����$
�
��� (16) ��� ���
�
�
� ����
	�
� �����

 .ϕ

%
 ���
 ����
	��� ����
�-�����
� 1 2= ( , )ψ ψ ψ � (2) ��
 ��
� ��

��
����, �
 
 = (r, h)ϕ − �

(16), �. �. 
 � (3), ����� ��

��
���
�. *�����
�����
, ���
�
����� ��#�� �����
 �� ���������

�����
� r, h 
 1 2,ψ ψ 
����������� ��
�
�
� �
����
� (14).  %��
��
�, 	�
 �
���
�
���� (14) 


����������� �
 ����
�� y = ( , )a bi c di+ +  – c
�������
�� ����
�� ����
�� .J

� 
������� ��
�
��: ����� ����	� (16), �. �. 
 (3), �����$
�� ��� ���
� ����
	�
� �����



.ϕ %����� �
 ������
� �����

 1 2= ( , )ψ ψ ψ � �
�
 �� (14) �����
� = r h.iϕ − '���� f , gλ µ  – 

��$��
� (16) � ��
� �����
�� .ϕ ,
��� � �
�� (8) 
 (9) ��$��
� ����	
 !����� ������ �
����
�  

( ) = (f, g) = (y, y) (f , g f ) .
T T

z Q lλ µ λφ ′ ⋅ ⋅ + ⋅           (17) 

,�
���� 1 �
������. 

3. ���������� ������� 1 � ��������
 ��
� ������
�
���� ��"���� ������ 	
���� ���

= 2n

'�
���
� �������
� (3) � ��
��
�
��
� ����	� !�����. �����
 ��

��
���
�
 �
�����

= DΓ ∂ ����� ��������
���� ��
��� .����
��. ��� ��$��
� ����� 
����� � ������ �����
�, 

����������� �
 /�������. � ����
 � ��
� ���
��
� 
������
�

$�����
���� 3.  '�
��
� �
��
� 2RΓ ⊂ �
"��
���� �
��	� (�	���
	�) �����	�
, ����

���������� �
��� ��
 ������������ ����
 > 0a  � ,b 0 < 1,b ≤ ��	 ��� ����� ���� �	���

1 2,z z ∈Γ ���	������� ���	��� �����	�
  

1 2| |< | | ,ba z zθ ⋅ −

��� θ  – ��	� ����� �
�
�������� ��� �	
�
���� � Γ �	��
� 1 2, .z z
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%
#� ����� 
��
���
��� ������ 
� ���������, �
��	����� 0.'. )
���
��� � [2]. 

'������ 2.  ����� �
��
� = DΓ ∂  – �
��
� �����	�
, ����� (Im ) (Im ) < 0.λ µ⋅ $	��
 ���

���	� �

����	� ������� ϕ �" ��
��
 '�����

 ( ),H σ Γ 0 < <1σ 
�%���� "
�
��

f ( ) g ( ) | = ( ), f , g ( )z z z H D
σ

λ µ λ µϕΓ+ ∈

�� ������� 
 ��
�������
 ( � �
	�
���� �
 �
��
���
� ).

�� ��
��� 1, 2 �������� ��
 ��
�������� �
#� ��
����. 

'������ 3.  ����� � ���	���� ��	
��� 1 = DΓ ∂  – �	���
 �����	�
. �
� (�	� �	���������

����	
� �
�
��� J �	�������	 �	�
�����: x y.= $	��
 ��� ���	� �

����	� �������

( ), H σψ ∈ Γ 0 < <1σ 
�%���� "
�
�� &�

�
 � ��
��� ( )H Dσφ ∈ ���������� � ����������	 �

�	��	���� �	 ����	
-�	��	���	�.

��������
 ��
�. '
�
#
� � (3) x = ,y �
��� = 0.l � ���������� ��� (3) 
����������

���
������� �����#���
� ��
���� 2. '
��
�� 
� ��
���� 1 �������� �����#���
� ����
� ��

��
����. 

'������ 4.  ����� � ���	���� ��	
��� 1 = DΓ ∂  – �	���
 �����	�
. �
� (�	� �
�
��
 J

����� ������������ �	��������� ����	
 x. $	��
 ���	����	 ����
������ ��	
��� 3. 

)��� �
� (�	� �

����
� ������� 2 ( ),Cψ ∈ Γ �	 
�%���� = ( )zφ φ "
�
�� &�

�
 	��
�
��

��	����	�

, ( ).H D
x y

σφ φ∂ ∂
∈

∂ ∂
      (18) 

��������
 ��
�. 1��
 � (3) ����
� x �� ���������, �
 | |= 1.l

'
��#��, 	�
 ��
 ��#�
� ���
� Cl ∈ ��$��
� ����	
 (3) ������ �� ������� 
 ��
�������
, 

���
 Γ  – �
���� .����
�� 
 ( ).H σϕ ∈ Γ

� � �
�� ����	��
� 2 �
����
	�
 �����
����� ���	�� = 1.l &�
���	
�: 1 2= , iϕ ϕ ϕ+

f = u v, iλ + g = p q.iµ + ,
��� (3) ���
$���� � �
��  

1 2p q u v u v = p q 2u | = .i i i i iϕ ϕΓ+ + − + + + + +             (19) 

�� (19) 
����: 2q | = .ϕΓ )
�����
 
������
� ��
���� [4], µ -�
�
�
����� �����
�

g ( ) ( )z H D
σ

µ ∈ �
#�� ���� ��
��������� 
����
� (� �
	�
���� �
 �
��
���
�)  �
�����
�����

�
 ����
	�
��  ���	��
� ��
��  ��
�
� 	���
 2 ( ).H σϕ ∈ Γ ,
� #� ��������� ����� 
 ���

������
� 	���
. 

,
��� 
� (19) ������ 
������
 ����
	�
� ���	��
� ������
� 	���
 �����

 f ,λ �. �. 

1u | = 1/2( p) ( ).H σϕΓ − ∈ Γ &����� � �
�� �
� ��
���� 
� [4] �
#�
 
��
���	�
 �
�����
�
��

�����
� f ( ).H Dσ
λ ∈ �

,��
� 
����
�, � �
�� ��
���� 1 ��� ��

��
���
�
 , l | |= 1l ��������
�
 
 �����#���
�

��
���� 3. 

'���� ������ 2 ( ).Cψ ∈ Γ 2�
 
���	��� � �	��
� (14), 	�
 ������ ��

��
���� �����
�

1 2= ( , )ψ ψ ψ 
 = ( , )r hϕ − ���������� �
 /������� �� .Γ &����� �
�����
 [4] �
�����
�������


� (19) �����

 f , gλ µ ����� 
������� ��
����
�  

g gf f
,  , , ( ).H D

x y x y

µ µ σλ λ
∂ ∂∂ ∂

∈
∂ ∂ ∂ ∂

     (20) 

�� (20) � �
�� (17) �������� (18). ,�
���� 4 �
������. 

'������ 5. ����� � ���	���� ��	
��� 1 = DΓ ∂  – �	���
 �����	�
. �
� (�	� �
�
��
 J

����� �	�������	 �	�
������� �	��������� ����
 = .µ λ $	��
 �
� 0l ≠ � (3) ���	����	

����
������ ��	
��� 3 

��������
 ��
�. � ����
� ���	�� ����	� (3) ��
��� �
�: 
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g f f | = , g , f ( ), 0.l H D lσ
λ λλ λλ

ϕΓ+ + ⋅ ∈ ≠              (21) 

3����
� g f
λ λ

+ ����� λ -�
�
�
���
�. '
��
���� (Im ) (Im ) < 0,λ λ⋅ �
 ��� ����	
 (21) ��


0l ≠ ���
����� ��
���� 2. &����� � �
�� ��
���� 1 ��������
�
 �����#���
� ��
���� 3. 

,�
���� 5 �
������. 

%�������� 3. +��
�
� 0l ≠ � (21) �

���������� ����
�� ,J �� 
��� �� �
�������


�
���#����� �
��������� ����
�
�. �� (21) �������, 	�
 ��
 = 0l ��$��
� ����	
 !����� ���

����
� 
� ���
�
� ��
���� 5 �� ��
�������
 
 �� ������ �� �������. 

,�
���� 3 
 4 
���	��� � 	����
��
, 	�
 ��
 λ µ≠ 
 ��
 = {0;1}l 
��
�
��
� ( 0)ϕ ≡

�������
� (3) 
���� �
���
 ��
�
������ ��$��
�. '
��#��, 	�
 ���
� ��
 ��
����
 ��������
�


�� ��� ���� .l

������ 1. '����

2 2

2 2

4 12
2 16 1 8

= , ( ) = .1
( 2 )

2

i
x y xyi

J z
i x y i

φ
� � � �− − + +� � � �

� �� �−� � + ⋅� �� �

   (22) 

4���
�� J 
���� ������ �
��������� 	
��� = iλ 
 = 2 .iµ 3����
� ( )zφ ����� �
�����



��������
� 1 J -����
�
	���
� � ����
��� . J '�
 ��
� Re ( )| = 0zφ Γ �� ���
���

2 2: 2 16 = 1.x yΓ +   

,��
� 
����
�, (22) �
�������� ��
��� ����
�
����
�
 ��$��
� 
��
�
��
� ����	
 !�����

(2), �
�
�
�� � �
�� (14) �

���������� 0ϕ ≡ � (3). 

'����� ��	
����
� �
��������, 	�
 ��� ����
�� J  (22) �
��������� ����
�� x, y 
 	
��


l  (3) 
����, �

����������
, �
�: 

1 1 det (x, y)
x = ( 2 , ), y = (3 , ), = = 5.

2 2 det (x, y)
i i l

)���
�������
, � �
�� ��
���� 1 
 ����	��
� 2 ��
 | |= 5l 
��
�
��
� �������
� (3) 
����

��$��
� � �
�� �������
	��� �����
� f ( )zλ 
 g ( ).zµ

*
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The paper deals with the problem of existence and uniqueness of the Schwarz problem solution for 

2-vector-functions, being analytic on Douglis, in regions bounded by the Lyapunov contour, and in 

classes of functions that are Holder continuous. However, the matrix J should have different eigenvalues 

/, 0, and at least one eigenvector that is not multiple of the real one.  

At the beginning of the paper, the inhomogeneous Schwarz problem with a boundary function 1 is 

transformed. As a result of the performed reduction the Schwarz problem turns into an equivalent 

boundary problem for an inhomogeneous scalar functional equation. It connects boundary values of /- 

and 0-holomorphic functions f, g, defined in the plane region D, with a certain boundary function 2, 

which is constructed by 1.  

This functional equation for different matrices J is distinguished only by a complex coefficient 1, 

which is calculated using the matrix J. In this case the following circular property is found: the Schwarz 

problem is solvable or not simultaneously for all matrices, which coefficient module is equal. That’s 

why without loss of generality 1 can be considered a real number. It’s proved that the studied functional 

equation for cases l = 0 and |l| = 1 has a unique solution for any right side of 2. The matrices J having 

complex conjugate eigenvectors and one real eigenvector correspond to these two cases. Therefore, for 

these matrices the inhomogeneous Schwarz problem in case of any boundary function 1 has the unique 

solution. We consider absolutely and irrespectively the case when the matrix J has complex conjugate 

eigenvalues.  

At the end of the paper it’s shown that in case of |l| = 5 the homogeneous (2 = 0) functional equa-

tion has a nontrivial solution.  

Keywords: matrix; Jordan canonical form; eigenvalue; eigenvector; holomorphic function; 

Lyapunov contour. 
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