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�����������	��
 ���	
��
 ������ ������	��
 ��� ������� ����	
��-

��
 �� ������� �	����������	��
 ���	��. �� ����	��
  �������	��� ���-

�����. ������	��	 ��	��
 � ���	 ������	�	��
 ����
���
 ������� ��

�	������� �������. �	������ ��
 ���� ����� ������� �� �����
 ���	
-

��
 ������� �	����� �����
��
. !��	"��� ��
 �������
���
 ����� 
��
-

	��
 ���	"����� �� ���	��	 �� ��	�	�� ����
���
 �������. #�
�	�� �	�$-

������	 � ����������	 ������
, ��� ������	��� ������� ���������	

������	��	 
��
	��
 ������� ���. 

�������� ��	�
: ��

������; �	���
; �����
����
���
� ��

. 

%�	�	��	

�������� �	
	�� ��
	������ �
� �	����� ���
������� �� ���
��� ������
���
����� ����-

�� � � �����
��	���� �������� �����	��� � ������� �������� �	���� ��
������� [1] �����

������ � ��
�, ���
	 � �
	��� �	��� ����� �
	������ ����� ������ ����	 ��
	������ � ������, 

��	����� ����
�� �
��	
���	� �	
	���� ��������	�, �	������� �� �
�����. � ����	�, ���� �

�������� �	
	�� ��
	������ � ������� ��	��� �������� ��	����� � �	
	���� ������ �
�����

��
��� �������� �������, �� ������	� �	���	 ��
������� �
���
�� � �
�������� �	
	��, ��-

�
	 ��������	 ��	����� ��
	������ � ������ �������� ��
���	��, �	�������� �� �
�����. �

����� ����� ����	� �	��� �	
	�� �	
	���
������� ���, ��� ������
	��	�� ��
	������ � ������

��������  	
�, 
	
���� ����
�� �	����� �� �
�����. !	��� 
��	���� ����� ����� �	���� �

��������� 
����
����	����� ��
� «����
����� 
	����» [2], ����
������ �
���
 �.". #���
�-

���	 [3]. $�� �	��� 
����
����	����� ��
 � ����	�, ���
	 ��
���	����� ��������� ��������

 	
�� �	
	����� 
	
���	, � [3] ����
��� 	����
��
��	���� �����
	�. � [4] ����
���� ����-

�	����� ����������� ��
	����� ��
����. � 
	���� [5] ����
��� 	����
��
��	���� �����
	� 
��

�
�������� ��
 � �
���������� �������� �	������� ��
���	����� ���������� � ����
����

�����	����� ����������� ��
	������ ��
����. � 
	���� [6] ��
��� ��
��, ����
� �	����� ���-

�� �	 �
�� �	
	����� 
	
���	, ��������
��� �����
	����� ��	��, ����
	� �	
	���� ��������

�������� �� ��
�� ��� ��
	������. 

� �	������� 
	���� 
	���	�
��	���� �
������	� �	
	�	 ��
	������ � �������, � ����
��

��
	������ ��
����� �� ������� �������	��� ��	��, ���������� ������ �	� ��
���	�����, �	�  

� �����
	����� ����	�������. $��	�	�	 ���
��	 ���������	��� �����	������ ��
	������ �


���	�����  �
����� ��
	��������� �	 
	���	�
��	���� ��	�� �	
	�. %	�
��� ������
���� �


���	������ �������, �
� ���������� ����
�� 
��������� ��
	������ �������� �����	�����.  

&��������� ������

&	���	�
��	���� ��
	������� �
�����  

00( ) ( ) , ( ) ; , .mx A t x B t x t x x R t pϕ ξ η= + + = ∈ ≤�                                    (1) 

'
��� p  – �	
	���� ������ �����	��� �
�����	 ��
	������, 	 0t  – �	�	����� ������ �
�����; 

Rϕ ∈ � Mξ ∈ �������� ��
	��������, �
���� ��������� M �������� ������� ������
�����

������������ �	�	�	 ���

��	� ����	���� � sR ; �����	 η �
��	
����� �������� ����	���

mQ R⊂ ; ( )A t � ( )B t  – ���
�
����� �
� 0t t p≤ ≤ �	�
��� ��������������� 
	���
������.  

(�
�
���� 
��������� ��
	������. $�� ������ ����	 1ρ ≥ �����	��� ��
�� 0[ , ]L t pρ �
�-

��
	����� ����
���� ������� 0:[ , ]t p Rφ → � �����
����� �	 ��
���� 0[ , ]t p �������� ( )r
ρ

φ . 

'	
	�� ����� 1q > . $��������� ��
	������� �������� ����
��	�����	� �������

0( ) [ , ]qL t pϕ ⋅ ∈ � �
��������	� ������� 0:[ , ] mt p R Mξ × → . #����	 
�	�������� � ��
� �
���-

������� ������� 0:[ , ] mt p R Qη × → . 
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!	��� ��
�
������ 
���������� ��
	������ �
�
�����	�� ���
����� ����
	������. � �	-


	�	� ��
	������ ���	��������� ������	�� ��
�������� ����	�	, 
������� � ����
�� ������	-

���� �
	������� )���
����� [7], �������� ����	�, ���
	 �	��� ��������� 
�	������� �	���

����� �	
	�	�� �
��
	����� ��
	���, 	 ��
	����� ����� ������ �	�
	������� �������������

���
���� �� ��
������. � *��� ����	� �
���
�� � ���
����
��	����� �� � 
����������

��
	������. 

"��
�� [1], 
������� ������� (1), ��
��
����� 
���������� ��
	������� � �������, ��-


�
���� � ������� ���	���. 

������� 
	������� ω ��
���	 0[ , ]t p � 
�	���
�� ( )d ω

0 1 1 1: ... , ( ) max( ), 0,j ij it t t t p d t t i jω ω=+ +< < < < = − = . 

#������ 0 0( )x t xω = � �
� 1, 0,i it t t i j+≤ ≤ =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ( )) ( , ( ))i i i ix t A t x t t B t t x t t x tω ω ω ωϕ ξ η= + +� .                                    (2) 

)���� ���	�	��, ��� ��������� ���	��� (2), ��
�
������� �	 ��
���� 0[ , ]t p , �������� 
	�-

����
�� ��
	�������� � 
	����������� ���
�
����� [4, �. 56]. #� ���
��� +
���	 [8, �. 104], 

�� ����� �����
��	��������� ���	��� (2) ����� ��
����� ��
�����
��	���������, 
	�����
��

���
������ �	 ��
���� 0[ , ]t p . #�
 
��������, 
�	�����	� ���� �
� 
���������

( ), ( , ), ( , )t t x t xϕ ξ η �� �	�	������ ��������� 0 0( )x t x= , ��
�� �����	�� ����� 
	�����
��� �
�-


�� �����
��	��������� ���	��� (2), � ����
�� 
�	���
 
	������� ( )d ω ��
������ � ����. 

#��	�	����� �	�����	 ��
	������ �������� �������	

( )
0

0 , ( ) ( )

p
q

t

G x p C r drψ ϕ− + � .                                                        (3) 

'
��� 0
mRψ ∈  – �	
	���� �����
; ,⋅ ⋅  – ��	��
��� �
�����
���� � mR ; C  – �	
	���� �����; 

:G R R→+  – �	
	��	� �������. 

,�
	������ ��
����� ����
� �� �
�����	 �������	��� �	
	���
��	����� 
������	�	 [1] ��-

�	�	���� �	�����	 (3). 

&	�	��� � �����	���
 ���������
 �����	

"��
�� [1, �. 160], ��
��
�� � ����� ��
	������� �������, � �
	������� 
������� ����
��

����������� �	����� �����
. &	�����
�� �
� 0t t p≤ ≤ 
� ���� ( )tψ �	
	�� -� �: 

*

0 0( ) , ( )A t tψ ψ ψ ψ= − =� .                                                           (4) 

'
��� *( )A t  – �
	������
��	��	� �	�
��	. #������

( ) min ( ), , ( ) max ( ),
Q Q

b t t b t t
η η

ψ η ψ η− +
∈ ∈

= = .                                          (5)

!��
	 �� ��������� ����	��	 Q ���
��� [9, �. 333, ���
��	 4], ���

( ) ( )
1 1

( ), ( ) ( ) ( ) , 1, ( ) ( ) ( ) 0
2 2

t b t b t b t v v b t b t b tψ η + − + −= + + ≤ = − ≥ .                      (6) 

(����	���

( ) max ( ), ( )
M

a t t B t
ξ

ψ ξ
∈

= .                                                            (7) 

.� ��������� � �� ������
�� ����	��	 M ���
���, ��� ( ) 0a t ≥ �

( ), ( ) ( ) , 1t B t a t u uψ ξ = − ≤ .                                                        (8) 

(������, ��� ������� (5) � (7) �������� ���
�
������ [10, ����	 II.3.5]. "��
��	������, ��-

�
�
����� �������� � ������� ( )b t  (6). 

#�
��
�� � ����� ��
�������

( )
1

( ), ( ) ( )
2

p

t

z t x b r b r dr Cψ + −= + + −� .                                              (9) 
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!��
	 �� (4) � (9) ���
���, ��� 0( ) , ( )z p x p Cψ= − , 	 ���	�	� ( )z tω , �����	��	� ���	���

(2), ��
�
������� 
	������	��

( ) ( ) ( ) ( ) , 1, 1.i ii iz t t a t u b t v u vω ϕ= − + ≤ ≤�

!	��� ��
	���, �������� �
����
��� �
�������� �	
	�� ��
	������

0 0( ) ( ) ( ) , ( ) ; ( ) 0, 1, 1z t a t u b t v z t z t u vϕ ϕ= − + = ≥ ≤ ≤� .                          (10) 

� �
���
��� �	�����	

( )
0

( ) ( ) min max

p
q

u v
t

G z p r drϕ+ →� .                                                   (11) 

� *��� �	
	�� 
��������� ��
	������� �������� ����
��	�����	� ������� 0( ) [ , ]qL t pϕ ⋅ ∈ �

�
��������	� ������� ( , )u t z � ( , ) 1u t z ≤ . $��������� ������� �������� �
��������	� �������

( , )v t z � ( , ) 1v t z ≤ . $������� ( )z t ��
�
������� �	� 
	�����
��� �
�
�� �����
��	���������

���	���

( ) ( ) 1( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ,

i i

t t

i i i i i i i

t t

z t z t r a r dr u t z t b r dr v t z t t t tω ω ω ωϕ += − + ≤ ≤� �

� 
�	���
�� 
	������� ( ) 0d ω → . 

'��	�	�	��	 1. &� ����� �	
	�� (10), (11) �	���	����  
��������� ��
	������ 0 0( ), ( , )t u t zϕ

� ����� 0V �	���, ���

1) 
�� ����� 
��������� ������ ( , )v t z � 
�� ������ 
������� ( )z t � �	�	����� ��������

0 0( )z t z= , ��
��
������ 0 0( ), ( , )t u t zϕ � ( , )v t z , ��������� ��
	�������: 

( )
0

00( ) ( )

p
q

t

G z p r dr Vϕ+ ≤� ; 

2) 
�� ������ 
���������� ��
	������ ( ), ( , )t u t zϕ � 
�� ������ ����	 0V V< �	�
���� 
�-

������	� �����	 ( , )v t z �	�	�, ��� 
�� ������ 
������� ( )z t � �	�	����� �������� 0 0( )z t z= , 

��
��
������ ( ), ( , )t u t zϕ � ( , )v t z , ��������� ��
	�������

( )
0

( ) ( )

p
q

t

G z p r dr Vϕ+ >� . 

������
 ������� ����� � ���������
 �����	

&	�����
�� �	
	�� (10), (11) � ����� ����	�, ���
	 , ,z u v �
��	
���	� �
���
	����� nR , 	

⋅  – ��
�	 � nR . 

'	�����
��� ����
��	������� ������� 0( ) [ , ]qL t pϕ ⋅ ∈ , ����� 0ε ≥ � 
	�����
�� 
����-


����	����� ��
�

( ) ( ) ( ) , 1, 1z t a t u b t v u vϕ= − + ≤ ≤�                                             (12) 

� �������� �����	���

( )z p ε≤ .                                                                   (13) 

$�� ������� ��������� ����	��, ��� ������� ( ) 0a t ≥ � ( ) 0b t ≥ �����
���� �	 ��
����

0[ , ]t p , �
���� 0( ) [ , ].la L t p⋅ ∈ '
���
1

q
l

q
=

−
. 

$�� �	��� �
�������� ��
� �.". #���
���� [3] ����
��� 	����
��
��	���� �����
	�. .� ���

��
	 ���
���, ��� �	�	����� ��������� 0( )z t �
��	
����� ��	����� 	����
��
��	����� ����-

�
	�	 � ������ �
����� 0t ���
	 � ������ ���
	, ���
	: 
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( ) ( )
0

1 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )

p

t

f z t b r r a r drϕ ϕ ε⋅ = + − ≤� ,                                            (14) 

( ) ( )
0

2 ( ) max ( ) ( ) ( )

p

t t p
t

f b r r a r drϕ ϕ ε
≤ ≤

⋅ = − ≤� .                                              (15)

(����	���

( ) ( ) ( )( )1 2( ) max ( ) ; ( )f f fϕ ϕ ϕ⋅ = ⋅ ⋅ ,                                                    (16) 

( )
z

w z
z

= �
� 0z > � (0)w  – ����� � ��
	�������� (0) 1w = .                             (17) 

�	��	�� 1 [4, ���
��� 8.1 � 8.2]. $�� �	�	������ ��������� 0 0, ( ) nt p z t R< ∈ � ��
� (12), (13) 

��
	������ ( )u w z= ���������	�� ���������� ��
	������	 ( )( ) ( )z p f ϕ≤ ⋅ 
�� ����� �������

( , ) 1v t z ≤ � 
�� ������ 
�	�����	� ����� 
������� ( )z t . ,�
	������ ( )v w z= ���������	��

���������� ��
	������	 ( )( ) ( )z p f ϕ≥ ⋅ 
�� ����� ������� ( , ) 1u t z ≤ � 
�� ������ 
�	����-

�	� ����� 
������� ( )z t .

.� *��� ���
���, ��������� ��
���� (16), �������, ���, ���� ��������� ��
	������	 (14) �

(15), �� ��
	������ ( )u w z= ���������	�� ���������� ��
	������	 (13) 
�� ����� �������

( , ) 1v t z ≤ � 
�� ������ 
�	�����	� ����� 
������� ( )z t . /��� �� �
�� �� ��
	������ (14) � (15) 

�� ���������, �� ��
	������ ( )v w z= ���������	�� ���������� �
�������������� ��
	������	

( )z p ε> 
�� ����� ������� ( , ) 1u t z ≤ � 
�� ������ 
�	�����	� ����� 
������� ( )z t .

$	��� ��
�� ����	��, ��� ��������� ���
����� �
�
���������. 

&�	������	��	 1. 0������ [ )0: ,G t R+∞ → �������� ���
�
�����, ��
��� ���
	��	�� �

( )G ε → +∞ �
� ε → +∞ .

&	�����
�� �	
	��

( )
0

0 , ( ) ( ) ( ) min

p
q

t

f G r drε ϕ ε ϕ⋅ = + →� ,                                               (18) 

( ) ( )1 2 0( ) , ( ) , 0, ( ) [ , ], ( ) 0qf f L t p tϕ ε ϕ ε ε ϕ ϕ⋅ ≤ ⋅ ≤ ≥ ⋅ ∈ ≥ .                         (19) 

�	��	�� 2. #���� 0 0ε ≥ � 0 ( )tϕ  – 
� ���� �	
	�� (18), (19). !��
	 
� ����� �	
	�� (10), 

(11) �������� ������� 0 ( ), ( )t u w zϕ = � ����� ( )0 0 0 0, ( )V f ε ϕ= ⋅ . 

(������	� ����. #
� 0ε � 0 ( )tϕ ��������� ��
	������	 (14) � (15). #�*���� ��
	������

0 ( )tϕ � ( )u w z= ���������	�� ���������� ��
	������	 0( )z p ε≤ 
�� ����� ������� ( , ) 1v t z ≤

� 
�� ������ 
�	�����	� ����� 
������� ( )z t . .� ������� ���
	��	��� ������� G �������, 

���

( ) ( )
0

0 0 0 00( ) ( ) , ( )

p
q

t

G z p r dr f Vϕ ε ϕ+ ≤ ⋅ =� . 

$�������, ��� ���������� ����� 0V V< � 
��������� ��
	������ ( )tϕ � ( )u w z= , ����
��

���������	�� ���������� ��
	������	

( )
0

( ) ( )

p
q

t

G z p r dr Vϕ+ <�


�� ����� ������� ( , ) 1v t z ≤ � 
�� ������ 
�	�����	� ����� 
������� ( )z t . !��
	 *�� 
����-

����� ��
	������ ���������	�� ��
	�������
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0

1( ) ( )

p
q

t

z p G V r drϕ ε−
� �
� �≤ − =
� �
� �

�                                                   (20) 


�� ����� ������� ( , ) 1v t z ≤ � 
�� ������ 
�	�����	� ����� 
������� ( )z t . '�	��� *�� 0ε ≥ �

( )tϕ �
�������
��� ��
	������	� (14) � (15)  �, ���
��	������, ��
	�������� � �	
	�� (18), (19). 

#�*����

( )
0

0 ( )

p
q

t

V G r drε ϕ≤ + � . 

(���
	 � �� �
	��� �	��� (20) ������� �
�����
���� 0V V≤ . 

)��	����	. #�������� ������� (17) �
�������
��� ������� ( ) 1w z = , �� ���
��	 2 ���	����

��
	��
����� � 
�� ����	�, ���
	 ��
	������� �	 ��
	������ u � �	
	�� (18), ����� ��
 
	�����-

�	 1u = .

�	��	�� 3. &� ���� � �	
	�� (18), (19) ����������. 

(������	� ����. (������ ��	�	��, ��� ������� G ��
	�����	 �����, 	 ����� (19) ��������

�����������. .� ��
	���������� ����� ������� G � �� ������� ( ) 0tϕ ≥ ���
���, ��� ��	�����

��������	�	 ( )0 , ( )f ε ϕ ⋅ ��
	������ �����. (����	��� ��
�� 0V ��	����� ��� ������ �
	�� �
�

��
	�������� (19). !��
	 ���������� �����
��	��������� 00, :[ , ]i i t p Rε ϕ≥ → , �
�������
��-

��� ��
	�������� (19), �	���, ���  

( )0 0lim , ( )i i
i

f Vε ϕ
→+∞

⋅ = .                                                          (21) 

.� (18) ���
���, ��� ( )0( ) , ( )i i iG fε ε ϕ≤ ⋅ . (���
	, ��������� ������� ( )G ε → +∞ �
�

ε → +∞ , �������, ��� �����
��	��������� ����� iε ��
	�����	. #�
���
�, ���� ����� � ���
�-

����� ��
�����
��	���������, ����	��, ��� 0iε ε→ . (���
	 � �� ���
�
������� ������� ( )G ε

���
���, ��� 0( ) ( )iG Gε ε→ . .� ��
���� (18), �� ���
������ �����
��	���������� ( )0 , ( )i if ε ϕ ⋅ �

( )iG ε �������, ��� ���������� ����� 0D > �	���, ���

0

( )

p
q
i

t

r dr Dϕ ≤� 
�� ���� 1i ≥ . "���	��, ���

����������

0

lim ( )

p
q
i

i
t

r drϕ
→∞ �  (��	�� ��
��
�� � ��
�����
��	���������).  

� �
���
	����� 0[ , ]qL t p �����  	
 ��	�� ����	���� [11, �. 256]. #�*����, ��
���
�, ����

�����, � ��
�����
��	���������, ����	��, ��� ���������� ������� 0 0( ) [ , ]qL t pϕ ⋅ ∈ �	�	�, ���

0 0

0lim ( ) ( ) ( ) ( )

p p

i
i

t t

r r dr r r drϕ χ ϕ χ
→∞

=� � 
�� ����� ������� 0( ) [ , ]lL t pχ ⋅ ∈                         (22) 

� [11, �. 217] 

0 0

0 ( ) lim ( )

p p
q q

i
i

t t

r dr r drϕ ϕ
→∞

≤� � . 

.� �����
���� ��
	������	, ��������� ��
���� (18) � (21), �������, ��� ( )0 0 0 0, ( )f Vε ϕ ⋅ ≤ . 

#�*����, ���� ���	���, ��� 0ε � 0 ( )tϕ �
�������
��� ������ (19), �� ��� ��
�� �������� 
� �-

���� �	
	�� (18), (19).  

#�������� ( ) 0i rϕ ≥ �
� 0[ , ]r t p∈ , �� �� ������� (22) ���
��� [4, �. 61], ��� 0 ( ) 0rϕ ≥ 
��

����� ���� 0[ , ]r t p∈ . .�������� ��
	������� 1���
�
	 [11, �. 494–496], ����� �������� [4, �. 57–

58], ���  
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( ) ( )0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

p p

i

t t

b r r a r dr b r r a r drϕ ϕ− → −� �


	�����
�� �
� 0[ , ]t t p∈ . (���
	 ���
��� [4, �. 58], ���  

( ) ( )
0 0

0max ( ) ( ) ( ) max ( ) ( ) ( )

p p

i
t t p t t p

t t

b r r a r dr b r r a r drϕ ϕ
≤ ≤ ≤ ≤

− → −� � . 

!	��� ��
	���, ������	� ��
���� (14) � (15), ����� ����
�
	��, ��� 0ε � 0 ( )tϕ �
�������
���

������ (19). 

)��	����	. /��� �������� 
� ���� 0 ( )tϕ � �	
	�� (18), (19), ��, ��
��	���� ��� � ��
����

(8) �
� ( )u w z= , �
� z � ( )w z ��
�
������� ��
���	�� (9) � (17), �	�
�� 
� ���� ( , )t xξ � ��-

��
��� �	
	�� (1). 

#
���
�� 
���	������ �������, �
� ���������� ����
�� ����� 0ε � ������� 0 ( )tϕ ����-

���� 
� ����� �	
	�� (18), (19). 

�	��	�� 4. #���� ����� 0ε � ������� 0 0:[ , ]t p Rϕ → �
�������
��� �������� (19). #����

���������� ����� 0λ ≥ � ������	��	� �	 ��
���� 0[ , ]t p ������� ( )tθ , �	���, ��� 0( ) 0tθ = �: 

( )
0

0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )

p

t

r b r r a r dr pθ ϕ θ ε− =� ,                                                 (23) 

( )
0

0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0

p

t

r b r r a r dr z tλ θ ϕ ε
� �
� �− + − =
� �
� �
� ,                                       (24) 

( ) ( )0 0( ) ( ) ( ) ( )G p G pε λ θ ε ε λ θ ε− + ≤ − + �
� ����� 0ε ≥ ,                           (25) 

( )

1

1

0

( )
( ) ( )

qa t
t t

q
ϕ λ θ

−� �
= +� �
� �

�
� 0[ , ]t t p∈ .                                           (26) 

!��
	 ����� 0ε � ������� 0 ( )tϕ �������� 
� ����� �	
	�� (18), (19). 

(������	� ����. ������� �
���������� ����� 0ε ≥ � ������� 0( ) [ , ], ( ) 0.qL t p tϕ ϕ⋅ ∈ ≥ '	-

�� �� ������� �	�
	��	

( ) ( ) ( )
0 0 0

, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

p p p
q

t t t

G r dr r b r r a r dr p b r r a r dr z pε ϕ ε ϕ θ ϕ θ ε λ ϕ ε
� �
� �Λ ⋅ = + + − − + − + − =
� �
� �

� � �

( ) ( ) ( )( )
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

p
q

t

G p r r r a r r b r dr z pε λ θ ε ϕ λ θ λ ϕ λ θ λ= − + + − + + + + +� . 

)����	����� ��	����� ������� �	�
	��	 �� 0( ) [ , ], ( ) 0qL t p tϕ ϕ⋅ ∈ ≥ �	��
���� �� �������

�������	 ��
�����
	������ ��
	�����

( )( ) ( ) min, 0q rβ ϕ ϕ θ λ ϕ ϕ= − + → ≥ . 

0������ ( )β ϕ �������� ��������. #
�
	����	� � ���� �� �
�����
���, �������, ��� ����-

�	����� ��	����� ������� �	�
	��	 
���	����� ����
��	�����	� ������� (26). $	���, �����

���	�	�� [4, �. 63], ��� ������� (26) �
��	
����� �
���
	����� 0[ , ]qL t p . 

������� ����� ε � ������� ( )tϕ , ����
�� �
�������
��� �������� (19). !��
	, ���������

��
���� �����
�
��	��� �� �	���� � �����
	�� &��	�	–"�������	 [12, �. 134], �������, ���

( ) ( )
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0

p p p

t t t

r b r r a r dr p b r r a r dr d rθ ϕ θ ε ϕ ε θ
� �
� �− − = − − ≤
� �
� �

� � � . 

"��
��	������,  
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( )
0

, ( ) ( ) ( )

p
q

t

G r drε ϕ ε ϕΛ ⋅ ≤ + � . 

(���
	 � �� ��
��� (23), (24) � (25) �������, ���

( ) ( )
0 0

0 0 00( ) ( ) , ( ) , ( ) ( ) ( )

p p
q q

t t

G r dr G r drε ϕ ε ϕ ε ϕ ε ϕ+ = Λ ⋅ ≤ Λ ⋅ ≤ +� � . 

�	��	�� 5. #���� ��������� ������� ���
��� 3 �, 
������������, ������� :[0, )G R+∞ →

�������� ��������. !��
	 ���������� 
� ���� 0 0, ( )tε ϕ �	
	�� (18), (19), 
�� ����
��� �	�
����

����� 0λ ≥ � ������	��	� ������� 0:[ , ]t p Rθ → � 0( ) 0tθ = , ����
�� �
�������
��� ��������

(23)–(26).  

(������	� ����. #�������� ( ) 0b t ≥ �
� 0[ , ]t t p∈ , �� ��������� ��
	�������  

0

0( ) ( ) 0

p

t

z t b r dr+ ≥� .                                                               (27) 

#���� � (27) ����� ��	� 
	������	. !��
	 0( ) 0z t = � ( ) 0b t = 
�� ����� ���� 0[ , ]t t p∈ . .�

��
��� (14) � (15) �������, ��� 0 0ε = � 0 ( ) 0tϕ = �
�������
��� ��
	�������� (19). "�	��

����, ��� � ��
�� �������� 
� ����� �	
	�� (18), (19). � *��� ����	�, ������� (23)–(26) �����-

���� �
� 0λ = � ( ) 0tθ = . 

&	�����
�� ����	�, ���
	 � (27) ����� ��	� ��
����� ��
	������	. ������� �����
��	����-

����� 
	�������
( ) ( ) ( ) ( )

0 0 1 1
: ...

i i

i i i i
i k k

t t t t t pω += < < < < = , 


�	���
� ( )id ω ����
�� ��
������ � ����. &	�����
�� �������	������� �	
	��

( )
0

0 , ( ) ( ) ( ) min

p
q

t

f G r drε ϕ ε ϕ⋅ = + →� ,                                              (28)

( ) ( )
( )

1 ( ) ; ( ) ( ) ( ) , 1,
i

j

p

i

t

f b r r a r dr j kϕ ε ϕ ε⋅ ≤ − ≤ =� ;                                       (29) 

00, ( ) [ , ], ( ) 0qL t p tε ϕ ϕ≥ ⋅ ∈ ≥ �
� 0[ , ]t t p∈ .                                         (30) 

(�
	������� (29), (30) �������� �����������. +�	������� ���
��� 3 
��	���	����, ��� �

�	
	�� (28)–(30) ���������� 
� ���� , ( )i i tε ϕ . 2�	 �	
	�	 �������� �	
	��� ��������� �
��
	�-

��
��	���, ����� � ����
�� �
�������
��� ������� "�����
	. #� ���
��� -��	–!	���
	 [13, 

�. 90–91] ���������� �	��
 ���������� �	�
	��	
( ) ( )

0, 0, 1,
i i

j ij kλ λ≥ ≥ = , �	���, ��� ���������

������� 
���������� �����������

( ) ( )
( )

0

( ) ( )
0( ) ( ) ( ) ( ) 0, ( ) ( ) ( ) 0, 1,

i
j

p p
i i

i i j i i i

t t

b r r a r dr z t b r r a r dr j kλ ϕ ε λ ϕ ε
� �� �
� �� �− − + = − − = =� �� � � �� � � �

� �        (31) 

� ������� �������	 ������� �	�
	��	 ( ) ( ), ( ) , ( )i i i iε ϕ ε ϕΛ ⋅ ≤ Λ ⋅ 
�� ����� ε � ( )ϕ ⋅ , ����
��

�
�������
��� (30). '
���  

( ) ( )
0 0

( ), ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

p p
q i

i

t t

G r dr b r r a r dr z pε ϕ ε ϕ λ ϕ ε
� �
� �Λ ⋅ = + + − + − +
� �
� �

� �

( )
( )

( )

1

( ) ( ) ( )
i

i
j

pk
i

j
j t

b r r a r drλ ϕ ε
=

� �
� �− −� �
� �
� �

� � . 



�������� �.�. 	� �
��� 
������� ��
��� �����
����
��� ��
���� ������

������� �����. ����� «���� �����. ��!�����. "�#���» 
2017, �$  9, % 2, �. 36–46 

43

" ������� �������
( ) ( ) ( )
1

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

( ) ( ) ( )
1 1 2

( )
0 1

... , ,

... , ,

( ) ..............................................

, ,

0,

i i

i i i

i i i
k k

i i i i
k k k

i

i i i

i

t t p

t t t

t

t t t

t t t

λ λ

λ λ

θ

λ

− −

	 + + < ≤



 + + < ≤





= �



< ≤


 ≤ ≤
�

                                           (32) 

�	�� �� 
	�������  

( ) ( )
( )

0

( )

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
i

i
j

p pk
i

j i
j tt

b r r a r dr r b r r a r dr pλ ϕ ε θ ϕ εθ
=

� �
� �− − = − −� �
� �
� �

� � � . 

!��
	 ������� �	�
	��	 �
����	�� ��


( ) ( ) ( )( )
0 0

( ) ( ) ( )
0, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

p p
i q i i

i i i

t t

G p r r a r r dr b r dr z tε ϕ ε λ θ ε ϕ ϕ λ θ λ
� �
� �Λ ⋅ = − + + − + + +
� �
� �

� � . 

)�������
�� �� ε ������� ( ), ( )i ε ϕΛ ⋅ ������� ��
	�������

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )i i
i i i iG p G pε λ θ ε ε λ θ ε− + ≤ − + 
�� ������ 0ε ≥ .                      (33) 

)�������
�� �� 0ϕ ≥ ��
�����
	����� ��
	����� � ��
���� 
�� ������� �	�
	��	, �������

( )
1

1
( )( )

( ) ( )
q

i
i i

a t
t t

q
ϕ λ θ

−� �
= +� �
� �

.                                                   (34) 

#��	���, ��� ( ) ( ) 0i
i pλ θ+ > . � �	��� 
���, � �
������� ����	� �� ����
��	��������� ���-

������� �	�
	��	 � �� ��
���� (32) �������, ��� ( ) ( ) 0i
i tλ θ+ = 
�� ���� 0[ , ]t t p∈ . (���
	 � ��

��
��� (33) � (34) ���
���, ��� 
� ����� �	
	�� (28)–(30) �������� 0iε = � ( ) 0i tϕ = . "�	��

����, ��� �
�������
��� ��
	�������� (19). 2�� ��	���, ��� � (27) ����� ��	� 
	������	, ���

�
�����
���� 
��������. 

/��� ε � ( )tϕ �
�������
��� ������ (19), �� ��� �
�������
��� ������ (29), (30). #�*����

��������� ��
	������� ( )0 0, ( )i if Vε ϕ ⋅ ≤ , �
� 0V  – �����	����� ��	����� ������� ������� � �	-


	�� (18), (19). .� *���� ��
	������	 �������, ��� 0( )iG Vε ≤ . &	����
	� �	� �
� 
��	�	��������

���
��� 3 � ��
���
�, ���� �����, � ��
�����
��	���������, ����� ����	��, ��� 0 0iε ε→ ≥ .  

#��	���, ��� ���������� ����� 0B > �	���, ���
( ) , ( )i

iB p Bλ θ≤ ≤ 
�� ���� 1i ≥ .                                               (35) 

#� ������� ���
��� ������� :[0, )G R+∞ → �������� ���
�
����� � ��������. #�*����

[10, �. 61] ���������� ����	 0 0B > � 0δ > �	���, ���

0 0 0( ) ( )G G Bε ε ε ε− ≤ − 
�� ���� 0 3 , 0ε ε δ ε− < > .                                 (36) 

#�������� 0iε ε→ , �� 0iε ε δ− < 
�� ���� i , �	���	� � ������
��� ����
	. #
�����
� ��-


�����
����, ����	��, ��� ��
	������� 0iε ε δ− < ��������� 
�� ���� 1i ≥ . �������

0 2ε ε δ= + . !��
	 �� ��
	������ (33) � (36) �������, ���  

( )( ) ( )( )
0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 3i

i i i i ip G G G G G G B Bλ θ ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε δ+ − ≤ − ≤ − + − ≤ − + − ≤ . 

#�������� iε ε δ− > , �� �� �
�
�
����� ��
	������	 �������, ��� ( )
0( ) 3i

i p Bλ θ+ ≤ . (���
	 �

�� ����, ��� ( ) 0iλ ≥ � ( ) 0i pθ ≥ , ������� ��
	������	 (35) � 03B B= . 
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-	�
	� �� ������� (32) �� ����	�� �	 ��
���� 0[ , ]t p � �
�������
��� 
	������� (0) 0iθ = . 

(���
	 � �� ���
��� ��
	������	 (35) �������, ��� 0 ( )i t Bθ≤ ≤ 
�� ���� 0[ , ]t t p∈ . $	���, ���-

�	� �	
�	��� [8, �. 318] ������� (32) 
	��	 0( ) ( )i ip t Bθ θ− ≤ . "���	��� ���
�� ���
��� 3���� [8, 

�. 346], �� �����
��	��������� ������� (32) ����� ��
����� ��
�����
��	���������, ���
�-

����� � �	�
�� ����� ��
���	 0[ , ]t p � ������
�� ������� ( )tθ . #
�
����	� ������� �� ����	-

�� � �
�������
��� 
	������� 0 0( ) 0tθ = . 

#�������� ( )0 i Bλ≤ ≤ , �� �� �����
��	��������� ����� ( )iλ ����� ��
����� ���
������

��
�����
��	���������. %� ���
� ����� �����	�����, ����	��, ���  

lim ( ) ( )i
i

t tθ θ
→∞

= 
�� ���� 0[ , ]t t p∈ �
( )

lim 0
i

i
λ λ

→∞
= ≥ .                              (37) 

.� ��
���� (34) �������, ���  

0lim ( ) ( )i
i

t tϕ ϕ
→∞

= 
�� ������ 0[ , ]t t p∈ , 

�
� �
�
����	� ������� 0 ( )tϕ �	
	���� ��
����� (26). #�*���� ��	 �
��	
����� �
���
	�����

0[ , ]qL t p .  

.� ��
��� (34) � (35) ���
���, ���  
1

12
0 ( ) ( ) ( )

q
l

i

B
a t t a t

q
ϕ

−� �
≤ ≤ � �

� �
�
� ���� 0[ , ]t t p∈ .                                  (38) 

'	�����
��� ����� 0[ , ]t t p∈ . #����
( )( )

1
ii

j jt t t +≤ < . !��
	 �� ���
��� ��
	������	 (29) �������, ���

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
i i i

j j j

p p t t

i i i i

tt t t

b r r a r dr b r r a r dr r a r dr b r drε ϕ ϕ ϕ≥ − = − + −� � � � .           (39) 

$	���, ������	�, ��� 
�	���
� ( ) 0id ω → , �������

1
1

( ) ( ) ( )

2
0 ( ) ( ) ( ) 0, ( ) 0

q

i i i
j j j

t t t
l

i

t t t

B
r a r dr a t dr b r dr

q
ϕ

−� �
≤ ≤ → →� �

� �
� � � . 

'
��� ���������	�� ��
	������� (38) � ���
��	 �� 	��������� ���
�
�������  �����
	�	 �����	

[8, �. 282]. #� ���
��� �����	 [8, �. 284],  

( ) ( )0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

p p

i

t t

b r r a r dr b r r a r drϕ ϕ− → −� � . 

#�*���� �� ��
	������	 (39) ���
���, ���  

( )0 0( ) ( ) ( )

p

t

b r r a r drϕ ε− ≤� �
� ����� 0[ , ]t t p∈ . 

"�	�� ����, 0ε � 0 ( )tϕ �
�������
��� ��
	������� (15). +�	������� �� ���
��� �����	 ����-

���, ��� ��� �
�������
��� ��
	������� (14). !	��� ��
	���, ����� 0ε � �������

0 0:[ , ]t p Rϕ → �
�������
��� �������� (19). 

#�
��
�� � �
�
��� � ��
��� 
	������� (31). #������ 
	������� (24). #
������
��� �� j

���
�� 
	������	 � (31) � ����� ��
 ������� (32). 4�
�� �����

( )
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0

p

i i i i

t

r b r r a r dr pθ ϕ θ ε− − =� .                                           (40) 

.� ��
���� (34) ���
���, ���
1 1

1 1( )
( ) 2

0 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
q qi

l li
i i i

t B
t a t t a t t a t B

q q

λ θ
ϕ θ θ

− −� � � �+
≤ ≤ ≤� � � �� � � �� �



�������� �.�. 	� �
��� 
������� ��
��� �����
����
��� ��
���� ������

������� �����. ����� «���� �����. ��!�����. "�#���» 
2017, �$  9, % 2, �. 36–46 

45

#�*����, ��
���
� � 
	������� (40) � �
�
��� � �
������ ���
��� �����	, ������� 
	�������

(23). +�	�������, ��
���
� � ��
��� 
	������� (31) � �
�
��� � ������	� ���
�� ������ ���� �

(37), ������� 
	������� (24). '	�����
��� ����� 0ε ≥ � ��
��
�� � �
�
��� � ��
	������� (33). 

#������ ��
	������� (25).  

(������, ��� �� ���
��� 4 �	�
����� 0ε � 0 ( )tϕ �������� 
� ����� �	
	�� (18), (19). 

�
�	�
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��� �
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���
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This paper considers a linear control problem under the action of uncontrolled interference. The 

control process occurs in a given time interval. The possible values of interference belong to a compact 

set. The control is sought as the product of a scalar function and a vector function. Values of the vector 

function belong to a connected symmetric compact. This definition of control arises in control problems 

for mechanical systems of variable composition. For example, the law of variation of a reaction mass is 
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defined as a function of time, and the control affects the direction of relative velocity in which the mass 

is separated. The terminal part of the board depends on the modulus of a linear function of the state 

vector. The integral part of the board is an integral over the interval of a degree of the scalar function. 

The control problem is considered within the theory of guaranteed result optimization. With the help of 

a linear change of variables, the control problem comes down to a one-type differential game. An 

optimal control existence theorem is proved under rather wide constraints on the class of problems. 

Necessary and sufficient conditions are found, under which an admissible control is optimal. 

Keywords: control; interference; differential game.
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