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Рассматривается механическая система, состоящая из двухколесной 
тележки, на оси которой располагается обратный маятник. Задача заклю-
чается в формировании такого управляющего воздействия, формируемого 
по принципу обратной связи, которое, с одной стороны, обеспечивало бы 
заданный закон движения механического средства, а с другой, стабилизи-
ровало бы неустойчивое положение маятника. 
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Введение 

Возможность управления неустойчивыми техническими системами теоретически рассматри-
валась уже давно, однако практическая значимость такого управления отчетливо проявилась 
лишь в последнее время [1–5]. Оказалось, что неустойчивые объекты управления при подходя-
щем управлении обладают рядом «полезных» качеств. Примерами таких объектов могут служить 
космический корабль на этапе взлета, термоядерный реактор и многие другие. В тоже время при 
выходе из строя автоматической системы управления неустойчивый объект может представлять 
собой существенную угрозу, опасность и для человека, и для окружающей среды. В качестве ка-
тастрофического примера результатов отключения автоматического управления можно привести 
аварию на Чернобыльской АЭС. По мере того, как системы управления становятся все более на-
дежными, все более широкий круг технических неустойчивых в отсутствие управления объектов 
применяется на практике. Одним из самых простых примеров неустойчивых объектов является 
классический обратный маятник. С одной стороны, задача о его стабилизации  сравнительно 
простая и наглядная, с другой, она может найти практическое применение при создании моделей  
двуногих существ, а также антропоморфных устройств (роботов, киберов и др.), перемещающих-
ся на двух опорах. В последние годы появились работы, посвященные проблемам стабилизации 
обратного маятника, связанного с движущимся двухколесным транспортным средством [6–8]. 
Эти исследования имеют потенциальные перспективы применения во многих областях, таких как 
транспорт и разведка, в связи с компактной конструкцией, удобством эксплуатации, высокой ма-
невренностью и низким расходом топлива таких устройств. Тем не менее, рассматриваемая зада-
ча еще далека от окончательного решения. Известно, что многие традиционные технические уст-
ройства имеют как устойчивые, так и не устойчивые состояния и режимы работы. Характерный 
пример – сегвей, изобретённый Дином Кейменом электрический самобалансирующийся самокат 
с двумя колёсами, расположенными по обе стороны от водителя. Два колеса скутера расположе-
ны соосно. Сегвей автоматически балансируется при изменении положения корпуса водителя; 
для этой цели используется система индикаторной стабилизации: сигналы с гироскопических и 
жидкостных датчиков наклона поступают на микропроцессоры, которые вырабатывают электри-
ческие сигналы, воздействующие на двигатели и управляющие их движениями. Каждое колесо 
сегвея приводится во вращение своим электродвигателем, реагирующим на изменения равнове-
сия машины. При наклоне тела ездока вперёд сегвей начинает катиться вперёд, при увеличении 
же угла наклона тела ездока скорость сегвея увеличивается. При отклонении корпуса назад само-
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кат замедляет движение, останавливается или катится задним ходом. Руление в первой модели 
происходит с помощью поворотной рукоятки, в новых моделях – качанием колонки влево-
вправо. Задачи управления колебательными механическими системами имеют значительный тео-
ретический интерес и большое практическое значение. 

Известно, что в процессе функционирования механических систем вследствие старения и из-
носа деталей неизбежно возникают люфты, упоры, поэтому для описания динамики таких систем 
необходимо принимать во внимание влияние гистерезисных эффектов. Математические модели 
таких нелинейностей в соответствии с классическими представлениями сводятся к операторам, 
которые рассматриваются как преобразователи на соответствующих функциональных простран-
ствах. Динамика таких преобразователей описывается отношениями «вход–состояние» и «со-
стояние–выход» [1]. 
 
Постановка задачи 

В настоящей работе рассматривается механическая система, состоящая из двухколесной те-
лежки, на оси которой располагается обратный маятник. Задача заключается в формировании 
такого управляющего воздействия, которое, с одной стороны, обеспечивало бы заданный закон 
движения механического средства, а с другой, стабилизировало бы неустойчивое положение ма-
ятника. При этом учитываются гистерезисные свойства в управляющем контуре изучаемой сис-
темы. Ниже графически представлены элементы, изучаемой механической системы – двухколес-
ного транспортного средства с закрепленным на нем обратным маятником. 

 

 
Рис. 1. Основные структурные элементы рассматриваемого механического устройства 

 

 
Рис. 2. Левое и правое колеса механического устройства с управляюшим моментом 

 
Параметры и переменные, которые описывают рассматриваемую систему:ϕ  – угол поворота 

транспортного средства; D  – расстояние между двумя колесами вдоль центра оси; R  – радиус 
колес; Jϕ  – момент инерции; Tω  – разность крутящих моментов левого и правого колес; v  – 

продольная скорость транспортного средства; θ  – угол отклонения маятника от вертикального 
положения; m  – масса перевернутого маятника; l  – расстояние между центром тяжести тела и 
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осью колеса; Tυ  – сумма крутящих моментов левого и правого колес; x  – перемещение транс-

портного средства по направлению продольной скорости; M  – масса шасси; Mω  – масса колес; 
h  – раствор люфта. 
 
Динамика системы 

Динамику системы описывают следующие уравнения: 
 

..

2

D
T

RJ ω
ϕ

ϕ = ,               (1) 

2 2 2
.. 1

[ sin sin cos ]
J

J ml m l g T
R
θ

θ νν θ θ θ θ= − +
Ω Ω

,                (2) 

2 2 2
... 1 cos

[ sin sin cos ]x
ml

M mgl m l T
R ν

θθ θ θ θ θ= − −
Ω Ω

,        (3) 

где L RT T Tω = − ; L RT T Tν = + ; 
2

2( )x
J

M M m M
R

ω
ω= + + + ; 2

cJ ml Jθ = + ; 2 2 2cosxM J m lθ θΩ = − ; 

2

2
( )

2

JD
J J M

R
ω

ϕ ν ω= + + . 

Будем считать заданным желаемый закон изменения параметров системы: 
( ), ( ),X ( ).d d d d d dt t X tϕ ϕ θ θ= = =                  (4)  

Модель, описывающую динамику изменения параметров системы, можно представить в виде 
двух независимых подсистем. Первая подсистема состоит из одного уравнения – ϕ -подсистемы, 
определяющего угловые движения транспортного средства: 

..

2

D
T

RJ ω
ϕ

ϕ = .                  (5) 

Уравнение (5) можно переписать в виде системы из двух уравнений: 
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где 1 de ϕ ϕ= − , 2 de ϕ ϕ= −ɺ ɺ .  
Вторая подсистема, описывающая радиальные движения транспортного средства, а также 

колебания установленного на ней маятника, состоит из двух уравнений – { , }v θ -подсистемы: 
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Систему (7) удобно представить  в виде системы уравнений первого порядка:  
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Рассмотрим подсистему (6), управлять которой будем по принципу обратной связи. Для это-
го введем новую переменную и определим поверхность переключения в фазовом пространстве 
системы как 1 0s = . 

1 1 1 1

.
s e c e= + ,          (9) 

где 1c  – положительный параметр. Непосредственно из определения вытекает: 

1 1 1 1 1 1

. .. . .. .

2 w d
D

s e c e T c e
RJϕ

ϕ= + = − + .           (10) 

Для стабилизации вращательного движения определим управляющий момент следующим 
образом: 

1 1 1 2 11

.. .2
[ sgn( ) ]w d

RJ
T c e k s k s

D
ϕ ϕ= − − − ,             (11) 

где 1k , 2k  – положительно заданные параметры. 
Аналогично будем строить управление второй подсистемой (8), управлять которой, будем 

также по принципу обратной связи. Для этого введем новую переменную и определим поверх-
ность переключения в фазовом пространстве системы, как 2 0s = . 
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где 2c  – положительный параметр, тогда 
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Для стабилизации радиального движения определим управляющий момент: 
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где 3k , 4k  – положительно заданные параметры. 
Для того, чтобы одновременно управлять обеими подсистемами системы,  введем дополни-

тельное управляющее воздействие: 
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где g  – ускорение свободного падения; 3c , 5k , 6k  – положительные параметры; 3s  – поверхность 
переключения, определяемая соотношением: 

3 6 3 5s e c e= + . 
Сформулируем основные результаты работы, заключающиеся в принципиальной возможно-

сти стабилизации обеих подсистем, в сделанных предположениях относительно управляющих 
воздействий, в окрестности нулевого положения равновесия. 

Теорема 1. Система (6) с управляющим воздействием (11) абсолютно асимптотически ус-
тойчива: 
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Доказательство: определим функцию Ляпунова как 

2
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V sα= ,              (17) 

где 2D RJϕα = . 

Очевидно, что функция 0V ≥ , тогда  
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1 1 1 1 1 1
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[ ( )]w dV s s s T c eα α ϕ= = − − .    (18) 

Подставив (14) в Vɺ , получим 

1 1 2 1 1

.
( sgn( ) ( ))V k s k s s= − + .           (19) 

Очевидно, что 1 1V V≤℘ɺ , где ℘  – положительный параметр, что в силу теоремы Ляпунова оз-
начает асимптотическую устойчивость. 

Теорема 2. Рассмотрим подсистему (8) с управляющим воздействием (14). В сделанных 
предположениях эта система абсолютно асимптотически устойчива, т. е. при любых начальных 
условиях выполняются соотношения: 
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Доказательство: определим функцию Ляпунова для системы (8) посредством соотношения 
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2
2 3 2 2 2 1 6 5 2 5 5

. . .
[ ( ) sin( ) sin( )cos( )d d d d vV s s s e e e e Tβ β θ θ β θ θ= = + + − + + + ,                   (22) 

где 1 Rmlβ = , 
2

2
m gl

B
Jθ

= . 

Подставив (14) в (20), получим 
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Очевидно, что 2 1V V≤℘ɺ , где ℘  – положительный параметр, что в силу теоремы Ляпунова 
означает асимптотическую устойчивость. 
 

Динамика системы с гистерезисным управлением 
Люфты и упоры возникают благодаря старению и износу механических параметров, поэтому 

представляет интерес изучение динамики рассматриваемой системы в ситуации, когда управ-
ляющее воздействие ( vT  и wT ) воздействует на систему опосредованно, т. е. они являются вхо-
дом на гистерезисный преобразователь – люфт, а его выход является управляющим воздействием 
на систему. Величина люфта определяет степень поворота элемента управления, которая не при-
водит к изменениям в управляемой системе. Наличие люфта в управляющем воздействии в об-
щем случае осложняет задачу управления [9–13], так как возникают зоны нечувствительности по 
отношению к управляющему воздействию. Приведем краткое описание используемого в даль-
нейшем гистерезисного преобразователя – люфта, основанное на операторной трактовке. 

Выход преобразователя – люфта на монотонных входах описывается соотношением: 
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которое иллюстрирует рис. 3. 
С помощью полугруппового тождества действие оператора распространяется на все кусочно-

монотонные входы: 

1 0 1[ ( , ] ( ) [ [ , ] ( ), ] ( )Г u t h x t Г Г u h x t h x t=       (25) 
и с помощью специальной предельной конструкции на все непрерывные. Так как выход этого 
оператора не является дифференцируемым, то в дальнейшем используется  аппроксимация люф-
та моделью Боука–Вена [7]. Эта известная полуфизическая модель широко используется для фе-
номенологического описания гистерезисных эффектов. Популярность модели Боука–Вена обу-
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славливается ее способностью охватывать в аналитическом виде различные формы гистерезис-
ных циклов. Формальное описание модели сводится к системе следующих уравнений: 

1 1( , ) ( ) (1 ) ( ), ( | || | | | )n n
bwF x t kx t Dkz t z D Ax x z z x zα α β γ− −= + − = − −ɺ ɺ ɺɺ .                (26) 

( , )bwF x t  трактуется как выход гистерезисного преобразователя, а ( )x t  – как вход. Здесь 1n ≥ , 

0D >  0k >  и 0 1α< < . 

 
Рис. 3. Динамика входно-выходных соответствий люфта 

Рассмотрим обобщение систем (6) и (8), в которых управляющее воздействие поступает на 
вход гистерезисного преобразователя, а выход является управляющим воздействием на систему: 
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(28) 

Как и ранее в рассматриваемой системе, основным являлся вопрос о стабилизации, т. е. асим-
птотическом поведении ее фазовых переменных. Ниже приводятся графики при одних и тех же 
физических параметрах системы с люфтом и без люфта. Эта система исследовалась посредством 
численных экспериментов. Данная задача была решена в среде программирования Wolfram 
Mathematica. 

Значения констант и начальные условия приведены ниже: 
3; 5; 1; 1,5; 0,25; 0,2; 1,5; 5;cm M M D R l J Jω ω= = = = = = = =

. . .
J 1,5; (0) 0;x(0) 0; (0) 0,2; (0) [ (0) (0) (0)] [0,0,0,002]T Txϕ ϕ θ υ ϕ θ= = = = = = ;

1 3 2 4 5 6 1 2 30,5; 0,2; 3; 5; 0,5.k k k k k k c c c= = = = = = = = =  
На рис. 8–11 приведены результаты численного моделирования исследуемой системы. 
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Рис. 4. Зависимость 1e , 2e  от времени t  = 50 Рис. 5. Зависимость 1e  от 2e , при t  = 50 

 
Рис. 6. Зависимость 1e , 2e  от времени  t  с наличием 

люфта в обратной связи, при α = 0,5 

 
Рис. 7. Зависимость 1e  от 2e с наличием люфта в обрат-

ной связи, при α = 0,5, t = 50 

 
Рис. 8. Зависимость 3e , 4e  от времени t  

Рис. 9. Зависимость 5e , 6e от времени t  

Рис. 10. Зависимость 3e , 4e , при t = 50  
Рис. 11. Зависимость 5e  от 6e  при t = 50 

 
Численные результаты показывают, что релейное управление, формируемое по принципу 

обратной связи, позволяет удерживать фазовые координаты в окрестности положения равнове-
сия, при этом асимптотическая устойчивость не имеет места, что обусловлено наличием люфтов 
в контурах обратной связи исследуемых систем. 



Механика 

Bulletin of the South Ural State University 
Ser. Mathematics. Mechanics. Physics, 2017, vol. 9, no. 3, pp. 41–50 

48 

Заключение 
Исследована стабилизации перевернутого маятника на двухколесной тележке в процессе ее 

движения по заданной траектории. Предложен алгоритм управления, обеспечивающий устойчи-
вость системы и диссипативность при наличии гистерезисных звеньев в контуре обратной связи.  

Работа выполнена при поддержке РФФИ грант № 16-08-003. 
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A mechanical system consisting of a two-wheeled vehicle with a fixed inverted pendulum is con-
sidered. The objective lies in forming such control action which, on the one hand, would provide move-
ment of the system on the specified trajectory, and on the other hand would provide stabilization of the 
inverted pendulum in a neighborhood of unstable equilibrium position. Characteristic feature of the set 
objective is the fact that the control action is performed with the use of a hysteretic connection formal-
ized by equations of the Bouc-Wen model. Equations of the researched system’s model are divided into 
two independent subsystems of the second and the fourth order, which describe rotational and longitudi-
nal modes of motion correspondingly. Control action on each of the subsystems, formed on the basis of 
the feedback principle, is constructed according to the relay law; at that in the phase space of each sub-
system linear manifolds which determine switching surfaces are constructed. Theorems that ascertain 
the presence of errors in the assumptions made, which determine the discrepancy between the desired 
and simulated laws of the vehicle motion, as well as the deviation of the pendulum from the unstable 
equilibrium position asymptotically tend to zero, are formulated and proved in the article. In proving the 
theorems, the apparatus of Lyapunov functions was used. As it is shown in the article, the presence of 
the hysteresis component in the feedback loop makes manageability of the system more difficult, and as 
a result, in this case we can only talk about limitation of errors of the discrepancy and the dissipative 
motion of the pendulum. Results of computational simulation of dynamics of the system under study 
both under conditions of hysteresis connections and without them, which illustrate the proved theorems, 
are given in the article. 

Keywords: mechanical system; two-wheeled vehicle; inverted pendulum; stabilization; control. 
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