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Рассматривается вопрос о корректности в пространствах Соболева об-
ратной задачи об определении функции источников в квазилинейной пара-
болической системе второго порядка. Проблемы подобного вида возникают 
при описании процессов тепломассопереноса, диффузионных процессов, 
процессов фильтрации и во многих других областях. Главная часть опера-
тора линейна. Неизвестные функции, зависящие от времени, входят в не-
линейную правую часть. В том числе в этот класс задач входят и коэффи-
циентные обратные задачи об определении младших коэффициентов в па-
раболическом уравнении или системе. В качестве условий переопределения 
рассматриваются значения решения в некотором наборе внутренних точек. 
В качестве краевых условий берутся условия Дирихле или условия задачи с 
косой производной. Задача рассматривается в ограниченной области с 
гладкой границей. Однако результаты допускают обобщения и на случай 
неограниченных областей таких, в которых соответствующие теоремы о 
разрешимости прямой задачи имеют место. Приведены условия, гаранти-
рующие локальную по времени корректность задачи в классах Соболева. 
Условия на данные задачи минимальны. Полученные результаты являются 
точными. Задача сводится к операторному уравнению, существование ре-
шения которого доказывается при помощи априорных оценок и теоремы о 
неподвижной точке. Полученное решение обладает всеми обобщенными 
производными, входящими в уравнение, принадлежащими пространству Lp 
с p > n + 2 и обладает необходимой дополнительной гладкостью в некоторой 
окрестности точек переопределения.  

Ключевые слова: параболическое уравнение; обратная задача; тепломассо-
перенос; краевая задача; функция источников. 

 
Введение 

Мы рассматриваем вопрос об определении вместе с решением правой части специального 
вида или младших коэффициентов в параболических уравнениях и системах. Пусть G  – область 

в nR  с границей Γ  класса 2C  и (0 )Q T G= , × . Параболическое уравнение имеет вид  

 ( ) ( ) ( )tLu u A t x D u f x t u u q t x Q= + , , = , , ,∇ , , , ∈ ,�
 (1) 

где A  – матричный эллиптический оператор вида 
1

( ) ( )
j j

n
ij x xi j

A t x D u a t x u, =, , = − , ,∑  ij ia a,  – 0 0r r×  

матрицы, u  – вектор длины 0r  и 1 2( ) ( ( ) ( ) ( ))mq t q t q t … q t= , , ,�
 – неизвестные функции, подлежащие 

определению вместе с решением u . Система (1) дополняется начальными и граничными усло-
виями  
 0 0 (0 )t Su u Bu g S T=| = , | = , = , × Γ,  (2) 

где 
1

( ) ( )
i

n
i xi

Bu t x u t x uγ σ== , + ,∑  или Bu u= , in  – i -я координата внешней единичной нормали к 

Γ  и 1( ) ( ) ( )i t x t x C Sγ σ, , , ∈ . Условия переопределения записываются в виде  

 ( ) ( ) 1 2 .i iu x t t i … rψ, = , = , , ,  (3) 
Обратная задача состоит в нахождении решения u  уравнения (1) и функций ( )iq t  

( 1 2i … m= , , ,  ( 0m rr= ) по данным (2), (3). 
Проблемы подобного вида возникают при описании процессов тепломассопереноса, диффу-

зионных процессов, процессов фильтрации и во многих других областях (см. [1]). Прежде всего, 



Математика 

Bulletin of the South Ural State University 
Ser. Mathematics. Mechanics. Physics, 2017, vol. 9, n o. 4, pp. 19–26 

20 

мы сошлемся на работу [2], где получена теорема существования и единственности решений за-
дачи (1)–(3) в пространствах Гельдера в случае 0 1r = , 1r =  и линейной по своим аргументам u, 

u∇  функции f . В случае 1n = , 1r =  и G R=  аналогичный результат в получен в работах [3, 4]. 
В работах [5, 6] была рассмотрена также и задача об определении младшего коэффициента в па-
раболическом уравнении. В работе [7] (см. также [8]) была рассмотрена линейная обратная зада-
ча об определении функции источников в случай задачи Коши для операторно-
дифференциального уравнения первого порядка ( )tu Au f t z+ =  с условием переопределения ви-
да ( ) ( )u tψΦ = , где Φ  – некоторый функционал. Задача вида (1)–(3) входит в класс таких задач, 
при определенном выборе функционального пространства в котором ищется решение и в случае 
линейности задачи. Более общие теоремы о разрешимости абстрактных задач такого вида в ква-
зилинейном случае получены в монографии [9]. Однако стоит отметить, что результаты [9] при-
менимы к задаче (1)–(3) в случае функции g , зависящей только от функции u , но не от u∇ , и в 
случае краевых условий таких, что область определения оператора L  не зависит от времени. 
Кроме того, даже в этом случае использование этих результатов приводит к излишним условиям 
гладкости и согласования на данные задачи. Ряд задач, входящих в класс (1), был рассмотрен в 
работе [10]. Отметим, что численные методы решения различных модельных задач, входящих в 
класс (1)–(3), рассматривались, например, в работах [11, 12] и многих других. В частности, в ра-
боте [12] рассматривалась обратная задача (1)–(3) об определении функции источника для квази-
линейной системы параболических уравнений.  

Мы получим локальную теорему о разрешимости задачи при минимальных (в определенном 
смысле) условиях на данные. 

Опишем содержание работы. В первом параграфе описаны условия на данные задачи и 
сформулированы основные результаты. Во втором параграфе приведено их доказательство. Обо-
значения функциональных пространств стандартные (см., например, [13]). 
 
1. Определения, обозначения и вспомогательные результаты  

Пусть E  – банахово пространство. Символом ( )pL G E;  (G  – область в nR ) обозначаем про-

странство сильно измеримых функций, определенных на G , со значениями в E , наделенное 

нормой ( )( )
pE L Gu x�� � �  [13]. Мы также используем пространства Гельдера ( )C Gα . Обозначения 

( )s
pW G E; , ( )s

pW Q E;  пространств Соболева являются стандартными (см. определения в [13, 14]). 

Если E C=  ( E R= ) или nE C=  ( nE R= ), тогда последнее пространство обозначается через 

( )s
pW Q . Аналогично используем обозначения ( )s

pW G  или ( )C Gα  вместо ( )s
pW G E;  или 

( )C G Eα ; . Таким образом, включение ( )s
pu W G∈  (или ( )u C Gα∈ ) для данной вектор-функции 

1 2( )ku u u … u= , , ,  означает, что каждая из ее компонент iu  принадлежит ( )s
pW G  (или ( )C Gα ). В 

этом случае норма вектора есть просто сумма норм координат. То же самое соглашение прини-
маем для матриц-функций. Для интервала (0 )J T= ,  положим 

( ) ( ( )) ( ( ))s r r s
p p p p pW Q W J L G L J W G, = ; ∩ ; . Соответственно, ( ) ( ( )) ( ( ))s r r s

p p p p pW S W J L L J W, = ; Γ ∩ ; Γ . 

Аналогично определяем пространство Гельдера ( )r sC Q, .  

Пусть ( )iB xδ  – шар радиуса δ  с центром в точке ix . Далее мы используем следующие обо-

значения: (0 )Q Gτ τ= , × , (0 )Sγ γ= , × Γ . Дан набор точек j{x }  из (3), параметр 0δ >  назовем до-

пустимым, если ( )iB x Gδ ⊂ , ( ) ( )i jB x B xδ δ∩ = ∅  для i j≠ , 1 2i j … r, = , , , . Пусть ( )i iG B xδ δ= ∪ , 

(0 )Q T Gδ δ= , × , и (0 )Q Gτ
δ δτ= , × .  

Рассмотрим задачу (1)–(2) и сформулируем один вспомогательный результат. Мы будем 
предполагать, что у нас выполнены условия на коэффициенты A : 

 1( ) (0 ( )) 2 ( ) 1 2s
ij p ia C Q L T W G p n C S i j … nδ γ σ∞∈ ∩ , ; , > + , , ∈ , , = , , , .  (4) 
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для некоторого допустимого 0δ >  и ( 1]s n p∈ / , . Мы также предполагаем, что L  – параболиче-
ский оператор и выполнено условие Лопатинского. Сформулируем эти условия. Рассмотрим мат-

рицу 
1

( ) ( )
n

ij i ji j
A t x a t xξ ξ ξ, =, , = − ,∑  ( )nRξ ∈  и предположим, что найдется постоянная 1 0δ > , та-

кая, что корни  p  полинома det( ( ) ) 0A t x i pEξ, , + =  ( E  – единичная матрица) удовлетворяют ус-
ловию 

 2
1Re | | ( , ) .np R x t Qδ ξ ξ≤ − ∀ ∈ ∀ ∈  (5) 

Пусть 0B u u=  в случае условий Дирихле в (2) и 0 1 j

n
j xj

B u uγ== ∂∑  в противном случае. Ус-

ловие Лопатинского может быть записано в виде: для любой точки 0 0( )t x S, ∈  и операторов 

 ( )A x t D, ,  и 0( )B x t D, , , записанных в локальной системе координат  y  в этой точке (ось ny  на-

правлена по нормали к S, и оси 1 1ny … y −, ,  лежат в касательной плоскости в точке 0 0( )x t, ), сис-
тема  
 0 0 0 0 0 0( ( )) ( ) 0 ( ) (0)

n ny y jE A x t i v z B x t i v hλ ξ ξ′ ′+ , , ,∂ = , , , ,∂ = ,  (6) 

где 1 1( )n…ξ ξ ξ −′ = , , , ny R+∈ , имеет единственное решение из ( )C R
+ , ограниченное на бесконеч-

ности при всех 1nRξ −′∈ , arg 2λ π| |≤ / , и jh C∈  таких, что 0ξ λ′| | + | |≠ . Мы также предполагаем, 

что  

 0 022 2
0 0( ) ( ) ( ) ( 0) ( ) ( 0)k kp

p pu x W G g W S B x u x g x x,− /
Γ∈ , ∈ , , | = , ∀ ∈Γ,  (7) 

где 0 1 1 2k p= − /  в случае условия Дирихле и 0 1 2 1 2k p= / − /  в противном случае,  

 2 2
0( ) ( ) для некоторого допустимого 0 ( 1]s p

pu x W G  и s n pδ δ+ − /∈ > ∈ / , .  (8) 

Даны постоянные 1 2δ δ δ< < . Построим вспомогательную функцию 0 ( )C Gδϕ ∞∈  такую, что 

1ϕ ≡  в области 
1

Gδ  и 0ϕ ≡  в 
2

G Gδ δ∖ . 

Теорема 1. Пусть выполнены условия (4)–(8) для некоторого допустимого 0δ >  и 

( 1]s n p∈ / , , ( )pf L Qτ∈ , (0 ( ))s
p pf L W Gδϕ τ∈ , ;  и (0 ]Tτ ∈ , . Тогда существует единственное ре-

шение 2 1( )pu W Qτ,∈  задачи  

 0 0(( ) ) ( )t SLu f x t Q u | u x Bu | g== , ∈ , = , = .  (9) 

Причем (0 ( ))s
t p pu L W Gδϕ τ∈ , ; , 2(0 ( ))s

p pu L W Gδϕ τ +∈ , ; . Если 0g ≡ , 0 0u ≡ , то справедлива оцен-

ка  
 2 1 2( ) (0 ( )) (0 ( )) ( ) (0 ( ))

[ ]s s s
p p p p p p p p

tW Q L W G L W G L Q L W G
u u u c f fτ τ

δ δ δτ τ τϕ ϕ ϕ, +, ; , ; , ;
+ + ≤ + ,� � � � � � � � � �  (10) 

где постоянная c  не зависит от  f , решения  u  и (0 ]Tτ ∈ , .  
Доказательство. Основное утверждение теоремы известно, см., например,  [15]. Дополни-

тельная гладкость по существу вытекает из известных результатов о внутренней гладкости реше-
ний параболических и эллиптических задач (см. [15]).  
 
2. Основные результаты  

В этом параграфе мы приведем и докажем основные результаты этой работы. Предположим, 
что условия (4)–(8) выполнены для некоторого допустимого параметра δ >0. Положим 

1 0 0( ) ( )2( )C G C GR u u= + ∇� � � � . Определим шар 1 1{( , ) :| | | | }B u p u p R= + ≤ , где u  – вектор длины 0r  

и p  – 0r n× –матрица. В качестве величин u p| |,| |  соответственно берем сумму модулей коорди-

нат и модулей элементов матрицы. Опишем условия на функцию f  в (1). Мы будем требовать, 
что  

1. 1( ) ( ( ))m
pf x t u p q C B R L Q, , , , ∈ × ; .  
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2. Найдутся функции 0 1 2( ) (0 ( ))p pL Q L T L G∞Φ ∈ , Φ ,Φ ∈ , ;  такие, что 

1 1 1 2 2 2 0 1 2 1 1 2 1 2 2 1 2( ) ( ) ( ( | |) )( )f x t u p q f x t u p q q q u u p p q q| , , , , − , , , , |≤ | Φ | + | | + | Φ | | − | + | − | + | Φ || − |  

для всех 1( ) m
i i iu p B q R, ∈ , ∈  ( 1 2)i = , .  

3. для некоторого допустимого 0δ >  функция ( )f x t u p q, , , ,  непрерывна в области 

1
mQ B Rδ × × , дифференцируема по переменным u p q, ,  при всех ( )x t Qδ, ∈ , имеет первые обоб-

щенные производные 
ix

f  1i … n= , ,  при всех 1( ) mu p q B R, , ∈ × ; 

1( ( ))
l i ij k

m
x u p q pf f f f C B R L Qδ, , , ∈ × ;  и найдутся функции 3 4 5( ) (0 ( ))p pL Q L T L Gδ δ∞Φ ∈ , Φ ,Φ ∈ , ;  

такие, что каждая из вектор-функций 
l i ij kx u p qf f f f, , ,  ( 1 1 1i … h j … n k … m= , , , = , , , = , , ) удовлетворя-

ет условию Липшица в следующем смысле: если ( )g x t u p q, , , ,  одна из этих функций, то  

1 1 1 2 2 2 3 1 2 4 1 2 1 2 5 1 2( ) ( ) ( ( | |) )( )g x t u p q g x t u p q q q u u p p q q| , , , , − , , , , |≤ | Φ | + | | + | Φ | | − | + | − | + | Φ || − | .  
Построим вспомогательную функцию Φ , которая есть решение задачи  

 0 0 0 0( 0) (( ) ) ( )t SL f x t u u x t Q | u x B | g=Φ = , , ,∇ , , ∈ , Φ = , Φ = ,  (11) 

такое, что 2 1( )pW Q,Φ ∈ , (0 ( ))s
t p pL T W GδϕΦ ∈ , ; , 2(0 ( ))s

p pL T W Gδϕ +Φ ∈ , ; . Условия на данные и 

условия 1–3 гарантируют, что 0 0( 0) ( )pf x t u u L Q, , ,∇ , ∈ , 0 0 0( ) (0 ( ))s
p pf x t u u q L T W Gδϕ , , ,∇ , ∈ , ;  и 

поэтому теорема 1 применима. Ниже при доказательстве теоремы 3 мы фактически это покажем.  

По теореме Фубини, ( (0 ))s
t p pW G L TδϕΦ ∈ ; ,  и, таким образом, ( (0 ))s n p

t pC G L Tδϕ − /Φ ∈ ; ,  (см. со-

отношения (3.1)–(3.3) в [16]). В частности, 1( ) (0 )j px t W TΦ , ∈ , . Пусть u  решение задачи (1)–(3), 

тогда функция w u= − Φ  есть решение задачи  
 0 0 0( ( ) ) ( 0) ( ) 0 0t SLw f x t w w q f x t u u F x w q w Bw== , , + Φ,∇ + Φ , − , , ,∇ , = , , , | = , | = ,� �

 (12) 

 1( ) ( ) ( ) ( ) (0 ) 1 2j j j j pw x t t t x t W T j … rψ ψ, = = − Φ , ∈ , , = , , , .ɶ  (13) 

Таким образом, мы свели задачу к эквивалентной задаче с однородными условиями.  
Рассмотрим систему уравнений  

 0 0 0 0 0 0( ( ) ( ) ( )) ( ( ) ( ) 0) ( ) 1 2j j j j j j j j jt t jf x t u x u x q t f x t u x u x g g x t j … rψ, , ,∇ , − , , ,∇ , = , = − Φ , , = , , , ,�
 

которую также можно записать в виде  
 01 00 0( ) ( )rF q g … gg g= , = , ,� � �  (14) 

Фиксируем 2 (0 )02
pL TR g ,= �

� � . Запишем условие корректности.  

4. Система 1( ) ( )rF q g g g … g= , = , ,� � �
 имеет единственное решение q

�
 для всех (0 )pg L T∈ ,�

 та-

ких, что 2 (0, ) 20{ : }
pL Tg B g g Rg∈ = − ≤� � � �

� �  и обратное отображение 1 1
2( ) (0 )pq F g F B L T− −= , : → ,� �

 

удовлетворяет условию Липшица в 2B .  
Теорема 2. Предположим, что условия (4)–(8), 1–4  выполнены для некоторого допустимого 
0δ > , 1 s n p≥ > /  и функция ϕ  обладает свойствами, указанными перед теоремой 1. Пусть кро-

ме того выполнены условия согласования 0(0) ( )j ju xψ =  ( 1 2 )j … r= , , , . Тогда найдется проме-

жуток 0[0 ]τ, , на котором существует единственное решение 1 2( )mu q q q, , ,...,  обратной задачи 

(1)–(3) такое, что 02 1( )pu W Qτ,∈ , 0( ) (0 )i pq t L τ∈ , , 1i … m= , , . Кроме того, 2(0 ( ))s
p pu L T W Gδϕ +∈ , ; , 

(0 ( ))s
t p pu L T W Gδϕ ∈ , ; .  

Доказательство. Основной метод доказательства – теорема о неподвижной точке. Положим 
1

0 0Fq g−=� �
, 3 (0 )02

pL TR q ,= �
� � . Зафиксируем Tτ ≤  и вектор 3 (0 ) 3(0 )

pp Lq B {q L q R }ττ ,∈ = ∈ , : ≤� � �
� � . 

Разрешимость задачи (12) при фиксированном q
�

 вытекает из стандартных теорем о разрешимо-
сти нелинейных параболических уравнений. Схема рассуждений следующая. Используя теорему 
1, сведем задачу (12) к уравнению вида  
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 1 1
0 0( ( ( ) ) ( 0)) ( ( ))w L f x t w w q f x t u u L F x w q− −= , , + Φ,∇ + Φ , − , , ,∇ , = , , .� �

 (15) 

По определению пространство pHτ  состоит из функций 2 1( )pw W Qτ,∈ , удовлетворяющих од-

нородным краевым и начальным условиям в (12), и таких, что (0 ( ))s
t p pw L W Gδϕ τ∈ , ; , 

2(0 ( ))s
p pw L W Gδϕ τ +∈ , ; . Рассмотрим вспомогательную задачу  

 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3( ) ( 0) 0 0t SLw f x t u u q f x t u u F w Bw q B== , , ,∇ , − , , ,∇ , = , | = , | = , ∈ .� �
 (16) 

В силу наших условий на данные и теорем вложения 2 ( 2)
0 ( )n pu C G− + /∈ , 

2 ( 2)
0 ( )s n pu C Gδϕ + − + /∈ . Легко проверить, используя условия 1–4, что 0 ( )pF L Q∈ , 

0 (0 ( ))s
p pF L T W Gδϕ ∈ , ;  и более того справедлива оценка  

 0 0 3( ) (0 ( ))
( )s

p p pL Q L W G
F F c Rτ

δτ, ;
+ ≤ .� � � �  

Тогда в силу теоремы 1 решение 0w  задачи (16) допускает оценку  

 2 1 20 0 0 0 1 3( ) (0 ( )) (0 ( ))
( )s s

p p p p p p
tH W Q L W G L W G

w w w w c Rτ τ
δ δτ τϕ ϕ, +, ; , ;

= + + ≤ .� � � � � � � �  (17) 

Возьмем в качестве параметра 4R  величину 1 32 ( )c R  (без ограничения общности считаем, что 

эта постоянная не зависит от Tτ ≤ ). Ищем решение w  в шаре 4 4
p

p H
B {w H w R }τ

τ= ∈ : ≤� � . Имеем, 

используя теоремы вложения, что при 1 ( 2) 2n pα < − + /   

2 1 2 1

1 2

1 2
0 4( ) ( )( )

1 2

( )( ) ( )( )
sup ( ) ( ) .

p pW Q W QC Q t t
x G

w x t w x t
w u c w c R

t t
ττ

α α α
ατ τ τ, ,

≠ ,
∈

| + Φ , − + Φ , |+ Φ − ≤ ≤ + Φ =
| − |

� � � � � �  

Аналогично (при 1 2 ( 2) 2n pα < / − + / ) 

2 1 2 1

1 2

1 2
0 1 4( ) ( )( )

1 2

(( )( ) ( )( ))
( ) sup ( ) ( )

p pW Q W QC Q t t
x G

w x t w x t
w u w c R

t t
ττ

α α α
ατ τ τ, ,

≠ ,
∈

| ∇ + Φ , − + Φ , |
∇ + Φ − ≤ ≤ + Φ = .

| − |
� � � � � �  

Из этих двух неравенств вытекает, что найдется 1 Tτ ≤  такое, что при 1τ τ≤  выполнено, что 

4 1( ) 4c R Rατ ≤ / , 1 4 1( ) 4c R Rατ ≤ /  и значит при 4w B∈  будет выполнено, что  

 1( ) ( )
( )

C Q C Q
w w Rτ τ+ Φ + ∇ + Φ ≤ .� � � �  (18) 

Далее, нетрудно показать, что найдется параметр 2 Tτ ≤  такой, что для любой 3q B∈�  и 2τ τ≤  

уравнение (15) имеет решение в шаре 4B , причем построенное отображение ( )q w q→� �
 удовле-

творяет условию Липшица. Чтобы получить утверждение, мы показываем, что отображение 
1( ( ))L F x w q− , , �  переводит шар 4B  в себя и является в нем сжимающим. Покажем, например, 

сжимаемость. Рассмотрим наиболее сложный случай 1s< . В силу теоремы 1  

 

1
1 2 1 2 ( )

1 2 (0 ( ))

( ( ) ( )) ( ( ) ( )

( ( ) ( )) )
p p

s
p p

H L Q

L W G

L F x w q F x w q c F x w q F x w q

F x w q F x w q

τ τ

δτϕ

−

, ;

, , − , , ≤ , , − , , +

, , − , , .

� � � �
� � � �

� �
� �

 

Первое слагаемое оценивается с использованием 1–4 и теорем вложения через  

 2 111 2 2 1 2 3 4 1 2 ( )( )
( ) ( )

pW QC Q
c c R w w c R R w w ττ

γτ ,+ − ≤ , − ,� � � �  

для некоторого 1 2 ( 2) 2n qγ < / − + / . Пусть ( ) ( )hv v x h v x∆ = + − . Чтобы оценить второе слагаемое, 

используем ( 1 2k = , ) представления  

 1

0

( ( ))

( ) ( ( )( ) ( ) (( )( ) ( )) )

h k

k h k k h k

F w q

x h f x h w x w w x w q d

ϕ

ϕ η η η η η
η

∆ , =

∂ + + , + Φ + ∆ + Φ ,∇ + Φ + ∆ + Φ , =
∂∫

�

�  
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1

10

( ) ( ( )( ) ( ) (( )( ) ( )) )
i

n

x k h k k h k
i

x h f x h w x w w x w qϕ η η η η
=

+ + , + Φ + ∆ + Φ ,∇ + Φ + ∆ + Φ , +∑∫
�

 

1

1

( )[ ( ( )( ) ( ) (( )( ) ( )) )

( ( )( ) ( ) (( )( ) ( )) ) ( )

( ( )( ) ( ) (( )( ) ( )) (

i

i i

n

x k h k k h k
i

u k h k k h k h k

n

p k h k k h k h kx
i

x h f x h w x w w x w q

f x h w x w w x w q w

f x h w x w w x w w

ϕ η η η η

η η η

η η η

=

=

+ + + , + Φ + ∆ + Φ ,∇ + Φ + ∆ + Φ , +

+ + , + Φ + ∆ + Φ ,∇ + Φ + ∆ + Φ , ∆ + Φ +

+ + , + Φ + ∆ + Φ ,∇ + Φ + ∆ + Φ ∆ + Φ

∑

∑

�

�

)]
ix

dη

 

и следующую эквивалентную норму в пространстве ( ( ))s
p jW B xδ  (см. [13]): 

 
0

( ( )) (0)

1
( ) ( )s

p j j h

p p
h hn spW B x B B

v v dxdh v v x h v x
hδ δ ,+= | ∆ | , ∆ = + − ,

| |∫ ∫� �  

где , { : ( )}j h j jB x B x h B xδ= ∈ + ∈  и 0 2( ) 2δ δ δ= − / . Берем 0h δ< . Далее мы должны вычесть эти 

представления при 1k = , 2k =  и учесть условия 1–4 и теоремы вложения при оценке интегралов. 
Пусть ( )w q

�
 – решение задачи (12) при некотором 3q B∈� . Полагая jx x=  в (12), получим  

 0 0( ) ( ( )( ) ( )( ) ) ( ( ) ( ) 0)j j j j j j jjt Aw x t f x t w x w x q f x t u x u x j rψ + , = , , + Φ ,∇ + Φ , − , , ,∇ , , ≤ .�
ɶ  (19) 

Это уравнение можно переписать в виде  

 
0 0 0 0

0 0

( ( ) ( ) ) ( ( ) ( ) 0)

( ( ) ( ) ) ( ( )( ) ( )( ) ) ( ) ( )

j j j j j j jt

j j j j j j j j

f x t u x u x q f x t u x u x

f x t u x u x q f x t w x w x q Aw x t g t

ψ, , ,∇ , − , , ,∇ , = +

, , ,∇ , − , , + Φ ,∇ + Φ , + , =

�
ɶ

� �  

и воспользоваться условием 4. Используя условие 4, сведем задачу к уравнению  

 1
1 2( ( )) ( )rq F g q g g g … g−= , = , , , .� � � �

 

Используя 4 и условия на данные легко показать, что оператор 1( ( ))F g q− � �
 переводит шар 3B  

в себя и является в нем сжимающим, если параметр τ  достаточно мал. Покажем, что условия 
переопределения (13) выполнены. Полагая jx x=  в (12), мы получим систему  

0 0( ) ( ) ( ( )( ) ( )( ) ) ( ( ) ( ) 0)t j j j j j j j jw x t Aw x t f x t w x w x q f x t u x u x j r, + , = , , + Φ ,∇ + Φ , − , , ,∇ , , ≤ .�
 

Вычитая (19) из этого равенства, получим ( ) 0t j jtw x t ψ, − =ɶ . Интегрируя это равенство по t  

и учитывая условия согласования, получим ( )j jw x t ψ, = ɶ  для всех 1 2j … r= , , , . Ч.т.д.  

Пример. Рассмотрим линейную задачу об определении правой части: 

01 1
( ) ( )

i

n m
i x i ii i

f x t u u q a u a u b x t q= =, , ,∇ , = + + ,∑ ∑
�

. 

Приведем условия на данные, гарантирующие выполнение условий 1–4.  
Условия 1–3 сводятся к условиям  

 1 1( ) (0 ( )) (0 ( )) (0 ( ))k p p p i p pa L Q L T W G b L T L G L T W Gδ δ∞ ∞∈ ∩ , ; , ∈ , ; ∩ , ;  (20) 

для некоторого допустимого параметра 0δ > , где 0 1 1 2k … n i … m= , , , , = , , , .  Построим матрицу 

( )B t  размерности m m×  ( 0m rr= ) строки которой с номерами от 0( 1) 1j r− +  до  0jr  заняты 

столбцами 1 2( ( ) ( ) ( ))j j m jb x t b x t … b x t, , , , , , .  Тогда условие 4 выполнено, если найдется 0δ >  такое, 

что  
 0det ( ) п.в.на (0 )B t Tδ| |≥ , .  (21) 
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ON THE SOURCE FUNCTION RECOVERING IN QUAZILINEAR PA RABOLIC 
PROBLEMS WITH POINTWISE OVERDETERMINATION CONDITION S 
 

S.G. Pyatkov, V.V. Rotko 
Yugra State University, Khanty-Mansyisk, Russian Federation 
E-mail: s_pyatkov@ugrasu.ru 
 

In the article we examine the question of well-posedness in the Sobolev spaces of the inverse source 
problem in the case of a quasilinear parabolic system of the second order. These problems arise when 
describing heat and mass transfer, diffusion, filtration, and in many other fields. The main part of the 
operator is linear. The unknown functions depending on time occur in the nonlinear right-hand side. In 
particular, this class of problems includes the coefficient inverse problems on determination of the lower 
order coefficients in a parabolic equation or a system. The overdetermination conditions are the values 
of the solution at some collection of points lying inside the spacial domain. The Dirichlet and oblique 
derivative problems are taken as boundary conditions. The problems are studied in a bounded domain 
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with a smooth boundary. However, the results can be generalized to the case of unbounded domains as 
well for which the corresponding solvability theorems hold. The conditions ensuring local in time well-
posedness of the problem in the Sobolev classes are exposed. The conditions on the data are minimal. 
The results are sharp. The problem is reduced to an operator equation whose solvability is proven with 
the use of a priori bounds and the fixed point theorem. The solution possesses all generalized derivatives 
occurring in the system which belong to the space Lp with p > n + 2 and some additional necessary 
smoothness in some neighborhood about the overdetermination points.  

Keywords: parabolic equation; inverse problem; heat-and-mass transfer; boundary value problem; 
source function. 
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