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Исследованию позитивных и негативных свойств «царствующей» в 
экономике концепции равновесия по Нэшу (как решения бескоалиционной 
игры) посвящен непрекращающийся поток публикаций. В основном они 
связаны с неединственностью, и, как следствие, отсутствием эквивалентно-
сти, взаимозаменяемости, внешней устойчивости, а также неустойчивостью 
к одновременному отклонению от таких решений двух и более игроков. Иг-
ра «дилемма заключенных» выявила также свойство «улучшаемости». 
Подробному анализу таких «отрицательных» свойств для дифференциаль-
ных позиционных игр посвящена книга В.И. Жуковского и Т.Н. Тынянско-
го «Равновесные управления многокритериальных динамических задач», 
1984. Вывод, к которому приводят авторы этой книги: либо использовать те 
ситуации равновесия по Нэшу, которые одновременно свободны от некото-
рых из указанных недостатков, либо вводить новые решения бескоалици-
онной игры, которые, обладая достоинствами ситуации равновесия по Нэ-
шу, позволяли бы избавиться от отдельных ее недостатков. Одной из таких 
возможностей для дифференциальных игр, связанной с концепцией угроз и 
контругроз, и посвящена настоящая статья. Используемые в ней понятия 
угроз и контругроз основываются на известной в классической теории игр 
концепции угроз и контругроз. Теоретическим основанием этой концепции 
стали работы Э.И. Вилкаса 1973 года. Термин «активное равновесие» пред-
ложил Э.Р. Смольяков в 1983 г., понятие равновесия угроз и контругроз в 
дифференциальных играх было использовано впервые, по-видимому, в 
1974 г. Э.М. Вайсбордом, затем подхвачено первым автором настоящей ста-
тьи в упомянутой выше книге 1984 г., но применялась и применяется эта 
концепция в дифференциальных играх, по нашему мнению, недостаточно 
широко. Этот факт и «вызвал к жизни» настоящую работу. В ней выявля-
ется класс дифференциальных игр двух лиц, в которых отсутствует при-
вычная ситуация равновесия по Нэшу, но наличествует равновесие угроз и 
контругроз. 

Ключевые слова: бескоалиционные игры; равновесие по Нэшу; активное 
равновесие; равновесие угроз и контругроз. 

 
1. Введение 

Рассматривается бескоалиционная линейно-квадратичная дифференциальная игра двух лиц в 
нормальной форме, заданная упорядоченной четверкой, 

{ } { } { }0 01,2 1,2
1,2 , , , ( , , ) .i ii i

U J U t x= =Γ = Σ  

В Γ  множество порядковых номеров игроков { }1,2 , управляемая динамическая система Σ  опи-

сывается векторным линейным дифференциальным уравнением 
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1 2 0 0( ) , ( ) .x A t x u u x t xΣ ÷ = + + =ɺ                                                 (1) 

Здесь фазовый n -вектор nx R∈ ; момент окончания игры const 0ϑ = > , а само это время продол-

жительности игры [0, ]t ϑ∈ ; управляющее взаимодействие i -го игрока n
iu R∈  ( 1,2)i = ; n n× -

матрица ( )A t , будем предполагать непрерывность на [0, ]ϑ  элементов матрицы ( )A t и обозначать 

этот факт ( ) [0, ]n nA C ϑ×⋅ ∈ ; пара ( , ) [0, ] nt x Rϑ∈ ×  – текущая позиция игры Γ , 0 0( , )t x  – начальная 
позиция. 

Стратегию i -го игрока iU  будем отождествлять с n-вектор-функцией ( , )iu t x  (обозначим 

( , )i iU u t x÷ ), тогда множество стратегий i -го игрока 

{ }( , ), ( , ) ( ) | ( ) [0, ]i i i i i i n nU U u t x u t x Q t x Q C ϑ×= ÷ = ∀ ⋅ ∈ ; 

таким образом, выбор своей стратегии i -м игроком сводится к выбору n n× -матрицы iQ (t)  

( 1,2)i = . 
Игра с течением времени развертывается следующим образом. Игроки, не объединяясь в 

коалиции, выбирают каждый свою стратегию ( )i iU Q t x÷ ; в результате образуется ситуация игры 

1 2 1 2( , )U U U U U U= ∈ = × . Затем находят решение ( )x t , 0t t ϑ≤ ≤ , системы (1) при ( )i iu Q t x=  

( 1,2)i = , т. е. 

1 2 0 0( ) [ ( ) ( ) ( )] ( ), ( )x t A t Q t Q t x t x t x= + + =ɺ .                                         (2) 

Система линейных однородных дифференциальных уравнений (2) с непрерывными на 0[ , ]t ϑ  

коэффициентами имеет непрерывное продолжимое на 0[ , ]t ϑ  решение ( )x t . Потом игроки  строят 

реализации выбранных ими стратегий [ ] ( ) ( )i iu t Q t x t=  ( 1,2)i =  и соответствующую реализацию 

ситуации 1 2[ ] ( [ ], [ ])u t u t u t= , которую образуют два непрерывных на 0[ , ]t ϑ  вектора 1 2( [ ], [ ])u t u t . 

Функцию выигрыша i -го игрока тогда образует определенный на непрерывных тройках 

1 2 0( ( ), [ ], [ ] | [ , ])x t u t u t t t ϑ∈ квадратный функционал  

1 2 0 0 1 1 1 2 2 2

0

( , , , ) ( ) ( ) ( [ ] [ ] [ ] [ ])i i i i
t

J U U t x x C x u t D u t u t D u t dt
ϑ

ϑ ϑ′ ′ ′= + +∫     ( 1,2)i = ,            (3) 

где, не уменьшая общности, считаем постоянные n n× -матрицы i ijС , D  ( , 1,2)i j =  симметрич-

ными; штрих сверху означает операцию транспонирования ( x′  – n-вектор-строка), значение 
функционала (3) называется выигрышем i -го игрока. Полагаем, что игроки заинтересованы вы-
брать в игре Γ  свою стратегию таким образом, чтобы увеличить свой выигрыш. 

Цель настоящей статьи – выявить достаточно общий класс линейно-квадратичных диффе-
ренциальных позиционных игр двух лиц в нормальной форме вида Γ , в котором отсутствует 
равновесие по Нэшу, но одновременно существует равновесие угроз и контругроз. 

Прежде всего приведем для игры Γ  четыре базовых определения: максимума по Парето, 
равновесия по Нэшу, активного равновесия и равновесия угроз и контругроз. 

Для этого игре Γ  поставим в соответствие двухкритериальную динамическую задачу 

{ }0 0 1,2
, , ( , , ) .v i i
U J U t x =Γ = Σ  

Здесь динамическая система Σ  совпадает с (1), множество альтернатив U  совпадает с мно-
жеством ситуаций { }U  игры Γ , два критерия 0 0( , , )iJ U t x  ( 1,2)i =  определены в (3). 

Цель ЛПР (лица, принимающего решения) в задаче vΓ  – выбор такой альтернативы (ситуа-

ции) PU U∈ , при которой оба векторных критерия (3) принимали бы одновременно возможно 
большие значения. Общепринятым здесь является понятие максимума по Парето. 

Определение 1.1. Альтернатива (ситуация) 1 2( , )P P PU U U U= ∈  называется максимальной по 

Парето в vΓ , если при U U∀ ∈  и 0 0( , ) [0, ) nt x Rϑ∀ ∈ × , 0 0nx ≠  несовместна система неравенств 

0 0 0 0( , , ) ( , , ) ( 1,2)P
i iJ U t x J U t x i≥ = , 
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из которых хотя бы одно строгое, при этом 1 0 0 2 0 0( ( , , ), ( , , ))P P PJ J U t x J U t x=  называется макси-
мумом по Парето. 

Отметим здесь два обстоятельства, которые сразу следуют из определения 1.1. 
Свойство 1.1. Справедлива импликация: 

0 0 0 0 0 0 0 0
ˆ ˆ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )P P

i i j jJ U t x J U t x J U t x J U t x> ⇒ <     ( , 1,2; )i j j i= ≠ . 

Свойство 1.2. Если для const 0α = >  

{ } { }1 0 0 2 0 0max ( , , ) ( , , ) P

U U
J U t x J U t x Idem U Uα

∈
+ = → ,                               (4) 

то ситуация PU  – максимальна по Парето в vΓ ; напомним, что { }PIdem U U→  означает выра-

жение в фигурных скобках из (4), где U  заменено на PU . 
Перейдем к понятиям равновесных решений игры Γ , где 1 2( , )J J J= . 

Определение 1.2. Пара 2
0 0( , ( , , ))e e eU J J U t x U R= ∈ ×  называется равновесием по Нэшу иг-

ры Γ , если 

1 1 2 0 0 1 1 2 0 0 1
1 1

2 1 2 0 0 2 1 2 0 0 2
2 2

max ( , , , ) ( ( , ), , ) ,

max ( , , , ) ( ( , ), , )

e e e e e

U

e e e e e

U

J U U t x J U U U t x J
U

J U U t x J U U U t x J
U

 = = =
∈


= = = ∈

 

при любых 0 0( , ) [0, ) nt x Rϑ∀ ∈ × , 0 0nx ≠   (0n  – нулевой n-вектор). 
Более громоздко выглядит понятие равновесия угроз и контругроз. 

Пусть 1 2( , )U U U=  некоторая фиксированная ситуация игры Γ . Будем считать, что у перво-

го игрока имеется угроза на ситуацию U , если у него существует стратегия 1 1
tU U∈ , что 

1 1 2 0 0 1 1 2 0 0( , , , ) ( , , , )tJ U U t x J U U t x> .                                              (5) 
Наличие угрозы не означает ее обязательное применение, а лишь «animus denuntiandi»1. Приме-
нение угрозы «выгодно» первому игроку, так как при этом, согласно (5), его выигрыш увеличи-
вается по сравнению с выигрышем в ситуации U . 

В ответ на угрозу первого игрока 1
tU  у второго имеется «неполная» контругроза, если у него 

существует стратегия 2 2
сU U∈ , при которой 

1 1 2 0 0 1 1 2 0 0( , , , ) ( , , , )t сJ U U t x J U U t x≤ ,                                               (6) 

и у второго имеется «полная» контругроза, если существует такая стратегия 2 2
сU U∈ , что одно-

временно с неравенством (6) выполняется 

2 1 2 0 0 2 1 2 0 0( , , , ) ( , , , )t с tJ U U t x J U U t x> .                                              (7) 

При наличии «неполной» контругрозы второй игрок за счет выбора своей стратегии 2
сU  при-

водит, согласно (6), выигрыш первого (угрожающего) игрока к значению, не превосходящему его 
первоначальный выигрыш в ситуации U  (но может и уменьшиться!). Все происходит как по де-
визу Наполеона I «Order, contre-order, disorder»2. Таким образом, наличие «неполной» контруг-
розы «сводит к нулю» применение угрозы. В дополнение к этому, «полная» контругроза «толка-

ет» второго к применению сU , ибо в (полученной в результате угрозы и контругрозы) ситуации 

1 2( , )t cU U  выигрыш второго увеличится по сравнению с выигрышем в ситуации 1 2( , )tU U , сло-
жившейся при реализации угрозы. 

Аналогично определяется угроза второго игрока на ситуацию U  и ответная контругроза 
(«полная» или «неполная») первого. 

Естественно, если в ответ на каждую угрозу на U  любого игрока у другого имеется контруг-
роза («полная» или «неполная»), то игроку не имеет смысла применять угрозу, ибо в результате 

                                                      
1 Намерение пригрозить (лат.) 
2 Распоряжение – контрраспоряжение – беспорядок (фр.) 



Математика 

Bulletin of the South Ural State University 
Ser. Mathematics. Mechanics. Physics, 2018, vol. 10, no. 2, pp. 5–21 

8 

реакции (контругрозы) на эту угрозу другого игрока его выигрыш не увеличится (но может и 
уменьшиться!). Этим еще раз подтверждается знаменитый закон римского права «Aequum est ne-
minem cum alterius detrimento et injuria fieri locupletiorem»1. 

Определение 1.3. Ситуация 1 2( , )P P PU U U U= ∈  называется активно равновесной в игре Γ , 

если при любой начальной позиции 0 0( , ) [0, ) nt x Rϑ∈ × , 0 0nx ≠  
1) UP максимальна по Парето в Γν, 

2) в ответ на каждую угрозу t
i iU U∈  любого игрока у оставшегося имеется неполная контр-

угроза. 

Определение 1.4. Пара 2( , )P PU J U R∈ ×  называется равновесием угроз и контругроз в игре 

Γ , если при любой начальной позиции 0 0( , ) [0, ) nt x Rϑ∈ × , 0 0nx ≠  
1) UP – максимальна по Парето в игре Γ, 
2) в ответ на каждую угрозу любого игрока у оставшегося имеется полная контругроза, 

здесь 1 2( , )P P PJ J J= , 0 0( , , )P P
iJ J U t x=  ( 1,2)i = . 

Из определений 1.3 и 1.4 следует, что любое равновесие угроз и контругроз является одно-
временно активным равновесием, а равновесие по Нэшу (в силу определения 1.2) не допускает 
угроз, причем только «самые хорошие» из них (одновременно максимальные по Парето) будут 
активно равновесными. 

Как уже упоминалось в аннотации, приведенные здесь понятия угроз и контругроз основы-
ваются на известной [1] в классической теории игр концепции угроз и контругроз. На ее основе в 
[1, с. 109] определяются устойчивые коалиционные структуры, впервые, по-видимому, рассмот-
ренные для дифференциальных коалиционных игр в [2]. Концепция «угроз и контругроз» для 
дифференциальных игр введена Э.М. Вайсбордом в 1974 г. в статье [3], развита В.И. Жуковским 
в [4, 5]. Теоретическим аспектам посвящены работы Вилкаса [6, 7]. Свой способ классификации 
решений бескоалиционной игры, включающий как составную часть равновесие угроз и контруг-
роз, предложил Э.Р. Смольяков [8] в 1983 г., им же был введен термин «активное равновесие»; 
развитие этого направления в [9, 10]. Понятие активного равновесия для позиционных, диффе-
ренциальных, бескоалиционных игр активно использовалось в [11]. Способ доказательства суще-
ствования активной равновесности был предложен первым автором  настоящей статьи в [11] и 
затем успешно применен при установлении факта существования такого решения в дифференци-
альных позиционных играх, описываемых уравнениями с частными производными [12, 13], сто-
хастическими [14], в банаховом пространстве [15], уравнениями с постоянным запаздыванием 
[16], при использовании программных стратегий [9]. 

Активно равновесным ситуациям и равновесиям угроз и контругроз присущи все «положи-
тельные» свойства ситуации равновесия по Нэшу [17, c. 49]: 

– во-первых, они устойчивы к отклонению отдельного игрока; 
– во-вторых, удовлетворяют свойству индивидуальной рациональности; 
– в-третьих, совпадают с седловой точкой в случае антагонистической игры. 
Одновременно с тем эти неулучшаемые равновесия свободны от следующих недостатков 

[17, с. 58]: 
– существуют в ряде случаев, когда равновесие по Нэшу отсутствует (например, как в на-

стоящей статье); 
– в отличие от равновесия по Нэшу неулучшаемы и внутренне устойчивы; 
– наличие в игре равновесия по Нэшу влечет существование некоторых видов неулучшаемых 

равновесий, выигрыши всех игроков при которых не меньше, чем при равновесии по Нэшу; 
– наконец, лишь «самые хорошие» ситуации равновесия по Нэшу (которые одновременно 

максимальны по Парето) являются равновесиями угроз и контругроз. Однако лишь частные виды 
игр обладают такими «самыми хорошими» решениями. 

Заметим, что указанные свойства имеют место и для позиционных дифференциальных бес-
коалиционных игр, а в [17] использована математическая формализация стратегий игроков и по-
рожденных ими движений динамической системы, предложенная Н.Н. Красовским в [18]. 
                                                      
1 Справедливость требует, чтобы никто не обогащался незаконно и в ущерб другому лицу (лат.) 
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2. Максимальные по Парето ситуации и выигрыши 
Далее 0 ( 0)D < >  означает, что квадратичная форма x Dx′  определенно отрицательна (соот-

ветственно, положительна). 
Прежде всего приведем вспомогательное утверждение (лемму 2.1) 
Рассмотрим двухкритериальную статическую задачу 

{ }2 ' '
2 1 1 1 2 2 2 1,2

, ( )S n
i i i i

X R f u u D u u D u
=

Γ = = = + , 

в которой ЛПР (лицо, принимающее решение 2
1 2( , ) nu u u R= ∈ ) выбирает альтернативу (ситуа-

цию) u  с целью достичь одновременно возможно больших значений обеих компонент векторно-
го критерия 1 2( ) ( ( ), ( ))f u f u f u= . Аналогом определения 1.1 здесь будет: 

альтернатива Pu  максимальна по Парето в 2
SΓ , если при 2nu R∀ ∈  несовместна система нера-

венств ( ) ( )P
i if u f u≥  ( 1,2)i = , из которых  хотя бы одно строгое. 

Ниже используем аналог свойства 1.2. 
Лемма 2.1. Если в задаче Γ  симметричные матрицы ijD , iC  и числа ,ii ijλΛ  ( , 1,2; )i j i j= ≠  

такие, что 

12 21

11 22 12 21

0 ( 1,2), 0, 0,

,
iiD i D D

λ λ
> = < <

Λ Λ <
                       (8) 

то существует const 0α = > , при котором квадратичная форма  
' '

1 2 1 1 1 2 2 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( )f u f u f u u D u u D uα α α α= + = +  

становится определенно отрицательной; здесь 1 11 21( )D D Dα α= + , 2 12 22( )D D Dα α= + , кроме 

того iiΛ  –  наибольший корень характеристического уравнения ( ) det[ ] 0 ( 1,2)ii nD E i∆ Λ = − Λ = = ; 

ijλ− ( )i j≠  так же наибольший (по абсолютной величине наименьший) корень 

( ) det || || 0ij nD Eδ λ λ= − = , nE  – единичная n n× -матрица. 

Доказательство. В силу симметричности всех четырех используемых в 2
SΓ  матриц ,ii ijD D  

( , 1,2; )i j i j= ≠  корни обоих характеристических уравнений ( ) 0∆ Λ =  и ( ) 0δ λ =  вещественны, 

причем корни ( ) 0∆ Λ =  положительны, а ( ) 0δ λ =  – отрицательны. Обозначим наибольший из n  

корней уравнения det[ ] 0ii nD E− Λ =  через iiΛ , а наибольший из корней уравнения ( ) 0δ λ =  через 

ijλ− , тогда из [19, с. 281] следует, что при n
iu R∀ ∈  будет  

i ii i ii i iu D u u u′ ′≤ Λ  ( 1,2)i = , 

2 12 2 12 2 2u D u u uλ′ ′≤ − , 1 21 1 21 1 1u D u u uλ′ ′≤ − . 
Поэтому 

' ' ' '
1 2 1 1 1 2 2 2 1 11 21 1 2 12 22 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] [ ]f u f u f u u D u u D u u D D u u D D uα α α α α α= + = + = + + + ≤  

' '
11 21 1 1 12 22 2 2( ) ( )u u u uαλ λ αΛ − + − + Λ . 

Поэтому 2( , ) 0 nf u u Rα ≤ ∀ ∈ , если  

11 21 12 220, 0αλ λ αΛ − < − + Λ < . 
Таким образом, при  

11 12

21 22

( , ) 0f u
λα α

λ
Λ

< < ⇒ ≤
Λ

 2
1 2( , ) nu u u R∀ = ∈ .                                      (9) 

Заметим, что, во-первых, (9) имеет место, если 11 22 21 12λ λΛ Λ < , во-вторых, можно считать 

[ ]1
11 21 12 222α λ λ= Λ + Λ . 

Лемма 2.2. Решениям ( )x t  системы 0 0( ) , ( )x K t x x t x= =ɺ , где ( ) [0, ]n nK C ϑ×⋅ ∈  присуще свой-
ство 

0 00 ( ) 0 [ , ]n nx x t t t ϑ≠ ⇒ ≠ ∀ ∈ . 
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Здесь 0n  – ноль-вектор из nR . 

Доказательство от противного: пусть 1 0[ , ]t t ϑ∃ ∈  такой, что 1( ) 0nx t = . Тогда бы в момент 1t  

через позицию 1( ,0 )nt  «проходило» бы два решения системы ( )x K t x=ɺ : именно тривиальное 
(1)( ) 0nx t =  и нетривиальное (2)

1( )x t , «порожденное» ненулевым начальным условием 0 0nx ≠ , 
что противоречит теореме единственности решения линейного дифференциального уравнения. 

Утверждение 2.1. Если в дифференциальной игре Γ  

11 22 12 210, 0, 0, 0, 0iD D D D C> > < < <  ( 1,2)i = , 11 22 12 21λ λΛ Λ < ,                     (10) 

то максимальная по Парето ситуация 1 2( , )P P PU U U= в двухкритериальной задаче vΓ  будет 

1 2 1 2 1 2

1 1
1 2

( , ) ( ( , ), ( , )) ( , ) ( ( ) , ( ) )

( ( ) ( ) , ( ) ( ) ),

P P P P P P P

P P

U U U u t x u t x u t x Q t x Q t x

D t x D t xα α− −

= ÷ = = =

− Θ − Θ
                       (11) 

где симметричная непрерывная на [0, ]ϑ  n n× -матрица: 

1 ' 1 1 1 1 1 ' 1 1
1 2( ) [ ( )] { ( ) ( )[ ( ) ( )][ ( )] } ( )P

t

t X t C X D D X d X t
ϑ

α τ α α τ τ− − − − − − − −Θ = + +∫             (12) 

1 11 21 2 12 22( ) , ( )D D D D D Dα α α α= + = + , 11 12
1 2

21 22

1
( ) , ;

2
С С С

λα α α
λ
 Λ

= + = + Λ 
         (13) 

iiΛ  – наибольший корень характеристического уравнения det[ ] 0ii nD E− Λ =  ( 1,2)i ϑ= , 

1 1 2 0 0 1 0 0( , , , ) ( , )t P
ij I U U t x V t xλ− = −  – наибольший корень характеристического уравнения 

det[ ] 0ij nD Eλ− = , ( , 1,2; )i j i j= ≠ ; 

nE  – единичная n n× -матрица, ( )X t  – фундаментальная матрица решений векторного урав-

нения ( ) , ( ) nx A t x X Eϑ= =ɺ . 

Доказательство. Найдем максимальную по Парето ситуацию PU , применяя лемму 2.1 (кон-
кретно, используя (4)) и метод динамического программирования (МДП) из [20, c. 112]. Сам 
МДП, с учетом свойства 1.2, здесь сведется к осуществлению двух этапов. Если для задачи vΓ  

удалось найти число 0α > , непрерывно дифференцируемую скалярную функцию ( , )V t x , а так-

же две n-вектор-функции ( , , )iu t x V  ( 1,2)i =  такие, что 

( , ) nV x x Cx x Rϑ ′= ∀ ∈  1 2( )C C Cα= + .                                        (14) 
ЭТАП I.  

С помощью скалярной функции  

1 2 1 2 1 1 1 2 2 2( , , , ) ( ( ) ) ( ) ( )
V V

W t x u u V A t x u u u D u u D u
t x

α α
′∂ ∂  ′ ′= + + + + + ∂ ∂ 

 

найти две n-вектор функции ( , , )iu t x V ( 1,2)i = , исходя из ( gradx
V

V
x

∂ =
∂

) 

1 2
1 2max ( , , , , ) { ( , , )}i i

u u
W t x u u V Idem u u t x V= → ,                                    (15) 

при любых [0, ]t ϑ∈ , nx R∈ , V R∈ . Достаточные условия существования ( , , )u t x V  в (15) сводят-
ся к  

( , , )( ) 2 ( ) ( , , ) 0u t x V i i n
i

W V
D u t x V

u x
α∂ ∂= + =

∂ ∂
 ( 1,2)i = ,                                (16) 

2

2
2 ( ) 0i

i

W
D

u
α∂ = <

∂
 ( 1,2)i = ,                                                   (17) 

где, напомним, 0n  – нулевой n-вектор-столбец из nR , а ( ) 0iD α <  в силу леммы 2.1. 
Из (16) получаем  
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11
( , , ) ( )

2i i
V

u t x V D
x

α− ∂= −
∂

 ( 1,2)i = ,                                          (18) 

и тогда 

1 1
1 2

1
( , , ( , , ), ) [ , , ] ( ) [ ( ) ( )] .

4

V V V V
W t x u t x V V W t x V A t x D D

t x x x
α α− −

′ ′∂ ∂ ∂ ∂   = = + − +  ∂ ∂ ∂ ∂   
 

ЭТАП II. Найдем решение вида ( , )P PV V t x x x′= = Θ , [ ( )]P P t ′Θ = Θ  дифференциального 
уравнения с частными производными 

[ , , ] 0W t x V =  

и граничным условием 1 2( )C C Cα= + ,  

( , )V x x Cxϑ ′=  nx R∀ ∈ , 

т. е. для [0, ]t ϑ∀ ∈ , nx R∀ ∈  имеет место  

[ , , ( , ) ( ) ] 0PW t x V t x x t x′= Θ = , ( , )V x x Cxϑ ′=  nx R∀ ∈ . 

Оба эти требования выполнены, если n n× -матрица ( )P tΘ  удовлетворяет матричному диф-

ференциальному уравнению типа Риккати (0n n×  – нулевая n n× -матрица) 
' 1 1

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) ( )] ( ) 0P P P P P
n nt t A t A t t t D D tα α− −
×Θ + Θ + Θ − Θ + Θ =ɺ , 

1 2( )P C C Cϑ αΘ = = + . 

Решение ( )P tΘ  полученного матричного уравнения типа Риккати имеет [20, с. 65] вид (12), 

здесь учтена импликация 1 20 ( 1,2) 0iC i C Cα< = ⇒ + < . Наконец, из (18) и 

( , )
( , ) ( ) 2 ( )P PV t x

V t x x t x t x
x

∂′= Θ ⇒ = Θ
∂

 приходим к справедливости  (11). Таким образом, макси-

мальная по Парето ситуация PU  в задаче vΓ  имеет вид (11)–(13). 
Перейдем к построению максимальных по Парето выигрышей 

1 0 0 2 0 0 1 2( ( , , ), ( , , )) ( , )P P P P PJ J U t x J U t x J J= =  опять-таки с помощью идей МДП. 
Утверждение 2.2. Пусть выполнены требования (10) (из утверждения 2.1) и для дифферен-

циальной игры Γ  удалось найти две скалярные непрерывно дифференцируемые функции вида 
( , ) ( )i iV t x x t x′= Θ  ( 1,2)i =  и такие, что  

1) ( , )i iV x x C xϑ ′=  nx R∀ ∈ ;                                                                                                           (19) 
2) система из двух уравнений с частными производными 

( )( ) ( ) ( ) ( ) 0P Pi i
i

V V
N t x x t M t t x

t x

′∂ ∂  ′+ + Θ Θ = ∂ ∂ 
, ( , )i iV x x C xϑ ′=  nx R∀ ∈  ( 1,2)i = ,             (20) 

имеет решение вида ( , ) ( )i iV t x x t x′= Θ , [ ( )] ( )i it t′Θ = Θ ( 1,2)i = . 

Тогда при любой начальной позиции 0 0( , ) [0, ) nt x Rϑ∈ × , 0 0nx ≠  имеет место  

0 0 0 0 0( , , ) ( )P P P
i i iJ J U t x x t x′= = Θ  ( 1,2)i = . 

В (20) непрерывные n n× -матрицы 
1 1

1 2

1 1 1 1
1 1 1 2 2 2

( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ),

( ) ( )[ ( ) ( ) ( ) ( )] ( ) ( 1,2),

P

P P
i i i

N t A t D D t

M t t D D D D D D t i

α α

α α α α

− −

− − − −

= − + Θ

= Θ + Θ =
                       (21) 

n n× -матрицы ( ), ( )P
iD tα Θ  приведены в (12), (13), а симметричная n n× -матрица 

1 ' ' 1( ) [ ( )] { ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) } ( )P P
i i i

t

t Y t C Y M Y d Y t
ϑ

τ τ τ τ τ τ− −Θ = − Θ Θ∫ , ( 1,2)i = .                  (22) 

Наконец, ( )Y t  – фундаментальная матрица решения однородной системы ( ) , ( )i ny N t y Y Eϑ= =ɺ . 
Доказательство. Составим две скалярные функции 
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' '
1 1 1 2 2 2[ , , ] ( ( ) [ ( , )] ( , ) [ ( , )] ( , ))P P P Pi i

i i i i
V V

W t x V N t x u t x D u t x u t x D u t x a
t x

′∂ ∂ = + + + ∂ ∂ 
 ( 1,2)i = ,     (23) 

причем ( , )P
iu t x  – n -вектор функции, определенные в (11). 

Ищем решение ( , )iV t x  ( 1,2)i = системы из двух уравнений с частными производными 

[ , , ] 0i iW t x V = , ( , )i iV x x C xϑ ′=  nx R∀ ∈  ( 1,2)i =                                    (24) 

в виде квадратичной формы ( , ) ( )i iV t x x t x′= Θ , [ ( )] ( )i it t′Θ = Θ  ( 1,2)i = . 
Установим два факта. 
Во-первых. Решению системы (23), (24) присуще свойство  

0 0 0 0( , ) ( , , )P
i iV t x J U t x=  ( 1,2)i = ,                                            (25) 

где ситуация 1 2( , )P P PU U U=  имеет вид (11). В самом деле, если PU  – ситуация из (11)–(13), то, 

согласно (23) и (24), решение ( )Px t  системы ( )x N t x=ɺ , 0 0( )x t x= , с учетом (23) и (24) при 

( )Px x t=  будет 

2
'

0
1

( , ( )) ( , ( ))
0 [ , ( ), ( , ( ))] ( ) ( )

[ ( , ( ))] ( , ( )) [ ] [ , ].

P P
P P Pi i

i i

P P P P
j ij j i

j

V t x t V t x t
W t x t V t x t N t x t

t x

u t x t D u t x t W t t t ϑ
=

′ ∂ ∂
= = + +  ∂ ∂ 

+ = ∀ ∈∑

 

Интегрируя обе части этого тождества в пределах от 0t  до ϑ , с учетом граничных условий 
из (24), приходим к  

2
'

0 0
1

0 0 0

2 2
' '

1 1
0 0

( , ( ))
0 [ ] [ ( , ( ))] ( , ( )) ( , ( )) ( , )

[ ( , ( ))] ( , ( )) ( ) ( ) [ ( , ( ))] ( , ( ))

P P
P P P P P Pi

i j ij j i i
jt t t

P P P P P P P P
j ij j i j ij j i

j jt t

dV t x t
W t dt dt u t x t D u t x t dt V x V t x

dt

u t x t D u t x t dt x C x u t x t D u t x t dt V

ϑ ϑ ϑ

ϑ ϑ

ϑ ϑ

ϑ ϑ

=

= =

= = + = − +

′+ = + −

∑∫ ∫ ∫

∑ ∑∫ ∫ 0 0

0 0 0 0

( , )

( , , ) ( , ) ( 1,2).P
i i

t x

J U t x V t x i

=

= − =

 

Откуда сразу следует справедливость равенств (25). 
Во-вторых, установим, что решение ( , )iV t x  ( 1,2)i =  системы (24) имеет вид 

( , ) ( )i iV t x x t x′= Θ , где симметричная n n× -матрица ( )i tΘ  представима в виде (22). В самом деле, 

подставив ( )i iV x t x′= Θ  в (24), получаем справедливость (24), если только  ( )i tΘ  ( 1,2)i =  являет-
ся решением матричного линейного неоднородного дифференциального уравнения 

( ) ( ) ( ) 0 , ( )P P
i i i i n n i iN N t M t t Cϑ×Θ + Θ + Θ + Θ Θ = Θ =   ( 1,2)i = .                    (26) 

Нетрудно подстановкой ( )i tΘ  из (22) убедиться, что симметричная n n× -матрица ( )i tΘ  из 
(22) в самом деле является решением (26), что и завершает доказательство утверждения 2.2. 
 
3. Леммы о мажорантах 

Перейдем к утверждениям, которые, 
– во-первых,  позволяют сразу судить об отсутствии в дифференциальных играх вида Γ  рав-

новесия по Нэшу, 
– во-вторых, реализуют для Γ  концепцию равновесия угроз и контругроз. 
Причем эти сведения получаются только на основании специальной знакоопределенности 

квадратичных форм, используемых в интегральных слагаемых функций выигрыша (3). 
Не оговаривая особо, далее предполагаем выполненными ограничения (10), и поэтому суще-

ствует максимальная по Парето в υΓ  ситуация 
1 1

1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( ( , ), ( , )) ( ( ) , ( ) ) ( ( ) , ( ) )P P P P P P P P P PU U U u t x u t x u t x Q t x Q t x D t x D t x− −= ÷ = = = − Θ − Θ . 
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Лемма 3.1. Пусть в (3) при 1i =  матрица 11 0D > , тогда для максимальной по Парето в υΓ  

ситуации PU  существует постоянная (1)
0 0( , , ) 0PU t xβ >  такая, что при (1)

0 0( , , ) 0PU t xβ β∀ ≥ >  и 

стратегии первого игрока 1
tU xβ÷  будет 

1 1 2 0 0 1 1 2 0 0( , , , ) ( , , , )t P P PI U U t x I U U t x>                                               (27) 

для любых начальных позиций 0 0( , ) [0, ) [ \ {0 }]n
nt x Rϑ∈ × . 

Доказательство. В утверждении 2.2 установлено существование функции Беллмана 

1 1( , ) ( )V t x x t x′= Θ , для которой 

1 0 0 1 0 0 0 1 0 0( , , ) ( , ) ( ) ,PI U t x V t x x t x′= = Θ                                             (28) 

где непрерывная на [0, )ϑ  матрица 1( )tΘ  имеет вид (22) ( 1)i = . 

Рассмотрим теперь стратегию первого игрока 1 1( , )t tU u t x xβ÷ = , а величину числового пара-

метра 0β >  определим ниже. Вследствие симметричности матрицы 11D  и дополнительно 

11 0D >  имеет место 
2

1 11 1 1 1 1 1 1 ,nu D u u u u u Rλ λ′ ′≥ = ∀ ∈                                               (29) 

где ⋅  – евклидова норма и 1 0λ >  – наименьший корень характеристического уравнения 

11det [ ] 0nD Eλ− =  [21, с. 89]. 

Далее будем использовать n n× -матрицу ( ),P tΘ [0, ]t ϑ∈  из (12) и (13), а из (11) стратегию 

2 2 ( )P PU Q t x÷  второго игрока и неравенство (29). 
Рассмотрим теперь скалярную функцию 

1 1 1 2 2 1 1[ , ] ( , , ( , ) , ( , ) ( ) , ( , ) ( ) )t P PW t x W t x u t x x u t x Q t x V t x x t xβ ′= = = = Θ =ɶ  

1 1
1 2

( , ) ( , )
[ ] [ ( ) ( , ) ( , )]t PV t x V t x

A t x u t x u t x
t x

∂ ∂ ′= + + + +
∂ ∂

 

1 11 1 2 12 2[ ( , )] ( , ) [ ( , )] ( , )t t P Pu t x D u t x u t x D u t x′ ′+ + ≥  

21
1 2 1 2 12 2

( )
2 ( )[ ( ) ( )] [ ( )]] ( )P P P

n n
d t

x x x t A t E Q t x x E x x Q t D Q t x
dt

β λ βΘ′ ′ ′ ′ ′+ Θ + + + + =  

21
1 2 2 1

( )
( )[ ( ) ( )] [ ( ) [ ( )] ] ( )P P

n n n
d t

x t A t E Q t A t E Q t t E
dt

β β λβΘ′ ′ ′= + Θ + + + + + Θ + +


 

'
2 12 2

'

[ ( )]] ( )

( , ) .

P PQ t D Q t

x x M t xβ

+

=
 

Стоящая здесь в фигурных скобках n n× -матрица ( , )M t β  симметрична и имеет следующий 

вид (с учетом '
n ne e = n) 

2
1 1 1( , ) 2 ( ) ( ),nM t E t K tβ λ β β= + Θ +  

здесь n n× -матрица 
'

1 2 2 12 2( ) ( ) 2 [ ( ) ( )] [ ( )] ( ).P P PK t t A t Q t Q t D Q t= Θ + Θ + +  

Элементы матрицы ( , )M t β  непрерывны по [0, ]t ϑ∈  и, следовательно, равномерно ограни-

чены на компакте [0, ]ϑ , множитель 2β  входит только в диагональные элементы матрицы 

( , )M t β ; напомним, что 1 0λ >  является наименьшим корнем характеристического уравнения 

11det [ ] 0nD Eλ− = , а nE  – единичная n n× -матрица. Поэтому постоянную (1)
0 01

( , , ) 0PU t xβ β= >  

можно выбрать настолько большой, чтобы все ведущие миноры матрицы ( , )M t β  стали положи-

тельными [0, ]t ϑ∀ ∈  и (1)
1( )Uβ β∀ ≥ . Согласно критерию Сильвестра и лемме 2.2 [5, с. 88] квад-

ратичная форма ( , )x M t xβ′  будет определенно положительной для всех [0, ]t ϑ∈  и постоянных 
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(1)
0 01

( , , )PU t xβ β≥  (так как знак ( , )x M t xβ′  определяется знаком квадратичной формы 

2
1nx xβ λ ′ ). 

Фиксируем постоянную (1) (1)
0 01

( , , )PU t xβ β≥  и тогда  

(1)
1 1[ , ] ( , ) 0 [0, ], \ {0 }.n

nW t x x M t x x x Rβ ϑ′= > ∀ ∈ ∀ ∈ɶ  

Обозначим через ( )x tɶ  решение (при [0, ]t ϑ∈ ) векторного уравнения 
(1)

2 0 0( ) ( ) , ( ).Px A t x x Q t x x x tβ= + + =ɺ  

Так как 0 0[ 0 ] [ ( ) 0 [ , ]]n nx x t t t ϑ≠ ⇒ ≠ ∀ ∈ɶ , то, согласно (29), будет 

0[ , ( )] 0 [ , ].W t x t t t ϑ> ∀ ∈ɶ ɶ  

Отсюда, интегрируя обе части последнего неравенства в пределах от 0t  до ϑ  и учитывая гра-

ничное условие 1( ) ,iCϑΘ = (1)
1[ ] ( )tu t x tβ= , получаем 

' (1)1 1
1 2

( )
0 0

( , ) ( , )
0 [ , ( )] [ ] [ ( ) ( ) ]P

n
x x tt t

V t x V t x
W t x t dt A t x E x Q t x dt

t x

ϑ ϑ
β

=

∂ ∂ < = + + + + ∂ ∂ 
∫ ∫

ɶ

ɶ ɶ  

{ }(1) (1)
11 2 12 2 ( )

0

[ ( ) ] ( )P P

x x t
t

x D x Q t x D Q t x dt
ϑ

β β
=

′ ′+ + =∫
ɶ

 

{ }1
1 11 1 2 12 2

0 0

( , ( ))
[ [ ]] [ ] [ [ ]] [ ]t t P P

t t

V t x t
dt u t D u t u t D u t dt

t

ϑ ϑ∂  ′ ′= + + = ∂ 
∫ ∫

ɶ
 

{ }'
1 1 11 1 2 12 2 1 0 0

0

( ) ( ) [ [ ]] [ ] [ [ ]] [ ] ( , )t t P P

t

x C x u t D u t u t D u t dt V t x
ϑ

ϑ ϑ ′ ′= + + − =∫ɶ ɶ  

1 1 2 0 0 1 0 0( , , , ) ( , ).t PI U U t x V t x= −  

Отсюда и из 1 1 2 0 0 1 0 0( , , , ) ( , )P PI U U t x V t x=  сразу следует справедливость леммы 3.1. 

Замечание 3.1. Рассмотрим внутреннюю оптимизационную задачу в игре Γ : найти 

1 1 2 0 0
1 1

max ( , , , )P

U
I U U t x

U∈
 при ограничении (1), фиксированной стратегии 2 2

PU U∈  второго игрока и 

любых 0 0( , ) [0, ) [ \ {0 }]n
nt x Rϑ∈ × . Фактически лемма 3.1 утверждает, что при 11 0D >  и 0 0nx ≠  

эта задача максимизации не имеет решения. В самом деле, какую бы стратегию 1 1U U∈  первый 

игрок не выбрал, всегда существует стратегия 1 1U U∈ɶ  этого игрока такая, что 

1 1 2 1 1 2( , ) ( , )P PI U U I U U>ɶ  0 0( , ) [0, ) [ \ {0 }]n
nt x Rϑ∀ ∈ × .  

Такой результат позволяет сразу «отметать» (при выборе решения игры Γ ) те концепции приня-
тия равновесных решений игровых задач вида Γ , в условиях которых фигурирует максимизация 
функции выигрыша первого игрока (например, не применять при 11 0D >  концепцию равновесия 

по Нэшу в качестве принципа выбора решения в игре Γ ). 

Таким образом, в дифференциальной игре Γ  ситуация равновесия по Нэшу eU U∈  не суще-

ствует. Одновременно с тем, стратегия первого игрока 1
tU xβ÷ , (1) (1)

0 0( , , )PU t xβ β β∀ ≥ =  реа-

лизует, согласно (5), угрозу первого игрока на максимальную по Парето ситуацию PU . В сле-
дующих леммах считаем начальную позицию 0 0( , )t x  «замороженной» и совпадающей с той, ко-

торая фигурирует в лемме 3.1, а в «угрожающей» стратегии первого игрока 1
tU xβ÷  также счи-

таем скалярную постоянную (1)β β= . Напомним, что, не оговаривая особо, считаем выполнен-
ными ограничения (10). 

Лемма 3.2. Справедлива импликация 
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(2) (2) (2)
12 10 ( , ) : ,P tD U Uβ β β β< ⇒ ∃ = ∀ ≥                                          (30) 

1 1 0 0 1 0 02( , , , ) ( , , )t PI U U t x I U t xβ < ,                                                  (31) 

т. е. стратегия 2U xβ β÷  реализует в игре Γ  неполную контругрозу на ситуацию PU U∈ . 

Доказательство проведем, как и в лемме 3.1, в два этапа. На первом построим функцию 
Беллмана 1 1( , ) ( )V t x x t x′= Θ , такую, что 

1 1 2 0 0 1 0 0( , , , ) ( , , ),t PI U U t x V t x β=                                                     (32) 

на втором установим, что (2) (2)
1 2( , ) constt PU Uβ β∃ = =  такая, что имеет место импликация (30), 

(31). 
ЭТАП I. Рассмотрим скалярную функцию («диктуемую» МДП) 

(1) 1
1 1 1 1 2 2 1[ , , ] ( , , ( , ) , ( , ) ( ) ( ) , )t P PW t x V W t x u t x x u t x D t x Vβ α−= = = − Θ =ɶ  

(1) 1 '1 1
2 1 11 1[ ] [ ( ) ( ) ( )] [ ( , )] ( , )P t t

n
V V

A t E D t x u t x D u t x
t x

β α−∂ ∂ ′= + + − Θ + +
∂ ∂

 

(1) 11 1
2 12 2 2[ ( , )] ( , ) [ ] [ ( ) ( ) ( )]P P P

n
V V

u t x D u t x A t E D t x
t x

β α−∂ ∂′ ′+ = + + − Θ +
∂ ∂

                    (33) 

(1) 2 1 1
11 2 12 2[( ) ( ) ( ) ( ) ( )] .P Px D t D D D t xβ α α− −′ ′+ + Θ Θ  

Тогда '
1 1 1[ , , ( , ) ( ) ] 0yW t x V t x x t x= Θ =ɶ , если 1 ( )y tΘ  будет решением матричного линейного неодно-

родного дифференциального уравнения 
(1) 1

21 1 [ ( ) ( ) ( )]y y P
nA t E D tβ α−Θ + Θ + − Θ + (1) 1

2 1[ ( ) ( ) ( )] yP
nA t E t Dβ α−′ + − Θ Θ +  

(1) 2 1 1
11 2 12 2 11( ) ( ) ( ) 0 , ( ) .yP P

n nD t D D D t Cβ ϑ− −
×+ + Θ Θ = Θ =  

Решение этого уравнения 1 ( )y tΘ  существует, единственно и продолжимо на 0[ , ]t ϑ . Пусть n-

вектор ( )yx t , 0[ , ]t t ϑ∈  является решением однородного линейного дифференциального вектор-
ного уравнения  

(1) 1
2 0 0[ ( ) ( ) ( )] , ( ) .P

nx A t E D t x x t xβ α−= + − Θ =ɺ  
Тогда с учетом (33)  

1 1 1[ , ( ), ( , ( )) ( ( )) ( ) ( )]y y y yW t x t V t x t x t t x t′= Θ =ɶ  

1
11 2 12 21 1

( , ( ))
[ ( , ( ))] ( , ( )) [ ( , ( ))] ( , ( )) 0.

y
y yy y P y P yV t x t

u t x t D u t x t u t x t D u t x t
t

∂ ′ ′= + + =
∂

 

Интегрируя обе части этого равенства в пределах от 0t  до ϑ , получаем (с учетом 11
y tU U= )  

1 1 0 0 11 2 12 21 1

0

( , ( )) ( , ) [( [ ]) [ ] [ [ ]] [ ]]y yy P P

t

V x V t x u t D u t u t D u t dt
ϑ

ϑ ϑ ′ ′− + + =∫  

1 2 0 0 1 0 01( , , , ) ( , ) 0,y PI U U t x V t x= − =  

что и доказывает справедливость (32). 
ЭТАП II. Здесь учтем, что из симметричности 12 120 const 0D < ⇒ ∃Λ = >  такого, что  

2
2 12 2 12 2 2 12 2 2 ,nu D u u u u u R′≤ −Λ = −Λ ∀ ∈                                        (34) 

где 12−Λ  наибольший корень характеристического уравнения 12det [ ] 0nD Eλ− = . 

С учетом (33) вернемся к скалярной функции 1 1( , , )W t x Vɶ , где учтем (34) и 1 1( , ) ( )yV t x x t x′= Θ : 

1 1 1 2 1 1[ , ] [ , , ( , ), , ( ) ]ytW t x W t x u t x u x V x t xβ ′= = = Θ =ɶ  

(1) (1) 21 1
11( ( ) ) ( )n n

V V
A t E E x x D x

t x
β β β

′ ∂ ∂ ′= + + + + + ∂ ∂ 
 

2 2 (1)
12 12 12 ( )[ ( ) ]y

n nx D x x x x t A t E E xβ β β β′ ′ ′+ ≤ −Λ + Θ + + +  



Математика 

Bulletin of the South Ural State University 
Ser. Mathematics. Mechanics. Physics, 2018, vol. 10, no. 2, pp. 5–21 

16 

(1) 2
11( ) ( , ) , ( , ) ( , ),x D x x L t x L t L tβ β β β′ ′ ′+ = =  

где  2
12 11( , ) 2 ( ) ( ).y

nL t E t tβ β β= −Λ + Θ + Ξ  

Элементы матрицы ( , )L t β  непрерывны на компакте [0, ]ϑ  и, следовательно, равномерно ог-

раничены, множитель 2β  входит только в диагональные элементы матрицы ( , )L t β . Тогда суще-

ствует достаточно большое положительное число (2)β , такое, чтобы при (2)β β≥  все ведущие 

миноры матрицы ( , )L t β  нечетного порядка были отрицательны и четного – положительны. Со-

гласно [22, с. 88], при (2)β β≥  квадратичная форма ( , )x L t xβ′  становится определенно отрица-
тельной. 

Воспользуемся снова уже введенной выше скалярной функцией 1[ , ]W t x , где заменим x на 

( )cx t  – решение однородного векторного дифференциального уравнения 
(1)

0 0[ ( ) ] , ( ) .c c cx A t x x t xβ β= + + =ɺ  

В силу леммы 2.2 ( ) 0c
nx t ≠  при 0[ , ]t t ϑ∀ ∈ , и поэтому для (2)β β≥  будет 

1[ , ( )] ( ( )) ( , ) ( ) 0c c cW t x t x t L t x tβ′= <  0[ , ]t t ϑ∀ ∈ . 

Интегрируем в пределах от 0t  до ϑ  обе части полученного строгого неравенства, с учетом 
(1)

1 1 1( , ) , ( , ) , ( )t cu t x x V x x C x x x tβ ϑ ′= = =  приходим к 

0 0

(1)1 1
1

( , ( )) ( , ( ))
0 [ , ( )] { [ ] [ ( ) ( ) ] ( )

c c
c c

n
t t

V t x t V t x t
W t x t dt A t E x t

t x

ϑ ϑ
β β∂ ∂ ′< = + + + +

∂ ∂∫ ∫ɶ  

2
1 11 1 12[ ( , ( ( ))] ( ,( ( )) ( ( )) ( )}t c t c c cu t x t D u t x t x t D x t dtβ′ ′+ + =  

21
1 11 1 12

0 0

( , ( ))
[( [ ]) [ ] ( ( )) ( )]

c
t t c c

t t

dV t x t
dt u t D u t x t D x t dt

dt

ϑ ϑ
β′ ′= + + =∫ ∫  

2
1 1 0 0 1 11 1 12

0

( , ( )) ( , ) [( [ ]) [ ] ( ( )) ( )]c t t c c

t

V x V t x u t D u t x t D x t dt
ϑ

ϑ ϑ β′ ′= − + + =∫  

1 1 2 0 0 1 0 0( , , , ) ( , ).t cI U U t x V t x= −  
Отсюда и из (32) сразу получаем справедливость (31). 

Аналогично доказательству лемм 3.1 и 3.2 устанавливается справедливость следующих ут-
верждений (леммы 3.3 и 3.4). В них, напомним, считаем «замороженными» начальную позицию 

0 0( , )t x , n n× -непрерывную матрицу 1 ( )P tΘ , стратегию (2)
2
cU xβ÷  неполной угрозы, фигури-

рующих в леммах 3.1 и 3.2 и выполнены ограничения (10). 

Лемма 3.3. Имеет место импликация (3) (3)
22 1 00 ( , , , ) const 0P tD U U t xβ β> ⇒ ∃ = = >  такая, 

что при (3),β β∀ ≥  и стратегии 2
cU xβ÷  будет 

2 1 2 0 0 2 1 2 0 0( , , , ) ( , , , )t c t PI U U t x I U U t x> ,                                               (35) 

т. е. стратегия второго игрока (2) (3)
2 ( max{ , })cU xβ β β÷ =  завершает полную контругрозу (совме-

стно с (2)
2
cU xβ÷ ) на угрозу первого на PU . 

Доказательство начнем с применения неполной контругрозы 1
cU  первого игрока на PU , 

такой, что 

1 1 2 0 0 1 1 2 0 0( , , , ) ( , , , )c P P PI U U t x I U U t x> . 

На основании максимальности по Парето PU , а также свойства 1.1 (из раздела 1 настоящей 
статьи) получаем 

2 2 0 0 2 1 2 0 01( , , , ) ( , , , )y P P PI U U t x I U U t x< . 
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Затем, также как в доказательстве леммы 3.1, во-первых, установим существование функции 
Беллмана 2 2( , ) ( )V t x x t x′= Θ , для которой 

2 2 0 0 2 0 0 0 2 0 01( , , , ) ( , ) ( ) ,y PI U U t x V t x x t x′= = Θ                                          (36) 

во-вторых, с учетом 22 22D D′=  и 22 0D >  и учетом неравенства 
2

2 22 2 2 2 2 2 2 2 ,nu D u u u u u Rλ λ ′≥ = ∀ ∈  

где 2 0λ >  – наименьший корень характеристического уравнения 22det [ ] 0nD Eλ− = , составим 
(1)

2 2 2 2 21[ , ] [ , , ( , ) , , ( ) ]yW t x W t x u t x x u x V x t xβ β ′= = = = Θ =  

22 2
2 21 221 1 1

( , )
( ( ) ( , ) ) [ ( , )] ( , )y y yV t x V
A t x u t x u u t x D u t x x D x

t x
β

′∂ ∂  ′ ′= + + + + + ≥ ∂ ∂ 
 

(1) (1) (1) 2 22
2 2 21 2

( )
( )[ ( ) ] [ ( ) ] ( ) ( )n n n n n

d t
x t A t E E x A t E E t D E x

dt
β β β β β λ βΘ ′ ′= + Θ + + + + + Θ + + = 

 

2( , ) .x M t xβ′=  

При достаточно больших (3),β β≥  квадратичная форма 2( , ) 0M t β >  (согласно критерию 

Сильвестра), кроме того, решение ( )x t  системы 
(1)

0 0[ ( ) ] , ( )n nx A t E E x x t xβ β= + + =ɺ . 

При 0 0 ( ) 0nx x t≠ ⇒ ≠  (лемма 2.2), поэтому 2( ) ( , ) ( ) 0x t M t x tβ′ >  0[ , ]t t ϑ∀ ∈ . Интегрируя обе час-
ти этого неравенства, получаем 

{ }2
2 1 21 1 2 22 2

0 0 0

( , ( ))
0 ( ) ( , ) ( ) [ ] [ ] [ ] [ ]t t c c

t t t

dV t x t
x t M t x t dt dt u t D u t u t D u t dt

dt

ϑ ϑ ϑ
β′< = + + =∫ ∫ ∫  

2 1 2 0 0 2 0 0( , , , ) ( , ).t cI U U t x V t x= −  
Отсюда и из (36) сразу следует справедливость (35). 

Аналогично лемме 3.2 доказывается 

Лемма 3.4. Пусть 2
tU  – угроза второго игрока на максимальную по Парето в  vΓ  ситуацию 

1 2( , )P P PU U U= , т. е. нашлась стратегия 2 0tU xβ β β÷ ≥ >  такая, что  

2 1 2 0 0 2 1 2 0 0( , , , ) ( , , , )P t P PI U U t x I U U t x>  

(такая стратегия 2
tU  существует вследствие 22 0D > ). 

Тогда справедлива импликация 
(4) (4)

21 0 const 0 : constD β β β< ⇒ ∃ = > ∀ = ≥  

2 2 0 0 2 0 01( , , , ) ( , , )t PI U U t x I U t xβ <  

для стратегии 1U xβ β÷ , т. е. 1U β  реализует в игре Γ  неполную контругрозу на ситуацию PU . 

 
4. Доказательство существования 

Теорема 4.1. Предположим, что для игры Γ  выполнены ограничения (10). Тогда тройка  

1 2 1 2 1 0 0 2 0 0( , , ) (( , ), ( , , ), ( , , ))P P P P P P PU I I U U I U t x I U t x= =  
1 1

1 2 0 1 0 0 0 2 0 0(( ( ) ( ) , ( ) ( ) ), ( ) , ( ) )P PD t x D t x x t x x t xα α− − ′ ′= − Θ − Θ Θ Θ  
является равновесием угроз и контругроз для дифференциальной игры 

{ } { } { }1 2 0 01,2 1,2
1,2 , (1.1), , ( , , , )i ii i

U I U U t x= =Γ = ÷∑ , 

здесь матрица  
1

1 1 1 1 1 1 1
1 2( ) [ ( )] ( ) ( )[ ( ) ( )][ ( )] ( )P

t

t X t C X D D X d X t
ϑ

α τ α α τ τ
−

− − − − − − −  ′ ′Θ = + + 
  

∫ , 
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1 2( )i i iD D Dα α= + , 1 2( )C C Cα α= + , 11 12

21 22

1

2

λα
λ
 Λ

= + Λ 
, 

где iiΛ  – наибольший корень уравнения det [ ] 0ii nD E− Λ = , ijλ−  – наибольший корень уравне-

ния det [ ] 0ij nD Eλ− = , ( )X t  – фундаментальная матрица системы ( )x A t x=ɺ , ( ) nX Eϑ =  

( , 1,2; )i j i j= ≠ , а симметричные матрицы ( ) ( 1,2)i t iΘ =  определены в (22). 

Доказательство. Во-первых, из 11 0D >  следует сразу два вывода: отсутствие в Γ  ситуации 

равновесия по Нэшу и наличие угрозы 1
tU  со стороны первого игрока на максимальную по Паре-

то ситуацию PU  в двухкритериальной задаче vΓ  (замечание 3.1). Существование максимальной 

по Парето ситуации и максимальных по Парето выигрышей в vΓ  (а также их явный вид при 

этом) получены в утверждениях 2.1 и 2.2 соответственно. Условие 21 0D <  позволяет построить 

неполную контругрозу 2U β  второго игрока в ответ на угрозу первого (лемма 3.2), а 22 0D >  и 

лемма 3.3 дают возможность довести второму игроку неполную контругрозу 2
сU  до полной 2

сU . 

Одновременно требование 22 0D >  влечет отсутствие ситуации равновесия по Нэшу (не сущест-

вует 
2

2 1 2 0 0max ( , , , )
U

I U U t x  при 1 1U U∀ ∈ ) и возможность аналитически сконструировать  второму 

игроку угрозу 2 2
tU U∈  на PU  в игре Γ : 

2 1 2 0 0 2 0 0( , , , ) ( , , )c t PI U U t x I U t x≤ . 

Условие 21 0D <  и лемма 3.4 обеспечивают существование неполной контругрозы 1 1
cU U∈  

первого игрока на угрозу 2
tU  второго: 

2 2 0 0 2 0 01( , , , ) ( , , )t PI U U t x I U t xβ < . 

Наконец, из максимальности по Парето PU  и свойства 1.1 будет следовать 

1 1 2 0 0 1 0 0( , , , ) ( , , )P t PI U U t x I U t x< , 

а из 11 0D >  и леммы 3.1. получаем существование 1 1
cU U∈ , такого, что 

1 1 2 0 0 1 1 2 0 0( , , , ) ( , , , ).c t P tI U U t x I U U t x>  

Таким образом, мы установили, что в игре Γ  в ответ на угрозу на максимальную по Парето 

ситуацию PU  любого игрока, у оставшегося имеется полная контругроза, что доказывает теоре-
му 4.1. 
 
Заключение 

Итак, в предлагаемой читателю статье установлено, что в линейно-квадратичной позицион-
ной дифференциальной игре Γ  при выполнении ограничений (10) не существует ситуации рав-
новесия по Нэшу и одновременно существует равновесие угроз и контругроз. Этот факт показы-
вает настоятельную необходимость дополнительных исследований свойств этого равновесия, 
вопросов существования, нахождения других классов игр (и не дифференциальных тоже!), обла-
дающих выявленным теоремой 4.1 свойством (отсутствием ситуации равновесия по Нэшу и од-
новременного существования равновесия угроз и контругроз). Интерес представляют и вопросы 
устойчивости коалиционных структур [23]. Этому вопросу авторы надеются посвятить дальней-
шие исследования. 
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A nonstop stream of publications is devoted to the investigation of positive and negative properties 
of Nash equilibrium concept prevailing in economics (as solution of noncooperative game). Mostly they 
are related to non-uniqueness and, as a consequence, to the lack of equivalence, interchangeability, ex-
ternal stability as well as instability to simultaneous deviation of such solutions of two and more players. 
The game "dilemma of prisoners" also revealed the property of "ability to improve". 

The book Equilibrium Control of Multi-criteria Dynamic Problems (V.I. Zhukovskiy and 
N.T. Tynyanskiy, M.: MSU, 1984) is devoted to detailed analysis of such "negative" properties for dif-
ferential positional games. 

The authors of this book com to the following conclusion: either make use of those situations of 
Nash equilibrium that are simultaneously free from some of the stated disadvantages, or introduce new 
solutions of noncooperative game. Such solutions having the merits of Nash equilibrium situation would 
allow to get rid of its certain disadvantages. The present article is devoted to one of such possibilities for 
differential games related to concepts of objections and counterobjections. The concepts of objections 
and counterobjections used in it are based on the concepts of objections and counterobjections well-
known classical game theory. The papers of E.I. Wilkas [1973] are devoted to theoretical questions of 
this concept. The term "active equilibrium" suggested R.E. Smolyakov in 1983, the notion of equilib-
rium of objections and counterobjections in differential games was first used apparently by E.M. Vais-
bord in 1974, and then it was picked up by the first author of the present article in the above mentioned 
book [1984], but this concept was applied and is being applied in differential games, in our opinion, in-
sufficiently widely. This fact "called to life" the present paper. In it the class of differential games of two 
persons is revealed, where the usual Nash equilibrium situation is absent, but the equilibrium of objec-
tions and counterobjections is present.  

Keywords: noncooperative games; Nash equilibrium; active equilibrium; equilibrium of objections 
and counterobjections.  
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