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Исследуется стартовое управление и финальное наблюдение 

решениями задачи Дирихле–Шоуолтера–Сидорова для вырож-
денной системы уравнений Фитц Хью–Нагумо. Эта система от-
носится к классу уравнений реакции-диффузии и описывает 
распространения волн в активных биологических средах, таких 
как сердечная мышца или мозговая ткань. Система уравнений 
Фитц Хью–Нагумо является, с одной стороны, развитием из-
вестной модели Колмогорова–Петровского–Пискунова, а с дру-
гой стороны – упрощением модели Ходжинса–Хаксли. При по-
строении математической модели учитывая, что скорость одной 
искомой функции системы уравнений Фитц Хью–Нагумо значи-
тельно превышает скорость другой, было предложено исследо-
вать вырожденный случай. Изучаемая задача стартового управ-
ления и финального наблюдения моделирует ситуацию, когда 
после кратковременного управляющего воздействие ожидается 
требуемый результат за некоторый период времени, т. е. в на-
чальный момент времени посылается импульс большой мощно-
сти в систему нервов и ожидается требуемое состояние системы 
через некоторое установленное время. На основе методов Галер-
кина и компактности доказана теорема существования задачи 
стартового управления и финального наблюдения в слабом 
обобщенном случае. 

Ключевые слова: полулинейные уравнения соболевского типа; 
задача Шоуолтера–Сидорова; задача стартового управления и фи-
нального наблюдения; система уравнений Фитц Хью–Нагумо; сла-
бое обобщенное решение. 

Введение 

Пусть nRΩ ⊂  – ограниченная область с границей ∂Ω  класса C∞ . В цилиндре (0, )Q T= Ω ×  
рассмотрим вырожденную систему уравнении Фитц Хью – Нагумо: 

1 1 1 1

3
2 2 2 2

0 ,v w v f

w
w w v w f

t

α β η

α β η

= ∆ + − +


∂ = ∆ + − − + ∂

      (1) 

с краевым условием Дирихле 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0v s,t = ,w s,t = , s,t × ,T∈∂Ω          (2) 

и начальным условием Шоуолтера–Сидорова 

( ) ( ),0 , .w s u s s= ∈Ω          (3) 

Искомые функции ( )w= w s,t  и ( )v= v s,t  описывают динамику мембранного потенциала и пове-

дение натриевого и калиевого токов; 2 Rβ −∈ , 1 1 2 1 2, , , , , Rα β α α η η +∈  – характеризуют порог воз-
буждения, скорость порога возбуждения, электропроводность и реполяризацию среды; 

( )1 2,f f f=  – источник возбуждения. Первоначально в работах [1, 2] была получена невырож-

денная система уравнений Фитц Хью–Нагумо, зависящая от двух искомых функций v  и w , мо-
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делирующих поведение химических элементов в мембране. Скорость искомой функции w  уве-
личивается по мере ее роста, что привносит в систему сильную нелинейность. Невырожденная 
система уравнений Фитц–Хью в двухкомпонентном и многокомпонентном случаях изучалась 
подробно в работах [3–5]. Нулевое решение невырожденной системы при 2 0β <  асимптотически 

устойчиво, а при 2 0β >  неустойчиво [6]. В связи с тем, что скорость искомой функции w  суще-

ственно превосходит скорость изменения v , в случае устойчивости решения (при 2 0β < ) в рабо-
те [7] было предложено рассматривать именно вырожденную систему уравнений вида (1). Нами 
будет рассмотрен случай асимптотически устойчивой задачи, когда 2 0β <  и 1 2β η= . 
Начально-краевая задача (2), (3) для системы уравнений (1) в специальным образом подоб-

ранных функциональных пространствах редуцируются к задаче Шоуолтера–Сидорова 

( ) ( )( )0 0L x u s− =           (4) 

для абстрактного полулинейного уравнения 

( ).
,ker {0}xL Mx N x f L+ + = ≠     (5) 

и относится к широкому классу уравнений соболевского типа [8, 9]. При рассмотрении классиче-
ского условия Коши в случае уравнений соболевского типа решение задачи существует лишь при 
начальном значении ( )u s  взятом из фазового пространства уравнения (5). Рассматриваемое в 

работе условие Шоуолтера–Сидорова (4) является более общим по сравнению с условием Коши 
и позволяет снять данное ограничение. Впервые задача управления для уравнений соболевского 
типа была поставлена и изучена в конце XX века, задачи же стартового управления и финального 
наблюдения исследуются сравнительно недавно. Задачи управления для полулинейных уравне-
ний соболевского типа с условием Шоуолтера–Сидорова рассматривались в [10, 11]. В работе 
[12] была исследована задача оптимального управления для вырожденной системы уравнений 
(1), а также рассмотрены и доказаны существование и единственность решения задачи (1)–(3) в 
слабом обобщенном смысле. Впервые задача стартового управления и финального наблюдения 
для системы уравнений (1) рассматривалась в работе [13]. 
Данная работа посвящена исследованию задачи стартового управления и финального на-

блюдения 

( )( )J x T ,u inf→      (6) 

решениями задачи (1)–(3) в слабом обобщенном смысле [8, 14]. Задача стартового управления и 
финального наблюдения моделирует ситуацию, когда после кратковременного управляющего 
воздействие ожидается требуемый результат за некоторый период времени, т. е. в начальный мо-
мент времени посылается импульс большой мощности в систему нервов и ожидается требуемое 
состояние системы через некоторое установленное время. В работах [15–17] изучались задачи 
стартового управления и финального наблюдения для различных математических моделей, осно-
ванных на уравнениях соболевского типа. 
 
1. Задача стартового управления и финального наблюдения 

Положим 1
2 ( )

o

iH W= Ω  и ( )4iB L= Ω , 1,2.i =  Рассмотрим гильбертово пространство 

( ) ( )2 2A L L= Ω × Ω  со скалярным произведением  

( ) ( )2 2
[ , ] , , ,

L L
x v wζ ξ ηΩ Ω= +  где ( , ),x v w=  ( , ).ζ ξ η=  

Определим пространства 1 2H H H= ×  и 1 2B B B= × , а через * ,H  *B  обозначим сопряженные 

пространства к пространству H , B  относительно скалярного произведения в A , соответственно. 
В силу теоремы Соболева в случае 4n ≤  имеют место плотные и непрерывные вложения 

* * ,H B A B H⊂ ⊂ ⊂ ⊂  
причем вложение H A⊂  компактно согласно теореме Реллиха–Кондрашева. 
Определим операторы L,M,N  следующим образом: 

[ ] ,Lx,ζ = w,η ,x,ζ H〈 〉 ∈  
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[ ] 1 1 1 2 2 1, , , , | | , , , ,Mx v w v w w v x Hζ α ξ β η ξ α η β β η ζ= − ∇ ∇ + − + + − ∇ ∇ + + ∈  

( ) 3, , , , .N x w x Bζ η ζ  = ∈   

Замечание 1. Операторы ( )*L,M H;H∈L  линейные непрерывные операторы. Справедли-

вость данного утверждения является классическим результатом. 
Рассмотрим пространство  
 ( ) ( ) ( )2 1 4 2{ | 0, ; , 0, ;coim 0, ; }.X x v L T H w L T L L T B∞= ∈ ∈ ∩  

Определение 1. Вектор-функцию x X∈  при +T R∈  назовем слабым обобщенным решением 
задачи Шоуолтера–Сидорова (1)–(3), если она удовлетворяет  

( ) ( )
0

, ,
T dx

t L Mx N x dt
dt

ϕ ζ ζ   +  +  =     
∫ ( )[ ] ( )0

0

, , , 0
T

t f dt L x xϕ ζ ζ − = ∫  ( )2, 0, .H L Tζ ϕ∀ ∈ ∀ ∈  

Теорема 1. [13] Пусть 1 2 1 1, , , Rα α β η +∈ , 2 Rβ −∈  и 4n ≤ , тогда при любых 0 ,,x H T R+∈ ∈  

( )*
1 2 10, ;f L T H∈ , ( )4

3

*
2 20, ;f L T B∈ , 2u H∈  существует единственное решение x X∈  задачи (1)–

(3), причем 

( ) ( ) ( )
2 1 2

2 2 4
1( )

0

t

L H B
w t C v w dτ τ τ

Ω
 + + ≤  ∫ ( ) ( )* *

21 2

2
2 1 3 2 ( )

0 0

,
t t

LH B
C f d C f d uτ τ τ τ Ω+ +∫ ∫  

0 1 3iC > ,i = , .       (7) 

Пусть ( )( )J x T ,u  – ограниченный снизу, полунепрерывный снизу, коэрцитивный функцио-

нал; adu U∈ , где adU  – некоторое замкнутое и выпуклое множество в пространстве управлений 

2U H= . Рассмотрим задачу стартового управления и финального наблюдения (6) решениями (1) 
– (3) в слабом обобщенном смысле. 

Определение 2. Пару ( )( )ˆ ˆ adx T ,u X ×U∈  будем называть решением задачи (1)–(3), (6), если  

 
( , )

ˆ ˆ( ( ), ) inf ( ( ), ),
x u

J x T u J x T u=  

и пары ( )x,u  удовлетворяют задаче (1)–(3) в смысле определения 1. Вектор-функцию u  будем 

называть стартовым управлением задачи (1)–(3), (6). 
Теорема 2. Пусть 1 2 1 1, , , Rα α β η +∈ , 2 Rβ −∈ , T R+∈  и 4n ≤ , тогда существует решение 

( )( )ˆ ˆx T ,u  задачи (1)–(3), (6). 

Доказательство. В силу теоремы 1 для задачи (1)–(3), (6) для любого adu U∈  существует 
единственное слабое обобщенное решение. Следовательно, можно считать, что  

( )( ) ( )J x T ,u = J u . 

I.  Множество значений функционала ограничено снизу, значит, существует минимизирую-
щая последовательность { } ,m adu U⊂  такая что  

( ) ,lim m
m

J u C
→∞

=  

где C  – точная нижняя грань множества значений функционала ( )( )J x T ,u . Последовательность 

( ) 1{ }m mJ u ∞
=  ограничена в R, следовательно, в силу коэрцитивности функционала ( )J u , последо-

вательность 1{ }m mu ∞
=  ограничена в U.  Согласно теореме Банаха–Алаоглу из { }mu  можно извлечь 

слабо сходящуюся подпоследовательность ˆmu u→  в U.  В силу теоремы Мазура точка ˆ .adu U∈  

II.  Обозначим за ( ) ( ) ( ) ( )( )m m m m m mx = x u = v ,w = v u ,w u  последовательность слабо обобщен-

ных решений задачи 

( ) ,m m mLx Mx N x f+ + =ɺ  ( )( )0 0m mL x u = .−  
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В силу теоремы 1 и оценки (7) и, ввиду рефлексивности бохнеровских пространств ( )4 20, ;L T B , 

( )2 10, ;L T H  и ( )4
3

*
20, ;L T B  существуют слабые пределы  

ˆmv v→  слабо ( )2 10, ;L T H , 

ˆmw w→  *-слабо ( )20, ; ( )L T L∞ Ω , 

ˆmw w→  слабо ( )4 20, ;L T B . 

В силу ограниченности операторов L  и M  получим  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
*

2
*

, ,

, ,

L
m m m m mH H H

M
m m m m mH H H

Lx t x t Lx t x t C x t

Mx t x t Mx t x t C x t

  ≤ ≤ 

  ≤ ≤ 

 

значит { },{ }m mLx Mx  ограничены в ( )0L ,T;H .∞  

По построению оператора N  получим, что 

( )
2 2

3

0 0

,
T T

m m m mB B
N x x d w w dτ τ  = ∫ ∫  

и ( ){ }mN x  ограничена в ( )4
3

*0, ;L T B  следовательно,  

( )mN x µ→  слабо в ( )4
3

*0, ;L T B . 

III.  Покажем, что ( )ˆ ,µ= N x  где ( )ˆ ˆ ˆx= v,w . Так как пространство H A⊂  компактно, то по-

следовательность mw w→  в пространстве ( )( )2 20, ;L T L Ω . Получим, что  

( ) 3ˆN x w=  

в силу единственности предела. 
IV.  Так как пространство A  сепарабельно, то выберем в нем счетную всюду плотную орто-

нормированную систему функций { } ( ){ }1 2, .j j jϕ ϕ ϕ=  Тогда в силу основной леммы вариационно-

го исчисления 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )
0

, , , 0 , .
T

m j m j m j m jLx T Mx N x d Lxϕ τ ϕ τ ϕ τ ϕ      + + =      ∫  

Зафиксируем j  и перейдем к пределу при m→ +∞  

( ) ( ) ( )( )
0

ˆ ˆ ˆ ˆ, , , .
T

j j jLx T Mx N x d Luϕ τ τ ϕ τ ϕ    + + =    ∫  

Тогда получим, что  

( ) ( )
0

ˆ
ˆ ˆ, , 0,

T dx
L Mx N x d

d
ϕ ϕ φ τ τ

τ
   +  +  =     
∫  ( ) ( )2ˆ ˆ0 , , 0, .Lx u A L Tϕ ϕ= ∀ ∈ ∀ ∈  

Следовательно, ( )ˆ ˆx= x u  и в силу полунепрерывности снизу функционала J , получим 

ˆlim inf ( ) ( ).
ad

m
m U

J u J u
→∞

≥  Значит u  есть стартовое управление в задаче (1)–(3), (6). Таким образом, 

теорема доказана. 
Рассмотрим задачу стартового управления и финального наблюдения (1)–(3), (6), где функ-

ционал штрафа задается формулой 

( )( ) ( ) ( )
1 2

2 4
, f fH B

J x T u v T v w T wϑ ϑ= − + − +
2

4
.

H
u                    (8) 

Здесь ( ) ( ) ( )( )f f fx s = v s ,w s  – требуемое состояние системы, которого достигается при мини-

мальном начальном воздействии по прошествии времени t = T . 
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Лемма 1. Функционал ( )( )J x T ,u , заданный в виде (8), является ограниченным снизу, полу-

непрерывным снизу, коэрцитивным функционалом. 

Доказательство. Покажем, что функционал ( )( )J x T ,u , заданный в виде (8), является коэр-

цитивным 

( )( ) ( ) ( )
21 2

2 4 2

HH B
x T ,u v T + w T + u≤ ≤  

( ) ( )
21 2

2 4 2
1 2 3f f HH B

C v T v C w T w C u≤ − + − + + = *
2 2

4 2
1 1

1 1
B H

C u C uϑ ϑ
ϑ ϑ

− + =  

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
21 2

2 4 2
1 6 1 61 , ,f f HH B

C v T v w T w u C C J x u Cϑ ϑ ϑ= − + − + − + = +  

2
3 2

5
0, 1,6, 3при .

4i f B
C    i    C   C w> = > =  

Очевидно, что функционал ( )( )J x T ,u  непрерывный, а значит, и полунепрерывный снизу. Таким 

образом, лемма доказана. 
В силу теоремы 2 и леммы 1 справедлива 
Теорема 3. Пусть 1 2 1 1, , , Rα α β η +∈ , 2 Rβ −∈ , T R+∈  и 4n ≤ , тогда существует решение 

( )( )ˆ ˆx T ,u  задачи (1)–(3), (6), где функционал ( )( )J x T ,u  принимает вид (8). 

Автор выражает признательность профессору Н.А. Манаковой за постановку задачи и плодо-
творные дискуссии, а также профессору А.В. Богомолову за интерес к работе. Кроме того, счита-
ет своим приятным долгом поздравить профессора А.В. Богомолова с юбилеем. 
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The paper discusses the start control and the final observation of solutions of the Dirichlet–

Showalter–Sidorov problem for the degenerate Fitz Hugh–Nagumo system of equations. This system 
refers to the class of reaction-diffusion equations and describes the propagation of waves in active bio-
logical media, such as the heart muscle, or brain tissue. On the one hand, the Fitz Hugh–Nagumo system 
of equations is the development of more familiar model of Kolmogorov–Petrovsky–Piskunov, and on 
the other hand, the simplification of the Hodgins–Huxley model. When constructing a mathematical 
model taking into account that the speed of one desired function of the Fitz Hugh–Nagumo system of 
equations significantly exceeds the speed of the other, it has been suggested to investigate the degenerate 
case. The studied task of the start control and final observation simulates the situation when, after a 
short-time control action, the expected result for a certain period of time, i.e. at the initial moment of 
time sends a high-power pulse is sent to a nerve system and the required state of the system is expected 
after a certain set time. On the basis of Galerkin's methods and compactness, the existence theorem of 
the problem of starting control and final observation in a weak generalized case is proved. 

Keywords: semilinear Sobolev type equations; Showalter–Sidorov problem, the start control and fi-
nal observation problem; weak generalized solution; the Fitz Hugh–Nagumo system of equations. 
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