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Рассматривается краевая задача типа задачи Римана (задача сопряже-
ния) в классах кусочно квазигармонических функций. Подробно исследует-
ся однородная задача типа задачи Римана в классах кусочно квазигармони-
ческих функций второго рода в круговых областях. В частности, в указан-
ном случае для однородной задачи типа задачи Римана разработан явный 
метод решения, логическая суть которого состоит в сведении решения рас-
сматриваемой однородной задачи к последовательному решению обычной 
однородной задачи Римана для аналитических функций и двух линейных 
дифференциальных уравнений Эйлера второго порядка. Кроме того, уста-
новлена неустойчивость решений искомой однородной задачи по отноше-
нию к изменению величины радиуса рассматриваемой круговой области, а 
также построена полная картина её разрешимости при различных значени-
ях индекса задачи и величины радиуса круговой области. Доказано, что ос-
новной причиной неустойчивости решений однородной задачи типа Римана 
в классах кусочно квазигармонических функций второго рода в круговых 
областях по отношению к изменению величины радиуса рассматриваемой 
круговой области является тот факт, что число линейно независимых ана-
литических решений однородных дифференциальных уравнений Эйлера, к 
которым редуцируется исследуемая задача типа Римана, существенным об-
разом зависит от величины радиуса рассматриваемой круговой области. 

Ключевые слова: краевая задача типа Римана; кусочно квазигармоническая 
функция; дифференциальное уравнение Эйлера; круговые области; радиус круго-
вой области. 

 

1. Постановка задачи. Рассмотрим на плоскости комплексного переменного iyxz +=  об-

ласть +T , ограниченную замкнутым гладким контуром L , причем для определенности будем 

считать, что точка 0=z  принадлежит +T . Пусть )(\ LTT ∪= +− C . 
В дальнейшем в основном будем пользоваться определениями и обозначениями, принятыми 

в работе [1]. 
В работе [1] была сформулирована краевая задача типа задачи Римана (короче, задача nρ ) в 

классе кусочно квазигармонических функций произвольного рода n . 
Из результатов [1; 2] следует, что если носителем краевых условий является окружность 
{ }rttLr == : , 0>r , то задача nρ  допускает решение в явном виде. Основной целью настоящей 

заметки является установление неустойчивости решения однородной задачи 0
nρ  в круге 

{ }rzzTr <=+ :  по отношению к изменению величины радиуса r , причем ради краткости далее 

ограничиваемся рассмотрением случая 2=n , т. е. исследованием задачи 0
2ρ . 

2. О явном решении задачи 0
2ρ  в круговых областях. Пусть { }rzzTr <=+ : , { }rttLr == : , 

)(\ rrr LTT ∪= +− C . Далее рассматривается следующая задача 0
2ρ : требуется найти все ограни-

ченные на бесконечности кусочно квазигармонические функции )}(),({)( zWzWzW −+=  второго 

рода с линией скачков rL , принадлежащие классу )()( )2(
2 rr LHT ∩±Q  и удовлетворяющие на  rL  

условию 

),()()( tWtGtW −+ =                                                              (1) 
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где )(tG  – заданная на rL  функция, ( ) ( )rG t H L∈  и 0)( ≠tG  на rL . 

Поскольку (см. [1; 2]) при 2=n  квазигармонические функции )(zW
+

 и )(zW
−

 можно 
представить соответственно в виде 
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где )()()( 2
rr LHTAz ∩∈ ±±ϕ , то решения )}(),({)( zWzWzW −+=  краевой задачи 0

2ρ  будем искать 
в виде (2) и (3). 

В силу того, что на { }rttLr == :  имеет место соотношение 2t r t= , то с учетом (2) и (3) 

краевое условие (1) можно переписать так: 
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Далее введем в рассмотрение следующие функции: 
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а )(z±ϕ  – аналитические компоненты искомой кусочно квазигармонической функции )(zW . 

Ясно, что функция )}(),({)( zzz −+ ΨΨ=Ψ  является кусочно аналитической функцией с линией 

скачков { }rttLr == : . С помощью функций (5) краевое условие (4) можно записать в виде 

rLtttGt ∈Ψ=Ψ −+ ),()()( ,                                                       (6) 

где )(lim)( zt
rLtz

±

∈→

± Ψ=Ψ .  

Таким образом, получили однородную краевую задачу Римана (6) относительно ограничен-

ной на бесконечности кусочно аналитической функции )}(),({)( zzz −+ ΨΨ=Ψ  (см., например, [3, 
с. 106]).  

В случае 0)(Ind <= tGχ  (см., например, [3, с. 110]) краевая задача (6) неразрешима (т. е. 

имеет лишь тривиальное решение 0)( ≡Ψ ± z ). Если же 0≥χ , то задача (6) безусловно разре-
шима и её общее решение можно задавать формулой: 

)()()( zPzXz χ
±± =Ψ , ±∈ rTz ,                                                    (7) 

где )}(),({)( zXzXzX −+=  – каноническая функция задачи, а χ
χχ µµµ zzzP +++= ...)( 10  – про-

извольный многочлен степени не выше χ . 

Предположим, что 0)(Ind <= tGχ . Тогда 0)( ≡Ψ ± z  и, следовательно, в силу (5) аналитиче-

ские функции )(z+ϕ  и )(z−ϕ  должны удовлетворять соответственно линейным однородным 
дифференциальным уравнениям Эйлера 2-го порядка следующего вида: 
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Допустим, что однородные дифференциальные уравнения Эйлера (8) и (9) разрешимы в 

классах )()( )2( LHT ∩+A  и )()( )2( LHT ∩−A  соответственно. Тогда общее решение искомой за-

дачи 0
2ρ  можно найти по формуле 
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где )(ˆ z+ϕ  и )(ˆ z−ϕ  – общие решения дифференциальных уравнений (8) и (9) соответственно. 

Если же 0)(Ind ≥= tGχ , то в силу (5) и (7) аналитические компоненты )(z+ϕ  и )(z−ϕ  иско-

мой кусочно квазигармонической функции )}(),({)( zWzWzW −+=  должны удовлетворять соот-

ветственно линейным неоднородным дифференциальным уравнениям Эйлера 2-го порядка: 
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В случае разрешимости неоднородных дифференциальных уравнений (11) и (12) в классах 

)()( )2( LHT ∩+A  и )()( )2( LHT ∩−A  соответственно, общее решение исходной задачи 0
2ρ  также 

можно найти по формуле (10), где )(ˆ z+ϕ  и )(ˆ z−ϕ  – общие решения неоднородных дифференци-
альных уравнений (11) и (12) соответственно. 

Из приведенных выше рассуждений вытекает справедливость следующей теоремы. 

Теорема 1. Если 0)(Ind <=χ tG  и { }rzzTr <=+ : , то решение задачи 0
2ρ  в классе 

)()( )2(
2 rr LHT ∩±Q  квазигармонических функций второго рода сводится к решению двух одно-

родных уравнений Эйлера 2-го порядка вида (8) и (9) в классах аналитических функций 

)()( )2( LHT ∩+A  и )()( )2( LHT ∩−A  соответственно. Если же 0)(Ind ≥=χ tG  и 

{ }rzzTr <=+ : , то решение задачи 0
2ρ  в классе )()( )2(

2 rr LHT ∩±Q  квазигармонических функций 

второго рода сводится к последовательному решению однородной задачи Римана (6) для анали-
тических функций и двух неоднородных уравнений Эйлера 2-го порядка вида (11) и (12) в классах 

аналитических функций )()( )2( LHT ∩+A  и )()( )2( LHT ∩−A  соответственно.  

3. О неустойчивости решений задачи 0
2ρ  в круговых областях по отношению к измене-

нию величины радиуса рассматриваемой области. Как видно из формулы (10), при фиксиро-
ванном значении )(Ind tG=χ  число линейно независимых (над полем C ) решений однородной 

краевой задачи 0
2ρ  определяется числом линейно независимых решений однородных дифферен-

циальных уравнений Эйлера (8) и (9).  
Далее покажем, что при различных значениях величины радиуса r рассматриваемого круга 

{ }rzzTr <=+ : , дифференциальные уравнения (8) и (9) будут иметь различное число линейно 

независимых (над полем C ) решений, принадлежащих классу )()( )2(
rr LHTA ∩+ . Для этого, во-

первых, покажем, что однородное дифференциальное уравнение (8) будет иметь ненулевые ре-

шения, принадлежащие классу )()( )2(
rr LHT ∩+A , лишь при следующих трех значениях радиуса 

r: 1=r , 32 −=r  и 32 +=r . В самом деле, нетрудно проверить (см. также [4, с. 136]), что 
общее решение дифференциального уравнения Эйлера (8) задается в виде 
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где 1С , 2С  – произвольные комплексные постоянные. 

Так как функция 
)1(2

14171
)(

2

422

1
r

rrr
r

+
++−+=ω  принимает целые неотрицательные значения 

лишь при 32 +=r  и 1=r  ( 2)32(1 =+ω и 1)1(1 =ω ), то при 01 ≠C  ( 02 =C ) функция вида 

(13) может принадлежать классу )()( )2(
rr LHT ∩+A  только при 1=r  или 32 +=r . 

Аналогично, функция 
)1(2

14171
)(

2

422

2
r

rrr
r

+
++++=ω

 
принимает целые неотрицательные 

значения лишь при 32 −=r  и 1=r  (причем 2)32(2 =−ω ; 3)1(2 =ω ), а значит при 02 ≠C  

( 01 =C ) функция вида (13) может принадлежать классу )()( )2(
rr LHT ∩+A  лишь при 1=r  или 

32 −=r . 
Таким образом, если 1=r , то общее решение однородного дифференциального уравнения 

(8), принадлежащее классу )()( )2(
rr LHT ∩+A , задается в виде 

3
21)( zCzCz +=ϕ+ ,                                                           (14) 

где 1С , 2С  – произвольные комплексные постоянные. 

Если же 32 −=r  или 32 +=r , то общее решение дифференциального уравнения (8), 

принадлежащее классу )()( )2(
rr LHT ∩+A , можно задавать в виде  

2)( Czz =ϕ+ ,                                                                   (15) 
где С  – произвольная комплексная постоянная. 

Далее методом степенных рядов нетрудно убедиться, что однородное дифференциальное 
уравнение (9) ни при каком значении параметра ),0( ∞+∈r  не имеет нетривиальных решений, 

принадлежащих классу )()( )2(
rr LHT ∩−A .  

Таким образом, при 1≠r  и 32±≠r  и 0<χ  однородные дифференциальные уравнения 

(8) и (9) не имеют ненулевых решений. Значит, в этом случае однородная задача 0
2ρ  неразреши-

ма (т. е. она не имеет ненулевых решений). 

Если 1=r  и 0<χ , то искомая однородная задача 0
2ρ  разрешима и ее общее решение зависит 

от двух произвольных комплексных постоянных. Если же 32 +=r или 32 −=r  и 0<χ , 

то однородная задача 0
2ρ  также разрешима, но ее общее решение зависит в данном случае лишь 

от одной произвольной комплексной постоянной. 

Предположим теперь, что 0≥χ . Тогда в силу (5) и (7) аналитические компоненты )(z+ϕ  и 

)(z−ϕ  искомой кусочно квазигармонической функции )}(),({)( zWzWzW −+=  должны удовле-

творять соответственно линейным неоднородным дифференциальным уравнениям 2-го порядка 
вида (11) и (12). 

Так как при 1≠r  и 32±≠r и 0≥χ  соответствующие (11) и (12) однородные диффе-

ренциальные уравнения неразрешимы в классах )()( )2(
rr LHT ∩±A , то (в случае их разрешимо-

сти) неоднородные дифференциальные уравнения (11) и (12) будут иметь единственные реше-
ния. Но поскольку правые части данных дифференциальных уравнений линейно зависят от 1+χ  
произвольных комплексных постоянных, то в данном случае общие решения этих уравнений бу-
дут содержать не более 1+χ  произвольных комплексных постоянных. Следовательно, в рас-

сматриваемом случае решение искомой задачи 0
2ρ  также линейно зависит не более чем от 1+χ  

произвольных комплексных постоянных. 



Математика 

Bulletin of the South Ural State University 
Ser. Mathematics. Mechanics. Physics, 2018, vol. 10, no. 3, pp. 52–58 

56 

Если 1=r  и 0≥χ , то общее решение соответствующего (11) однородного дифференциаль-

ного уравнения (8) задается формулой (14). Следовательно, в этом случае общее решение )(ˆ z+ϕ  
неоднородного уравнения (11) может линейно зависеть не более чем от 3+χ  произвольных ком-

плексных постоянных. Поэтому (в силу (10)) в этом случае общее решение задачи 0
2ρ  линейно 

зависит не более чем от 3+χ  произвольных комплексных постоянных.  

Если же 32 +=r  или 32 −=r и 0≥χ , то общее решение соответствующего (11) од-

нородного уравнения (8) задается формулой (15). Значит, в этом случае общее решение )(ˆ z+ϕ  
неоднородного уравнения (11) может линейно зависеть не более чем от 2+χ  произвольных ком-

плексных постоянных. Следовательно, общее решение задачи 0
2ρ  в этом случае также может ли-

нейно зависеть не более чем от 2+χ  произвольных комплексных постоянных.  

Итак, установлена справедливость следующей теоремы. 

Теорема 2. Если 0≥χ , то для разрешимости однородной задачи 0
2ρ  в классе квазигармони-

ческих функций второго рода в круге { }rzzTr <=+ :  необходимо и достаточно, чтобы линейные 

дифференциальные уравнения (11) и (12) были разрешимы в классах функций )()( )2(
rr LHTA ∩+  и 

)()( )2(
rr LHTA ∩−  соответственно. Причем общее решение задачи 0

2ρ , задаваемое формулой 

(10), будет линейно зависеть не более чем от l  произвольных комплексных постоянных, причем  

1, если 1, 2 3,

3, если 1,

2, если 2 3.

r r

l r

r

χ
χ

χ

 + ≠ ≠ ±
= + =


+ = ±

 

Если 0<χ  и 1≠r , 32±≠r , то однородная задача 0
2ρ  неразрешима. 

Если 0<χ  и 1=r , то однородная задача 0
2ρ  безусловно разрешима, и её общее решение, за-

даваемое формулой 
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







∈

∈⋅+⋅⋅








+
+

+
+−

=
−

+

,,0

,,
1

12
1

)3(6
6

)(

1

1
3

21

22
21

2

Tz

TzzCzC
zz

z

zz

zCCz
zC

zW                 (16) 

линейно зависит от двух произвольных комплексных постоянных 1С , 2С , т. е. 2=l . 

Если же 0<χ  и 32±=r , то однородная задача 0
2ρ  безусловно разрешима, и её общее 

решение, задается в виде 
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и зависит от одной произвольной комплексной постоянной C , т.е. 1=l . 
На основании теоремы 2 можно сделать несколько важных выводов. Во-первых, из этой тео-

ремы следует, что в случае 1=r  картина разрешимости задачи 0
2ρ  имеет «резонансный» харак-

тер, так как при изменении радиуса круга { }rzzTr <=+ :  в пределах интервала 

3232 +<<− r , именно при 1=r , задача 0
2ρ  имеет наибольшее число линейно незави-

симых решений. Аналогичный характер картина разрешимости задачи 0
2ρ  имеет при 32 −=r  

и 32 +=r .  
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Наконец, пусть );(
1

zrW  и );(
2

zrW  – решения задачи 0
2ρ  в областях { }1:

1
rzzTr <=+  и 

{ }2:
2

rzzTr <=+  соответственно. Как видно из утверждения теоремы 2, если, например, 0<χ , 

1
1

=r  и )32;1(
2

+∈r , то для любого достаточно малого положительного числа ε  при усло-

вии ε− <
12
rr  может случиться, что ε− >);();(

12
zrWzrW , так как в рассматриваемом случае 

0);(
2

≡zrW , а );(
1

zrW  определяется формулой (16). Значит, решения задачи 0
2ρ  неустойчивы по 

отношению к изменению границы рассматриваемой круговой области.  
Таким образом, из теоремы 2 вытекает следующее важное утверждение. 

Следствие. Решения краевой задачи 0
2ρ  неустойчивы по отношению к изменению границы 

круговой области. 
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We consider the boundary value problem of Riemann type (the conjugation problem) in the classes 
of piecewise quasiharmonic functions. A homogeneous problem of a Riemann type problem in the 
classes of piecewise quasiharmonic functions of the second kind in circular domains is studied in details. 
In particular, in this case a clear solution method is developed for a homogeneous problem of Riemann 
type, the logical essence of which consists in reducing the solution of the homogeneous problem under 
consideration to a sequential solution of the common homogeneous Riemann problem for analytic func-
tions and two second-order linear differential Euler equations. Moreover, instability of the solutions of 
the homogeneous problem is determined with respect to the change in the radius value of the considered 
circular domain, and a complete picture of its solvability for different values of the index of the problem 
and the radius of the circular domain is constructed. It is proved that the main reason for the instability 
of the solutions of a homogeneous problem of Riemann type in classes of piecewise quasiharmonic 
functions of the second kind in circular domains with respect to the change in the radius value of the 
considered circular domain is the fact that the number of linear independent analytic solutions of homo-
geneous differential Euler equations, to which the desired Riemann type problem is reduced, depends 
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essentially on  the radius of the considered circular region. In this paper we use the methods of the the-
ory of functions of a complex variable, the theory of integral equations, and the analytic theory of differ-
ential equations. 

Keywords: the boundary value problem of Riemann type; piecewise quasiharmonic function; differ-
ential equation of Euler; circular domains; radius of a circular domain. 
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