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Аналитически исследуются возможности линейного интегрального 
определяющего соотношения вязкоупругости Больцмана–Вольтерры для 
изотропных стабильных реономных материалов по описанию комплекса 
моделируемых реологических эффектов, связанных с возможными 
(наблюдаемыми в испытаниях материалов) типами поведения поперечной 
деформации и коэффициента Пуассона при одноосном нагружении. 
Рассматриваемое соотношение пренебрегает влиянием шаровой и 
девиаторной частей тензоров напряжений и деформаций друг на друга и 
влиянием их третьих инвариантов (параметров Лоде–Надаи) и содержит 
две произвольные материальные функции одного аргумента (функции 
объемной и сдвиговой ползучести). При минимальных (необходимых) 
ограничениях, наложенных на функции ползучести изучены выражения 
для коэффициента Пуассона при одноосном растяжении или сжатии 
постоянной нагрузкой через две функции ползучести и время. Доказаны 
критерии отрицательности, постоянства, возрастания, убывания и 
немонотонности коэффициента Пуассона (в зависимости от свойств 
функции объемной и сдвиговой ползучести) и точная универсальная 
двусторонняя оценка для диапазона его значений: для произвольных 
(возрастающих) функций ползучести величина коэффициента Пуассона в 
любой момент времени лежит в отрезке от минус единицы до одной второй. 
Все эти эффекты и доказанные общие утверждения проиллюстрированы на 
конкретных примерах моделей с классическими функциями ползучести и 
фрактальных моделей.  

Ключевые слова: вязкоупругость; сжимаемость; осевая ползучесть; 
объемная ползучесть; немонотонность поперечной деформации; 
отрицательность коэффициента Пуассона. 

 

Введение 
Данная статья продолжает цикл работ [1–8] по системному изучению комплекса 

моделируемых реологических эффектов, границ области применимости и сфер влияния 
материальных функций (МФ) линейного определяющего соотношения (ОС) вязкоупругости  

0( )ij ij ijt eε ε δ= + ,   3
2( ) ( )ij ije t s t= Π ,   0θ σ= 0Π ,     (1) 

0( ) ( ) / 3iiσ t σ t= ,   0ij ij ijs σ σ δ= − ,   0( ) ( )iiθ t 3 tε ε= = , 

0

( )
t

y t τ dy(τ)= Π −∫Π ,    0
0

( )
t

y t τ dy(τ)= Π −∫0Π ,   0t > ,           (2) 

с двумя произвольными МФ ( )tΠ  и 0( )tΠ  (функциями сдвиговой и объемной ползучести) и 

физически нелинейного ОС 

 13 1
0 0 02 3( ) ( ( )) ( ) [ ] ( ( ))ij ij ij ijt L t t L tε σ σ σ δ δ−= Φ − + Φ ,   ( )L t σ= Π ,  0 0( )L t σ= 0Π , (3) 

с четырьмя произвольными МФ ( )tΠ , ( )xΦ , 0( )tΠ , 0( )xΦ , представляющего собой один из 
вариантов распространения на трехосный случай нелинейного уравнения наследственности 

0
( )) ( )

t
φ(ε t t τ dσ(τ)= Π −∫ , предложенного Ю.Н. Работновым в качестве обобщения одноосного 

линейного ОС (1) путем введения второй МФ )φ(u  [9, 10]. 
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ОС (1) описывает процессы изотермического деформирования нестареющих изотропных 
вязкоупругих сред [11–14]; оно связывает истории изменения тензоров (малых) деформаций ( )tε  
и напряжений ( )tσ  в произвольной точке тела в предположении отсутствия взаимного влияния 

шаровых и девиаторных частей тензоров 0ε−= Ie ε  и 0σ= −s σ I  (т. е. независимости объемной 
деформации ( )θ t  от касательных напряжений, а сдвиговых деформаций – от среднего 

напряжения 0( )σ t ) и пренебрегая влиянием третьих инвариантов тензоров (или их параметров 
Лоде). Входные процессы ( )tσ  предполагаются кусочно-гладкими при 0t > , а время и 
компоненты тензора напряжений – безразмерными. Множитель 3/ 2 вынесен из ( )tΠ  в (1) для 
удобства сравнения с результатами анализа нелинейного ОС (3). 

Цель статьи – аналитическое исследование характерных свойств и возможных типов 
поведения коэффициента Пуассона /ν ε ε⊥= − � , которые порождает ОС (1) с произвольными 

функциями сдвиговой и объемной ползучести при одноосном нагружении 11( ) ( )σ t σh t=  
постоянной нагрузкой ( ( )h t  – функция Хевисайда).  

Коэффициент Пуассона (КоП) изотропных реономных материалов при одноосном 
нагружении не постоянен, а зависит от времени (от продольной деформации ( )tε� ) и программы 

нагружения. Зависимости поперечной и объемной деформаций (ε⊥  и θ ) от времени и осевой 

деформации ε� , поведение и диапазоны значений КоП для многих полимеров, дисперсно 

наполненных композитов (твердых топлив, асфальтобетонов, АБС-пластиков), прессованных 
порошковых композитов, сплавов, металлических и полимерных пен, льдов, грунтов, горных 
пород весьма разнообразны даже в случае одноосных нагружений и малых деформаций, даже в 
испытаниях на ползучесть при постоянной нагрузке или на релаксацию [14–47]. У большинства 
металлов, многих стекол, полимеров (например, полиэтиленов высокой плотности) и 
порошковых композитов наблюдается монотонное возрастание ν  с ростом ( )tε�  [24–29]. У 

многих реономных материалов, как достаточно хрупких, так и высокоэластичных (твердое 
топливо, асфальтобетон, АБС-пластики, чугун и т. п.) наблюдается убывание ( )tν , 
свидетельствующее о необратимом изменении объема при растяжении или сжатии [21, 30–35]. У 
некоторых объемная деформация и КоП меняются немонотонно и меняют знак [36]. В последние 
три десятилетия обнаружены, активно конструируются и исследуются новые материалы с 
отрицательным КоП [37–47]. Поведение и величина КоП изотропных композитных материалов 
зависят от объемной доли (дисперсного) наполнителя, от форм и размеров его частиц, свойств 
адгезионных связей с матрицей, степени кристалличности матрицы, текущего уровня 
поврежденности, предыстории нагружения и термообработки и многих иных факторов. 

Объемную ползучесть, изменение КоП и вида напряженного или деформированного 
состояний, и типичные механические эффекты, связанные с ними, следует учитывать при 
обработке и интерпретации кривых испытаний наследственных материалов (в частности, при 
определении твердости, модуля упругости и других механических свойств пленок, покрытий и 
поверхностных слоев материалов методами (нано)индентирования [48–51]) и при выборе и 
идентификации определяющего соотношения для моделирования их поведения. Для выбора того 
или иного ОС для описания поведения некоторого материала (и дальнейшего совершенствования 
и обобщения ОС) важно знать, какие механические эффекты оно способно моделировать и при 
каких требованиях к материальным функциям, в частности, – какие из упомянутых эффектов, 
связанных с объемной и поперечной деформациями. Для этого необходимо системное 
аналитическое исследование общих свойств кривых релаксации, ползучести и деформирования, 
которые порождает применяемое ОС с произвольными МФ при разных типовых программах 
нагружения, и их зависимости от параметров программ нагружения и характеристик 
материальных функций. В частности – системное исследование арсенала возможностей (круга 
моделируемых и не моделируемых эффектов) и удобных для проверки по данным тех или иных 
испытаний материалов индикаторов применимости линейного ОС (1). Ведь оно играет роль базы 
для сопоставления, своеобразной «системы отсчета», по отношению к которой естественно 
изучать эффекты нелинейности, наблюдаемые в испытаниях материалов и описываемые 
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различными нелинейными ОС (но не описываемые линейным). Нередко случается, что 
нелинейности поведения материала приписывают эффекты, адекватно описываемые в рамках 
линейной теории, которые вытекают лишь из наличия наследственности (памяти) и оказываются 
присущими всем материалам с наследственностью, работающим в линейной области (при 
достаточно малых деформациях и скоростях) [1, 3, 4]. 
 

1. Минимальные ограничения на функции ползучести линейного ОС вязкоупругости 
Обращение ОС (1), как известно, имеет вид  

 0σ θ= 0R ,  2
3( )ij ijs t e= R ,   

0
: ( ) ( )

t
y R t dyτ τ= −∫R ,  00

: ( )
t

y R t τ dy(τ)= −∫0R ,   0t > , (4) 

где функции релаксации ( )R t  и 0( )R t  связаны с Π  и 0Π  интегральными уравнениями  

 
0

( ) ( )
t
R t τ τ dτ t− Π =∫ ,     0 00

( ) ( )
t
R t τ τ dτ t− Π =∫ ,   0t > . (5) 

Функции ползучести и релаксации ( )tΠ , 0( )tΠ , ( )R t , 0( )R t  в ОС (1),(4) предполагаются [11–14] 

положительными и дифференцируемыми на (0; )∞ , функции Π  и 0Π  – возрастающими и 

выпуклыми вверх [1, 3, 4, 13], а R  и 0R  – убывающими и выпуклыми вниз на (0; )∞ , R  и 0R  
могут иметь интегрируемую особенность или δ -сингулярность в т. 0t =  (слагаемое ( )ηδ t , η 0> , 

( )δ t  – дельта-функция). Из этих условий следует, в частности, существование пределов 

( ) inf ( ) 0R R t+∞ = ≥ , (0) sup ( ) 0R R t= >  ( (0) : (0 )y y= +  – краткое обозначение для предела 
функции ( )y t  справа в т. 0t = ; (0)R = +∞ , если ( )R t  не ограничена сверху) и (0) inf ( ) 0tΠ = Π ≥ . 

Если (0) 0Π ≠  и 0(0) 0Π ≠  (такие модели будем называть регулярными), то (0) 1/ (0)R = Π < ∞  и 

0 0(0) 1/ (0)R = Π < ∞  (т. е. мгновенный модуль сдвига 2
3 (0)G R=  и объемный модуль 0(0)K R=  

диаграмм деформирования с постоянной скоростью конечны [2]). 
Все структурные реологические модели, собранные из линейных пружин и демпферов 

посредством последовательных и параллельных соединений, описываются ОС (1). Функция 
ползучести любой реологической модели – сумма экспонент с отрицательными показателями и 
коэффициентами, и, возможно, функции tα β+ , , 0α β ≥ , а функция релаксации – сумма 
экспонент с отрицательными показателями и положительными коэффициентами и, возможно, 
постоянной 0β ≥  и сингулярности ( )tηδ , 0η ≥ . Например, семейство функций  

 ( ) tt t e λα β γ −Π = + − ,   0λ > , , 0α β ≥ , [0, ]γ β∈ ,   (6) 
удовлетворяет всем ограничениям на МФ и в случае (0; )γ β∈ , , 0α β > , порождает все четыре 
структурно различные (но эквивалентные [1]) четырехзвенные модели из двух пружин и двух 
демпферов (они регулярны, т. е. у них (0) 0Π ≠ ), а при 0α =  – трехзвенные модели Кельвина и 
Пойнтинга–Томпсона с одним демпфером (они регулярны и эквивалентны). Так как 

(0) β γΠ = − , то семейство (6) порождает нерегулярные модели лишь в случае γ β= : при 0λβ =  
– ньютоновскую жидкость ( ( )R tηδ= ), при 0α =  – модель Фойгта, при 0α >  – обе трехзвенные 
модели с одной пружиной и двумя демпферами. При 0γ =  (6) даёт модель Максвелла. 
 

2. Кривые ползучести, порождаемые соотношением (1) при одноосном растяжении 
Рассмотрим мгновенное одноосное нагружение 11( ) ( )σ t σh t= , ( )h t  – функция Хевисайда (ее 

в дальнейшем будем опускать, полагая, что 0t > ), т. е. 11( ) constσ t σ= = , а остальные 

компоненты тензора напряжений равны нулю. Тогда 1
0 3 ( )σ σh t= , девиатор напряжений – 

диагональный тензор 1
3 ( )diag(2 1 1)s σh t , ,= − − , а из (1) следует, что девиатор деформаций – тоже 

диагональный тензор 0,5 ( )diag(2 1 1)e σ t , ,= Π − − , т. е. 0ije =  при i j≠  и  

 11 ( )e σ t= Π ,  1
22 33 2 ( )e e σ t= = − Π ,  1

03( ; ) ( )t σ σ tθ = Π ,   0t > . (7) 

У тензора деформаций 0ij ij ijeε ε δ= +  отличны от нуля только диагональные компоненты iiε :  

 1 1
11 0 09 9( ; ) ( ) ( ) (9 ( ) ( ))ε t σ σ t σ t σ t t= Π + Π = Π + Π ,  0t > , (8) 
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  1 1 1
22 33 0 02 9 18( ; ) ( ; ) ( ) ( ) ( 9 ( ) 2 ( ))ε t σ ε t σ σ t σ t σ t t= = − Π + Π = − Π + Π . (9) 

Уравнения (7)–(9) задают семейства кривых объемной, осевой и поперечной ползучести. Из 
ограничений, наложенных на ФП Π  и 0Π , следует, что для любого 0σ >  (будем для 

определенности рассматривать случай растяжения) ( )tε , ( )tθ  и 11( )tε  положительны, монотонно 

возрастают и выпуклы вверх, а с ростом σ  смещаются вверх по оси деформации. Поперечная 

деформация 22( )tε ε⊥ =  и ее модуль не обязаны быть ни монотонными, ни выпуклыми вверх 
функциями: они могут убывать на всем интервале 0t > , могут иметь точки экстремума и менять 
знак. Так как из (9) 1 1

02 9( ) ( ) ( )t σ t σ tε⊥ = − Π + Πɺ ɺɺ , 1 1
02 9( ) ( ) ( )t σ t σ tε⊥ = − Π + Πɺɺ ɺɺɺɺ , то при 0σ >  

критерии (нестрогого) возрастания и выпуклости вниз ( )tε⊥  на некотором интервале времени 

имеют вид  0
9
2( ) ( )t tΠ ≥ Πɺ ɺ ,  0

9
2( ) ( )t tΠ ≥ Πɺɺ ɺɺ . 

Пример 1. Для ОС (1) с (ограниченными) ФП классической модели Кельвина  

 λtβ γe−Π = − ,   0
0 0 0

λ t
β γ e−Π = − ,   0 0 0λ,β,λ ,β > , (0; )γ β∈ , 0 0(0; )γ β∈ , (10) 

имеем 01
0 018( ; ) ( 9 2 9 2 )λ tλtε t σ σ β β + γe γ e−−

⊥ = − + − . При t → ∞  ( ; )ε t σ⊥  стремится к 

горизонтальной асимптоте 1
018 (2 9 )ε σ β β⊥ = − , не зависящей от λ  и 0λ . Скорость ползучести 

01
0 018( ; ) ( 9 2 )λ tλtε t σ σ γλe γ λ e−−

⊥ = − +ɺ  может менять знак; из условия экстремума 0
0 09 2 λ tλtγλe γ λ e−− =  

при 0λ λ≠  находится (единственная) точка экстремума 0(ln ) /( )mt µ λ λ= − , 0 04,5µ γ λ /(γλ)= , если 

0mt >  (т. е. 0λ λ>  & 1µ >  или 0λ λ<  & 1µ < ). Так как 11
0 018( ) [2 9 9 ) ]mλt

mε t σ β β γ(1 λλ e−−
⊥ = − + − , 

то mt  – точка минимума при 0λ λ<  (когда ( ) ( )mε t ε⊥ ⊥< ∞ ) и mt  – точка максимума при 0λ λ>  

(когда ( ) ( )mε t ε⊥ ⊥> ∞ ). При 0λ λ=  (в случае совпадения времен ретардации 1/τ λ=  сдвиговых и 

объемных деформаций) ( )ε t⊥  всегда монотонна на полуоси 0t ≥ : ( )ε t⊥  возрастает при 

09 2 0γ γ− >  и ( )ε t⊥  убывает при 02 9γ γ> . В случае 0 0γ = , когда 0 0( ) constt βΠ = = , т. е. в случае 

упругой зависимости объемной деформации от среднего напряжения, 1
018 ( 9 ( ) 2 )σ t βε⊥ = − Π + ) 

монотонно убывает (и меняет знак, если 9 9
02 2(0) ( )βΠ < < Π ∞ , т. е. 9 9

02 2)(β γ β β− < < ). 
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Рис. 1. Кривые ползучести (7)–(9) моделей семейства (10) при 0,01σ =  

На рис. 1 приведены кривые ползучести 11( )tε  (шесть кривых 2, 4 в верхней части рис.), 

22( )ε t ε⊥ =  (шесть кривых 2, 4 в нижней части рис.), ( )tθ  (три кривые 2 в средней части рис.) для 
0,01σ = , порожденные тремя моделями вида (10) с одинаковыми сдвиговыми ФП ( )tΠ  ( 0,1λ = , 

1β = , 0,5γ =  и 1/ 10τ λ= = ) и разными 0( )tΠ  (с разными временами объемной ретардации 

0 01/τ λ= ): с 0 0,1λ λ= =  (штрих-пунктирные кривые 2, 4), с 0 1λ λ= >  (сплошные кривые 2, 4) и с 
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0 0,01λ λ= <  (штриховые кривые 2, 4). Значение 0 0,9γ =  одинаково у всех моделей, а номера 

кривых соответствуют двум значениям параметра 0 2β =  и 0 4β =  для каждой из моделей ( 0β  

управляет величинами мгновенного и длительного объемных модулей 0 01/( )β γ−  и 01/β  модели 

(10)). Кривые ползучести моделей с одинаковым 0β  стремятся к одной и той же горизонтальной 

асимптоте: 1
03( )θ σ β∞ = , 1 1

11 0 09 9( ) (9 ( ) ( )) (9 )ε σ σ β β∞ = Π ∞ + Π ∞ = + , 1
018( ) (2 9 )ε σ β β⊥ ∞ = − . 

Примечательны немонотонность и смена знака поперечной деформации. 
 

3. Свойства коэффициента Пуассона при ползучести 
Из уравнений кривых ползучести (8), (9) (c 0σ > , 1z = ) найдем КоП 

 0 0

11 0 0

9 ( ) 2 ( ) 3 ( )1
( ) 0,5

2 9 ( ) ( ) 18 ( ) 2 ( )

t t t
t

t t t t

εν
ε

⊥ Π − Π Π
= − = = −

Π +Π Π + Π
,    (11) 

или 

                                           
3 9

( ) 0,5 1
6 2 6 2

z
t

z z

ξν
ξ ξ

= − = − +
+ +

,  (12) 

 1 1
0 0 03 3( ) : 3 / / ( ) / | ( ) ( ) / ( )t σ t σ | t z t tξ ε ε θ ε= = = Π Π = Π Π  (13) 

– параметр вида деформированного состояния, sgn 1z σ= = ± . Существенное отличие линейного 
ОС (1) от нелинейных ОС вязкоупругости – независимость КоП от уровня напряжения и его 
знака. В силу линейности ОС (1) изучаемые качественные свойства кривых ползучести и КоП 
Пуассона не зависят от масштабирования (способа обезразмеривания) времени и напряжений.  

Так как ( ) 0tΠ >  и 0( ) 0tΠ >  при 0t > , то 0θ > , 0ξ >  и ( ) 0,5tν <  в случае 0σ > . Из 
возрастания ( )tΠ  следуют неравенствo ( ) (0)tΠ > Π  и оценка снизу для коэффициента Пуассона 

1
0 0( ) 0,5 3 ( )(18 (0) 2 ( ))t t tν −> − Π Π + Π  (учитывающая специфику ФП); а из ( ) 0tΠ >  следует 

универсальная (но более грубая) оценка ( ) 1tν > −  при всех 0t > , справедливая для любых ФП. 

Для моделей с (0) 0Π =  (нерегулярных) и 0(0) 0Π ≠  формула (11) дает в пределе при 0t →  

(0 ) 1ν + = −  для любого 0σ > , а для моделей с 0(0) 0Π =  и (0) 0Π ≠  имеем (0 ) 0,5ν + = . 

КоП (11) может быть отрицательным, поскольку возможно ( ) 0tε⊥ > . Критерий 

отрицательности ( )tν  на некотором интервале времени при растяжении имеет вид  
9

0 2( ) ( )t tΠ > Π .               (14) 

Из (9) (и сказанного выше) следует, что кривые ползучести в продольном и поперечном 
направлении, вообще говоря, не подобны, т. е. КоП ( )tν  не постоянен. Критерий постоянства 

( )tν  при одноосном растяжении (т. е. постоянства параметра ( )t kξ = , 0k > , в силу (12)) 
налагает связь на ФП ОС (1), управляющими сдвиговыми и объемными деформациями: 

0( ) 3 ( )t k tΠ = Π ,   0t > .       (15) 
13(0,5 )(1 ) 0k ν ν −= − + > . В частности, тождество (15) выполняется для несжимаемого материала 

(с 0( ) 0tΠ ≡ ), когда ( ) 0,5tν ≡  по (11), но никогда не выполняется при всех 0t >  для реономного 

материала с упругим изменением объема ( 0( ) 0t cΠ = > , ( ) consttΠ ≠ ).  
Коэффициент Пуассона не обязан быть монотонной функцией. Поскольку из (12)  

2 2

( )(6 2 ( )) 2 ( ) ( ) 18 ( )
( ) 3

(6 2 ( )) (6 2 ( ))

t t t t t
t

t t

ξ ξ ξ ξ ξν
ξ ξ

+ −= − = −
+ +

ɺ ɺ ɺ

ɺ ,    (16) 

то знаки ( )tνɺ  и ( )tξ− ɺ  одинаковы, и потому совпадают интервалы монотонности ( )tν  и ( )tξ− .  
21

3( ) ( ) ( )t t y tξ −= Πɺ ,  0 0( ) : ( ) ( ) ( ) ( )y t t t t t= Π Π −Π Πɺ ɺ .    (17) 

Так как 0( ) / ( ) 0t tΠ Π >  при всех 0t > , то критерий нестрогого возрастания КоП (убывания ( )tξ ) 

на некотором интервале времени имеет вид 0 0( ) / ( ) ( ) / ( )t t t tΠ Π ≤ Π Πɺ ɺ . Необходимое условие 
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экстремума – 0 0( ) / ( ) ( ) / ( )t t t tΠ Π = Π Πɺ ɺ  (если оно выполняется не только в точке, но и на 
некотором интервале времени, то получается условие постоянства КоП (15)). 

Пример 2. Для ОС (1) с (ограниченными) ФП классической модели Кельвина (10) имеем 
1

0 03(0) ) / ((β γ β γ)ξ = − − ,  1 1
0 0(0) 1 9(6 2 (0)) 1 27[18 2( ) / ( )]ν ξ β γ β γ− −= − + + = − + + − − , 

1
03( ) /β βξ ∞ = , 1

0( ) 1 27[18 2 / ]ν β β −∞ =− + +  (т. е. при t → ∞  ( )tξ  и ( )tν  имеют горизонтальные 

асимптоты, не зависящие от λ  и 0λ ); λtγλe−Π =ɺ , 0
0 0 0

λ t
γ λ e−Π =ɺ  и по (17) 

0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( )λ t λ t λ t λ tλt λt λt λty t γ λ e β γe γλe β γ e γ γ(λ λ )e e γ λ βe γλβ e− − − −− − − −= − − − = − + − . 

При 0λ λ≠  ( )tξ  и ( )tν  могут иметь точки максимума и минимума. При 0λ λ=  (в случае 

совпадения времен ретардации сдвиговых и объемных деформаций) 0 0( ) ) λty t λ(γ β γβ e−= − ; 

поэтому ( ) 0y t >  при 0 0γ β γβ>  и КоП убывает на всем луче 0t > , а при 0 0γ β γβ<  будет ( ) 0y t <  

и КоП возрастает на луче 0t > . Условие наличия отрицательных значений КоП (14) имеет вид 
9

0 0 2 )λt λt
β γ e (β γe− −− > − , или 9 9

0 02 2( λt
β β γ γ)e−− > − .  

На рис. 2, а приведены графики КоП ( )ν t  трех моделей вида (10) с одинаковыми сдвиговыми 

ФП ( )tΠ  ( 0,1λ = , 1β = , 0,5γ =  и 1/ 10τ λ= = ) и разными 0( )tΠ  (с разными временами 

объемной ретардации 0 01/τ λ= ): 1) с 0 0,1λ λ= =  (штрих-пунктирные кривые 1–6), 2) с 0 1λ λ= >  

(сплошные кривые 1-6), 3) с 0 0,01λ λ= <  (штриховые кривые 1–6). Значение 0 0,9γ =  

фиксировано, а номера кривых соответствуют шести значениям 0β  для каждой из трех моделей: 

0 1;2;3;4;5;6β =  (с ростом 0β  график ( )ν t  смещается вниз). Функции ( )ν t  всех трех моделей с 

одинаковым 0β  имеют одинаковые начальные значения (0)ν  и асимптоты ( )ν ν= ∞  (они не 

зависят от λ  и 0λ ) и могут менять знак, но в остальном ведут себя совершенно по-разному: при 

достаточно малом отношении 0 / 1τ τ <  ( )ν t  быстро убывает в окрестности нуля, а затем 

возрастает (сплошные кривые 1–6 с 0 / 0,1τ τ = ), при достаточно большом 0 / 1τ τ >  ( )ν t  медленно 

возрастает в окрестности нуля, а затем убывает к асимптоте (штриховые кривые 1–6 с 0 / 10τ τ = ), 

а при 0τ τ=  ( )ν t  не имеет точек экстремума: убывает при малых 0 *β β< , * 0β βγ /γ=  (штрих-

пунктирная кривая 1) и возрастает при 0 *β β>  (а при 0 *β β=   1
03( ) constt γ /γξ = =  и ( ) constν t = ). 

Таким образом, уже на примере простейшей модели с шестью параметрами и одноточечными 
спектрами сдвиговой и объемной релаксации и ретардации можно увидеть каким разнообразным 
может быть поведение КоП ( )ν t  при ползучести, описываемое линейным ОС (1). 

Пример 3. Для модели cо степенными ФП (и непрерывным спектром релаксации)  
uB AtΠ = + , 0 0 0

wB A tΠ = + , , (0;1)u w∈ , 0, 0B B ≥ , 0, 0A A > ,   (18) 

имеем 1
03(0) /B Bξ = , 1

0(0) 1 27[18 2 / ]B Bν −= − + + , а при t → ∞  графики ( )tν  обладают 

горизонтальными асимптотами: ( ) 0ξ ∞ = , ( ) 0,5ν ∞ =  при u w> , ( )ξ ∞ = +∞ , ( ) 1ν ∞ = −  при 

u w<  и 1
03( ) /A Aξ ∞ = , 1

0( ) 1 27[18 2 / ]A Aν −∞ =− + +  при u w=  (в первых двух случаях 

асимптоты не зависят от параметров модели, и при больших временах моделируемый материал 
ведет себя как несжимаемый или как не меняющий форму). В силу (17)  

1 1 1
0 0 0( ) ( ) u w w uy t AA w u t A Bwt AB ut+ − − −= − + − , и ( )tνɺ  может менять знак, если w u≠ . При w u=  

1
0 0( ) ( ) uy t A B AB ut −= − , и потому КоП – монотонная функция: при 0 0A B AB>  ( ) 0y t >  и КоП 

убывает на всем луче 0t > , при 0 0A B AB<  ( ) 0y t <  и КоП возрастает на луче 0t > , а при 

0 0A B AB=  ( ) constν t = . Если 0 0A = , то 0 0( ) constt BΠ = =  (такая функция ползучести 

моделирует линейно упругое изменение объема), ( ) 0y t < , 1
0 0( ) 0,5 3 [18( ) 2 ]ut B B At Bν −= − + +  

возрастает на всем луче 0t >  и ( ) 0,5ν ∞ =  при любом 0B . 
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Рис. 2. Графики коэффициента Пуассона моделей семейства (10) с одинаковыми сдвиговыми ФП ( )tΠ   

и разными 0 0,01;0,1;1λ =  и 0 1;2;...;6β =  (а) и моделей (18) с одинаковыми ( )tΠ  и разными w  и 0B  (б)  
 

На рис. 2, б приведены графики КоП ( )ν t  трех моделей семейства (18) с одинаковыми 

сдвиговыми ФП ( )tΠ  (c 0,5u = , 0,5A = , 1B = ) и разными объемными ФП 0( )tΠ : 1) с 
0,5w u= =  (штрих-пунктирные кривые 0,1,2,3,5,7), 2) с 0,2w u= <  (сплошные кривые 

0,1,2,3,5,7), 3) с 0,8w u= >  (штриховые кривые 0,1,2,3,5,7). Параметр 0 1A =  фиксирован, а 

номера кривых соответствуют разным значениям параметра 0 0;1;2;3;5;7B =  для каждой из трех 

моделей (с ростом 0B  график ( )ν t  смещается вниз). При каждом 0B  начальные значения (0)ν  

одинаковы у всех трех моделей (и убывают с ростом 0B ), а горизонтальные асимптоты при 

t → ∞  различны (и не зависят от 0B ): ( ) 0,5ν ∞ =  у всех моделей с w u< , ( ) 1ν ∞ = −  у всех 

моделей с w u>  и 1
0( ) 1 27[18 2 / ] 5 / 22A Aν −∞ =− + + =  при w u= . Асимптота 5/ 22ν =  кривых 

0–7 модели с 0,5w u= =  совпадает со штрих-пунктирной кривой (прямой) 2, поскольку при 
w u=  и 0 2B =  будет 0 0A B AB=  и ( ) consttν = . Примечательны перемены знака и 
немонотонность ( )ν t  (у штриховой кривой 5 – даже две перемены знака). Для сравнения 

приведен график ( )ν t  модели с линейно упругим изменением объема, т. е. с 0 0A =  (штриховая 

кривая 1’ для 0 1B = ): он монотонно возрастает и ( ) 0,5ν ∞ =  при любом 0B . 
Заключение. В работе изучены возможности линейного ОС вязкоупругости (1) с двумя 

произвольными материальными функциями (ползучести) для изотропных нестареющих 
реономных материалов по описанию комплекса реологических эффектов, связанных с 
поведением поперечной деформации и коэффициента Пуассона при одноосном нагружении. 
Аналитически исследованы общие выражения (11) и (13) для коэффициента Пуассона ( )ν t  в 

условиях ползучести и для параметра вида деформированного состояния ( )ξ t  (равного 
отношению объемной деформации к интенсивности деформаций) через материальные функции и 
время. Существенное отличие линейного ОС от нелинейных ОС вязкоупругости – независимость 

( )ν t  от уровня напряжения и от его знака. Доказано, что ( )ν t  может изменяться в диапазоне от 
1−  до 0,5, а ( )ξ t  – от нуля до бесконечности (при 0σ > ). Найдены критерии отрицательности 
коэффициента Пуассона при ползучести, критерий его постоянства (т. е. подобия кривых 
ползучести в продольном и поперечном направлениях) и критерии его возрастания, убывания и 
немонотонности. Все эти эффекты и доказанные общие утверждения проиллюстрированы на 
конкретных примерах моделей с классическими функциями ползучести.  

Таким образом, показано, что линейное ОС вязкоупругости (1) для нестареющих изотропных 
сред, пренебрегающее влиянием шаровой и девиаторной частей тензоров напряжений и 
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деформаций друг на друга и влиянием их третьих инвариантов (параметра Лоде), способно, в 
принципе, качественно воспроизводить основные эффекты, связанные с поведением 
коэффициента Пуассона (монотонность, немонотонность, знакопеременность, отрицательность, 
стабилизацию с течением времени), за исключением зависимости от уровня напряжения. 

Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант № 17-08-01146_а). 
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The Boltzmann–Volterra linear constitutive equation for isotropic non-aging viscoelastic materials 
(with an arbitrary shear and bulk creep compliances) is studied analytically in order to find out its capa-
bilities to provide an adequate qualitative description of rheological phenomena related to creep under 
uni-axial loading and types of evolution of the Poisson’s ratio (lateral contraction ratio in creep) and to 
outline the control scopes of the material functions. The constitutive equation doesn’t involve the third 
invariants of stress and strain tensors (or the Lode–Nadai coefficients) and implies that their hydrostatic 
and deviatoric parts don’t depend on each other. It is controlled by two material functions of a positive 
real argument (that is shear creep compliance and bulk creep compliance); they are implied to be posi-
tive, differentiable, increasing and convex functions. General properties of the creep curves for volumet-
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ric, longitudinal and lateral strain generated by the model under uni-axial loading are studied. Conditions 
for creep curves monotonicity and for existence of extrema and sign changes of strains and the Poisson’s 
ratio evolution in time are studied. The influence of qualitative restrictions imposed on its material func-
tions is analyzed. The expressions for Poisson’s ratio through the strain triaxiality ratio and in terms of 
creep compliances are derived. Assuming creep compliances are arbitrary (permissible), general accu-
rate two-sided bounds for the Poisson’s ratio range are obtained; it is proved that the lateral contraction 
ratio in creep is greater than –1 and less than 0,5 at any moment of time. Additional restrictions on mate-
rial functions and stress levels are derived to provide negative values of Poisson’s ratio. Criteria for the 
Poisson’s ratio increase or decrease and for its non-dependence on time are found. In particular, it is 
proved that the linear relation is able to simulate non-monotonic behavior and sign changes of lateral 
strain and Poisson’s ratio under constant axial load.  

Keywords: viscoelasticity; compressibility; axial creep; volumetric creep; non-monotonic lateral 
strain; negative Poisson’s ratio. 
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