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Рассматривается задача вычисления собственных чисел и собственных 
функций возмущенного линейного самосопряженного оператора с ядерной 
резольвентой, возмущенного ограниченным оператором, действующим в 
сепарабельном гильбертовом пространстве. Для решения задачи применя-
ется метод регуляризованных следов предложенный В.А. Садовничим и 
В.В. Дубровским и развитый их учениками. Классический метод регуляри-
зованных следов для повышения точности вычислений предполагает вы-
числение нескольких членов ряда. Сложность вычисления каждого после-
дующего члена ряда нелинейно возрастает. Предлагаемое в работе измене-
ние классического метода приводит к другому ряду, скорость сходимости 
которого значительно больше, что позволяет уменьшить количество членов 
ряда используемых в вычислениях. Развивая предложенный метод, в рабо-
те приводятся формулы для вычисления коэффициентов Фурье разложе-
ния возмущенных собственных функций в ряд по невозмущенным. Для вы-
числения первых собственных функций используется обратная матрица 
Вандермонда. Приводятся оценки остатков рядов. 

Ключевые слова: собственные числа; собственные функции; ядерный опе-
ратор; возмущенный оператор. 

 

Введение 
Рассмотрим дискретный самосопряженный оператор T  с ядерной резольвентой и линейный 

ограниченный оператор P , действующие в гильбертовом пространстве H . Для простоты изло-
жения предположим, что оператор T  – положительный с простым спектром { } 1( ) n n

Tσ λ ∞
== . Соб-

ственные числа nλ  оператора T  занумеруем в порядке возрастания. Обозначим через 

{ } 1( ) n n
Tσ μ ∞

==  собственные числа оператора T P+ , занумерованные в порядке возрастания дей-
ствительных частей с учетом алгебраической кратности. 

Можно показать (см., например [1]), что если существует номер N  такой, что для любых  

n N≥  выполняется неравенство 
1

2
1n

n n

P
q

λ λ+
= <

−
, то первые N  собственных чисел { } 1

N
n n

μ =  опе-

ратора T P+  являются решениями системы N  уравнений: 

( ) ( )

1
( ) ( )

N

N

tN N
s ss s

k k k t
k 1 k 1 k

N Nμ λ α ε
= = =

= + +   , Nt ∈ N ,  1, .s N=                                    (1) 

Здесь [ ]( ) 1
0

( 1)( ) ( )
2

N

k
ks s

k
s

N Sp PR d
ik

α λ λ λ
π

−

Γ

−=   – поправки теории возмущений, 

( ) ( )

1
( ) ( )

N
N

s s
kt

k t

N Nε α
∞

= +
=  , NΓ  – окружность радиуса 1

2
N N

N
λ λρ ++

=  с центром в начале коорди-

нат, 0R  резольвента оператора T . 
Правые части уравнений (1) явно выражаются через собственные числа и собственные функ-

ции невозмущенного оператора T  и возмущающий оператор P . В.А. Садовничий и В.В. Дуб-
ровский в работе [2] высказали идею нового метода вычисления собственных чисел возмущен-
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ных операторов с помощью системы (1). Серия работ В.А. Садовничего, В.В. Дубровского, С.И. 
Кадченко, В.Ф. Кравченко, И.И. Кинзиной [1, 3–9] привела к созданию и обоснованию метода 
вычисления собственных чисел возмущенного оператора, а также созданию численных алгорит-
мов, реализующих данный метод. Идея метода состоит в следующем. Используя теорию симмет-
рических многочленов и формулы Ньютона, нахождение корней системы (1) сводится к нахож-
дению корней многочлена степени N , коэффициенты которого могут быть найдены со сколь 
угодно большой точностью. Поэтому погрешность вычисления N  первых собственных чисел nµ  
зависит от того, как точно вычислены правые части системы (1). Несмотря на приведенные в ра-
ботах [1, 4, 6–9] численные примеры, найденные там оценки остатков 

1
1

1
)( +

+

≈
−

≈ N
N

N

t
N

s
N

N

t
Ns

N
(s)
t qN

q

q
sNN λρε , 

нельзя назвать хорошими. Добиться малости ( ) ( )
N

s
t Nε  возможно только за счет увеличения степе-

ни 1Nt +  числа 1Nq < , что в свою очередь ведет к увеличению числа поправок теории возмуще-

ния ( )s
kα , которые приходится вычислять. Сложность вычисления поправок нелинейно растет с 

увеличением номера поправки, что значительно увеличивает трудности практического примене-
ния метода и ведет к накоплению ошибок округления. 

В представленной работе делается попытка уменьшить оценки остатков рядов. 
 

1. Вычисление собственных чисел 

Введем обозначения: { }1
min

2n n k
k n

r λ λ
≠

= − , { }:n n nrγ λ λ λ= − = , { }:| |n n nrλ λ λΓ = = + , 

1
0( ) ( )R T Eλ λ −= − , 1( ) ( )R T P Eλ λ −= + − , inf n

n N
r r

≥
= , { } { }∩

Nn
nnNNN rr

>
>−∩+>=Ω |||:| λλλλλ , 

( )Tρ  – резольвентное множество. 
Приведем известные, но необходимые для целостного изложения результаты в виде несколь-

ких лемм. 
Лемма 1. Если P r< , то T P+  – дискретный и справедливо разложение в сходящийся по 

норме ряд 

0 0
0

( ) ( 1) ( )( ( ))k k

k

R R PRλ λ λ
∞

=
= −∑ , NΩ∈λ .                                             (2) 

Обозначим собственные числа оператора T P+ , через nµ  занумерованные в порядке возрас-
тания действительных частей с учетом алгебраической кратности. 

Лемма 2. [10] Если NP r< , то внутри контура NΓ  будет находиться одинаковое количе-

ство собственных чисел nλ  и nµ  (с учетом кратности), n N≤ . Если nP r< , то внутри конту-

ра nγ  будет находиться одинаковое количество собственных чисел nλ  и nµ  (с учетом кратно-
сти). 

Интегрированием по частям доказывается следующая: 
Лемма 3. Если g  – однозначная аналитическая функция, γ  – замкнутый контур, то имеет 

место равенство: 

0 0 0
1

( ) ( )( ( )) '( )( ( ))k kSp g R PR d Sp g PR d
kγ γ

λ λ λ λ λ λ λ= −∫ ∫ ,     k ∈ N . 

Обозначим через nv  и nu  ортонормированные в H  собственные функции операторов T  и 

T P+ , соответствующие собственным числам nλ  и nµ , и перейдем к доказательству основного 
результата. 

Теорема 1. Если NP r< , то первые N  собственных чисел nµ  оператора T P+  являются 

решениями системы уравнений: 
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1
( )

1
1 1 1 2

( , )1 1
( )

( ) ( ) ( )

N N N M
sl l

sks s s
l l l kl l l

s Pv v
N

z z z
α ε

µ λ λ

−

+
= = = =

= + + +
− − −∑ ∑ ∑ ∑ , 1,s N= , 

где ( )
01

( 1) 1
( ) [ ( )]

2 ( )
N

k
s k

k s

s
N Sp PR d

ik z
α λ λ

π λ +
Γ

−=
−∫  – поправки теории возмущений, z  некоторое 

фиксированное число, sε  – зависящие от z  и M  сколь угодно малые числа. 

Доказательство. Умножим ряд (2) на число 
( )

1

2
s

i zπ λ
−

−
, 1,s N= , проинтегрируем по кон-

туру NΓ  и найдем след. Число N Nz rλ> +  выберем позднее. Получим: 

0 0
0

1 ( ) 1 1
( 1) ( )[ ( )]

2 2( ) ( )
N N

k k
s s

k

R
Sp d Sp R PR d

i iz z

λ λ λ λ λ
π πλ λ

∞

=Γ Γ

− = − −
− − ∑∫ ∫ . 

Вычислим интеграл в левой части и первые слагаемые в правой части. Используя леммы 1 и 

2, можно показать, что оператор ( )
N

R dλ λ
Γ
∫  является проектором на пространство, натянутое на 

линейную оболочку { } 1

N
n n

u = . Имеем 

1 1

( )1 ( ) 1 ( ) 1
, ,

2 2 2( ) ( ) ( )
N N N

N
l

l l ls s s
l l

R uR R
Sp d d u u d u

i i iz z z

λλ λλ λ λ
π π πλ λ λ

∞

= =Γ Γ Γ

   
   − = − = − =
   − − −
   

∑ ∑∫ ∫ ∫  

( )
1 1 1

1 1 1 1
, ,

2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )
N N

N N N
l

l l ls s s
l l ll l l

u
d u u u d

i iz z z
λ λ

π πλ µ λ λ µ λ µ= = =Γ Γ

 
 − = − =
 − − − − −
 

∑ ∑ ∑∫ ∫ . 

Аналогично, при 0k = : 

0

1

( )1 1

2 ( ) ( )
N

N

s s
l l

R
Sp d

i z z

λ λ
π λ λ=Γ

− =
− −∑∫ . 

При 1k = , используя лемму 3, имеем: 

0 0 0
1

( ) ( ) ( )1

2 2( ) ( )
N N

s s

R PR PRs
Sp d Sp d

i iz z

λ λ λλ λ
π πλ λ +

Γ Γ

= − =
− −∫ ∫

1 1
1 1

( , )1
( , )

2 ( ) ( ) ( )
N

N N
n n

n n s s
l ll l

s Pv vs
Pv v d

i z z
λ

π λ λ λ λ+ +
= =Γ

− =
− − −∑ ∑∫ . 

Оценим M-й остаток ряда. 

0 0 01

1 1 1 ( 1)
( 1) ( )( ( )) ( ( ))

2 2( ) ( )
N N

k
k k k

s s
k M k M

s
Sp R PR d Sp PR d

i i kz z
λ λ λ λ λ

π πλ λ

∞ ∞

+
= =Γ Γ

−− = ≤
− −∑ ∑∫ ∫  

( )0 01 1

1 1 1 1
( ) | | ;длина max ( )

2 2| | N
N

k k
Ns s

k M k MN N

s s
PR d PR

k kz z r λ
λ λ λ

π πλ λ

∞ ∞

+ + ∈Γ= =Γ

≤ Γ ≤
− − −

∑ ∑∫  

( ) 1

( )

1

M
N N N

s M
NN N

s r q

qz r

λ
λ +

+
−− −

. 

За счет выбора числа M  и, главным образом, числа z  погрешности 

( ) M
N

M
N

s
NN

NN
s

q

q

rz

rs

−−−
+≤ + 1

)(
1λ

λε  

можно сделать сколь угодно малыми. Доказательство закончено. 
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Заметим, что если ввести обозначения 
1

n
nz

β
µ

=
−

, 
1

n
nz

η
λ

=
−

, то система перепишется в 

виде (1) 
1

( )1

1 1 1 2

( , ) ( )
N N N M

ss s s
l l n n l sk

l l l k

s Pv v Nβ η η α ε
−

+

= = = =
= + + +∑ ∑ ∑ ∑ . 

Обоснование существования и единственности решения данной системы, а также алгоритмы 
поиска решения можно найти в работах [1, 3–8].  

Предположим далее Nn > . 
Теорема 2. Если nP r<  и nλ  однократное, то собственное число nµ  можно вычислить по 

формуле 
1

( )1

2

( , ) ( )
M

ss s s
n n n n n sk

k

s Pv v nβ η η α ε
−

+

=
= + + +∑ , 

где ( )
01

( 1) 1
( ) [ ( )]

2 ( )
n

k
s k

k s

s
n Sp PR d

ik zγ
α λ λ

π λ +
−=

−∫ , z – некоторое фиксированное число, sε  – зави-

сящее от z сколь угодно малое число. 

Доказательство аналогично теореме 2. Умножим ряд (2) на 
( )

1

2
s

i zπ λ
−

−
, проинтегрируем 

по контуру nγ  и найдем след. Числа n nz rλ> + , 3M ≥  и s∈ N  выберем таким образом, чтобы 
погрешности 

( ) M
n

M
n

s
nn

n
s q

q

rzM

sr

−−−
≤ + 11λ

ε , 

были достаточно малыми. 
Обобщение на случай кратного спектра можно сделать аналогично [9]. 
 

2. Вычисление собственных функций возмущенного оператора 
Из леммы 2 и введенных обозначений следует, что внутри контура nγ  находятся только чис-

ла nλ  и nµ , а внутри контура NΓ  – числа kλ , kµ , 1,k N= . Пусть сначала n N≤ . Разложим соб-

ственные функции nv  в ряд Фурье по ортонормированному базису { }nu . 

1
n nk k

k

v c u
∞

=
=∑ , ( , )nk n kc v u= .                                                      (3) 

Умножим равенство на 
1

( )mz λ−
, 1Nz λ +> , подействуем проектором 

1
( )

2
N

R d
i

λ λ
π Γ

− ∫  и по-

лучим: 

1

( ) ( )1 1

2 2( ) ( )
N N

n k
nkm m

k

R v R u
d c d

i iz z

λ λλ λ
π πλ λ

∞

=Γ Γ

− = −
− −∑∫ ∫ .                                    (4) 

Преобразуем правую часть равенства (4) следующим образом: 

( )1 1 1

( )1 1 1

2 2( ) ( ) ( )
N N

N
k nk k

nk nk km m m
k k kk k

R u c u
c d c u d

i iz z z

λ λ λ
π πλ λ µ λ µ

∞ ∞

= = =Γ Γ

− = − =
− − − −

∑ ∑ ∑∫ ∫ . 

Для вычисления левой части (4) воспользуемся представлением (2): 

( )0 0
0

( )1 1 1
( 1) ( ) ( )

2 2( ) ( )
N N

kkn
nm m

k

R v
d R PR v d

i iz z

λ λ λ λ λ
π πλ λ

∞

=Γ Γ

− = −
− −∑∫ ∫ .                   (5) 

Оценим s-й остаток ряда (5): 
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( ) 0
0 0

( )1 1 1
( 1) ( ) ( )

2 2( )
N N
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n nm m H
k s k s nH

R P
R PR v d v d

i z z

λ
λ λ λ λ

π πλ λ λ λ

∞ ∞

= =Γ Γ

− ≤ ≤
− − −
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( )( ) ( )( )0max ( )
1N

s
kN N

m m
k sN n N N n N

r r q
R P

qr z r r z rλ

λ λλ
λ λ λ λ λ λ

∞

∈Γ=

+ +
=

−+ − − − + − − −
∑ , 

где 1
P

q
r

= < . Таким образом, при некотором s , а также за счет выбора z , можно получить 

достаточно малую оценку. Пусть, например, такая оценка получена при 2s = . Вычислим два 
первых члена ряда (5). При 0k =  имеем 

0( )1 1

2 2( ) ( ) ( ) ( )
N N

n n n
m m m

n n

R v v v
d d

i iz z z

λ λ λ
π πλ λ λ λ λΓ Γ

− = − =
− − − −∫ ∫ . 

При 1k =  воспользуемся представлением резольвенты в виде ряда [11, гл. 5, § 3]: 

( )
0

1

,
( ) k k

kk

v v
R λ

λ λ

∞

=

⋅
=

−∑ . 

Тогда: 

0 0 0( ) ( ) ( )1 1

2 2( ) ( ) ( )
N N

n n
m m

n

R PR v R Pv
d d

i iz z

λ λ λλ λ
π πλ λ λ λΓ Γ

− = − =
− − −∫ ∫

1

( , )1 1

2 ( ) ( )
N

n k k
m

kkn

Pv v v
d

i z
λ

π λ λλ λ λ

∞

=Γ

− =
−− − ∑∫  

( ) ( ) ( )1
,

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( ) ( ) ( ) ( )
n n n n k k n k k n k k

m m m m
k N k Nn n n k k k n n n k
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z z z zλ λ λ λ λ λ λ λ λ λ+
≤ >
≠

 
+ + + 

 − − − − − − − 
∑ ∑ . 

Подставляя все вычисленные интегралы в (4), получим: 

1( ) ( )
nk k n

m m
k k n

c u v

z zµ λ

∞

=
= +

− −∑  

( ) ( ) ( )1
,

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
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k N k Nn n n k k k n n n k
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m Pv v v Pv v v Pv v v Pv v v
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z z z zλ λ λ λ λ λ λ λ λ λ+
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 − − − − − − − 
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где 2
m

H
R ≤

( )( ) 1

s
N

m
N n N

r q

qr z r

λ
λ λ λ

+
−+ − − −

. 

Далее предположим, что все числа nµ , n N≤  различны. Тогда матрица Вандермонда 

1, ,
0, 1

1

( )m
k Nk
m N

z µ =
= −

 
  − 

 обратима. Обозначим элементы обратной матрицы через kmw . Умножим на 

обратную матрицу систему уравнений (6), разрешив ее относительно неизвестных nk kc u . 

+




−
= ∑

−

=

1

0 )(

N

m
m

n

n
kmknk

z

v
wuc

λ
 

( ) ( ) ( )
1

1
0 ,

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( ) ( ) ( ) ( )

N
mn n n n k k n k k n k k
2m m m m

m k N k Nn n n k k k n n n k
k n

m Pv v v Pv v v Pv v v Pv v v
R

z z z zλ λ λ λ λ λ λ λ λ λ

−

+
= ≤ >

≠


  

+ + + +   − − − − − − −  


∑ ∑ ∑ .(7) 

Для нахождения неизвестных коэффициентов nkc  умножим скалярно равенство (7) на nv . 
Получим: 



Седов А.И. О вычислении собственных чисел и функций дискретного оператора 
 с ядерной резольвентой, возмущенного ограниченным 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2019, том 11, № 1, С. 16–23 

21 

1
2

1
0

( , )1
( , )

( ) ( )

N
mn n

nk km 2 nm m
m n n

m Pv v
c w R v

z zλ λ

−

+
=
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Таким образом, все неизвестные ортонормированные собственные функции ku , k N≤  будут 
найдены.  

Остальные функции ku , k N>  можно находить аналогично, действуя на равенство (3)  про-

ектором 
1

( )
2

n

R d
i γ

λ λ
π

− ∫ . В силу леммы (2) внутри контура nγ  будет находиться по одному соб-

ственному числу. После преобразований получим аналогичное равенству (6), но более простое 
представление: 

2
( , )n k k

nn n n
n kk n

Pv v v
c u v R

λ λ≠
= + +

−∑ , 

где 
2

2 1H

q
R

q
≤

−
. 

При необходимости можно вычислить не два первых члена ряда (5), а несколько. Однако 
сложность вычисления каждого следующего члена возрастает. 
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The problem of calculating eigenvalues and eigenfunctions of a perturbed linear self-adjoint opera-

tor with a nuclear resolvent, perturbed by a bounded operator operating in a separable Hilbert space, is 
being considered. In order to solve the problem, the method of regularized traces proposed by V.A. Sa-
dovnichy and V.V. Dubrovsky and developed by their followers is used. The classical method of regu-
larized traces for enhancement of calculations’ accuracy assumes calculation of several terms of a series. 
The complexity of calculation of each subsequent term of a series non-linearly increases. Alteration of 
the classical method, which is proposed in this work, leads to another series, the rate of convergence of 
which is significantly higher, which allows decreasing the number of terms of the series that are used for 
calculation. Developing the proposed method, there are formulas for calculation of Fourier coefficients 
for expansion of perturbed eigenfunctions in a series by non-perturbed ones provided in the article. In-
verse Vandermonde matrix is used for calculation of first eigenfunctions. Assessments of series remain-
ders are given. 

Keywords: eigenvalues; eigenfunctions; kernel operator; perturbed operator. 
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