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Рассматривается динамика крутильных колебаний в стержнях с осевой 
неоднородностью крутильной жесткости. Стержни различной конфигура-
ции имеют широкое применение для моделирования напряженно-
деформированного состояния при статических и динамических нагрузках 
объектов машиностроения, строительства, биомеханики и пр. Целью рабо-
ты является создание общего подхода для построения математических мо-
делей крутильных колебаний стержней переменного сечения. В качестве 
объекта рассматривается упругий стержень, крутильная жесткость которо-
го изменяется по степенному закону от продольной координаты. Динамиче-
ский процесс описывается волновым уравнением, а его решение ищется ме-
тодом Фурье. Для удобства решения граничных задач введены специаль-
ные функции на основе рекуррентных соотношений для функций Бесселя. 
С учетом свойства ортогональности собственных функций с весом получено 
выражение для квадрата нормы. В качестве примера рассмотрен случай 
колебаний от внезапного приложения нагрузки к одному концу стержня, у 
которого второй жестко закреплен. На свободном конце стержня предпола-
гается наличие локальной инерционной нагрузки. Получены выражения 
для углов закручивания и крутящих моментов в сечениях стержня. Выпол-
нено сравнение полученных результатов расчета в относительных величи-
нах с упрощенной одномассовой моделью невесомого стержня. 
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жень переменной жесткости; упругий стержень; волновое уравнение; метод 
Фурье; функции Бесселя; собственные частоты; напряжения; деформации. 

 
В упругих системах, входящих в состав разного рода механизмов и конструкций, наблюдает-

ся явление крутильных колебаний, которое может являться следствием технологического про-
цесса или результатом негативных воздействий. Проблема крутильных колебаний рассматрива-
ется, как в рамках самостоятельной спектральной задачи, так и при исследовании параметров на-
пряженно-деформированного состояния (НДС) в результате динамических воздействий нагрузок. 
Например, в работах [1, 2] рассматривается построение математических моделей для определе-
ния спектра собственных частот крутильных колебаний, включая выявление условий возникно-
вения параметрических резонансов. Исследование параметров структуры и дефектов стержневых 
конструкций на основе анализа значений первых частот собственных крутильных колебаний рас-
сматривается в статьях [3–5]. Расчетам упругих валов на динамическое воздействие нагрузок по-
священы работы [6–8]. 

В некоторых работах колебания исследуются с учетом нелинейных параметров модели. Так 
влияние депланации поперечных сечений тонкостенных стержней на параметры колебательного 
процесса изучено в работе [9]. В статье [10] получено уравнение крутильных колебаний нели-
нейно деформируемых стержней, указан способ усреднения нелинейных свойств композицион-
ных стержней. Однако для практических целей динамических расчетов упругих стержней наибо-
лее широкое распространение получила волновая модель Сен-Венана и ее решение методом Фу-
рье [11]. Применение метода Фурье для исследования колебаний конического вала с использова-
нием функций Бесселя рассмотрено в работе [12], а случай, когда крутильная жесткость изменя-
ется по линейному закону от продольной координаты, исследован в статье [13], однако в своих 
работах авторы ограничились лишь рассмотрением частотного уравнения. 

Таким образом, исходя из того, что в теории расчетов в настоящее время нет единого подхо-
да к построению математической модели крутильных колебаний для стержней, имеющих нели-
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нейность геометрических и механических характеристик, поиск и развитие новых решений дан-
ной задачи является актуальной научно-практической проблемой. 

В качестве математической модели рассматриваемого объекта при-
мем упругий стержень длиною l, распределенный момент инерции масс 
поперечного сечения mI  и крутильная жесткость xGI  которого изменя-
ется по степенному закону от продольной координаты x : 

2m xI I zαγ= ; 2x xGI GI zα= ; ( )1
x

z k k
l

= − + ; 1

2

x

x

GI
k

GI
α=  ( )0 1k< < , (1) 

где 2xI  – момент инерции площади большего основания стержня; γ  – 
плотность материала, показатель степени α зависит от конфигурации 
конструкции, например, для металлоконструкции пирамидальной фор-
мы α = 2, для труб конической формы α = 3, а для конического стержня 
сплошного сечения α = 4 (рис. 1). 

Уравнение углов поворота ( ),x tϕ  с учетом принятых обозначений, 

по аналогии с уравнением продольных колебаний [14] будет иметь вид: 

( ) ( )
( )

2 2 2 2
1

2 2 2 2
2

,
1 1x

l l
z z z p z t

zz tG k GI k

α α αϕ ϕ γ ϕα −∂ ∂ ∂+ = +
∂∂ ∂− −

,  (2) 

где G – модуль сдвига, p(x,t) – внешняя нагрузка. 
Найдем общее решение уравнения (2) при ( ), 0p z t ≡  (случай сво-

бодных колебаний). 
Разделяя переменные, получаем уравнение для собственных функ-

ций, решение которого имеет вид [15]: 

( ) ( ) ( )( )1 2n n nz z C J z C Y zν
ν νλ λΦ = + ,                        (3) 

где 
1

2

µν −= ; ( )1
n

n
l

k с

ωλ =
−

, 

nω  – собственные частоты колебаний, ( )J zν  и ( )Y zν  – функции Бесселя, /c G γ=  – скорость 

распространения крутильных волн в стержне [9]. 
Для удобства решения задач с разными граничными условиями введем следующие обозна-

чения функций: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 0 1 02
A J Y Y Jν ν ν ν

πζ ζ ζ ζ ζ ζ− −= − ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 02
B Y J J Yν ν ν ν

πζ ζ ζ ζ ζ ζ= − ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 1 0 1 1 02
C J Y Y Jν ν ν ν

πζ ζ ζ ζ ζ ζ− − − −= − ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 0 1 02
D Y J J Yν ν ν ν

πζ ζ ζ ζ ζ ζ− −= − , 

где 0 nkζ λ=  – значение аргумента в начальной точке отсчета. Исходя из рекуррентных соотно-
шений для функций Бесселя [16], представленные функции будут иметь следующие частные зна-
чения: 

( ) ( )0 0 1A Dζ ζ= = ; ( ) ( )0 0 0B Cζ ζ= = . 

Используя принятые зависимости, произвольные постоянные в уравнении (3) можно выра-
зить через угол поворота 0ϕ  и момент 0M  в нулевом сечении, тогда выражения для деформаций 
и усилий для произвольной формы колебаний можно представить в виде: 

( ) ( ) ( ) ( )
1

0
0

2 1n n n
x n

M l k
z z k A z B z

GI k

ν
ν νϕ λ λ

λ

−
− 

Φ = +  − 
;                                 (4) 

l 

IM 

M 

x 

Рис. 1. Расчетная схема 
стержневидной  

конструкции с осевой  
неоднородностью  

крутильной жесткости 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 21 2 1 1
0 0

1 1x x
n n n n n

GI k GI k
M z z z z k C z M k D z

l l
ν ν ν νϕ λ λ λ− − − −−  − 

′= Φ = + 
 

.    (5) 

На основании теоремы о взаимности работ [17], при отсутствии сосредоточенных масс соб-

ственные функции будут ортогональны с весом ( ) 1 2z z νρ −= . Для нахождения квадрата нормы 

собственных функций вначале поступим аналогично, как в работе [14] для собственных функций 
с различными индексами: 

( ) ( ) ( )
1 1

2 2 1 2 1 2 1 2
n m m n m n n m

k
k

z dz z zν ν νλ λ − − −′ ′− Φ Φ = Φ Φ − Φ Φ∫ . 

Перейдя к пределу при m n→ , получаем: 

( ) ( ) ( ) 1
1 21

1 2 2 1 22
nn

n n n n
n nk

k

z
z z dz z

ν
ν νλ

λ λ

−
− −

′∂ Φ∂Φ ′Φ = Φ − Φ
∂ ∂∫ . 

Определив частные производные по nλ , квадрат нормы собственных функций находим в ви-
де: 

( ) ( )
1

2 22 2 2 2 1 2 1 2
2 2

1 2
.

2n n n n n
n n k

z
z z z

ν
ν ν νν

λ λ
− − − 

′ ′∆ = Φ + Φ − Φ Φ  
 

                             (6) 

Теперь рассмотрим случай вынужденных колебаний, для этого требуется найти решение 

( )2 ,z tϕ  неоднородного уравнения: 

( ) ( )
2

1 2 2 1 2

2

,
x

z z p z t
I

ν ν βϕ β ϕ
γ

− −′
′ − =ɺɺ ,   ( )1

l

c k
β =

−
.                                  (7) 

Решение уравнения (7) представим в виде ряда по собственным функциям: 

( ) ( ) ( )2
1

, n n
n

z t w t zϕ
∞

=
= Φ∑ .                 (8) 

Подставив этот ряд в уравнение (7) и принимая во внимание соотношение n nλ βω= , получа-
ем: 

( ) ( )2 1 2

21

,
n n n n

xn

p z t
w w z

I
νω

γ

∞
−

=
+ Φ = −∑ ɺɺ .            (9) 

Применив метод Фурье к уравнению (9), при учете свойства ортогональности собственных 
функций с весом, получим уравнение относительно коэффициентов nw : 

( ) ( )
1

2
2

2

1
,n n n n

x n k

k
w w p z t z dz

I l
ω

γ
−+ = − Φ

∆ ∫ɺɺ .              (10) 

В качестве примера, рассмотрим схему внезапного приложения момента к верхнему торцу 
стержня, на котором расположена локальная инерционная нагрузка с моментом инерции MI , а 
нижний его конец жестко закреплен (рис. 1). Такая схема может моделировать конструкции опор 
линий электропередач в аварийной ситуации при обрыве провода. 

Для исследования параметров НДС конструкции необходимо решить граничную задачу (2): 

( ) ( )0, 0, 0MM t I tϕ− =ɺɺ ;  ( ), 0l tϕ = ,         (11) 

с однородными начальными условиями: 

( ),0 0xϕ = ; ( ),0 0xϕ =ɺ .            (12) 

Решение уравнения (2) ищем в виде ряда (8). Собственные функции определим, используя 
метод начальных параметров, тогда с учетом первого граничного условия (11) получим выраже-
ния углов поворота (4) и крутящих моментов (5) для произвольной гармоники: 

( ) ( ) ( )( )1
0n n n nz z k A z k B zν ν νϕ ϕ λ ξλ λ− −= − ;      (13) 
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( ) ( ) ( ) ( )( )1 1
0 2

1n
n x n n n

k
M z GI z k C z k D z

l
ν ν νλ

ϕ λ ξλ λ− − −−
= − , 

здесь 
( )

2

1M

x

I k

I l
ξ

γ
−

=  – относительный момент инерции, ( )1
n

n
l

k c

ωλ =
−

 – собственные значения час-

тотного уравнения. 
Из второго граничного условия (11) получаем уравнение для нахождения собственных зна-

чений: 

( ) ( )2 1 0n n nA k Bνλ ξλ λ−− = .      (14) 

Оценим влияние параметра k  на значения первого собственного числа уравнения (14) 

1 1 /с lω λ= ɶ , ( )1n n kλ λ= −ɶ , аналогичным образом определяются частоты для стержней постоянно-

го сечения [11]. Численные исследования зависимости 1λɶ  от величины параметра k  для пирами-
дальной каркасной конструкции (ν = –0,5), конического полого (ν = –1,0) и сплошного (ν = –1,5) 
стержней без учета сосредоточенной массы ( 0ξ = ) представлены на рис. 2. Из графика видно, 

что для случая 1k ≈  величина 1λɶ  совпадает с известным значением 1 / 2 1,571λ π= ≈ɶ  [11], обозна-
чено штрихпунктиром. 

На графике рис. 3 представлена зависимость 1λɶ  от величины локальной инерционной на-
грузки ξ  для параметров стержня 1ν = − ; 0,5k = , пунктиром показана зависимость для упро-
щенной модели конструкции с одной степенью свободы [18]: 

( )
( )

2

2

2 1

1

kl

c k ν

νωλ
ξ

−
= =

−
.              (15) 

Анализ результатов расчета собственных чисел для разных параметров (ν, k, ξ) показал, что 
различие значений величины λ по зависимости (15) и первого корня уравнения (14) – λ1 наиболее 
существенно для стержней имеющих относительный поперечный размер 0,4 0,8k = ÷ , при этом 
для рассматриваемых объектов различие не превышает 5 % при значениях ξ > 0,5. 

С учетом наличия инерционной нагрузки на верхнем торце стержня (рис. 1), собственные 

функции будут ортогональны с весом ( ) ( )1 2z z z kνρ ξδ−= + − , где ( )zδ  – дельта функция Дира-

ка. Тогда из соотношения (6) квадрат нормы собственных функций будет определяться по фор-
муле: 

( ) ( )( ) ( )
2 222 1 2 21

2 2
2 2 2n n n n n

k
k C k D k

ν
ν ν νξλ ξλ λ ξλ ν

−
− −∆ = − − + − − . 

Для случая внезапного приложения момента M в сечении z k=  требуется найти общее ре-
шение уравнения, которое в соответствии с (10) будет иметь вид: 

0,2 0,4 0,6 0,8 
1 

2 

3 

4 

k 

1λɶ  

π/2 

ν = –0,5 

ν = –1 

ν = –1,5 ξ = 0 

Рис. 2. Зависимость 1λɶ  от величины параметра 

относительного поперечного размера k 

Рис. 3. Зависимость 1λɶ  от относительного  

момента инерции ξ 

0,1 0,2 0,3 0,4 
0 

1 

2 

3 

4 

ξ 

1λɶ  
ν = –1,0 
k = 0,5 
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( ) ( )2
2

2

1
n n n n

x n

M k
w w k

I l
ω

γ
−

+ = − Φ
∆

ɺɺ .                                                  (16) 

С учетом начальных условий (12) общее решение уравнения (16) будет: 

( ) ( ) ( )2 2
2

1
1 cos

1n n
x n n

Ml
w t t

k GI
ω

λ
= − −

− ∆
. 

Таким образом, в окончательном виде получим уравнения углов поворота и крутящих мо-
ментов: 

( ) ( ) ( )( )( )1
0 2 2 2

1

2 1
, 1 cos

1
n n n n

n n n

z
z t k A z k B z t

k

ν
ν ν

ν
νϕ ϕ λ ξλ λ ω

λ

∞
− −

=
= − − −

− ∆∑ ; 

( ) ( ) ( )( )( )1 1
2

1

1
, 1 cosn n n n

n n n

M z t Mz k C z k D z tν ν νλ ξλ λ ω
λ

∞
− − −

=
= − − −

∆∑ , 

где 
( )

( )

2

0
2

1

2 1x

Ml k

GI k

ν

ϕ
ν

−
=

−
 – статический угол закручивания. 

Введем обозначения для безразмерного времени /tc lτ = , тогда выражения для динамиче-
ских коэффициентов угла закручивания верхнего торца стержня Kϕ  и крутящего момента в за-

делке MK  получим в виде: 

( ) ( ) ( )( )( )1
2 2 2

1

2 1
1 cos

1
n n n n

n n n

k
K k A k k B k

k

ν
ν ν

ϕ ν
ντ λ ξλ λ λ τ

λ

∞
− −

=
= − − −

− ∆∑ ɶ ;                  (17) 

( ) ( ) ( )( )( )1
2

1

1
1 cosM n n n n

n n n

K k C k Dν ντ λ ξλ λ λ τ
λ

∞
− −

=
= − − −

∆∑ ɶ .                        (18) 

На рис. 4 представлены графики зависимостей (17) и (18), из которых видим, что характер 
поведения и максимальные значения динамических коэффициентов при отсутствии инерционно-
го момента ( 0ξ = ) существенно отличаются от известных решений аналогичной задачи для вала 
однородной структуры [18], для которого максимальные значения коэффициентов равны 2. При 
значениях параметров конструкции: 1ν = − , 0,5k =  численно из выражений (17), (18) получим 

max 1,47Kϕ = , max 5,84MK = . 

 

На рис. 5 представлены графики динамических коэффициентов (17), (18) при наличии ло-
кальной инерционной нагрузки для параметров конструкции: 1ν = − , 0,5k = , 0,2ξ = , пунктиром 
показаны динамические коэффициенты для невесомого упругого стержня с одной степенью сво-
боды, полученные известным способом [17]: 

( ) ( )1 cosKϕ τ λτ= − − ; ( )
( )

2
2

2

1
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2 1
M

k
K

k

ν
τ ξλ λτ
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Рис. 4. Зависимость динамических коэффициентов угла закручивания свободного конца стержня  
и момента в заделке от безразмерного времени при отсутствии инерционного момента (ξ = 0) 
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Из графиков (рис. 5) видим, что упрощенная модель дает достаточную точность расчета при 
наличии определенной величины локальной инерционной нагрузки. При этом очевидно, что ме-
тод приведения масс не отражает реальную картину динамического процесса в случае отсутствия 
сосредоточенных инерционных нагрузок. 

 
Выводы 

1. Стержневые модели имеют широкое применение в инженерной практике расчета многих 
объектов машиностроения, металлургии, строительства, горного оборудования, биомеханики и 
пр. При этом они используются как для непосредственного решения тех или иных прикладных 
задач, так и в создании теоретических основ для целого ряда методологических разработок. Та-
ким образом, создание методологии расчета на крутильные колебания упругих стержней с осевой 
неоднородностью геометрических характеристик является актуальной научной проблемой, кото-
рая имеет существенное фундаментальное и прикладное значение. 

2. Для исследования параметров НДС стержневых систем используются как аналитические, 
так и численные методы решения задач. Численные методы, наряду с использованием программ-
ных комплексов объектного и имитационного моделирования, позволяют рассматривать задачи 
практически любой сложности, но имеют такие недостатки, как, например, необходимость при-
вязки к конкретным параметрам объекта исследования, что затрудняет их применение на стадии 
проектных разработок, оценку результатов расчета и т. п. Предложенное аналитическое решение 
лишено указанных недостатков и помимо этого позволяет получить более полное представление 
о механизме динамического процесса и степени влияния характеристик модели на его парамет-
ры. 

3. Теоретическая ценность работы заключается в получении нового аналитического решения 
задачи крутильных колебаний на основе волнового уравнения, а также в разработке алгоритма 
применения метода Фурье для динамических расчетов упругих стержней с осевой неоднородно-
стью геометрических свойств. 

4. Практическая значимость работы состоит в выводе расчетных зависимостей, которые мо-
гут быть непосредственно применены для моделирования НДС при динамических воздействиях 
нагрузок в таких объектах, как: валы сложной конфигурации, элементы бурильного оборудова-
ния, конструкции опор линий электропередач и пр. Полученное аналитическое решение также 
можно использовать для построения эталонных моделей и верификации расчетных данных при 
работе с программными комплексами объектного и имитационного моделирования. Предложен-
ный алгоритм расчета может быть положен в основу инженерных методов и практических реко-
мендаций при разработке технической и регламентирующей документации. 
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The dynamics torsional vibrations of a rod with an axial torsional rigidity inhomogeneity. Rods of 
different configurations are widely used for simulating stress-strain state in case of static and dynamic 
load to the objects of mechanical engineering, construction, biomechanics, etc. This work’s objective is 
creating of a general approach to building mathematical models of torsional vibrations of rods of vari-
able section. As an object we have considered an elastic rod, the torsional rigidity of which changes ac-
cording to the power law from the longitudinal coordinate. The dynamic process is described by a wave 
equation, and is solved using the Fourier method. To make the solving of the boundary-value problems 
more convenient, special functions based on recurrence relations for the Bessel functions are introduced. 
Taking into account the orthogonal property of weighted eigenfunctions, an expression for the norm 
square is obtained. As an example a case of vibrations is considered with sudden application of load to 
one end of the rod, with the other end of the rod being rigidly fixed. The free end is supposed to be un-
der local inertial load. Expressions were obtained for the torsion angles and torques in the cross-sections 
of the rod. A comparison was performed for the obtained results of calculation in relative values with a 
simplified single-mass model of the weightless rod. 

Keywords: torsional vibrations; forced vibrations; variable rigidity rod; elastic rod; wave equa-
tion; Fourier method; Bessel functions; natural frequencies; stress; strain. 
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