
 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2019, том 11, № 2, С. 25–35 

25 

УДК 519.63 DOI: 10.14529/mmph190204 
 

АСИМПТОТИЧЕСКИ ОПТИМАЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ МОДЕЛЬНОЙ 
ЗАДАЧИ ДЛЯ ЭКРАНИРОВАННОГО УРАВНЕНИЯ ПУАССОНА 
 
А.Л. Ушаков 
Южно-Уральский государственный университет, г. Челябинск, Российская Федерация 
E-mail: ushakoval@susu.ru 
 

Экранированное уравнение рассматривается на прямоугольной облас-
ти со смешанными краевыми условиями. При численном решении этой за-
дачи предлагается использовать итерационную факторизацию после фик-
тивного продолжения дискретной задачи аппроксимирующей решаемую 
задачу. В итоге решение основывается на решении  систем линейных алгеб-
раических уравнений с матрицами треугольного вида, в которых ненуле-
вых элементов не боле трех в каждой строке. При достаточно малой по-
грешности аппроксимации рассматриваемой задачи требуемая относитель-
ная погрешность предлагаемого итерационного процесса достигается за ко-
личество итераций, независящее от параметров дискретизации.  Итераци-
онный процесс оказывается методом, дающим оптимальную асимптотику 
по количеству операций в арифметических действиях. Разработанный ите-
рационный процесс основывается на характерных особенностях указанной 
модельной задачи. Эта задача может быть получена в методах фиктивных 
компонент, пространств, когда решают краевые задачи для эллиптических 
уравнений в областях сложной формы. Приводится алгоритм реализации 
итерационного метода с выбором итерационных параметров в автоматиче-
ском режиме, с применением метода минимальных невязок, поправок. Это 
дает критерий для  остановки итерационного процесса при получении ука-
занной предварительно относительной погрешности. Приведен простейший 
тестовый пример для вычислительных экспериментов, подтверждающих 
асимптотическую оптимальность для итерационного метода в количестве 
вычислительных затрат. Реализация метода существенно основывается на 
использовании комплексного анализа.  

Ключевые слова: экранированное уравнение Пуассона; итерационные фак-
торизации; фиктивное продолжение. 

 
Введение 

Рассматривается экранированное уравнение Пуассона, в частности, уравнение Пуассона в 
области прямоугольной формы с однородным условием Дирихле на двух смежных сторонах 
прямоугольника и однородным условием Неймана на двух других смежных сторонах этого пря-
моугольника. Для дискретного аналога этой решаемой модельной задачи, системы алгебраиче-
ских и линейных уравнений указывается переобуславливатель с факторизацией попеременно тре-
угольного типа. При вычислениях на ЭВМ в предлагаемом итерационном процессе выбор итера-
ционных параметров производится с помощью методов минимальных невязок, поправок и 
скорейшего спуска [1]. Решаемая краевая задача получается, когда на ЭВМ моделируются пере-
мещения мембран на упругих основаниях не обязательно прямоугольной формы. Предлагаемый 
метод имеет аналогии с методами типа фиктивных компонент, пространств, но использует ком-
плексный анализ. 
 
Непрерывная задача 

Рассматривается смешанная краевая задача для экранированного уравнения Пуассона в ва-
риационной постановке на прямоугольной области: 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1: ( , ) ( ) ,u W u v g v v W g W′∈ Α = ∀ ∈ ∈
⌣ ⌣ ⌣⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣

,       (1) 
где 

{ }
1

1
1 1 1 2( ) ( ) : 0W W v W vΓ= Ω = ∈ Ω =
⌣ ⌣ ⌣ ⌣

 

– пространство Соболева из функций  на области прямоугольного вида 
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1 2(0; ) (0; ),b bΩ = ×  с { } { } { } { }1 1 2 1 2 2 2 1(0; ) (0; ) , 0 (0; ) (0; ) 0 ,b b b b b bΓ = × × Γ = × ×∪ ∪  

а 

1 1 1 1 1 1 1 1( , ) ( , 0x x y yu v u v u v u v dκ κ
Ω

Α = + + Ω ≥∫
⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣

 

есть билинейная форма, при заданных константах 1 2, 0, 0.b b κ> ≥  Решение этой задачи сущест-
вует и единственно [2, 3]. 

Если 

( )1 1 1 1 ,g v f v d
Ω

= Ω∫
⌣⌣ ⌣

  

когда 1f
⌣

 является  заданной функцией, суммируемой с квадратом, задача (1) записывается в виде 

1 1,u f∆ =
⌣⌣

 
11 0,u Γ =⌣

 
2

1 0,
u

n Γ
∂ =
∂

⌣

�           (2) 

где n
�

 – внешняя нормаль на границе области ∂Ω . 
 
Дискретная задача с продолжением 

Рассматривается линейная алгебраическая система уравнений, получающаяся при аппрокси-
мации (1), (2), если использовать метод сумматорных тождеств 

1
Nu ∈ℝ : 1 1u fΑ = , 1

Nf ∈ℝ .                         (3) 
При этом используются векторы следующего вида: 

1
Nv ∈ℝ : 1 1,1 1,( ,..., )Nv v v ′= , N m n= ⋅ , m , n ∈ℕ ,  

а компоненты этих векторов таковы, что 

1, ( 1) 1, ,n i j i jv v− + = , 1,...,i m= , 1,...,j n= ,  

здесь 1, ,i jv  – есть значения функций дискретных аргументов в следующих узлах сетки: 

( )1 2( , ) ( 0,5) ,( 0,5)i jx y i h j h= − − ,  

и шаги сетки берутся следующие 

1 1 /( 0,5),h b n= +  2 2 /( 0,5)h b n= + , 

сетка состоит из узлов выбранных ранее, тогда матрица Λ  размерности N N×  определяется сле-
дующим образом: 

2
1 1 1, 1, 1, , 1, 1, 1, , 1

1 1

, (( )( )
m n

i j i j i j i j
i j

u v u u v v h−+ +
= =

Α = − − +∑∑  

2
1, , 1 1, , 1, , 1 1, , 2 1, , 1, , 1 2( )( ) ) ,i j i j i j i j i j i ju u v v h u v h hκ−

+ ++ − − +  

1, , 1 1, , 1 0, 1,..., ,i n i nu v i m+ += = =   1, 1, 1, 1, 0, 1,..., .m j m ju v j n+ += = =  

Здесь ,〈⋅ ⋅〉  – это скалярное произведение задаваемое формулой 

1 1 1, 1, 1 2
1

,
N

k k
k

u v u v h h
=

=∑  1 1, .Nu v∀ ∈ℝ  

Если функция 1f  непрерывна на области Ω , то можно положить, что 

1, , ( , ),i j i jf f x y=  1,..., ,i m=  1,..., .j n=  

Решение задачи (3) будет существовать и являться единственным, т.к. 0.Α >  
Строим продолжение задачи (3): 

2Nu∈� ℝ : Du f=
��

, 2Nf ∈
�
ℝ , 2 0f =

� �
,              (4) 

когда  векторы имеют следующую форму: 
2Nv ∈� ℝ : 1 2( , )v v v′ ′ ′=� , 

а  матрица D  размерности 2 2N N×  блочная и верхняя треугольная такая, что: 

11D = Α , 12 0D = , 21D θ= , 22D A= , 
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и 
0

,D
Aθ

Α 
=  
 

 

при этом матрицы 

x y y xθ ′ ′= ∇ ∇ − ∇ ∇ , x x y yA ′ ′= ∇ ∇ + ∇ ∇ , 

а матрицы ,x y∇ ∇  с размерности N N×  определяются следующим образом: 

1
1 1 1, 1, 1, , 1 1, , 1 2

1 1

, ( ( ) ) ,
m n

x i j i j i j
i j

u v u u h v h h−
+

= =
∇ = − −∑∑  1, 1, 1, 1, 0,m j m ju v+ += =  1,..., ;j n=  

1
1 1 1, , 1 1, , 2 1, , 1 2

1 1

, ( ( ) ) ,
m n

y i j i j i j
i j

u v u u h v h h−
+

= =
∇ = − −∑∑  1, , 1 1, , 1 0,i n i nu v+ += =  1,..., .i m=  

Задаются подпространства векторов из пространства 2N
ℝ : 

{ }1 1 2 1 2( , ) : 0 ,W v v v v Avθ′ ′ ′= = + =
� �

 { }2 1 2 1( , ) : 0 .W v v v v′ ′ ′= = =
� �

 

Лемма 1. Решение задачи (4) 1u W∈
��

 будет существовать и являться единственным, а 1u  
будет решением задачи (3). 
 
Метод итерационных факторизаций при фиктивном продолжении 

Дополнительно определяется блочная матрица C  размерности 2 2N N× , когда 

11 22C C A= = , 12C θ= − , 21 ,C θ=  
тогда 

.
A

C
A

θ
θ

− 
=  
 

 

Чтобы решать задачу (4), предлагается итерационный процесс: 
2k Nu ∈� ℝ : 1 1( ) ( )k k k

kC u u Du fτ− −− = − −
�� � �

, k ∈ℕ , 0kτ > , 0
1u W∀ ∈
��

.                      (5) 
В итерационном процессе (5) на каждом шаге получается задача с факторизованным опера-

тором такого вида: 
NU ∈ℂ : LL U F∗ = , NF ∈ℂ , 

которая расщепляется на простые задачи 

а) NQ∈ℂ , LQ F= , NP∈ℂ ; 

б) NU ∈ℂ , L U Q∗ = , NQ∈ℂ , 
здесь матрицы 

ix yL ′ ′= ∇ − ∇ , ix yL L∗ ′= = ∇ + ∇ , ( i )( i ) ix y x yLL A θ∗ ′ ′= ∇ − ∇ ∇ + ∇ = + , 

поэтому 

1 2 1 2( i )( i ) iA u u f fθ+ + = +  
или 

1 2

1 2 2

,

,

Au u f

u Au f

θ
θ
 − =
 + =

 1 2

1 2

i ;

i ,

u u U

f f F

+ =
+ =

 

тогда на каждом шаге процесса (5) возникает следующая задача: 

Cu f=
��

, 1 2( , )u u u′ ′ ′=� , 1 2( , )f f f′ ′ ′=
�

. 
Лемма 2. В итерационном процессе (5) выполняется 

1 1
1 2 1 2 1(1 )( ), ,k k k k k

kA A Wθψ ψ τ θψ ψ ψ− −+ = − + ∈
��

 

где { }, 0k ku u kψ = − ∀ ∈� � �
ℕ ∪  – обозначение ошибки. 

Лемма 3. В итерационном процессе (5) выполняется 

1 1 2 2 1, , , , ,C A A Wψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ= − ∈
�� � �
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где рассматривается скалярное произведение векторов следующего вида: 

1 2 1 1 2 2 1 1 1 2 2 2 1 2, ( , ) , , ( , ) ( , )u v u v h h u v u v u v h h u v h h= = + = + =� � � �
  

2

1, 1, 1 2 2, 2, 1 2 1 2
1 1 1

,
N N N

k k k k k k
k k k

u v h h u v h h u v h h
= = =

= + =∑ ∑ ∑ 2, .Nu v∀ ∈� �
ℝ  

Доказательство. Учитывая, что 

1 2 0, ,Aθψ ψ θ θ′+ = = −  
получается 

1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 2, , , , , , , .C A A A Aψ ψ ψ ψ θψ ψ ψ ψ ψ θψ ψ ψ ψ ψ= − = + = +� �
 

Лемма 4. Имеют место неравенства: 

1. 2 2 1 1 1(0; 1) : , , , ;A A Wα ψ ψ ψ ψ ψ∃ ∈ ≤ ∀ ∈
��

 

2. 1 1 1(1; ) : , , , .A C Wγ ψ ψ γ ψ ψ ψ∃ ∈ + ∞ ≤ ∀ ∈
�� � �

 

Доказательство. По лемме 3 второе неравенство равносильно 

1 1 1 1 2 2, , ,A A Aψ ψ γ ψ ψ γ ψ ψ≤ −  

и равносильно первому неравенству при 1 11 , (1 ) .α γ γ α− −= − = −  
Второе неравенство имеет место, т.к. матрицы 0, 0.A C> >  Последнее неравенство имеет 

место, т.к. 
2 2

1 2 1 2( , ) ( ) ( ) 0 0x y y xCψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ= ∇ −∇ + ∇ +∇ > ∀ ≠
�� � �

 

и 

1 2( )( ) 0 0.x yi iψ ψ ψ∇ + ∇ + ≠ ∀ ≠
��

 

Также можно отметить, что для 1Wψ∀ ∈
��

 
1

0 (0; )λ−∃ ∈ +∞ : 1 1
2 2 1 1 0 1 10 , , , 0A Aψ ψ θψ θψ λ θψ θψ− −≤ = ≤ → , 

при 1 2, 0h h → , т.е. 

2 2 2, 0, 0,Aψ ψ ψ→ →  

т.к. 

( )1 1 0,x y y xθψ ψ′ ′= ∇ ∇ − ∇ ∇ →  

при 1 2, 0h h →  1Wψ∀ ∈
��

, 

по формуле Тейлора для дискретных аналогов достаточно дифференцируемых функций. 
Лемма 5. Имеют место следующие неравенства: 

2 2 1 1 1

1
, (1 ) , , , .A A C W

α ψ ψ α ψ ψ ψ ψ ψ
α
− ≤ − ≤ ∀ ∈∈

�� � �
 

Доказательство. Используется, что 

2 2 1 1, ,A Aψ ψ α ψ ψ≤ , 1,Wψ∀ ∈
��

 

тогда получается: 

2 2 1 1 1 1 1 1

1
, (1 ) , , ,A A A A

α ψ ψ α ψ ψ ψ ψ α ψ ψ
α
− ≤ − = − ≤  

1 1 2 2, , ,A A Cψ ψ ψ ψ ψ ψ≤ − = � �
, 1Wψ∀ ∈

��
. 

Лемма 6. Имеют место неравенства 

(1; )γ∃ ∈ +∞ : , , ,C D Сψ ψ ψ ψ γδ ψ ψ≤ ≤� � � � � �
 1Wψ∀ ∈

��
. 

Доказательство. Замечается, что 

1 1 1 1

1 1
, , (1 ) , ,D A C

α αψ ψ ψ ψ α ψ ψ ψ ψ
δ δ
− −≤ Α ≤ − ≤ =� � � �
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1 1 2 2 1 1, , , ,A A Dψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ= − ≤ Α = � �
 1.Wψ∀ ∈

��
 

При этом использовалось, что 
1 1

0, 1 , (1 ) .A Aδ δ κλ γ α− −≤ Α ≤ = + = −  

Лемма 7. Если в итерационном процессе (5) выбирать 
2 (1 ) ,kτ τ δγ= = +  

то 
2 1 1, ,k k k kC q Сψ ψ ψ ψ− −≤� � � �

, ,k ∈ℕ  

где 
( 1) ( 1).q δγ δγ= − +  

Доказательство. Из итерационного процесса (5) следует 
1 1( )k k kC Dψ ψ τ ψ− −− = −� � �

, 1k kTψ ψ −=� �
, 1T E C Dτ −= − , 0T T′= > . 

Здесь 2 2N NE E ×=  – единичная матрица. В данном случае получается, что 

1

1 1 1 1,
, , sup ,

,
k k k k k k

W

CT T
C СT T C

Cψ

ψ ψ
ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ
− − − −

∈
= ≤ =

�

� �
� � � � � �

� �  

1 1

2 2

1 1 1 1, ( ) ,
sup , sup ,

, ,
k k k k

W W

CT C DT
C C

C Cψ ψ ψ

ψ ψ τ ψ ψ
ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ
− − − −

∈ ∈ ∈

   −
= = =      

   
� �

� � � �
� � � �

� � � �  

{ }
1

2

2 21 1 1 1 2 1 1,
sup 1 , max 1 1 , ,

,
k k k k k k

W

D
C C q C

Cψ ψ

ψ ψ
τ ψ ψ τ τγδ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ
− − − − − −

∈ ∈

 
= − = − − =  

 
�

� �
� � � � � �

� � . 

Теорема 1. Если в итерационном процессе (5) выбирать 
2 (1 ) ,kτ τ δγ= = +  

то 
0

1 1 1 1
ku u u uε

Α Α
− ≤ − , 

где 

, ( 1) ( 1) ,kq qε γδ γδ δγ≤ = − +  

а 

1 1 1 1, .Nv v v vΑ = Α ∀ ∈ℝ  

Доказательство. Из доказательства леммы 6 видно, что выполняются неравенства, из кото-
рых следует доказательство 

1 1 1 1

1
, (1 ) , ,A C

α ψ ψ α ψ ψ ψ ψ
δ
− Α ≤ − =� �

  

1 1 2 2 1 1 1, , , , .A A Wψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ− ≤ Α ∀ ∈
��

 

Теорема 2. Для итерационного процесса (5) в оценке относительной ошибки 
0

1 1 1 1
ku u u uε

Α Α
− ≤ − , 

если kτ , k ∈ℕ  выбирать на основе метода минимальных поправок, скорейшего спуска, то полу-
чается, что 

, (0; ), (0; 1)kc cε ρ ρ≤ ∈ + ∞ ∈ . 

Вывод. Учитывая вид матриц ,L L∗ , можно заметить, что задача (3) при N  неизвестных с 

помощью процесса (5) решается с относительной погрешностью ε , за 1( ln )O N ε −  арифметиче-
ских операций, а итерационный процесс при реализации является асимптотически оптимальным 
алгоритмом [4].  

 



Математика 

Bulletin of the South Ural State University 
Ser. Mathematics. Mechanics. Physics, 2019, vol. 11, no. 2, pp. 25–35 

30 

Алгоритм численного решения модельной задачи для экранированного уравнения  
Пуассона с минимальными поправками 

Итерационным процессом (5) решается дискретная задача (3): 

1 1u fΑ = . 
При выборе итерационных параметров применяется метод минимальных поправок. Тогда 

для решаемой задачи в итерационном процессе применяется следующий алгоритм вычислений, 

где k ku uψ = − −� � �
ошибка: 

1. Выбирается начальное приближение: 
0

10u W= ∈
� ��

. 
2. Вычисляется невязка: 

1 1 1 1
1 1 1 2: , 0, .k k k kr r u f r k− − − −= Α − = ∈�

ℕ  
3. Ищется поправка: 

1 2k Nw − ∈�
ℝ : 1 1, .k kCw r k− −= ∈� �

ℕ  
4. Определяется квадрат нормы ошибки: 

1

21 1 1 1 1
1 1 1, , , .k k k k k

k D C D
r w r w kψ −

− − − − −
− ′

Ε = = = ∈� � �
ℕ  

5. Ставится условие остановки итераций: 
2

1 0 , (0; 1), .k k−Ε Ε < Ε Ε∈ ∈ℕ  
6. Вычисляется дополнительно вектор эквивалентной невязки: 

1 1 1 1
1 1 2: , 0, .k k k kw kη η η− − − −= Α = ∈�

ℕ  
7. Находится дополнительно вектор эквивалентной поправки: 

1 2k Nξ − ∈
�

ℝ : 1 1, .k kC kξ η− −= ∈
� �

ℕ  
8. Определяется итерационный параметр: 

1 1 1 1 1 1
1 1

1 1 1 1 1 1 1
1 1

, , ,
, .

, , ,

k k k k k k

k k k k k k k

Dw w w w
k

C Dw Dw

η η
τ

ξ η ξ η

− − − − − −

− − − − − − −
= = = ∈

�� � �

ℕ� �� �  

9. Вычисляется новое приближение: 
1 1, .k k k

ku u w kτ− −= − ∈� � �
ℕ  

В условии из пункта 5, являющимся условием остановки процесса (0; 1)Ε∈  есть заранее вы-
бираемая относительная погрешность. 
 
Алгоритм численного решения модельной задачи для экранированного уравнения  
Пуассона со скорейшим спуском 

При выборе итерационных параметров можно применить метод скорейшего спуска, исполь-
зуя критерий остановки итерационного процесса из метода минимальных поправок, когда реша-
ется прежняя задача 

1 1u fΑ =  
итерационным процессом (5). Если при выборе итерационных параметров применяется метод 
скорейшего спуска, тогда для решаемой задачи в итерационном процессе предлагается алгоритм 

вычислений, если k ku uψ = − −� � �
ошибка: 

1. Выбирается начальное приближение: 
0

10u W= ∈
� ��

. 
2. Вычисляется невязка: 

1 1 1 1
1 1 1 2: , 0, .k k k kr r u f r k− − − −= Α − = ∈�

ℕ  
3. Ищется поправка: 

1 2k Nw − ∈�
ℝ : 1 1, .k kCw r k− −= ∈� �

ℕ  
4. Определяется квадрат нормы ошибки: 
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1

21 1 1 1 1
1 1 1, , , .k k k k k

k D C D
r w r w kψ −

− − − − −
− ′

Ε = = = ∈� � �
ℕ  

5. Ставится условие остановки итераций: 
2

1 0 , (0; 1), .k k−Ε Ε < Ε Ε∈ ∈ℕ  
6. Вычисляется дополнительно вектор эквивалентной невязки: 

1 1 1 1
1 1 2: , 0, .k k k kw kη η η− − − −= Α = ∈�

ℕ  
7. Определяется итерационный параметр: 

1 1 1 1 1 1
1 1

1 1 1 1 1 1
1 1

, , ,
, .

, , ,

k k k k k k

k k k k k k k

r w r w r w
k

Dw w w w
τ

η η

− − − − − −

− − − − − −
= = = ∈
� � � �

ℕ�� � �  

8. Вычисляется новое приближение: 
1 1, .k k k

ku u w kτ− −= − ∈� � �
ℕ  

Также в условии из пункта 5, являющимся условием остановки процесса (0; 1)Ε∈  есть зара-
нее выбираемая относительная погрешность. 
 
Программируемый алгоритм численного решения модельной задачи для экранированного 
уравнения Пуассона с минимальными поправками  

Решается задача: 

1 1u fΑ = , 
которая может записываться в виде: 

2 2
1 1h u h fΑ = , 

если  

1 1 2 2 1 2 1 2( 0,5), ( 0,5), 1,..., , 1,..., , , , ,h b m h b n i m j n m n b b h h h= + = + = = = = = =  
итерационным процессом (5). При выборе итерационных параметров применяется метод мини-
мальных поправок. Тогда для решаемой задачи в итерационном процессе программируется при-
веденный ранее алгоритм вычислений. Решаемая задач получается из разностной схемы, которая 
записывается в следующем виде: 

2 2
1, , 1, 1, 1, 1, 1, , 1 1, , 1 1, , 1, ,4 ,i j i j i j i j i j i j i ju u u u u h u h fκ− + − +− − − − + =  1,..., , 1,..., ,i m j n= =  

где 

1, 1, 1,0, 1,1,0, , 1,..., ;m j j ju u u j n+ = = =  

1, , 1 1, ,0 1, ,10, , 1,...,i n i iu u u i m+ = = = . 

1. Выбирается начальное приближение: 
0

10u W= ∈
� ��

. 

При программировании элементы массива 0
1, ,i ju , 0,..., 1i j n= + . Полагается, что 0

1, , 0,i ju =  

, 1,...,i j n= . 
2. Вычисляется невязка: 

1 1 2 1 2 1
1 1 1 2: , 0,k k k kr r h u h f r k− − − −= − = ∈�

ℕ . 
При программировании полагается, что  

1, , 1 1, ,0 1, ,1

1 1 10, , 1,..., ;
i n i i

k k ku u u i n
+

− − −= = =  

1, 1, 1,0, 1,1,

1 1 10, , 1,..., .
n j j j

k k ku u u j n
+

− − −= = =  

При программировании 1
1, ,
k
i jr −  – элементы массива, , 0,..., 1i j n= + . Элементы этого массива 

вычисляются по формуле: 

 1 1 1 1 1 1 2 1 2 1
1, , 1, , 1, 1, 1, 1, 1, , 1 1, , 1 1, , 1, ,4 , , 1,...,k k k k k k k k

i j i j i j i j i j i j i j i jr u u u u u h u h f i j nκ− − − − − − − −
− + − += − − − − + − = .  

3. Ищется поправка: 
1 2k Nw − ∈�
ℝ : 2 1 1,k kh Cw r k− −= ∈� �

ℕ , 
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что равносильно последовательному решению двух систем линейных алгебраических уравнений 
с треугольными матрицами: 

а) 1k NQ − ∈ℂ : 1 1k khLQ R− −= , б) 1k NW − ∈ℂ : 1 1k khL W Q∗ − −= . 
При программировании решения системы из а) будут в массиве с элементами 
1

,
k
i jQ − , 0,..., 1i j n= + . При вычислении элементов этого массива сначала полагается 

1 1
,0 0, 0, , 1,...,k k

i jQ Q i j n− −= = = , а затем вычисляются элементы  массива по формуле: 

1 1 1 1
, 1, , 1, , 1(1 i) (1 i) (1 i) 2k k k k

i j i j i j i jQ r Q Q− − − −
− − = + + + + −  , 

когда индексы принимают последовательно значения  , 1,..., .i j n=  
При программировании решения системы из б) будут в массиве с элементами 
1

,
k

i jW − , 0,..., 1i j n= + . При вычислении элементов этого массива сначала полагается 
1 1

, 1 1, 0, , 1,...,k k
i n n jW W i j n− −

+ += = = , а затем вычисляются элементы  массива по формуле: 

1 1 1 1
, , 1, , 1(1 i) (1 i) (1 i) 2k k k k

i j i j i j i jW Q W W− − − −
+ + = − + − + +  , 

когда индексы принимают последовательно значения , ,...,1.i j n=  
4. Определяется квадрат нормы ошибки 

1

21 1 1 2 1 1 2
1 1 1, , , .k k k k k

k D C D
r w h r w h kψ −

− − − − − − −
− ′

Ε = = = ∈� � �
ℕ  

При программировании 1
1, ,
k
i jw −  – элементы массива, , 0,..., 1i j n= + . При вычислениях элементов 

этого массива полагается: 
1 1

1, , ,Re , , 1,..., 1.k k
i j i jw W i j n− −= = +  

и  

1 1
1 1, , 1, ,

1 1

( ),
n n

k k
k i j i j

i j

r w k− −
−

= =
Ε = ∈∑ ∑ ℕ . 

5. Ставится условие остановки итераций: 
2

1 0 , (0; 1), ,k k−Ε Ε < Ε Ε∈ ∈ℕ  
где Ε − задаваемая величина. 

6. Дополнительно вычисляется вектор: 
1 1 2 1 1

1 1 2: , 0,k k k kh w kη η η− − − −= Α = ∈�
ℕ . 

При программировании полагается, что  

1, ,0 1, ,1 1,0, 1,1,

1 1 1 1, 1,..., , , 1,..., .
i i j j

k k k kw w i n w w j n− − − −= = = =  

При программировании 1
1, ,
k
i jη − – элементы массива, , 0,..., 1i j n= + . Элементы этого массива 

вычисляются по формуле: 

 1 1 1 1 1 1 2 1
1, , 1, , 1, 1, 1, 1, 1, , 1 1, , 1 1, ,4 , , 1,...,k k k k k k k

i j i j i j i j i j i j i jw w w w w h w i j nη κ− − − − − − −
− + − += − − − − + = . 

7. Дополнительно находится вектор: 
1 2k Nξ − ∈

�
ℝ : 2 1 1, ,k kh C kξ η− −= ∈

� �
ℕ  

что равносильно последовательному решению двух систем линейных алгебраических уравнений 
с треугольными матрицами: 

а) 1k NQ − ∈ℂ : 1 1k khLQ H− −= , б) 1k N−Ξ ∈ℂ : 1 1k khL Q∗ − −Ξ = . 
При программировании решения системы из а) будут в массиве с элементами 
1

,
k
i jQ − , 0,..., 1i j n= + . При вычислении элементов этого массива сначала полагается 

1 1
,0 0, 0, , 1,...,k k

i jQ Q i j n− −= = = , а затем вычисляются элементы  массива по формуле: 

1 1 1 1
, 1, , 1, , 1(1 i) (1 i) (1 i) 2k k k k

i j i j i j i jQ Q Qη− − − −
− − = + + + + −  , 
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когда индексы принимают последовательно значения  , 1,..., .i j n=  
При программировании решения системы из б) будут в массиве с элементами 

1
,

k
i j

−Ξ , 0,..., 1i j n= + . При вычислении элементов этого массива сначала полагается 
1 1

, 1 1, 0, , 1,...,k k
i n n j i j n− −

+ +Ξ = Ξ = = , а затем вычисляются элементы  массива по формуле: 

1 1 1 1
, , 1, , 1(1 i) (1 i) (1 i) 2k k k k

i j i j i j i jQ− − − −
+ + Ξ = − + − Ξ + + Ξ  , 

когда индексы принимают последовательно значения , ,...,1.i j n=  
8. Определяется итерационный параметр: 

1 1 1 1 1 1
1 1

1 1 1 1 1 1 1
1 1

, , ,
,

, , ,

k k k k k k

k k k k k k k

Dw w w w
k

C Dw Dw

η η
τ

ξ η ξ η

− − − − − −

− − − − − − −
= = = ∈

�� � �

ℕ� �� � . 

При программировании 1
1, ,
k
i jξ −  – элементы массива, , 0,..., 1i j n= + . При вычислениях элемен-

тов этого массива полагается: 
1 1

1, , ,Re , , 1,..., .k k
i j i j i j nξ − −= Ξ =  

При программировании: 

1 1 1 1
1, , 1, , 1, , 1, ,

1 1 1 1

,
n n n n

k k k k
k i j i j i j i j

i j i j

w kτ η ξ η− − − −

= = = =
= ∈∑ ∑ ∑ ∑ ℕ . 

9. Вычисляется новое приближение: 
1 1

1 1 1 ,k k k
ku u w kτ− −= − ∈ℕ . 

При программировании 1, ,
k
i ju  – элементы массива , 0,..., 1i j n= + . 

Следующие элементы этого массива вычисляются по формуле: 
1 1

1, , 1, , 1, , , 1,...,k k k
i j i j k i ju u w i j nτ− −= − = . 

Они принимаются за приближенное решение, если до этого выполнялось условие остановки 
итераций. Можно заметить, что не сложно выписать и программируемый алгоритм численного 
решения модельной задачи для экранированного уравнения Пуассона со скорейшим спуском. 
 
Тестовый пример численного решения модельной задачи для уравнения Пуассона 

В рассматриваемой задаче: 

1 1,u f∆ =
⌣⌣

 в  Ω , 
11 0u Γ =⌣

, 
2

1 0
u

n Γ
∂ =
∂

⌣

� ,   

где 
 1 2(0; ) (0; ),b bΩ = ×  { } { }1 1 2 1 2(0; ) (0; )b b b bΓ = × ×∪ { } { }2 2 10 (0; ) (0; ) 0b bΓ = × ×∪ , 

полагается, что  1 2 2,5,b b= =  
2 2

1( ; ) (25 2 2 ) 4f x y x y= − −
⌣

, 
т.е.  

2 2
1( ; ) (25 4 )(25 4 ) / 64.u x y x y= − −⌣

 
Можно заметить, что решение дискретной задачи тогда будет совпадать с решением непре-

рывной задачи в узлах сетки 

1, , 1( ; )i j i ju u x y= ⌣ , 1,...,i m= , 1,...,j n= . 

При дискретизации непрерывной задачи выбираются значения 2.m n= =  При численном 
решении получаемых систем алгебраических линейных уравнений (3) применяется приведенный 
ранее алгоритм с выбором итерационных параметров по методу минимальных поправок, полагая 

0
1 0u = , только берется, что 1 1τ = , тогда вычисляется, что 2 4 9τ =  и итерационный процесс дает 

точное решение за две итерации.  Действительно, 1
1 (16; 7,75; 7,75; 7,5),u = а 2

1 (9; 6; 6; 4)u =  есть 
решение системы (3). Если для решения рассматриваемой задачи при такой же дискретизации 
применять метод итерационных факторизаций при продолжении правой части и решения нулем с 



Математика 

Bulletin of the South Ural State University 
Ser. Mathematics. Mechanics. Physics, 2019, vol. 11, no. 2, pp. 25–35 

34 

выбором итерационных параметров по методу скорейшего спуска,  полагая 0
1 0u = , когда берет-

ся, что 1 1τ = , и вычисляется, что 2 4 9τ = , тогда итерационный процесс даст точное решение так 

же за две итерации.  Действительно, так же будет: 1
1 (16; 7,75; 7,75; 7,5),u =  а 2

1 (9; 6; 6; 4)u =  есть 
решение той же системы (3). Можно рекомендовать в методах итерационных факторизаций вы-
бирать всегда  первый итерационный параметр за единицу. 
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The screened equation is considered on rectangular area, with the mixed boundary conditions. At 
the numerical solution of this task it is suggested to use iterative factorization after fictitious continua-
tion of the discrete task approximating the solved task. As a result, the solution is based on the solu-
tion of systems of the linear algebraic equations with matrixes of the triangular type, which contain no 
more than three nonzero elements in every line. At rather small error of approximation of the considered 
task, the demanded relative error of the suggested iterative process is reached in over the number of it-
erations independent of the discretization parameters. The iterative process turns out to be the method 
giving an optimal asymptotics as per the number of operations in arithmetic actions. The developed it-
erative process is based on the characteristic specifics of the stated model task. This task can be obtained 
in the methods of fictitious components, spaces, when boundary problems for the elliptic equations in 
areas of a complex shape are being solved. The algorithm is given for the fulfillment of the iterative 
method with choosing of the iterative parameters in the automatic mode, by applying the minimal resid-
ual, corrections method. This gives a criterion to stop the iterative process when the specified prelimi-
narily relative error is obtained. An elementary test example is given on the computing experiments con-
firming the asymptotic optimality for the iterative method in the number of computing expenses. The 
fulfillment of the method is substantially based on the use of complex analysis. 

Keywords: screened Poisson equation; iterative factorizations; fictitious continuation. 
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