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Представлен новый взгляд на классическую задачу о распространении 
акустических волн в ограниченной области с постоянной фазовой скоро-
стью. Классическая постановка формулируется в детерминированных про-
странствах, а в данной работе – в пространствах К-«шумов». Исследуется 
начально-краевая задача для неоднородного стохастического гиперболиче-
ского уравнения. Начальные данные являются случайными K-величинами, 
а функция неоднородности – случайным K-процессом в абстрактной поста-
новке. При рассмотрении приложения функция неоднородности задается 
как «белый шум». В данной работе под термином «белый шум» понимается 
первая производная в смысле Нельсона–Гликлиха винеровского К-
процесса. Данную задачу можно считать обобщением классической, по-
скольку производная Нельсона–Гликлиха от детерминированной функции 
совпадает с классической производной. Результаты, полученные для абст-
рактного детерминированного гиперболического уравнения, переложены 
на стохастический случай. Абстрактные результаты применяются к мате-
матической модели распространения акустических волн в ограниченной 
области из Rn с гладкой границей с неоднородностью в виде «белого шума».  

Ключевые слова: акустические волны; задача Коши–Дирихле; «белый шум»; 
винеровский К-процесс; пропагаторы. 

 
Введение 

Классическое гиперболическое уравнение математической физики  
2=ttu a u fΔ +                   (1) 

в настоящее время хорошо изучено в различных постановках и в ограниченной области, и в неог-
раниченной, и с нелокальными граничными условиями, и с разрывными функциями на границе, 
например, [1]. На основе этого уравнения строятся динамические математические модели, а так-
же математические модели, описывающие волновые процессы [2]. Также оно может быть базо-
вым уравнением для исследования математических моделей шумового загрязнения окружающей 
среды. Одним из наиболее сильных источников шумового загрязнения является авиация [3]. 
Влияние авиационного шума на оператора авиационных эргатических систем управления иссле-
довалось в [3]. 

В работах И.В. Мельниковой [4] построена теория M, N-функций, на основе которой иссле-
дуются абстрактные операторно-дифференциальные уравнения. Для исследования уравнений со-
болевского типа второго порядка 

1 0=Au B u B u f+ +            (2) 
в работах А.А. Замышляевой, например [5], было введено понятие вырожденного семейства M,N-
функций, разработана теория полиномиально относительно ограниченных пучков операторов, и 
на ее основе построены пропагаторы уравнения (3): 

0 1 1
1 1

= ( )( ) , = ( ) ,
2 2

t A t t A tU R B A B e d U R B Ae d
i i

μ μ
μ μ

γ γ
μ μ μ

π π
− 

 
               (3) 

найдено частное решение неоднородного уравнения (2) 

1
0 1

0

= ( )
t

t su U A Qf s ds− −            (4) 

и получено общее решение задачи Коши в виде 

1 1 0 0( ) .t tu t U u U u u= + +   
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В настоящей работе будет рассмотрено уравнение (1) в ограниченной области nRΩ ⊂  c 
гладкой границей ∂Ω  в виде 

 2=
o o

K tttu a u wΔ +  (5) 
с начальными условиями Коши 

 0 1
0 0

lim ( ) , lim ( ) ,
o

tu u u u
τ τ

τ τ
→ + → +

= =  (6) 

где a  – фазовая скорость распространения волны (скорость звука в среде), а 
o

Kw  – «белый шум», 
характеризующий источники звука внутри области, 0u  и 1u  – начальная форма волны и началь-
ная скорость волны (случайные величины) соответственно. На границе области зададим одно-
родное условие Дирихле 

 ( , ) = 0, ( , )u x t x t   R∈ ∂Ω × , (7) 
естественно, можно рассмотреть и неоднородное граничное условие, которое описывает случай-
ное воздействие на границе области. Линейной заменой можно перейти от неоднородного гра-
ничного условия к однородному, поэтому без потери общности рассмотрим только условие вида 

(7). Символом 
o

tu  (
o

ttu ) обозначим первую (вторую) производную Нельсона–Гликлиха случайно-

го процесса u . Под «белым шумом» ( )
o

K tw t  будем понимать первую производную Нельсона–

Гликлиха винеровского процесса ( )Kw t , т. е. 
( )

( )
2

o
K

K t
w t

w t
t

= . 

Понятие производной Нельсона–Гликлиха введено в монографии [6], там же найдена первая 
производная произвольного случайного процесса. Позже вычислены производные случайных 
процессов высших порядков, и исследованы первые математические модели с «белым шумом» 
[7]. Производная Нельсона–Гликлиха базируется на понятии производной в среднем, введенном 
Нельсоном [8]. Помимо подхода к «белому шуму» как производной Нельсона–Гликлиха распро-
странен подход Ито–Стратоновича–Скорохода, который используется в работе Ковача и Ларсона 
[9] и в [10]. Кроме того в работе [9] рассмотрено уравнение (5) в форме дифференциалов Ито с 
однородными начальными условиями, решение поставленной задачи найдено путем сведения 
уравнения к системе первого порядка. Аналогичного подхода придерживается И.В. Мельникова: 
в работе [11], в ней вводится понятие пространства обобщенных H-значных случайных величин, 
в которых H-значный белый шум оказывается гладким по переменной t. В работе [12] показано, 
что производная Нельсона–Гликлиха винеровского процесса хорошо согласуется с предсказа-
ниями теории броуновского движения Эйнштейна–Смолуховского, поэтому стохастический про-
цесс был назван «белым шумом». Данный подход успешно применяется и к исследованию дихо-
томий стохастического уравнения, заданного на многообразии [13], и к исследованию математи-
ческих моделей измерительных устройств [12].  

Статья помимо введения и списка литературы состоит из трех параграфов. В первом пара-
графе коротко описаны пространства случайных K-величин, случайных K-процессов и K-шумов, 
подробнее [14, 15]. Во втором параграфе результаты, полученные для детерминированного урав-
нения (3), переносятся в пространства K-шумов, затем абстрактные результаты применяются к 
исследованию математической модели (5)–(7). 
 
1. Пространство К-шумов 

Теория уравнений соболевского типа в настоящее время переносится в пространства К-
шумов. В данном параграфе для полноты картины приведем лишь необходимые сведения о 
пространствах К-шумов, подчерпнутые в основном в [14, 15]. Обозначим через ( , , )A PΩ ≡ Ω  
полное вероятностное пространство. Измеримое отображение : Rξ Ω →  назовем случайной 
величиной. Множество случайных величин, чьи математические ожидания равны нулю (т. е. 

= 0Eξ ), а дисперсии конечны (т. е. <Dξ +∞ ), образует гильбертово пространство 2L  со 

скалярным произведением 1 2 1 2( , ) = Eξ ξ ξ ξ . Обозначим через 0A  σ -подалгебру σ -алгебры A  и 
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построим пространство 0
2L  случайных величин, измеримых относительно 0 ,A  тогда 0

2L  является 

подпространством пространства 2L . Пусть 2 ,ξ ∈L  тогда ,ξΠ  где 0
2 2:Π →L L  – ортопроектор, 

будем называть условным математическим ожиданием случайной величины ξ  и обозначим 

символом 0( | ).E Aξ  

Пусть (0, ),I T T R+= ∈ . Рассмотрим два отображения: 2:f I → L , которое каждому t I∈  

ставит в соответствие случайную величину 2ξ ∈L , и 2:g R× Ω →L , которое каждой паре ( , )ξ ω  
ставит в соответствие точку ( ) Rξ ω ∈ . Отображение : I Rη × Ω → , имеющее вид 

= ( , ) = ( ( ), )t g f tη η ω ω , мы назовем (одномерным) случайным процессом. Если п. н. все 
траектории случайного процесса непрерывны, то такой процесс назовем непрерывным. 
Обозначим через 2CL  множество непрерывных случайных процессов, которое образует 
банахово пространство. Примером непрерывного случайного процесса является одномерный 
винеровский процесс = ( )tβ β , который можно представить в виде  

 
=0

( ) = sin (2 1) ,
2k

k

t k t
πβ ξ

∞
+  (8) 

 где kξ  – некоррелируемые гауссовы случайные величины, такие что 
2

2
= 0, = (2 1) .k kE D kπξ ξ

−
 +   

Теперь зафиксируем произвольный непрерывный случайный процесс 2η ∈CL  и t I∈  через 

tNη  обозначим σ -алгебру, порожденную случайной величиной ( )tη , а через = ( | )t tE E Nη η⋅  – 
условное математическое ожидание. 

Пусть 2η ∈CL , производной в среднем справа ( , )D tη ⋅  (слева  * ( , )D tη ⋅ ) случайного процесса 
η  в точке  ( , )t ε τ∈  называется случайная величина  

 ( ) ( )
0

, ( , )
, = lim t

t

t t t
D t E

t
η η η

η
Δ → +

 + Δ ⋅ − ⋅ 
⋅  Δ 

 

 ( ) ( ) ( )
*

0

, ,
, = ,lim t

t

t t t
D t E

t
η η η

η
Δ → +

  ⋅ − − Δ ⋅ 
⋅   Δ  

 

если предел существует в смысле равномерной метрики на R . Случайный процесс η  называется 

дифференцируемым в среднем справа (слева) на I , если в каждой точке t I∈  существует 
производная в среднем справа (слева). Пусть 2η ∈CL  – дифференцируемый случайный процесс 
в среднем справа и слева на I . Тогда симметрическая производная в среднем определяется как  

( )1
*2= =

o

SD D Dη η η+ . Симметрическую производную в среднем в дальнейшем будем называть 

производной Нельсона–Гликлиха. Через ( )
o
lη , ,l N∈  обозначим l -ю производную Нельсона–

Гликлиха случайного процесса .η  Следует отметить, что если ( )tη  является детерминированной 
функцией, то производная Нельсона–Гликлиха совпадает с классической производной. В случае 
одномерного винеровского процесса = ( )tβ β  справедливо: 

(i) 
( )

( ) =
2

o t
t

t

ββ  при всех t R+∈ ; 

(ii) ( )
( ) 1

1

=1

( )
( ) = 1 (2 1) , , 2.

(2 )

l lo l

l
i

t
t i l N l

t

ββ
−

−− ⋅ − ⋅ ∈ ≥∏   

Построим пространства шумов 2 ,lC L  l N∈  как пространство случайных процессов из 2 ,CL  
чьи траектории почти наверно дифференцируемы в смысле производной Нельсона–Гликлиха на 
I  до порядка l  включительно. 
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Пусть V – некоторое вещественное сепарабельное гильбертово пространство со скалярным 
произведением < , >⋅ ⋅ . В пространстве ( ,< , >)V ⋅ ⋅  выберем базис { }kϕ , тогда каждый элемент 

u V∈  представим в виде 
=1 =1

= = < ,k k k k
k k

u u uϕ ϕ ϕ
∞ ∞

>  . Пусть = { }kK ν  – монотонно убывающая 

числовая последовательность такая, что 2

=1

< .k
k

ν
∞

+∞  В пространстве 2L  выберем 

последовательность случайных величин { }kξ  таких, что 2

=1

< .k k
k

Dν ξ
∞

+∞  Тогда через 2KV L  

обозначим гильбертово пространство случайных K -величин вида 
=1

= .k k k
k

ξ ν ξ ϕ
∞

  При этом для 

существования случайной K -величины 2KVξ ∈ L  достаточно, например, чтобы constkD kξ < ∀ . 

Заметим, что пространство 2KV L  гильбертово со скалярным произведением 

1 2 2 1 2

=1

( , ) = .k k k
k

Eξ ξ ν ξ ξ
∞

  

В пространстве 2CL  выберем последовательность случайных процессов { }kη , определим 

V -значный непрерывный случайный K -процесс формулой 

 
=1

( ) = ( )k k k
k

t tη ν η ϕ
∞

 , (9) 

при условии, что ряд (9) сходится равномерно на любом компакте из I  по норме 2KV L . Введем в 

рассмотрение производные Нельсона–Гликлиха случайного K -процесса 
( ) ( )

=1

( ) = ( )
l lo o

k kk
k

t tη ν η ϕ
∞

  

при условии, что в правой части существуют производные Нельсона–Гликлиха до порядка l  
включительно, и все ряды сходятся равномерно на любом компакте из I  по норме 2KV L . 

Рассмотрим пространство 2( ; )l
KI VC L  непрерывных случайных K -процессов, чьи траектории 

п.н. непрерывно дифференцируемы по Нельсону–Гликлиху до порядка l N∈  включительно. 

Примером K -процесса из пространства 2( ; )l
KI VC L  служит винеровский K -процесс [15] 

=1

( ) = ( ) ,K k k k
k

w t tν β ϕ
∞

  где 2{ } l
k Cβ ⊂ L  – последовательность одномерных винеровских процессов 

(или же математическая модель броуновского движения в теории Эйнштейна–Смолуховского) на 

I . Краткости ради пространство 2( ; )l
KI VC L  будем называть пространством K -«шумов». 

 
2. Математическая модель 

В данном параграфе мы рассмотрим вспомогательную задачу и для нее построим пропагато-
ры. Используя следующую лемму, мы можем перенести теорию пропагаторов и полиномиально 
ограниченных пучков операторов в пространство случайных К-величин  

Лемма 1. Пусть ,U F  – сепарабельные гильбертовы пространства и ( ; )A  L U  F∈  

(линейный и непрерывный). Тогда 2 2( ; )K KA  L U F∈ L L .  
Рассмотрим вспомогательную начальную задачу 

 0 1
0 0

lim ( ) , lim ( )
o

tu u u u
τ τ

τ τ
→ + → +

= =  (10) 

для абстрактного уравнения  
 0= ,ttu B u Nf+  (11) 

где 0 2 2( ; )K KB   L V V∈ L L , 2
2( ; )l

ku C I V+∈ L  – искомый случайный K -процесс, 1
2( , )l

kf C I V+∈ L  – 
«белый шум». 
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Два случайных К-процесса будем называть равными, если каждая траектория одного про-
цесса почти наверно совпадает с некоторой траекторией второго, и наоборот. 

Определение 1. Случайный К-процесс 2
2( ; )l

ku C I V+∈ L  назовем решением уравнения (11), 

если п.н. все его траектории удовлетворяют уравнению (11) при всех t I∈ . Решение ( )u u t=  
уравнения (11), назовем решением задачи (10), (11), если оно удовлетворяет условию (10). 

Теорема 1. Пусть оператор 0 2 2( ; )K KB   L V V∈ L L . Тогда при случайном процессе f  таком, 

что 1
2( , )l

kNf C I V+∈ L , и независимых случайных величинах , = 0,1ku k , независимых c Nf  при 

фиксированных [0, ]t τ∈  существует единственное решение u  задачи (10), (11). Причем решение 
имеет вид 

 
1

1
=0 0

( ) = ( )
t

t t s
k k

k

u t U u U Nf s ds−+  . (12) 

Доказательство заключается в непосредственной проверке решения. 
Перейдем к построению решения задачи (5)–(7) в пространствах K -«шумов» посредством 

редукции к задаче (10), (11). 

Пусть область nRΩ ⊂  c гладкой границей ∂Ω . Зафиксируем m Ν∈ и зададим пространства 
2

2{ ( ) : ( , ) 0 ( , ) }mU u W u x t x t R+
+= ∈ Ω = ∈∂Ω ×  и 2 ( )mF W= Ω . Очевидно, что U является 

сепарабельным гильбертовым пространством. Обозначим через { iλ } последовательность 
собственных значений оператора Лапласа с однородными граничными условиями Дирихле, 
пронумерованных в неубывающем порядке с учетом кратности, и через { iϕ } – 
последовательность соответствующих ортонормированных собственных функций. 

Введем U-значные случайные K-процессы. Последовательность K зададим следующим обра-

зом: { : }
m

i i iK λ λ ν −= = . По формуле (9) получим F-значный винеровский К-процесс в виде 

1

( ) ( )K i i i
i

w t tν β ϕ
∞

=
= , 

где ( )i tβ  задается по формуле (8). 
Определим операторы  

2
0 ,B a N= Δ = Ι  

как элементы пространства 0
2 2( ; )K KL U FL L  в силу леммы 1, а функцию неоднородности зададим 

как производную одномерного винеровского процесса ( )Kw t  

1
2( ) ( , )

o
l

K t Kf w t C I F+= ∈ L . 

В силу того, что «белый шум» ( )
o

K tw t  не дифференцируем при = 0t , интеграл в формуле 
(12) не имеет смысла. Используем способ преодоления этой трудности, предложенный в [5]. 
Чтобы использовать этот способ, преобразуем второе слагаемое из правой части (12) следующим 
образом:  

 1 1 0( )( ) = ( ) ( ) ( ) =
t to

t s t t s
K t K K

d
U w t s ds U w t U w s ds

ds
ε

ε ε

− − −− −   

1 0= ( ) ( ) .
t

t t s
K KU w U w s dsε

ε
ε− −− +                 (13) 

В данном случае интегрирование по частям имеет смысл для любого (0, ),t t Rε +∈ ∈  в силу 

определения производной Нельсона–Гликлиха. Устремим 0ε →  в (13), получим  

1 0
0 0

( ) = ( ) .
t to

t s t s
K t KU w s ds U w s ds− −   

Вычислим пропагаторы (3)  



Бычков Е.В., Соловьёва Н.Н., Математическая модель акустических волн 
Свиридюк Г.А. в ограниченной области с «белым шумом» 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2019, том 11, № 3, С. 12–19 

17

0 1
=0 0

= cos( ) < , > ; = sin( ) < , >t t
k k k k k k k

k k

U at U a atλ ϕ ϕ λ λ ϕ ϕ
∞ ∞

=
⋅ ⋅  . 

Таким образом, в силу теоремы 1, решение (5)–(7) имеет вид 

0 1
=0 0

=00

( ) = cos( ) < , > sin( ) < , >

cos( ( )) ( ), > .

k k k k k k k
k k

t

k K k k
k

u t at u a at u

a t s w s ds

λ ϕ ϕ λ λ ϕ ϕ

λ ϕ ϕ

∞ ∞

=

∞

+ +

+ − <

 


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The article presents a fresh approach at the classical problem of the acoustic waves propagation in a 
bounded region with a constant phase velocity. The classical statement of the problem is formulated in 
deterministic spaces, but in that work this problem will be studied in spaces of K-“noise”. An initial-
boundary value problem for an inhomogeneous stochastic hyperbolic equation is investigated. The ini-
tial data are a random K-variables, and the inhomogeneity function is a random K-process in the general 
case. The inhomogeneous function is defined as “white noise”, in the application. In this paper the term 
“white noise” refers to the first derivative in the sense of Nelson–Gliklich Wiener K-process. This prob-
lem can be considered as generalization of the classical, since the Nelson–Gliklich derivative of the de-
terministic function coincides with the classical derivative. In the article, the results are obtained for an 
abstract deterministic hyperbolic equation are shifted to the stochastic case. Abstract results are applied 
to the mathematical model of the acoustic waves propagation with additive “white noise” in a bounded 
region from Rn with a smooth boundary. 

Keywords: acoustic waves; Cauchy–Dirichlet problem; “white noise”; Wiener K-process; propa-
gators. 
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