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Объектом исследования работы являются дифференциальные уравне-
ния диффузии (теплопроводности). Предметом исследования является ал-
горитм определения функции источника или начальных условий задачи по 
экспериментально измеряемым величинам. В основу исследования положе-
но двойственное представление функционалов, соответствующих экспери-
ментально наблюдаемым величинам в процессах массо- и теплообмена. Об-
ратная задача сформулирована в виде интегральных уравнений первого 
рода, ядром которых является сопряженная функция (функция ценности), 
получаемая как решение сопряженного в смысле Лагранжа уравнения 
диффузии (теплопроводности) с функцией чувствительности детектора в 
правой части. При этом решение сопряженных уравнений путем замены 
переменных сводится к решению прямых уравнений. Для регуляризации 
решения уравнения Вольтерры первого рода, соответствующего задаче вос-
становления зависимости граничного условия от времени, предложено ис-
пользовать минимизацию невязки для переопределенной системы линей-
ных уравнений. Задача восстановления зависимости начального условия от 
координаты сформулирована в виде уравнения Фредгольма I рода, для ре-
шения которого применен метод регуляризации Тихонова. Приведены ре-
зультаты модельных расчётов по восстановлению временной зависимости 
источников, заданных  гладкой функцией, ступенчатой функцией и функ-
цией с гармонической составляющей в задаче об одномерной диффузии в 
однородной среде. Из этих результатов видно, что при выбранных парамет-
рах расчетов полученные предлагаемым методом решения ведут себя регу-
лярно и обладают вполне приемлемой точностью даже несмотря на то, что 
значения искомой функции на заданном интервале поиска изменяются на 
шесть порядков. В этом авторы видят главное отличие предложенного ими 
метода от других подходов к решению данной задачи 

Ключевые слова: обратная задача; диффузия; теплопроводность; цен-
ность; чувствительность. 

 

Введение 
Значительная часть теоретических расчетов наблюдаемых в экспериментах величин произ-

водится с целью проверки тех или иных предположений о характере среды или параметрах физи-
ческой модели, описывающей изучаемое явление (процесс). Вычисления наблюдаемых физиче-
ских величин принято называть прямой задачей. Определение же количественных характеристик 
модели по экспериментально наблюдаемым величинам на основе теоретических расчетов приня-
то называть обратной задачей.  

Как и в классе прямых задач, методы решения задач обратного типа разделяются на две группы: 
аналитические и численные. К первой относятся построение функционально-инвариантных реше-
ний гиперболических уравнений, аналитические представления решений и коэффициентов пара-
болических уравнений, представление решения и коэффициента уравнения Штурма–Лиувилля с 
применением в обратных задачах теории рассеяния, построение гармонических и других потен-
циалов для вычисления решений (скорости) и коэффициентов (давления) системы уравнений га-
зовой динамики и др. [1–3]. 

Вторую группу составляет большая коллекция численных методов (см. монографии [4–7] и 
др.). Особую роль играют задачи, в которых определению подлежат положения и свойства уда-
лённых (во времени и пространстве) источников. Назовём их обратными задачами первого рода, 
отнеся ко второму роду задачи по извлечению информации о коэффициентах диффузионных 
уравнений.  Примеры обратных задач первого рода рассматриваются в работах [6–14].  В частности, в 
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[9–10] развивается метод решения обратной задачи диффузионного типа, основанный на исполь-
зовании прямого и обратного преобразований Лапласа, что позволяет свести исходную задачу к 
решению интегрального уравнения Вольтерры первого рода, характеризующего прямую зависи-
мость искомой функции источника от известных граничных условий.  

Однако в большинстве практически интересных случаев решение прямой задачи не выража-
ется в аналитическом виде, не говоря уж об обратной задаче. На деле это сводится к параметри-
зации физической модели изучаемого процесса с дальнейшим определением количественных 
значений этих параметров на основе лучшего совпадения результатов теоретических расчетов с 
экспериментально измеренными значениями. При этом сама процедура параметризации физиче-
ской модели зачастую неоднозначна, а вводимые параметры требуют дополнительного физиче-
ского толкования.  

Подробное описание постановки различного типа обратных задач можно найти в работах [6, 
7]. В настоящей работе рассматривается частный случай обратной задачи по определению функ-
ции источника, основанный на двойственном представлении показаний детектора с использова-
нием функции ценности [15, 16] и в этом смысле являющийся продолжением идей, сформулиро-
ванных в наших ранних работах [17, 18]. 
 
Описание метода 

Уравнение теплопроводности (диффузии), как и другие уравнения переноса, могут быть 
представлены в операторной форме 

( ) ( ),L u S uΦ =                   (1) 
где u – набор фазовых координат, например, для одномерного уравнения диффузии u = {t, x}. На-
личие известного решения Ф(u) превращает  определение источника S(u) в прямую задачу о вы-
числении LФ(u), и особых проблем не возникает. Однако в реальном физическом эксперименте 
измеряются не значения функции Ф(u), а некоторый функционал от неё, представляющий пока-
зание прибора (детектора). Ограничившись линейным представлением, запишем его в виде ска-
лярного произведения 

( ) ( ) ( , ).J du u D u D= Φ ≡ Φ                (2) 

Введя в функцию чувствительности детектора D(u) совокупность характеризующих его па-
раметров α, выразим этот функционал через решение соответствующего сопряженного уравне-
ния (функцию ценности):  

( , ) ( , ),L u D uα α+ +Φ =            (3) 
оператор L+ в котором удовлетворяет соотношению Лагранжа: 

(Ф+ , L Ф) = (Ф , L+ Ф+). 
Согласно принципу двойственности показания такого детектора могут быть выражены также 

через функцию ценности: 

( ) ( , ) ( ) ( , ).J du u S u Sα α+ += Φ ≡ Φ       (4) 

Таким образом, использование двойственного представления функционала естественным об-
разом сводит задачу параметрического определения функции источника (в чем и состоит специ-
фика данной работы) к решению интегрального уравнения первого рода. Будет это уравнение 
Вольтерры или Фредгольма, зависит от свойств оператора переноса L и граничных условий зада-
чи. Заметим также, что отмена правой части уравнения (1) и использование вместо неё начально-
го условия 

(0, ) ( )x g xΦ =                   (5) 
эквивалентно задаче (1) с функцией источника: 

( , ) ( ) ( ),S t x t g xδ=  
содержащей дельта-функцию, отвечающую мгновенному (импульсному) характеру источника. 

Если функцию чувствительности детектора выбрать в виде  

0 0( , ) ( ) ( ),D t x t t x xδ δ= − −             (6) 
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(заметим, здесь t0, x0 представляют совокупность α), то решением уравнения (3) будет функция 
Грина, через которую могут быть выражены решения, соответствующие другим функциям чув-
ствительности, то есть другим функционалам (2). 

Рассмотрим модельную задачу для одномерной диффузии в неограниченном пространстве с 
различными точечными источниками: 

( , ) ( ) ( ).S t x t xφ δ=       (7) 
Дополнительным как для уравнения (1), так и для уравнения (3) в этом случае будет гранич-

ное условие – равенство нулю на бесконечности искомых функций. 
В случае постоянного коэффициента диффузии a2 уравнение (3) имеет вид: 

2
2

0 02
( ) ( ).a t t x x

t x
δ δ

+ +∂Φ ∂ Φ− − = − −
∂ ∂

         (8) 

Данное уравнение отличается от классического «прямого» уравнения только знаком перед 
производной по времени. Путем замены переменных оно легко сводится к классическому урав-
нению диффузии (теплопроводности), для которого решение известно: 

2
0

0 0 2
0 0

( )1
( , , , ) exp .

2 ( ) 4 ( )

x x
t x t x

a t t a t tπ
+  −

Φ = −  − − 
   (9) 

Пусть нам известно, что источник является точечным, а найти требуется зависимость мощ-
ности источника от времени, характеризуемую множителем ( )tφ . Подставляя (7) и (9) в (4), по-
лучим интегральное уравнение Вольтерры I рода: 

0 2
0

0 02
0 00

1
exp ( ) ( , ).

2 ( ) 4 ( )

t
x

t dt J x t
a t t a t t

φ
π

 
− =  − − 

                (10) 

Заметим, что для краевой задачи теплопроводности в стержне единичной длины,  рассматри-
ваемой в работах [8, 9], функция ценности будет представляться в виде гармонического ряда с  
весовыми сомножителями ~ exp(–a2π2t), что соответствует виду ядра уравнений, решаемых в ци-
тируемых работах. 

Известно, что замена интеграла в выражении (10) квадратурными формулами и сведение за-
дачи к системе линейных уравнений часто приводит к плохо обусловленным матрицам и, как 
следствие, нерегулярным решениям. Тестовые расчеты для нескольких видов ( )tφ подтверждают 
это заключение.  
 

Регуляризация решения 
Вопросы регуляризации решений интегральных уравнений I рода рассматривались во многих 

работах. Одним из способов получить устойчивое решение для уравнения Вольтерры I рода яв-
ляется сведение его к уравнению II рода путем дифференцирования. В рассматриваемом случае 
ядро интегрального оператора таково, что после первого дифференцирования уравнение по-
прежнему будет первого рода, так как Ф+(t0, t0) = 0. Дальнейшее дифференцирование приводит к 
такому же результату. 

Другим способом решения интегральных уравнений Вольтерры I рода является применение 
различных методов регуляризации [8, 19, 20], основная идея которых состоит в минимизации не-
которого функционала от искомого решения. 

Предположим, что нам известны значения функционала в разные моменты времени при фик-
сированном x0: 0( , )k kJ J x t≡ , k = 1, M. 

Зададим две сетки значений моментов времени t1 < t2 < … < tN = tM, в которые необходимо 
определить значения искомой функции ( )tφ , входящей в выражение (10). Представим её интер-
поляционным полиномом Лагранжа степени n: 

0 0,

( )
( ) ( ) .

( )

nn
m j

m l
m l m jl j j l

t t
t t

t t
φ φ +

+
+ += = ≠

−
=

− ∏      (11) 

В выражении (11) значение индекса m определяет номер начального узла интерполяции и 
влияет на вид матрицы квадратурных коэффициентов, получающихся при подстановке выраже-
ния (11) в (10). Подставим (11) в (10) и выполним интегрирование для всех значений yk, получим 
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1

( ) , 1 .
N

km m k
m

A t J k Mφ
=

= ≤ ≤                (12) 

При N < M система (12) переопределена и для её решения можно воспользоваться методом 
наименьших квадратов для минимизации невязки. Такой метод, в частности, реализован в пакете 
MATLAB для решения переопределенных систем. 

В случае мгновенного протяженного источника S(t, x) = δ(t)g(x) подстановка данного выра-
жения и функции ценности (7) в равенство (4) приведет к уравнению: 

2
0

0 02
0 0

( )1
exp ( ) ( , ).

2 4

x x
g x dx J x t

a t a tπ

+∞

−∞

 −
− =  
 

              (13) 

В данном случае момент наблюдения t0 является параметром. Для восстановления функции 
g(x), определяющей пространственную зависимость мгновенного источника, потребуется набор 
значений функционала J в нескольких точках. Будем в дальнейшем для данной задачи использо-
вать обозначение 0( ) ( , )J y J y t≡ .  

Уравнение (13) в отличие от уравнения (10) является уравнением Фредгольма. Пробные рас-
четы показали, что примененный к решению уравнения (10) метод регуляризации при помощи 
переопределения системы линейных уравнений не дает желаемого результата. В настоящей рабо-
те для получения устойчивого решения уравнения (13) применен метод регуляризации Тихонова, 
заключающийся в поиске минимума функционала: 

2

2 2( , ) ( ) ( ) ( ) [ '( )] ,
d b b b

c a a a

dy K y x g x dx J y g x dx g x dxψ α α
 

= − + + 
  

     

где α – малый параметр регуляризации.  
При получении результатов, приведенных ниже, значение параметра α определялось про-

стым перебором, что является приемлемым при небольшом числе расчетов и применяется рядом 
авторов. В общем случае пределы интегрирования в приведенном выражении должны быть бес-
конечными, но при построении квадратурных формул в рассматриваемом примере использовался 
отрезок [–7, 7], выбранный исходя из поведения функций J(y) и g(x). 

 

Обсуждение результатов 
На рис. 1 и рис. 2 приведены результаты решения уравнения (10) для различных характеров 

поведения искомой функции ( )tφ . На рис. 1 представлены расчеты для монотонно изменяющих-

ся функций 3 / 2( )t tφ =  и ( ) exp( 3 / 2)t tφ = − . Значения второй функции на заданном интервале по-
иска изменяется на шесть порядков. Из рис. 1 и 2 видно, что при выбранных параметрах расчетов 
решения ведут себя регулярно и точность вполне достаточная. Расчеты проводились для шага по 
времени Δt = 0,25 и M = 2N. 

 
Рис. 1. Результаты решения уравнения (10) для монотонных источников.  

Линии – точное исходное значение, +, о – численное решение; + – 3/ 2( )t tφ = , o – ( ) exp( 3 / 2)t tφ = −  
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На рис. 2 приводятся результаты решения уравнения (10) для источников с гармонической 
составляющей: ( ) 1 sin(5 )t tφ = + и ( ) 1 sin(2 ) /(2 )t t tφ = + . В обоих случаях решалась переопределен-
ная система линейных уравнений с количеством уравнений в два раза большим числа неизвест-
ных. И в этом случае решения ведут себя регулярно и для выбранной сетки с шагом Δt = 0,2 дос-
тигается хорошая точность. 

 
Рис. 2. Результаты решения уравнения (10) для источников с гармонической составляющей. Линии – точное ис-

ходное значение, +, о – численное решение; + – ( ) 1 sin(2 ) /(2 )t t tφ = + , o – ( ) 1 sin(5 )t tφ = +  

На рис. 3 представлены результаты решения уравнения (13) путем минимизации функциона-
ла Тихонова. Параметр регуляризации подбирался вручную из условия отсутствия осцилляций 
(разболтки) решения. Из рис. 3 видно, что рассматриваемый метод позволяет получить удовле-
творительную точность для гладких функций. Несколько хуже результат получился для источни-
ка в виде прямоугольного импульса. 
 
Заключение 

Использованное в работе для определения функции источника представление функционала в 
форме (4) имеет общий вид для задач тепло- и массообмена, других задач переноса частиц и из-
лучений. Нахождение ядра интегрального оператора сводится к нахождению обобщенного реше-
ния (функции Грина) уравнения переноса (в рассматриваемом случае – диффузии). Для многих 
задач теории переноса обобщенные решения известны, это позволяет сформулировать задачу оп-
ределения источника сразу в виде интегрального уравнения первого рода с известным ядром. 

Приведенные в работе результаты модельных расчетов для различных типов функций источ-
ника уравнения диффузии показывают, что использованный в работе метод решения уравнения 
Вольтерры I рода путем сведения задачи к переопределенной системе линейных уравнений по-
зволяет получить устойчивые решения. Из приведённых результатов видно, что при выбранных 
параметрах расчетов полученные предлагаемым методом решения ведут себя регулярно и обла-
дают вполне приемлемой точностью даже несмотря на то, что значения искомой функции на за-
данном интервале поиска изменяются на шесть порядков. В этом мы видим главное отличие на-
шего метода от других подходов к решению данной задачи. 
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Рис. 3. Результаты восстановления пространственного мгновенного источника. Сплошная линия и пунктир – точ-
ные решения. Маленькие точки и кружки – результат решения уравнения (13). Сплошная линия и кружки – g(x) ~ 

exp(–x2/2). Пунктирная линия – прямоугольный импульс 
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The objects of the research are differential equations of diffusion (or thermal conductivity) kind. 
The subject of research is the algorithm for determining the function of the source or the initial condi-
tions of the problem as per the experimentally measured values. The approach is based on a dual repre-
sentation of functionals corresponding to experimentally observed quantities in the processes of mass 
and heat transfer. The inverse problem is formulated in the form of integral equations of the first kind, 
the core of which is the adjoint function (importance function) obtained as a solution of the adjoint (in 
the Lagrange sense) diffusion (thermal conductivity) equation with the detector sensitivity function in 
the right-hand side. Meanwhile, solving the adjoint equations by changing the variables is reduced to 
solving direct equations. To regularize the solution of the Volterra equation of the first kind correspond-
ing to the problem of recovering the dependence of the boundary condition on time, the residual mini-
mization for an overdetermined system of linear equations has been proposed to be used. The problem 
of reconstructing the dependence of the initial condition on the coordinate is formulated as a Fredholm 
equation of the first kind, the solution to which has been obtained using the Tikhonov regularization 
method. The results of model calculations are presented for the restoration of the time dependence of the 
sources set by a smooth function, a step function and a function with a harmonic component in the prob-
lem of one-dimensional diffusion in a homogeneous medium. These results prove that with the selected 
calculation parameters, the solutions obtained by the proposed method behave regularly and have quite 
an acceptable accuracy, even though the values of the sought-for function within the set search interval 
change by six orders of magnitude. This is seen by the authors as the main difference of their method 
from other approaches to solving this problem. 

Keywords: inverse problem; diffusion; thermal conductivity; importance-function; sensitivity. 
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