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Хорошо известно, что локальная бифуркация равновесия системы типа 
Патлака–Келлера–Сегеля (ПКС) часто оказывается первым звеном в цепи 
динамических переходов, приводящих к весьма сложным режимам движе-
ния. Однако, насколько нам известно, первые переходы исследованы лишь 
для однородных равновесий однородных (т.е. трансляционно инвариант-
ных) систем. В настоящей статье рассмотрено влияние неоднородности. С 
этой целью введена система ПКС, моделирующая два вида, один из кото-
рых (хищник) способен искать другой (жертву). При этом помимо таксиса к 
жертве хищник наделён таксисом к некоторым характеристикам окру-
жающей среды, например таким, как температура, солёность, рельеф мест-
ности и т. д., то есть хищник способен воспринимать внешний сигнал. От-
ключение последнего приводит к очень простой однородной системе типа 
ПКС, которая тем не менее может перейти от однородного равновесия к ав-
токолебательным волновым движениям через локальную бифуркацию. 
Примечательно, что этот переход происходит безотносительно кинетики 
хищников, а лишь только благодаря таксису. Для исследования эффекта 
коротковолнового внешнего сигнала применена гомогенизация и на этой 
основе установлено, что коротковолновый сигнал обычно вызывает экспо-
ненциальное снижение подвижности хищников по сравнению с однородной 
системой в ответ на увеличение уровня внешнего сигнала. Потеря подвиж-
ности в значительной степени предотвращает возникновение волн и резко 
стабилизирует примитивные квазиравновесия, полностью навязанные 
внешним сигналом. Можно сказать, что интенсивные мелкомасштабные 
колебания окружающей среды дезориентируют и отвлекают хищников и 
мешают им эффективно преследовать добычу.  
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таксис; внешний сигнал; устойчивость; неустойчивость; бифуркация Пуанка-
ре–Андронова–Хопфа; усреднение; гомогенизация. 

 

Введение 
Таксиc обычно определяется как способность биологического вещества реагировать на дру-

гое вещество, называемое стимулом или сигналом, направленным движением в макроскопиче-
ском масштабе. Хемотаксис, например, управляется химическими сигналами. Хорошо известная 
модель Патлака–Келлера–Сегеля (ПКС) предполагает, что хемотаксический поток видов направ-
лен вдоль градиента стимула и в этом смысле представляет собой нелинейную кросс-диффузию. 
Подход ПКС широко используется для моделирования других видов таксиса. Например, стиму-
лом для одного биологического вида («хищник») может быть плотность другого вида («жертва») 
или какой-то другой сигнал, генерируемый «жертвой». Это может быть какое-то химическое ве-
щество или нечто другое, привлекающее или отталкивающее «хищников». Такое взаимодействие 
видов известно как таксис к жертве (prey–taxis) [1–8]. Если при этом хищник реагирует не на 
жертву, а на подаваемый ей сигнал, то говорят о косвенном (indirect) таксисе. Подробный обзор 
теории систем ПКС и их приложений см. в [9].  

Хорошо известно, что локальная бифуркация равновесия системы типа Патлака–Келлера–
Сегеля (ПКС) часто оказывается первым звеном в цепи  динамических переходов, приводящих к 
весьма сложным режимам движения х [7, 10–13]. Однако насколько нам известно, первый пере-
ход исследован лишь для однородных равновесий однородных (т. е. трансляционно инвариант-
ных) систем. Эффект пространственно-временной неоднородности пока малоизучен. Нам извест-
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ны только статьи [14–16]. В статьях [14, 15] рассматриваются вопросы глобальной ограниченно-
сти решений. Нашей работе идейно близка статья [16], в которой с целью  моделирования влия-
ния рельефа местности на пространственно распределенное живое сообщество изучается гомоге-
низация системы типа «реакция–диффузия» со скачками коэффициентов в точках заданной сет-
ки, когда последняя измельчается. В нашей статье рассмотрено влияние неоднородности на ус-
тойчивость так называемых квазиравновесий – режимов, заменяющих однородные равновесия в 
неоднородном случае. В известной степени наше исследование следует плану, реализованному 
П.Л. Капицей при построении теории маятника с вибрирующим подвесом (см. также [17, 18]). 

Мы рассматриваем систему ПКС, описывающую сообщество «хищник–жертва», где наряду с 
таксисом к жертве хищник наделён таксисом к некоторым характеристикам окружающей среды, 
например таким, как температура, солёность, рельеф местности и т. д, то есть хищник способен 
воспринимать внешний сигнал. Отключение последнего приводит к очень простой однородной 
системе типа ПКС, введённой в [10, 11], которая представляет, пожалуй, самую простую систему 
этого типа, способную перейти от однородных равновесий к автоколебательным волновым дви-
жениям через локальную бифуркацию. Примечательно, что этот переход происходит безотноси-
тельно кинетики хищников, а лишь только благодаря таксису. 

Для исследования эффекта коротковолнового внешнего сигнала применяется гомогенизация 
[19–21]. Оказывается, что коротковолновый сигнал обычно вызывает экспоненциальное сниже-
ние подвижности хищников по сравнению с однородной системой в ответ на увеличение уровня 
внешнего сигнала. Потеря подвижности в значительной степени предотвращает возникновение 
волн и резко стабилизирует примитивные квазиравновесия, полностью навязанные внешним сиг-
налом. Можно сказать, что интенсивные мелкомасштабные колебания окружающей среды дез-
ориентируют и отвлекают хищников, и мешают им эффективно преследовать добычу. 
 

1. Постановка задачи 
Рассматриваем систему, введённую в [10, 11], но  с внешним сигналом. В безразмерных пе-

ременных имеем  

( ) 2 ;t x u xu q f u uκ ν δ∂ = ∂ + − + ∂      (1) 

( );t x p xp p puδ∂ = ∂ ∂ −            (2) 

( ) 21 .t q xq q q p qδ∂ = − − + ∂             (3) 

Здесь x,t  – пространственная координата и время, t∂  и x∂  – операторы частного дифференци-

рования по указанным координатам; p,q  – концентрации хищников и жертв соответственно, u  – 

адвективная скорость хищников, f  – внешний сигнал, p q uδ ,δ ,δ , κ , σ , ν  – числовые парамет-

ры1, за исключением κ  – положительные. Как видно из уравнения (2), вклады от рождаемости и 
смертности хищников в кинетику системы считаются пренебрежимыми, а кинетика жертв под-
чиняется логистическому закону и закону Лотка–Вольтерра. Функция ( )f = f x,t  задана. При 

constf =  получается однородная версия системы, введенная в [10, 11]. 

Как отмечено в [7], подстановка xu κ φ= ∂  преобразует систему (1)–(3) в систему, состоящую 
из уравнения (3) и следующих двух уравнений: 

1 2 ; ( )t u x t x p x xq f p p pφ κ νφ δ φ δ κ φ−∂ = + − + ∂ ∂ = ∂ ∂ − ∂ .        (4) 

Система (3), (4) – система типа ПКС с косвенным таксисом (indirect taxis), где потенциал 
скорости φ  играет роль сигнала, генерируемого жертвой, и c внешним сигналом f ; коэффици-

ент κ  играет роль коэффициента подвижности хищников. С целью исследования коротковолно-
вого внешнего сигнала в уравнениях (1)–(2) полагаем  

( , , , ), , , 1f f x t x tξ τ ξ ω τ ω ω= = =  ,         (5) 
1 1

1 2 1 2, , 0, 0.u pδ ν ω δ ν ω ν ν− −= = > >          (6) 

                                                      
1 параметр κ  в уравнении (1) может быть нормирован на единицу выбором масштаба длины. 
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Прежде чем перейти к гомогенизации системы при ω +→ ∞ , приведем некоторые сведения об 
однородной версии системы (1)–(3) (где 0f = ), установленные в основном в [10, 11]. Их изло-
жение необходимо для последующего сравнения с гомогенизированной системой. 
 
2. Однородная система 

Однородные равновесия однородной системы (1)–(3) имеют вид  
, , 0, const 0, const 0, 1.e e e e e ep p q q u p q p q≡ ≡ = = > = > + =             (7) 

Линеаризация однородной системы (1)–(3) вблизи равновесия семейства (7) с данной плот-
ностью ep  (играющей роль параметра семейства) имеет вид: 

2 ;t x u xu u q uν κ δ∂ + − ∂ = ∂            (8) 
2 ;t e x p xp p u pδ∂ + ∂ = ∂           (9) 

( ) 2 ;t e q xq q p q qδ∂ + + = ∂          (10) 

1.e ep q+ =  
Разыскиваем собственные моды малых возмущений этого равновесия в виде  

( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ, , exp , ,u p q i x tα λ λ λ α α+ = ∈ ∈              (11) 

Собственная мода (11) устойчива (неустойчива, нейтральна), если действительная часть λ  отри-
цательна (положительна, равна нулю).  

Рассмотрим возникновение неустойчивых мод (11), то есть трансверсальное пересечение 
гладким семейством собственных чисел λ  мнимой оси при изменении параметров задачи вдоль 
некоторого гладкого пути в пространстве параметров , , , , , ,e u p qp āα κ ν δ δ . Если такое пересече-

ние происходит в ненулевой точке мнимой оси, говорят о колебательной неустойчивости, иначе 
– о монотонной. Известно, что возникновение неустойчивости в семействе равновесий сопрово-
ждается ответвлением от него вторичных режимов движения. Если при этом нет дополнительных 
вырождений и неустойчивость монотонная, то ответвляются равновесия, если колебательная – 
предельные циклы (бифуркация Пуанкаре–Андронова–Хопфа); в случае дополнительного выро-
ждения, такого, например, как кратность нейтрального спектра, имеют место более сложные би-
фуркации [22–25]. 

C целью отсечения излишних вырождений вводим ограничения 

( )0, 0 1, 0.e p u qpα ν δ δ δ≠ < < + + >        (12) 

Заметим, что любое равновесие семейства (7) имеет собственную моду (11) с 0λ α= = , но 
это не приводит к длинноволновой неустойчивости.  Вводим обозначения  

( )2 , , , , ,q p uβ α δ ν δ δ δ= =  

и пусть Π  – область в пространстве параметров , ,ep β δ , высекаемая неравенствами (12). Рас-

смотрим равновесие (7), заданное параметром ep , и соответствующие собственные моды (11) с 

α β= .  

Предложение 1. Найдётся функция  

( ), ,c c epκ κ β δ=  

– аналитическая в Π  и такая, что (i) каждая из указанных собственных мод устойчива при 

( ), ,c epκ κ β δ< ; (ii) имеется неустойчивая мода при ( ), ,c epκ κ β δ> ; (iii) имеется две комплекс-

но сопряжённые нейтральные собственные моды 0λ ≠  при ( ), ,c epκ κ β δ= . 

Доказательство.  Выберем равновесие из семейства (1), задав значение параметра семейства, 
.ep  Собственные значения λ для собственных мод (5), имеющих заданное волновое число α , 

суть решения алгебраического уравнения  

( ) ( )3 2
1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 2 3 0,e eD D D D D D D D D D D D p qλ λ λ βκ+ + + + + + + + =  

2
1 2 3; ; ; .u p e qD D D qν βδ βδ βδ β α= + = = + =  
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Ввиду ограничений (12) все коэффициенты полинома в левой части этого уравнения строго 
положительны. Следовательно, этот многочлен не имеет ни положительных, ни нулевых корней. 
Следовательно, вещественному собственному значению не могут соответствовать ни неустойчи-
вые, ни нейтральные собственные моды. Из теоремы Рауса–Гурвица следует, что необходимым и 
достаточным условием нахождения всех корней указанного многочлена в открытой левой полу-
плоскости комплексной плоскости является неравенство ( )( )1 2 3 2 3 1 3 1 2D D D D D D D D D+ + + + >  

1 2 3 .e eD D D p qβκ> +  Оно допускает более компактную форму, а именно: 

( )( )( )1 2 1 3 2 3 e eD D D D D D p qβκ+ + + > . Отсюда вытекают утверждения (i)–(iii) предложения 1, 

если положить  
( )( )( )1 2 1 3 2 3 .c

e e

D D D D D D

p q
κ

β
+ + +

=      (13) 

Предложение доказано. 
Замечание 1. Для нас будет особо интересен случай 0p uδ δ= = . В этом случае cκ  принимает 

гораздо более простую форму 

( )( )
0|

p u

q e q e
c

e e

q q

q pδ δ
ν δ β ν δ β

κ
β= =

+ + +
= .       (14) 

Замечание 2. Колебательная неустойчивость наступает всякий раз, когда путь в области 

( )0,Π × ∞  (где ( )0, κ∞  ) трансверсально пересекает график ( )( ), , , , , ,e c ep pβ δ κ β δ  исключая, 

быть может, некоторые вырождения (см. рисунок). Отметим, что  

( ) ( )
0 1, 0

min , , 0c e
pe

p
β

κ β δ κ δ∗<
= >

< >
,    (15) 

причём строгая положительность нижней грани в (15) имеет место для всех δ , удовлетворяющих   

ограничениям (12). Для всех ( )( )κ κ δ ,∗∈ ∞  уравнение ( ), ,c epκ κ β δ=  определяет гладкую замк-

нутую кривую в полуполосе 0 1, 0ep β< < > , которая стремится к границе этой полуполосы, ко-

гда κ +→ ∞  (см. рисунок, справа). Левая панель рисунка показывает, что в ответ на увеличение 

e,p  в семействе (7) возникает колебательная неустойчивость при условии, что ( )κ κ δ∗> .  

           
Слева показаны типичные кривые, определяемые уравнением ( ), ,c epκ β δ κ=  на плоскости  ( ) ,ep ,β  когда κ  

пробегает интервал от 15,12  до 50,0  и ( )1,1,0,0δ = . Область, ограниченная кривой, расширяется с ростом κ .  

Справа показана одна из кривых, соответствующая  ( )1,1,0,0δ =  и 13,56κ = . Прочие числовые значения таковы: 

0,624p∗ ≈ ; 0,642un
cp ≈ , 0,707st

cp ≈ , 1 0,546β ≈ , 2 0,812β ≈  
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Из результатов [10, 11]1 следует, что указанная колебательная неустойчивость сопровожда-
ется бифуркацией Пуанкаре–Андронова–Хопфа, проявляющейся возбуждением волн, причём 
динамика волн оказывается выгоднее равновесия: хищник может потреблять больше, оставляя 
при этом больший запас жертв. Значение ( ) 0κ δ∗ >  – порог подвижности хищников, κ . Если 

( )κ κ δ∗< , то ни колебательная неустойчивость однородного равновесия, ни сопутствующая би-

фуркация невозможны, независимо от значений ,ep β . Таким образом, уменьшение подвижности 
хищников приводит к абсолютной стабилизации однородных равновесий и не позволяет сообще-
ству адаптироваться к дефициту ресурсов. 

Бифуркация Пуанкаре–Андронова–Хопфа в более общем классе однородных систем типа 
ПКС изучалась в [7, 12, 13]. 
 

3. Гомогенизация 

В дальнейшем функции от ( ),ξ τ  понимаются как функции на двумерном торе 2 . Вводим 

усреднение  

( )
2 2

2
0 0

1
, , , .

4
g g x t d d

π π
ξ τ ξ τ

π
  =    

Теорема 1. Пусть коэффициенты диффузии в уравнениях (1) и (2) имеют вид (6). Тогда от-
клик системы (1)–(3) на коротковолновый внешний сигнал (5) имеет формальную асимптотику 

( ) ( ) ( )1, , , ;q x t q x t O ω ω−= + → +∞      (16) 

( ) ( ) ( ) ( )1
0, , , , , , ;u x t u x t u x t Oξ τ ω ω−= + + → +∞               (17) 

( ) ( ) ( ) ( )1, , , , , , ,p x t p x t P x t Oξ τ ω ω−= + → +∞              (18) 

где ξ =ωx  и τ=ωt ; при этом функции 0u , P , u , q  и p  определяются из уравнений 

( )0 1 0 0; 0,u f u uτ ξ ξν∂ = ∂ + ∂   =                (19) 

( )( )2 0 , 1;P P P u u Pτ ξ ξν∂ = ∂ ∂ − +   =        (20) 

( )t xu = κq + f νu; f = f∂ ∂ −                 (21) 

( )( )0 0;t xp p u u P∂ + ∂ +   =             (22) 

( ) 21 ;t q xq q p q qδ= − − + ∂           (23) 

причём уравнения (19) и (20) рассматриваются на 2 . 
Замечание 3. Как видно из уравнения (20), имеется дополнительный дрейф хищников со ско-

ростью, равной 0u P  , и именно он отвечает за эффект коротковолнового сигнала. При заданном 

сигнале f  дрейф однозначно определяется средней скоростью u . Поэтому уравнения (21), (22) 

и (23) представляют собой замкнутую систему относительно неизвестных u , q  и p , которые 
описывают гладкую компоненту отклика системы в главном приближении. 

Определение 1. Систему уравнений (21), (22) и (23), где дрейфовый член 0u P   выражен че-

рез функции u  и f  из уравнений (19)–(20), а функция f  задана, назовём гомогенизированной.     

Доказательство теоремы 1. Вводим быстрые переменные ξ =ωx , τ=ωt  в уравнения (1)–(3). 
Имеем 

( ) ( )( )( ) ( )2
1 ;t x xu q f u uτ ξ ξω ω ω κ ν ν ω∂ + ∂ − ∂ + ∂ + + = ∂ + ∂            (24) 

                                                      
1 В указанных работах рассматривается ограниченная пространственная область; соответственно спектры 
собственных мод (5) заполняют некоторые дискретные подмножества непрерывных спектров, описанных 
выше. 



Моргулис А.Б. Об устойчивости квазиравновесий систем 
 типа Келлера–Сегеля в сильно неоднородной среде 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2019, том 11, № 3, С. 28–40 

33

( ) ( )( )( ) ( )2
2 ;t x xp up pτ ξ ξω ω ω ν ω∂ + ∂ + ∂ + ∂ = ∂ + ∂      (25) 

( ) ( ) ( )2
1t q xq q p q qτ ξω δ ω∂ + ∂ − − − = ∂ + ∂            (26) 

Ищем степенное разложение решений системы (1)–(3) в виде 

( ) ( )( )
0

, , , , , , , , ,k
k k k

k

u p q u p q x tω ξ τ ω
∞

−

=
= → ∞              (27) 

требуя при этом 2π − периодичности всех коэффициентов разложения (27) по ξ  и τ . Подставля-
ем (27) в уравнения (24)–(26) и требуем взаимного сокращения членов одного порядка по ω.  Ис-

ключаем члены порядка 2ω  из  уравнения (26) и приходим к уравнению 

0 0,qξξ∂ =           (28) 

общее периодическое решение которого имеет вид 

( )0 0 , , ,q q x t τ=               (29) 

 где функция 0q  должна быть определена на последующих шагах процедуры исключения.  Ис-

ключаем члены порядка 2ω  из уравнений (24)–(25). Ввиду (28)–(29), приходим к уравнениям 

( )1 0 ;u fτ ξξ ξν∂ − ∂ = ∂        (30) 

( ) ( )2 0 0 0 0;p u pτ ξξ ξν∂ − ∂ + ∂ =                (31) 

( ) ( )( ) ( ) 2
0 0 0 0, , , , , , , .u p u p x t ξ τ ξ τ= ∈  

Замечаем, что уравнение (31) – в точности совпадает с первым уравнением задачи (19).  Уравне-

ние (31) на 2  имеет ровно одно решение с нулевым средним, которое мы обозначаем 0u . Итак, 

0 0u u u= +  , 0u u=   , и мы обосновали главный член асимптотического разложения неизвестной 

u , определённый формулами (17), (19). 

Лемма 1. Пусть ( )w= w ξ,τ  – гладкая функция на торе  2 , и const 0.ε = >  Тогда система  

( ) 20 on ;Q wQ Qτ ξ ξε∂ + ∂ − ∂ =   1Q  =            (32) 

имеет ровно одно решение.  
Доказательство леммы 1. Прежде чем доказывать лемму в полной общности, рассмотрим ча-

стный случай ( )w= w ξ . Тогда уравнение (32) сводится к ОДУ ( ) 0,Q wQξ ξε∂ ∂ − =  общее реше-

ние которого имеет вид ( )( ) ( )( )1 1exp expQ w d w d dε ξ ξ ε ξ ξ ξ− −= −   . Среди функций, заданных 

этим интегралом, имеется ровно одна периодическая (с точностью до множителя).  Запишем её 

явно. С этой целью полагаем ( ) ( )w ξ = w + w ξ    и вводим функцию ( ) 1exp(( ) ( ))E wξξ ε ξ−= ∂  . То-

гда ( ) 1

0

, где , и 0ss
Q AE E e ds w wξ ξ μ ε

μ

∞
− − = + =     ≠ 

 
  и ( ) , 0, const .Q AE w Aξ=   = =  Очевид-

но, выбор A  однозначно определён условием 1.Q  =  Осталось записать решение в форме, охва-

тывающей оба случая. С этой целью разлагаем функции 1,E E− в ряды Фурье, так что  

( ) ( )1, .ik ik
k k

k k

E e E eξ ξξ α ξ β−= =   Тогда 

( ) 1
0 0 0

0 0

,
ik

k k k

k k

e
Q AE A

ik ik

ξβ β αξ β μ φ ψ μ
μ μ

∗
−

≠ ≠

 
= + = +  − − 

  ,      (33) 

где kα
∗  – комплексно-сопряжённые коэффициенты Фурье. Перейдём к общему случаю. Пусть H  

– пространство рядов Фурье по переменным ξ,τ  с квадратично-суммируемыми коэффициентами. 
Через  : H H→  обозначим оператор, ассоциированный с левой частью первого уравнения в 
системе (32). Наша задача – доказать, что dim Ker 1, и 0 Ker \{0}χ χ=   ≠ ∀ ∈  . Вводим опера-
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тор =∗ ∗
   , где ∗  – сопряжён к  , а оператор  : H H→  индуцирован инверсией 

( ) ( )ξ,τ ξ, τ− − . По определению, ( )τ ξξ ξ:φ ε φ+ w φ.∗ ∂ − ∂ ∂


  Уравнение 

( ) 0wτ ξξ ξε ϕ ϕ∂ − ∂ + ∂ =  подчиняется сильному принципу максимума [25, 26]. Поэтому 

Ker constφ∗ = ≡

 , и Ker Ker= .∗ ∗

   Обратимся к уравнению ( ) 1wτ ξξ ξε ϕ ϕ∂ − ∂ + ∂ = . В этом 

случае действует сильный односторонний принцип максимума, из которого вытекает, что ни 

уравнение 1,νψ∗ =
   ни уравнение 1νψ∗ =  не имеют решений в H . Следовательно, резольвента 

1( )λ∗ −−  , λ∈  имеет простой полюс в начале комплексной плоскости. Далее, эта резольвента 

компактна, так что сопряжённые операторы ∗  и   подчиняются теореме Фредгольма. Поэтому 

dim Ker 1L = . Более того, если 0χ  =   и Ker \{0}χ ∈  , то уравнение const 0ψ∗ = ≠  разрешимо, 
что противоречит уже доказанному. Лемма 1 доказана. 

Продолжим вывод асимптотического разложения. Применяем к уравнению (31)  лемму 1, 
где ε  заменяем на 2ν , и w  на 0u u+  , и заключаем, что ( ) ( )0 , , , , ,p p x t P x t ξ τ=  где функция P  

однозначно определена уравнениями (20). Итак, обоснована асимптотика неизвестной p , опре-
делённая равенствами (18), (20). 

Переходим к исключению членов порядка ω  из уравнения (26). С учётом (29) приходим к 
уравнению  1 0 ,q q qξξ τδ ∂ = ∂  где 0q  не зависит от ξ . Получившееся уравнение имеет периодиче-

ское решение, если и только если 0q  не зависит от τ . Поэтому ( )0 ,q q x t= , и мы приходим к 

главному члену асимптотического приближения (16). Кроме того, понятно, что ( )1 1 , , .q q x t τ=  

Функции 1q  и q  должны быть определены на последующих шагах процедуры исключения.  За-

метим, что существование периодического решения 1q  обосновывает оценку O − члена (т. е. 
ошибки) приближения (16). 

Исключение членов порядка ω  из уравнений (24), (25) приводит к уравнениям 

( ) ( ) ( ) 2
1 1 1 2 0 0 0 02 , , ;x x tu u u q f u uτ ξξ ξν ν κ ν ξ τ∂ − ∂ = ∂ + ∂ + − − ∂ ∈      (34) 

( ) ( ) ( ) ( ) 2
1 0 1 2 1 2 0 0 0 0 1 02 , , .x t xp u p p p p u p u pτ ξ ξξ ξ ξν ν ξ τ∂ + ∂ − ∂ = ∂ − ∂ − ∂ − ∂ ∈  (35) 

Усреднение уравнений (34), (35) с учётом уже известных фактов приводит к гомогенизированной 
системе. Теорема доказана. 

Замечание 4. Разрешая гомогенизированную систему, мы обеспечиваем существование пе-
риодических решений уравнений (34), (35), что, в свою очередь, обосновывает оценку O-членов в 
выражениях (17), (18).  
 

4. Устойчивость квазиравновесий 
В дальнейшем полагаем 

( )f = f ξ,τ . 

Тогда гомогенизированная система однородна и имеет семейство однородных равновесий 
(7). В силу формул (14)–(16), каждое однородное равновесие гомогенизированной системы опре-
деляет некоторое квазиоднородное квазиравновесие – коротковолновый режим, полностью навя-
занный внешним сигналом и потому стационарный в медленном времени. В главном приближе-
нии средние значения скорости хищников и плотностей обоих видов в квазиоднородном квази-
равновесии определяются значениями соответственных фазовых переменных гомогенизирован-
ной системы в её однородном равновесии, так что средняя квазиравновесная скорость равна ну-
лю, а средние плотности обоих видов постоянны. В наших рассмотрениях квазиоднородные ква-
зиравновесия и однородные равновесия гомогенизированной системы неразличимы и в дальней-
шем изложении отождествляются. 
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Исследуем устойчивость квазиравновесий методом линеаризации. Пусть на 2  задана функ-
ция ( ), .f f ξ τ=  Определим отображение ( ) :f →  , действующее по следующему правилу: 

( ) 0:f u Pη   , где ( )0 0 ,u u ξ τ=   – решение уравнения (19), а ( ),P P ξ τ=  – решение системы  

( )( )2 0 , 1.P P P u Pτ ξ ξν η∂ = ∂ ∂ − +   =                     (36) 

Пусть ∗ ,  – пара сопряжённых операторов, введённых при доказательстве леммы 1. Пусть 

( )η∗ ∗Π = Π  – спектральный проектор на Ker ∗ . Тогда ( ) ( ) 0:f uη η∗Π  . Из теории воз-

мущений линейных операторов вытекает аналитичность ( )f  в окрестности 0η = . Обозначим 

( )' f  дифференциал отображения ( )f  при 0η = . 

Предположим, что внешний сигнал не зависит от τ : 

( ) , 0f f fξ=   = .                (37) 

Линеаризация гомогенизированной системы на квазиравновесии имеет вид 
0;t xu u qν κ∂ + − ∂ =        (38) 

( )( )'1 0;t e xp p f u∂ + + ∂ =             (39) 

( ) 2 0.t e q xq q p q qδ∂ + + − ∂ =             (40) 

Заметим, что множитель ( )'1+ f  можно рассматривать как эффективный коэффициент под-

вижности хищника. 
Перенормировкой неизвестной  u  приводим систему (38)–(40) к виду (8)–(10) с 0p uδ δ= =  

и коэффициентом κ,  заменённым на ( )( )'1 fκ κ= +  . Итак, эффект коротковолнового сигнала 

на устойчивость квазиравновесий проявляется в изменении интенсивности таксиса, или, эквива-

лентно, подвижности хищника по правилу ( )( )'1κ fκ κ= +  . 

В разделе 2 параметры системы были подчинены ограничениям (12). Заметим, что эти огра-
ничения не исключают равенств 0p uδ δ= = . Таким образом, все утверждения об устойчивости и 

неустойчивости однородных равновесий однородной системы, сформулированные в предложе-
нии 1, распространяются на квазиравновесия при условии, что подвижность κ  заменяется эф-

фективной подвижностью ( )( )'1 fκ κ= +  . В частности, неравенство 
0p uδ δ

κ κ
= =∗<  (где κ∗  – в 

точности пороговая подвижность хищников, введённая в разделе 2, подразумевает абсолютную 
стабилизацию квазиравновесий в том смысле, что неустойчивых мод не существует, независимо 
от того, какое равновесие и какое волновое число возмущения рассматриваются.  Таким образом, 
критерий абсолютной стабилизации квазиравновесий имеет вид  

0

11 ( )
p u

f
δ δ

κ κ
= =

−
∗′+ < .        (41) 

Правая часть в неравенстве (41) не зависит от внешнего сигнала, тогда как левая часть, оче-
видно, зависит, и интересно узнать, в какой степени; в частности, может ли коротковолновый 
внешний сигнал привести к абсолютной стабилизации равновесий, неустойчивых при условии, 
что сигнал выключен? Более формально, можно ли получить неравенство (8), манипулируя 

функцией f ? Покажем, что ответ на этот вопрос положителен. Введём усреднение ξg   по пе-

ременной ξ , полагая ( )
2

0

1
, , , .

2
g g x t d

π
ξ ξ τ ξ

π
  =   Тогда вычисление 0u  и P  сводится к решению 

уравнений 

( )1 0 00, 0,f u u ξ
ξ ξν∂ + ∂ =   =              (42) 

( )( )2 0 0, 1.P P u u P ξ
ξ ξν∂ ∂ − + =   =       (43) 
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Следовательно, ( )'
0 1f u P ξ=   , где функция 1P  определяется уравнениями 

( )2 1 0 0 1 10, 0,P P u P P ξ
ξ ξν∂ ∂ − − =   =       (44) 

( )2 0 0 0 00, 1.P u P P ξ
ξ ξν∂ ∂ − =   =                (45) 

Непосредственное интегрирование уравнений (44)–(45) с учётом условия периодичности даёт 

1
0 0 0 2 0

1
, , ( )v

v
P A e A v u

e
ξξ ν −= = = ∂

 
 ,      (46) 

( ) ( )1 1
0 1 0 1 0

1 1 1 1
2 2

1
, , ;

v v v
v

v v

A C e A e C e A
P e A A C

e e

ξ
ξ ξ

ξ ξν ν

− − − −

−

 ∂ −  ∂ − 
 = + = =
     
 

           (47) 

где оператор 1
ξ
−∂  действует на подпространстве 2π -периодических по  ξ  функций с нулевым 

средним как правый обратный к ξ∂ , то есть, 1 1, 0w w w ξ
ξ ξ ξ

− −∂ ∂ = ∂  =  для любой 2π -

периодической по ξ  функции w : 0w ξ  = . Следовательно, ( )' f =  

( )( ) ( )1 1
2 1 2 0 1 0 1 1

1
1 1.v v v v

v v
A A C e e v e A C e C

e e
ξ ξ

ξ ξ ξ ξν ν − − − −
− + ∂ − ∂  = − −  = − = −

   
 

Решаем уравнение (42) и находим 1
0 1( )u fξν −= − ∂ . Отсюда имеем 

1 1 1
2 0 2 1( ) ( ) ( )v = u fξ ξ ξν ν ν− − −∂ = − ∂ ∂ . Для удобства меняем f  на f− , что не приводит к ошибке 

ввиду чётности функционала ( )' f . Итак, эффективная подвижность ( )( )'1 V fκ κ= +  записана 

в почти явной форме; именно: 

1 2
1 2, ( )

v v
v f

e e
ξξ ξ

κκ ν ν − −
−= = ∂

   
.               (48) 

Подставляем эти выражения в неравенства (40) и находим критерий абсолютной стабилизации в 
виде  

0

11
,

p uv ve e δ δξ ξ κ κ
= =

−
∗− <

   
            (49) 

Пример 1. Полагаем sinf A ξ= , const 0A = > . Тогда 1
1 2( ) sinv A ν ν ξ−= − , и 

( )2
0I aκ κ −= ,

1 2

A
a

ν ν
= , 

где 0I  – модифицированная функция Бесселя первого рода. Критерий абсолютной стабилизации 
принимает вид  

( )2
1 20

,0p u

A
a

I a δ δ
κ κ

ν ν∗< == = . 

Замечание 5. Мы привели пример экспоненциального убывания эффективной подвижности 

хищников с ростом параметра 1
1 2( )a = A ν ν − , который представляет собой характерную амплиту-

ду внешнего сигнала. Возрастание последней оказывает мощное стабилизирующее воздействие. 
Замечание 6. Стабилизирующий эффект коротковолнового сигнала, основанный на экспо-

ненциальном снижении эффективной подвижности хищников при возрастании амплитуды сиг-

нала, – довольно общее свойство системы. Это вытекает из оценки ve−   методом Лапласа для 

0f Af= , где 0f  – гладкая периодическая функция и A → ∞ . 
 
Заключение 

Итак, увеличение уровня внешнего сигнала экспоненциально быстро приводит к абсолютной 
стабилизации квазиравновесий. Заметим, что указанная стабилизация имеет место независимо от 
того, является ли внешний сигнал привлекающим или отталкивающим хищников. В любом слу-
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чае сообществу навязывается примитивная коротковолновая структура, хищники разобщаются и 
теряют способность преследовать жертву. В этом смысле воздействие интенсивного коротковол-
нового внешнего сигнала дезориентирует сообщество, и оно утрачивает способность к самоорга-
низации, несмотря на выгоды последней для обоих видов (при переходе к сложной динамике 
хищники могут потреблять больше и в то же время держать больший запас жертв, чем в равно-
весном состоянии). 

Механизм дезориентации действует благодаря возникновению дрейфа стоксова типа (см. 
уравнение (22)). Этот понятие объединяет различные добавки к средней скорости адвекции, воз-
никающей при усреднении по коротким волнам, создаваемым высокочастотными/ коротковолно-
выми пульсациями адвективной скорости [27]. В нашем случае стоксов дрейф сильно стабилизи-
рует. В этом смысле эффект коротковолнового сигнала подобен эффекту модуляции силы грави-
тации в механике (перевёрнутый маятник, виброконвекция, ... [17, 18]). 
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It is well known that a local bifurcation of the equilibrium of a system of Patlak-Keller-Segels’ type 
(PKS) often turns out to be the first link in the chain of dynamical transitions leading to rather complex 
regimes of motion. However, as far as we are aware, the studies of the first transition cover only the ho-
mogeneous equilibria of homogeneous (i.e. translationally invariant) systems. In this article, we consider 
the effect of inhomogeneity. For this purpose, we have been introducing a PKS system, modeling two 
species, one of which (predator) is capable of searching the other one (prey). In addition to the prey-
taxis, the predator has been endowed with taxis driven by environmental characteristics, such as temper-
ature, salinity, terrain relief, etc. In other words, the predator can perceive an external signal. When the 
external signal is off, then we get a very simple homogeneous PKS-type system, which is, nevertheless, 
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capable of transiting from the homogeneous equilibrium to self-oscillatory wave motions via a local bi-
furcation. Notably, this transition does not involve the predator's kinetics, but the taxis only. We have 
been examining the short wavelength signals using the homogenization technique. It turns out that a 
short wavelength signal typically causes an exponential reduction of the predators' motility in compari-
son with the homogeneous system in response to the increase in the external signal level. The loss of 
motility to a great extent prevents the occurrence of the waves and dramatically stabilizes the primitive 
quasi-equilibria fully imposed by the external signal. It can be said that intense small-scale environmen-
tal fluctuations disorient and distract predators, and prevent them from effectively pursuing their prey. 

Keywords: Patlak–Keller–Segel systems; prey-taxis; indirect taxis; external signal production; sta-
bility; instability; Poincaré–Andronov–Hopf bifurcation; averaging; homogenization. 
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