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Коэффициентные обратные задачи для уравнений в частных производ-

ных могут быть поставлены как задачи оптимального управления, т. е. в 

вариационной форме. В таких постановках искомые коэффициенты урав-

нений состояния играют роль управляющих функций и целевые функцио-

налы составляются на основе дополнительных условий. В статье рассмат-

ривается вариационная постановка обратной задачи об определении млад-

шего коэффициента многомерного параболического уравнения с инте-

гральным граничным условием и дополнительным интегральным услови-

ем. При этом роль управляющей функции играет младший коэффициент 

параболического уравнения и является элементом пространства интегри-

руемых по Лебегу функций с конечным индексом суммируемости. Решение 

краевой задачи для параболического уравнения, при каждом заданном 

управляющей функции, определяется как обобщенное решение из про-

странства Соболева. Целевой функционал составлен на основе дополни-

тельного интегрального условия. Доказано существование решение задачи 

и получено необходимое условие оптимальности. 

Ключевые слова: параболическое уравнение; обратная задача; интеграль-

ные условия; вариационная постановка. 
 

Введение 
Вариационные постановки коэффициентных обратных задач для параболических уравнений  

при классических граничных и дополнительных условиях изучены в работах [1–5] и др. Однако 

эти задачи при интегральных условиях исследованы существенно слабее [6, 7].  

В настоящей работе изучается вариационная постановка обратной задачи об определении 

младшего коэффициента многомерного параболического уравнения с интегральными условиями. 

Доказано существование решение задачи, и получено необходимое условие оптимальности. 
 

1. Постановка задачи 

Пусть nR  – евклидово пространство размерности 2n  , nR  – ограниченная область с 

кусочно-гладкой границей S , ' ''S = S S ,  0T   – заданное число,  0,TQ T , 

 0,TS S T  ,     ' ' '' ''0, , 0,T TS S T S S T    .  

Рассмотрим в цилиндре TQ  линейное параболическое уравнение 
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  .        (3) 

Здесь ν  – единичный вектор нормали к ''S , направленной вне Ω ;  , 1, , , , ,ija i j n f K   –

некоторые функции;  u = u x,t  – решение задачи (1)–(3). 

Задачу нахождения решения  u = u x,t  задачи (1)-(3) по заданным функциям 

 , 1, , , , ,ija i j n f K   называют прямой задачей. На практике возникают также обратные задачи, 
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в которых некоторые из коэффициентов     , , 1, ,ija x t i j n x  уравнения неизвестны и подле-

жат определению по некоторой дополнительной информации. Такие задачи называются коэффи-

циентными обратными задачами.  

Пусть в задаче (1)–(3)  , 1, , , ,ija i j n f K  – известные функции. Требуется найти пару 

функций ( )u,υ , удовлетворяющих условиям (1)–(3) и дополнительному условию 

     
0

, , ,

T

t u x t dt x x                                                     (4)  

где ω  и α  – известные функции.  

Задачу (1)–(4) поставим в вариационной форме: требуется минимизировать функционал 

       

2

0

, ;

T

J t u x t dt x dx   



                                                 (5)  

на множестве  

      : . .sV x L x d п в на                                                (6) 

при условиях (1)–(3), где 1s n   при 2n  , 0d   – заданные числа,    u x,t;υ =u x,t  – решение 

краевой задачи (1)–(3) соответствующее коэффициенту υ V . Ниже эту задачу будем называть 

задачей (1)–(3), (5), (6). В этой задаче коэффициент  υ=υ x  играет роль управления, а целевой 

функционал (5) составлен на основе условия (4).  

Будем предполагать, что заданные функции  , 1, , , , , ,ija i j n f K    удовлетворяют сле-

дующим условиям: 

     , , , , 1, ,ij jia x t a x t i j n   

   2 2 2 2
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       ''
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2,0 2, ;TW f L Q                                                           (7) 

   2 2ω L 0,T , α L Ω  ,                                                         (8) 

где  , , 0 1,3i i      – некоторые постоянные. 

Пусть υ V  – некоторое фиксированное управление. Тогда обобщенным решением из 

 1,0
2 TV Q  краевой задачи (1)–(3) назовем функцию    u=u x,t =u x,t;υ  из  1,0

2,0 TV Q   

        1,0 '
2, : , 0, ,T Tu u x t V Q u x t x t S    , удовлетворяющую интегральному тождеству 

   
n

t ij x xj j
i, j=1 ''Q ΩST T

uη + a u η +υuη dxdt K s,y,t u(y,t)dy η s,t dsdt =
   
    
     

    

   ,0

QT
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    ,      1,1
2,0, , , 0Tx t W Q x T     .                      (9) 

Можно показать, что краевая задача (1)–(3) однозначно разрешима в  1,0
2,0 TV Q  при каждом 

υ V , решение задачи (1)–(3) является элементом пространства 

          1,1 1,1 '
2,0 2, : , 0, ,T T TW Q u u x t W Q u x t x t S      и верна оценка 

   11,1
12, 2, 2,Q QT t

u M f


  
  

.                                                   (10) 

Здесь и ниже всюду 1 2, ,M M  – положительные постоянные. 
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2. Существование решения задачи 

Теорема 1. Пусть выполнены условия (7), (8). Тогда задача (1)–(3), (5), (6) имеет хотя бы од-

но решение. 

Доказательство. Пусть υ V  – некоторый элемент и последовательность { }kυ V  такова, 

что   

kυ υ  слабо в  sL  .                                                        (11) 

Положим ( ) ( )k k ku =u x,t =u x,t;υ . Тогда из (1)–(3), записанных при kυ=υ , учитывая оценку 

(10) получим  
   
1,1

22,
1,2,k QT

u M k   ,                                                      (12) 

Тогда в силу теоремы вложения [8, с. 78], не ограничивая общности, можно считать, что   

ku u   слабо в  1,1
2,0 TW Q  и сильно в  2 TL Q ,                                       (13) 

где  u = u x,t  – некоторая функция из  1,1
2,0 TW Q . 

Пологая в (9) k kυ=υ ,u=u , получим тождества 
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     ,      1,1
2,0, , , 0Tx t W Q x T      .       (14) 

Проводя обычное преобразование и пользуясь неравенством Коши–Буняковского, имеем:  

   k k k k k

Q Q Q QT T T T

υ u ηdxdt υuηdxdt = υ u u ηdxdt+ υ υ uηdxdt       

 
2,2,k kQQ TT

QT

d u u u dxdt      .                                         (15) 

Используя теоремы вложения [8, с. 78], получаем, что    / 1 Ts su L Q   при 1s n  . Тогда из 

соотношений (11), (13) и (15) следует, что  

k k

Q QT T

υ u ηdxdt υuηdxdt  .                                                    (16) 

Известно, что вложение    1,1 ''
2,0 2T TW Q L S  ограничено [8, с. 78]. Используя этот факт и 

пользуясь неравенством Коши–Буняковского, имеем 

           k

'' ''Ω ΩS ST T
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где mes   . Если в (17) прейдем к пределу при k   и учтем (13), то получим 

           k

'' ''Ω ΩS ST T

K s,y,t u y,t dy η s,t dsdt K s,y,t u y,t dy η s,t dsdt
   

   
      
    .               (18) 
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Теперь перейдем к пределу в (14) и учтем соотношения (13), (16), (18). Тогда получим, что 

функция  u x,t  удовлетворяет тождеству (9), т. е.    u x,t = u x,t;υ . Таким образом, соотношение 

(13) справедливо с функцией  u = u x,t , и в частности  

   ku x,t;υ u x,t;υ   сильно в  2 TL Q .                                        (19) 

Тогда из равенства (5) и соотношения (19) следует, что    kJ υ J υ  при k  . Таким об-

разом, функционал  J υ  слабонепрерывен на слабокомпактном множестве V . Следовательно, 

функционал  J υ  достигает своей нижней грани на V  [9, c. 49], т. е. справедливо утверждение 

теоремы 1. Теорема 1 доказана.  

 

3. Градиент целевого функционала и необходимое условие оптимальности 

Пусть функция        1,0
2,0, , ; Tx x t x t V Q       является обобщенным решением сле-

дующей сопряженной краевой задачи:  
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.                                                       (22) 

Решение краевой задачи (20)–(22) удовлетворяет интегральному тождеству 
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2,0, , ,0 0Tx t W Q x      .       (23) 

Можно показать, что краевая задача (20)–(22) однозначно разрешима в  1,1
2,0 TW Q  и верна 

оценка 
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42,
0 2,
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QT
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 .                                  (24) 

Для оценки нормы в правой части оценки (20) используем неравенство Коши–Буняковского 

и учитывая (10), получаем    
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.                          (25) 

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда функционал (5) дифференцируем по 

Фреше в каждой точке υ V  и его градиент имеет вид  

     '

0

, ; , ; ,

T

J u x t x t dt x     .                                               (26) 

Доказательство. Пусть υ V  – некоторой элемент,  sL    – приращение этого элемен-

та и V   . Через      , , ; , ;u u x t u x t u x t         обозначим приращение решения 

краевой задачи (1)–(3). Тогда ясно, что u  является  решением из  1,1
2,0 TW Q  краевой задачи  
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и для него справедлива оценка: 
 1,1

52, 2,Q QT T
u M u  . 

Тогда, используя неравенство (1.7) из [8, с. 75] и ограниченность вложения 

     1,1
2,0 2 / 2T Ts sW Q L Q  при 1s n  , имеем  
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5 62, , 2 / 2 , , 2,
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   .                                 (30) 

Приращение      J J J        функционала (5) представим в виде  
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Из (27)–(29) следует, что справедливо равенство  
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В (23) положим η= Δu , полученное равенство вычтем из (32) и придем к равенству 
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Подставляя это выражение в (31), получим  
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       .                                          (34) 

Используя неравенство (1.8) из [8, с. 75], ограниченность вложения 

     1,1
2,0 2 / 1T Ts sW Q L Q и оценки (30), имеем 
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Кроме того, используя неравенство Коши–Буняковского и оценки (30), имеем  

       
  

2
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2 2 2 1,1 22
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     .                (36) 

Подставляя оценки (35), (36) в (34), получаем оценку 
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      2 1,1 1,1 1,1 22

6 82, 0, 2, 2, 2, ,T Q Q Q sT T T
R M u M u  


   .                               (37) 

Тогда из (33), (37) следует, что функционал  J υ  (5) дифференцируем и его градиент имеет вид 

(26). Теорема 2 доказана. 

С помощью формулы градиента (26) и теоремы 5 из [9, с. 28] можно установить необходимое 

условие оптимальности управления в задаче (1)–(3), (5), (6). 

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 1 и  υ =υ x V  – решение задачи (1)–(3), 

(5), (6), т. е. оптимальное управление. Тогда выполняется неравенство 

       
0

, ; , ; 0

T

u x t x t dt x x dx    



 
      

  
  ,  x V    .   
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VARIATIONAL FORMULATION OF AN INVERSE PROBLEM  
FOR A PARABOLIC EQUATION WITH INTEGRAL CONDITIONS 
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Coefficient inverse problems for partial differential equations can be posed as optimal control prob-

lems, i. e. in variation form. In such formulations, the sought-for coefficients of the state equations play 

the role of control functions, and the objective functionals are compiled on the basis of additional condi-

tions. The paper discusses a variational formulation of the inverse problem of determining the lower co-

efficient of a multidimensional parabolic equation with an integral boundary condition and an additional 

integral condition. In this case, the role of the control function is played by the lower coefficient of the 

parabolic equation and is an element of the space of Lebesgue integrable functions with a finite 

summability index. The solution to the boundary value problem for a parabolic equation, for each given 

control function, is defined as a generalized solution from the Sobolev space. The objective functional is 

based on an additional integral condition. The existence of a solution to the problem is proved and the 

necessary optimality condition is obtained. 
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