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� 
��������
��� 
��
� ������������
� �
����  
������������
� ������

�.�. ������	�1

�������� ���	
���
�� ������� �-��������
���� �����������������

��������� ������� ������� � 	���
���
 ������������ � ����������
 ���-

������
 ��� ����������, � ������������ ��������� �����������
 �����-

����
 � ������ �����. �������� ������������� ���������
 ����������� ��

���
���
 ������������ �-��������
���� ��������-������
 ����� ��� ��-

�����������
 ��������� 
���
��������� ������. 

�������� ��	�
: �-�
�
�����	���; 
	�����


 	
��
�	�	�; ��
������ �	�	-

�����	�	 ��

. 

��������

����� ,� Y  – ����	
�� 
�
���������, 

����
�� ( )L ;L X Y∈  (�. �. ������ � ��
�������), 

( ; )M Cl X Y∈  (�. �. ������, ������� � 
�
��
 

�������), ������� �
�������� ( ) [ ]: 0,iu t T R→ , 

����
�-������� ( )ib t , 1( ) ([0, ]; )pc t C T Y+∈ , 1 i m≤ ≤ . �����
���� ������ �
��

0(0)x x domM= ∈

��� ���������  

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 0 .
m

i i

i

Lx t Mx t b t u t c t t T
=

= + + ≤ ≤��              (1) 

��� ����� �������
���� �

�
� �
�������
��� [1] (�
����, � -�
�������
��� [2]) ���������

�
�
�����
�
 ��
� [3] � ������, �
��� ���������� �����
-��
�������� ������� ��� 

�����

�


��
�
��
�
 ��������� (1) [4]. ��� �������� �
�������
��� ��������� (1) ����� ��

���
����

����������, 

�������� � ���
�� [5] ��� ���������

( ) ( )x Ax b t u c t= + +�

� ��������� ����!��� 

����
�
� A , ��
��������� ����
�-��������� ,b c �
 ���������� �

����	
�
� 
�
���������, �������! �
��������  1((0, ); )u L T R∈ . "������, ��
 �

�
�� �
���-

����
��� ���� ��� 
��������� ���� ��� ��
��� 

�������
�
 �
��������, �
�
��� ������


����������� � 

������� ����� ��� ��������! �
�
�����
�
 ��
� � ��#� ����� ��
� 
���������

� ������	 

�������
�
 ��������� ����������� ����#����	 ������
� [6], � ���#� �	 �������
�


������� [7]. $��
�
� ����
! ���
�� ����� ������
������ � -�
�������
��� � �
�������
���

��������� �
�
�����
�
 ��
� [8–11]. %��� ����
! ���
�� – 
�
����� &�� ���������� � ��������-

�� ���
�� [5]. �
�������� ����������� ���������� ��

���� ��� 
�� ������
����� � -

�
�������
��� �������
-������	 ����� ��� �������������	 ��������! ������������
! ������. 

������ ( , )L p -���������� ��������

�������� ��
�	
����� ��� ������!���
 ���
#���� ��

�
��������� ����������, �
����-

�������� �
�
��	 �
#�
 ��!�� � [3]. 

����� ,� Y  – ����	
�� 
�
���������. '�
������ ( ) ( ) 1
{ : L ; )},L M C L M (Y Xρ µ µ

−
∈= ∈ −

( ) ( ) 1
,LR M L M Lµ µ

−
= − ( ) ( ) 1LL M L L Mµ µ

−
= − , ( ) ( )( , )

0
k

p
L L

p

k

R M R Mλ µ
=

= ∏ , ( ) ( )( , )

0
k

p
L L

p

k

L M L Mλ µ
=

= ∏ , 

0 {0}N N= ∪ , { : 0}R a R a+ = ∈ > , {0}RR+ + ∪= .

                                                     
1 �����
�� '���� $��������
��� – �������� �����
-�������������	 ����, �
����, ������� ������������
�
 �
�����
�����, (#�
-
)�������! �
������������! �����������. 

   E-mail: oruzakova@gmail.com 
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 ���������� 1. '
����
� M ���������� �����	 ( , )L p -�
��
�����, 0p N∈ , ����

(i) ( );La R a Mµ µ ρ∃ ∈ ∀ > ∈

(ii) 0 0, ,kK a k p n Nµ∃ > ∀ > = ∀ ∈ , 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ), ,
L L

0

max ( ) , ( ) ;
( )

L n L n
p p p nX Y

kk

K
R M L M

a
λ λ

µ
=

� �
≤� �

� � −∏
(iii) ���������� 
�
���! � Y ������ Y� ���
!, ��


( ) ( ) ( )1

,

0

const( )
, ,

( ) ( )

L
p p

Y
kk

y
M L M L M y y Y

a a
µλ

λ µ

−

=

− ≤ ∀ ∈
− −∏

�

( ){ }L : ,tX X t R+∈ ∈ ( ) ( )( ) 1

,
L( ; )

0
( ) ( )

L
p p

X Y
kk

K
R M L M

a a
µ λ

λ µ

−

=

− ≤
− −∏


�� � ��	 0 1, , , , .p aλ µ µ µ… >

!����
� 1. ����� 

����
� M �����
 ( , )L p -��������. *
���

(i) 0 1X X X= ⊕ ,
0 1

;Y Y Y= ⊕

(ii) ( ) ( )L ; , ; , , 0,1;k
k

k k k k k
k k kX domM

L L X Y M L Cl X Y domM domM X k= ∈ = ∈ = ∩ =

(iii) �������� �  

����
�� ( )1 0 0
0 L ;M Y X− ∈ �  ( )1 1 1

1 L ; ;L Y X− ∈

(iv) ���������� �����
 ��
�������� 

�����

�, ������� ��� ��������� ( ) ( );Lx t Mx t=�

(v) ����������������� �������
�
� 0C -��
������
! 

�����
-


� ( )1

1
1{ L : }t t

X
X X X t R+= ∈ ∈ �������� 

����
� ( )1 1

1 1 1 ;S L M Cl X−= ∈

(vi) 

����
� 1
0 0H M L−= ����

������ ���
��� �� �
���� .p

+���� ( )P Q 
�
������ 
�
���
� ��
�� 0 0( )X Y �� 1 1( )X Y . 

 ������� ���������

����

�
#��, ��
 

����
� M �����
 ( , )L p -��������, 0p N∈ , �
��� �
�����
 ��
���� 1 

��������� (1) ������������ � ������� ���	 ��������!

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1
1 1 1

1

,
m

i i

i

x L x t L b t u t L c t− − −

=

= + +��            (2) 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 0 1 0
0 0

1

.
m

i i

i

Hx x t M b t u t M c t− −

=

= + +��              (3) 

"���� 1( ) ( )i ib t Qb t= ,   1( ) ( )c t Qc t= ,  0 ( ) ( ) ( )i ib t I Q b t= − ,   0 ( ) ( ) ( )c t I Q c t= − , 1 i m≤ ≤ .  

������� ������ �
�� ��� ��������� (1)  ����� ���  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
0 1

10

t m
t t s

i i

i

x t X x t X L b s u s c s ds− −

=

� 	
= + + −
 �
 �

� 

�� ( ) ( ) ( )1 0 1 0

0 0

0 1

.

kp m
k

i i

k i

H M b t u t M c t− −

= =

� 	
+
 �
 �

� 

� �

��� &�
� 
����� ��� ��������	 �� � ������� ��������� (2), � 

������� ����� – ������� (3). 

,���� ��

���
���� ����
�-������� �
�������� ( ) ( ) [ ]( )1 0, ;p m
iu t V T C T R+∈ = , � �����

0
( )xV T


�
������ ��
#����
 ����
�-������!, ��
�����
�� ��	 ���
�� 

( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 0
0 0 0

0 1
0

kp m
k

i i

k i
t

I P x H M b t u t M c t− −

= =
=

� 	� 	

 �− = − + =
 �
 �
 �� 
� 


� �

( ) ( ) ( )1 0( ) 1 0( )
0 0

1 0 0

0 0 0 ,
p p pm

l k k l l k k
k i i

i l k l k

C H M b u H M c− − −

= = = =

= − −��� �
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�
�
�
� ��
�	
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 ���������� 1. -������  (1) ���������� ε -�
�������
! �� � �
! �
��� � � �� �� �����

,T ���� ��� � ��	 �
��� 0 1,x domM x X∈ ∈�� � ��� � �
�
 0ε > �������� � �
��������

( )
0
( )i xu t V T∈ �����, ��
 0 1|| ( ; , ( )) ||ix T x u t x ε− ≤� . 

"�

� 1. ����� 

����
� M �����
 ( , )L p -��������, ����
�-�������

1( )ib t , 1 1( ) ([0, ]; ),c t C T Y∈ 1 .i m≤ ≤ -������ (2) ε -�
�������� � �
� � �
���
 � �
� ������, �
���

��� � ��	 �
��� 0 1,x domM x X∈ ∈��

( ) ( ) ( )1 1 1 1
0 1 1 1

0

{ : [0, ], 1, }.

T
T T s T s

iX x t X L c s ds x span X L b s s T i m− − − −+ − ∈ ∈ =� �

#�������������. ��� 1m = �����#����� �
�����
 � ���
�� [5] �� ������ ������! �
�����-

��� ( )( )1 0, ;L T Y . -������ �
��#�� ��
�	
���
���. '�
������  

( ) ( )1 1
0 1 1

0

.

T
T T sr X x t X L c s ds x− −= + −� �

�
 ���
�� ���������� ( )u t , ���
�, ��


( ) ( )1 1
1

10

.
2

T m
T s

i i

i

r X L b s u s ds
ε− −

=

+ ≤��

��#�
�� �������� 0 10 ... Ns s s T= ≤ ≤ ≤ = 
������ [0, ]T , �


������ ���
! ���
� �����

1
0{ }

N
ji jθ −

= , 1j ji js sθ +≤ ≤ , ��
�� ����� ( )
1

1

| |
N

i ji j

j

u sθ
−

=

∆� �������� ��#���� ������� .���� ����-

����
�  ( )
0

| |

T

iu s ds� ��� ���	 1,...,i m= . / ���� ��
������
��� 

�����������
! ������� �
#�




������ ��������  ( ) ( )1 1
1

10

T m
T s

i i

i

X L b s u s ds− −

=
�� � ������ ������ � 

�
����� ����� �
��� ������-

���
1
0{ }

N
ji js −

= 
������ [0, ]T ,  ��
�� ���


( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1 1 1
1 1

0 0
2

ji

TN
T T s

i ji i ji ji i i

j

X L b u s X L b s u s ds
m

θ ε
θ θ

−
− − − −

=

∆ − ≤� �

��� ���	 1,...,i m= . *
���  

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1 1 1
1 1

1 0 10

ji

Tm N m
T T s

i ji i ji ji i i

i j i

r X L b u s r X L b s u s ds
θ

θ θ
−

− − − −

= = =

+ ∆ ≤ + +�� ��

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1 1 1
1 1

1 0 0

ji

Tm N
T T s

i ji i ji ji i i

i j

X L b u s X L b s u s ds
θ

θ θ
−

− − − −

= =

� 	

 �+ ∆ − ≤

 �
� 


� � � .
2 2

m

m

ε ε
ε+ =

�
������

( ) ( )
1

1 1
1

1 0

,ji

m N
T

i ji i ji ji

i j

r X L b u s
θ

θ θ ε
−

− −

= =

� �− − ∆ ≤� ���



&�
�� ( ){ }1 1
1 : [0, ],1T s

ir span X L b s s T i m− −∈ ∈ ≤ ≤ . 

.
��#�� � 
������ ��
�
��. ����� ( ) [ ]{ }1 1
1 : 0, ,1T s

ir span X L b s s T i m− −∈ ∈ ≤ ≤ , �
��� ����-

���� �  , , ,i ni niN tµ 1 20 ... nt t t T≤ < < < ≤ �����, ��
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( )1 1
1

1 1

.
2

i

ni

Nm
T t

ni i ni

i n

r X L b t
ε

µ − −

= =

− ≤��       (4) 

�� ������ 
���
���, ����� ������� ����� 2, 0i niN µ≥ ≠ . /����� ������ ( , , )sϕ α β , 0s ≥ , 

0 α β≤ < , 

1
, [ ; ],

( , , )

0, [ ; ].

s
s

s

α β
β αϕ α β

α β

�
∈�

−= �
� ∉�

�
�
#�� ni nitα = 
�� 1,2,..., 1in N= − �
i iN i N itβ = . 0
#�
 

�
����� niβ , 1,2,..., 1in N= − �

iN iα , ��
�� ��

������� �����������  

( ) ( )1 1 1 1
1 1

1

2 | |

ni

ni

ni

T tT s
i i ni

ni ni ni i

X L b s ds X L b t
N m

β

α

ε

β α µ
−− − −− ≤

− �

� [ ; ] [0, ]ni ni Tα β ⊂ ��� ���	 1,...,i m= . 1�� ����������� �
#�
 
���
����� � ����

( ) ( )1 1 1 1
1 1

0

( , , ) .
2 | |

ni

T
T tT s

i ni ni i ni
ni i

X L b s s ds X L b t
N m

ε
ϕ α β

µ
−− − −− ≤�

�����
1

( ) ( , , )
iN

i ni ni ni

n

u s sµ ϕ α β
=

= −� ��� ���	 1,...,i m= . *
���

( ) ( ) ( )1 1 1 1
1 1

1 1 10

i

ni

TNm m
T t T s

ni i ni i i

i n i

X L b t X L b s u s dsµ − − − −

= = =

+ ≤�� ��

( ) ( )1 1 1 1
1 1

1 1 0

( , , )
i

ni

TNm
T t T s

ni i ni i ni ni

i n

X L b t X L b s s dsµ ϕ α β− − − −

= =

� 	
≤ − ≤
 �


 �
� 


�� �
1 1

,
2 | |

iNm

ni
ni ii n N m

ε
µ ε

µ= =

≤��

/����� � (4) 

������

( ) ( )1 1
1

10

,

T m
T s

i i

i

r X L b s u s ds ε− −

=

+ ≤��

�
 ���� 0 1|| ( ; , ( )) ||ix T x u t x ε− ≤� . 

�
���
���
� 
�� �
������������ �
����
��
��� �
�������� �������
. )�������, 
����
,  

��
 1
1[0, ] [0, ]pC T L T+ = , �
#�
 �����
���� �������
����� ����
�-������! �
��������

( ) ( )
0i xv t V T∈ ����	, ��
 0 1|| ( ; , ( )) ||ix T x v t x ε− ≤� .  

��������� 1. ����� 

����
� M �����
 ( ),L p -��������, ����
�-�������

( )1
ib t , 1 1( ) ([0, ]; ),c t C T Y∈ 1 .i m≤ ≤ -������ (2) ε -�
�������� �� ����� T � �
� � �
���
 � �
�

������, �
��� ( ) [ ]{ }1 1 1
1 : 0, , 1, .T s

ispan X L b s s T i m X− − ∈ = =

#�������������. ����� ������� (2) ε -�
�������� �� ����. .�� � �
�
 1x X∈� �
�����

( )1
1

0

2
1

1 .

T
T sx X L c s dsx − −= − ����

*
���

( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
1 1 1

10

;0,

t m
t s

i i i

i

x T u t x X L b s u s c s ds x− −

=

� 	
− = + − ≤
 �
 �

� 

��� � ( ) ( )1 1

1 2

10

.

t m
t s

i i

i

X L b s u s ds x ε− −

=

� 	
− ≤
 �
 �

� 

�� ��

'����� 

������ �������
� � ���� 
�
���
���
��� 1x� , � ������, � 2 Xx ∈�� . '�����
� �����-

#����� ����� ������� �� ����� 1. 
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!����
� 2. ����� 

����
� M �����
 ( , )L p -��������, ����
�-�������   

0 ( )ib t , 0 1 0( ) ([0, ]; ),pc t � T Y+∈ 1 .i m≤ ≤ -������ (3) ε -�
�������� �� ����� T � �
� � �
���
 � �
�

������, �
��� 
�
��������
 0X �� �
��� ��� ( )1p + -����
, � ������� ����
�
�

( )1 0( )
0 , 0 ,1

p
l k k l
k i

k l

C H M b T l p i m− −

=

� �� �
≤ ≤ ≤ ≤� �

� �� �
� �������� � ��� �����
�. 

#�������������. ������� ��������� (3) ����� ���

( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 0
0 0

0 1

kp m
k

i i

k i

x t H M b t u t M c t− −

= =

� 	
= − + =
 �
 �

� 

� �

( ) ( ) ( )1 0( ) 1 0( )
0 0

1 0 0

.
p p pm

l l k k l k k
i k i

i l k l k

u t C H M b t H M c t− − −

= = = =

= − −�� � �

'�
������ �

�������� ���
1

n
n

ε = ������� �
�������� ����� ( )nu t , ��������

( ) ( ) ,
l l

in inu T α=   0 , 1 , .l p i m n N≤ ≤ ≤ ≤ ∈

2� ε -�
�������
��� ������� �������, ��
 
�� ���	 0
1x X∈� � � ��	 n N∈

( ) ( )1 0( ) 1 0( )
0 10

1 0 0

1
.

p p pm
l l k k l k k
in k i

i l k l k

C H M b T H M c T
n

xα − − −

= = = =

− − <�� � � �

/
����� ( )1 0( )
0

0

1 2

p
k k

k

H M c tx x−

=

= −� �� � 
�� ���
�
�
� 0
2 Xx ∈�� � 

�����

( )1 0( )
0

1 0

2

1
.

p pm
l l k k l
in k i

i l k l

C H M b T x
n

α − −

= = =

− <�� � ��

�
&�
��  

( )1 0

1

2
( )

0

0

lim
p pm

l l k k l
in k i

n
i l k l

C H M b xTα − −

→∞
= = =

=��� ��

� � ���� 
�
���
���
��� 0
2 Xx ∈�� �����

( )0 1 0( )
0 ,0 ,1

p
l k k l
k i

k l

X span C H M b T l p i m
− −

=

� �� �
= ≤ ≤ ≤ ≤ =� �

� �� �
�

( )1 0( )
0 ,0 ,1 ,

p
l k k l
k i

k l

span C H M b T l p i m
− −

=

� �� �
= ≤ ≤ ≤ ≤� �

� �� �
�



��
���� ������� ����
�
� �
�����. 

����� ��� � �
�
 0x domM∈ �������� � , 0 ,1l
ic R l p i m∈ ≤ ≤ ≤ ≤ , ��
  

( )1 0( )
0

1 0

.
p pm

l l k k l
i k i

i l k l

c C H M b T− −

= = =
�� �

/��� ������� �
��������

( )
0

( )
, 1

!

p l
l

i i

l

t T
u t c i m

l=

−
= ≤ ≤� , 



������ �������
�.  

!����
� 3. ����� 

����
� M �����
 ( , )L p -��������, ����
�-�������

1( )ib t , 1 1( ) ([0, ]; ),c t C T Y∈   0 ( )ib t , 0 1 0( ) ([0, ]; ),pc t � T Y+∈ 1 .i m≤ ≤ 3��� ������� (1) ε -�
��������

�� ����� ,T �
��� ( ) [ ]{ }1 1 1
1 : 0, , 1, ,T s

ispan X L b s s T i m X− − ∈ = = 
�
��������
 0X �� �
��� ���



��������	�

������	  
!"
. ��!�# «��������	�. ��$���	�. ��%�	�» 10 

( )1p + -����
, � ������� ����
�
� ( )1 0( )
0 , 0 , 1

p
l k k l
k i

k l

C H M b T l p i m− −

=

� �� �
≤ ≤ ≤ ≤� �

� �� �
� �������� � ���

�����
�. 

$�
������ 1. '�����
� �����#����� � ��
���� 2 �� ����� �����, 

��
���� � ����
! 

���-

�
��� ������ 
��� � �� #� ������� 
��
�������
 �
����� � ��������� ������ (2) � (3). 

���
�� 1. �����
���� ������
-��������������� ������� ��������! � �������� 
�
��-

�
�����

( )
,

1
1 1

1

( , ) ( ) ( , ), , ,
m

t i i

i

v v b x t u t c x t x t � R+
=

= + + ∈ ×�

( )
,

2
2 2

1

( , ) ( ) ( , ), , ,
m

t i i

i

v v b x t u t c x t x t � R+
=

= + + ∈ ×�       (5) 

( )
,

3
3 3

1

( , ) ( ) ( , ), , ,
m

t i i

i

v v b x t u t c x t x t � R+
=

= + + ∈ ×�

( ) ( )2, , 1,2,3j
ib x t L � j∈ = � �������
-������ ������ ��� ��	

( )0, , , 1,2,3,i iv v x t � R i
n

µ +
∂

+ = ∈∂ × =
∂

            (6) 

( ) ( )0,0 , , 1,2,3.i iv x v x x � i= ∈ =        (7) 

��
��������
 { } ( ) ( )0
2 20X L � L �= × × ����
����
����
. �
&�
�� ��
�	
���
� ���
���

��
���� 3 �� ��

�������, ������, ������� (5)–(7) �� �
��������. 

���
�� 2. 

����� ( )
0

n
i

i

i

P cλ λ
=

=� , ( )
0

,
m

j

j
jQ dλ λ

=

=� n m≤ , ,i jc d R∈ , 0, 0, n
n mc d R≠ ≠ − 
�����������


������ � �������! �∂ ������C∞ , ���
� 

����
�
� 1, , , rA B B… − ��������
  &���
�������!, 

���

( )( ) ( ) ( )
| | 2

( ), ,
r

Av x a x D v x a C �α
α α

α

∞

≤

= ∈�

( )( ) ( ) ( )
| |

( ), , 1, .

l

l l l

r

B v x b x D v x b C � l rα
α α

α

∞

≤

= ∂ =∈�

'
������� ��������! 

����
� { } ( ) ( )2
1 2 1 12,

: , ,
l

r
B

A W � L � A v Av v domA→ = ∈ � 

������� ��


���
�

��#���
��� � 
���������
��� �
���� �
����� 1( ).Aσ +���� { : }k k Nϕ ∈ 
�
������ 
��
-

�
����
������ � ������ �������
�
 
�
��������� � 2 ( )L � �
��������� ������� 

����
��

1,A �������
������ 

 ���
�������� �
��������	 �������! { }:k k Nλ ∈ � ����
� �	 �����
���. 

�
�
#�� ( ) ( )2
2{ : 0, 0, 1, 1, , },rn k

lX v W � B A v x k n l r x �= ∈ = = − = ∈∂ ( )2 ,Y L �= ( ) ,L P A=

( ) ,M Q A= ( ) ( )2
2{ : 0, 0, 1, 1, , }.rm k

ldomM v W � B A v x k m l r x �= ∈ = = − = ∈∂

�����
���� �������
-������ ������

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
,

1

, , , , , , 0, ,
m

t i i

i

P A v x t Q A v x t b x t u t c x t x t � T
=

= + + ∈ ×�          (8) 

( ) [ ], 0, 0, 1, 1, , 0, ,k
lB A v x t k n l r x � T= = − = ∈∂ ×       (9) 

( ) ( )0,0 , .v x v x x �= ∈         (10) 

/ ���
�� [12] 

�����
, ��
 ���� ����� kλ �� ���� ��� 
��
�������
 �
����� ��
�
���-

�
� ( )P λ � ( )Q λ , �
 

����
�  M �����
 ( ,0)L -��������. ��� &�
� ������� (8) ����� ���  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
'

1

0 , 0,
m

k k ik i k k

i

Q v t b t u t c t Pλ λ
=

= + + =�    (11) 

��� ��#��! ������ k 
������� �
&�������� 4���� �

�������� ��! ������� 
�� ����
#����



 ������ { : }k k Nϕ ∈ . 

!����
� 4. ����� ����� kλ �� ���� ��� 
��
�������
 �
����� ��
�
����
� ( )P λ � ( )Q λ . 

*
��� ������� (11) ε -�
�������� �� ����� T � �
� � �
���
 � �
� ������, �
��� ����� �����
-

���! �
��������	 �������! 

����
�� 1A , ���� ��	�� �
����� ��
�
����� ( )P λ , �� 
���
�	
-

��� ����� 'm � 
�� &�
� ��� �
��������	 ������!, �

�������� ��	 &��� �
��������� �����-

����, 
��
�
������	 ����� ���� �������� ,1 'ib i m≤ ≤   � ������ ( )2 .L �

#�������������. )������� ������ ( ,0)L -��������
��� 

����
�� M �
����
��
 �
�����-

�� �� ��
���� 2. 

��������� 2. ����� ����� kλ �� ���� ��� 
��
�������
 �
����� ��
�
����
� ( )P λ �

( )Q λ . 3��� ������� (8)–(10)ε -�
�������� �� ����� ,T �
  ����� �����
���! �
��������	 �����-

��! 

����
�� 1A , ���� ��	�� �
����� ��
�
����� ( )P λ , �� 
���
�	
��� ����� 'm � 
�� &�
�

��� �
��������	 ������!, �

�������� ��	 &��� �
��������� ���������, 
��
�
������	 �����

���� �������� ,1 'ib i m≤ ≤   � ������ ( )2 .L �

"���������
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CONTROLLABILITY OF A NON-CLASSICAL MODEL OF MATHEMATICAL 
PHYSICS 
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1

Necessary conditions of �-controllability for the class of degenerate linear differential equations in 

Banach space with respect to the time derivative and with the radially bounded operator on the right side 

are obtained. The results are effectively applied to the research of �-controllability of initial boundary-

value problems for the non-classical equations of mathematical physics. 
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 �������� ��
�
��� �
�� � ��
��� � �����������
��������, ���
�����
� �
��� �
�
� !���
�� "

�.�. ������	
�1, �.�. 
��������	
2

���������	 
����
���
�	� ������, ���
��	��	� ���	���� 	��

���-


��� ���� � �����	���� �����

� � 
����� 
 ��	

������ 

���	��. ���-


��	�

� �	��	���	� ������� 

���� 
�����. 

�������� ��	�
: 
���
�����
� �	��
; ��
�
���	�
�; �����
��
� ���-

�	�
�; �
�	�
� ��	�	�
�; �	��������
 �

��
���. 

 �������

������ ����	� 
� ���
	���
���� ������� ���������� �����
	�� �	-

������ ��� � ����� XX ����. ����	
���� ������� 
�� �������
	���

�.�. ��������� ���� 
�������� ��

������	������ �

�������� ��	�-

���� ���	���������� ���� � ����� ���� �����
	 � 
 !������� 
�����-

����, 
���������� ����	����	���
��� ��	����, ������	�	� �

������-

��� �	������ � ����	� [1]. "���������, �	� � ����
	� �������
� 
�����-

��� ������	�������� ����
���
	� ����������	� ��
����	�����!� ��	�-

����  �� �	
 �������� �	 ��
	�	�, 
����� �� �������
��� ��
	�	� �


�
�� �������
��� ��
	�	� ������	�������� ����
���
	� ����������	�

��
����	�����!� ��	����� �������. #�����, 
��������� �������, �

�������$�� 
������ �����	���� �� 	����	���
��� �

������	���� �

�	�� ����
	�, �
���������$�� 
��� 	��� � ����	�� [2–5] � ��. 

% ������ 
	�	�� 
������� ���
	���
��� ������ ���� � ����������

�����
	�, ��

��
	��� &���
 � 	����� 
 ���
	������ 
	������, �� �-

���� ����	���� �
������
	� �������� �������� ����. 

'�

��	��� ���������� �������� ��������� , ��

��
	��� &���
 � 	����� ����!� ��-

���
�, ��
�������� 
���������� �����
	�&. �	���� 	����� 
��	��� ���
	������.  

(� ��
. 1 
���
	������ 
����	���
��� ����������� 
�
	���, ��	���� ���&
	�����	 	�����

	������� h , ������ L � �����
�� 0a  ( 0aL>> ). %�������� � 
�
	��� �������&	 �
���
	���

������
	�� ��������� 
� 	���� 	�����. 

!
������ ��	������

)�
�$�� �
������ �������� �� �
�
��� ������� ���� � 
���������� �����
	� � 	���-

�� 
 ���
	������ 
	������ 
 ���	�� ���������� �������. *����
��
���
��� �������� 
����-

���� ��

, ��
�� 
��������, ��
���
�� � ����
����
	��� 
���������� ���&	 ���: 

( ) ( )
0, ,i iS S

i l g
t x

ρ ρ υ∂ ∂
+ = =

∂ ∂
,              (1) 

( ) ( )
0,

nS n S

t x

υ∂ ∂
+ =

∂ ∂
       (2)  

2( ) ( ) lS S
S

t x x

ρρυ ρυ ∂∂ ∂
+ = −

∂ ∂ ∂
.             (3) 

)�
�$�� ������	���
��� 
��	��$��� �� !��������
	��� 
��
�:  

1,l gα α+ =                 (4) 

                                                     
1 +� ��	��� ,�� '�������� – �

����	, ������� 
��������� ��	���	��� � ��������, +�$���
��� !�
����
	������ ������
�	�	, 

������ � !. �	����	�����. 
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2 -����	����� ��� 
 ��������� – ���	�� ������-��	���	���
��� ����, 
����

��, ������&��� �������� 
��������� ��	���	��� �

��������, +�$���
��� !�
����
	������ ������
�	�	, ������ � !. �	����	�����. 
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0 ,i i iρ ρ α=                (5) 

,g lρ ρ ρ= +

34

3
g a nα π=                (6) 

!�� S  – 
������ 
�
������!� 
����� , n  – ��
�� 
��������, υ  – 
����
	�, a  – �����
 
�����-

���, iα  – ��.����� 
��������� ����, iρ  – 
��	��
	� ����.  

/����
	� 
��	��� ���
	���
�� 
��������, !�� – ��������
�� 
����$�����: 
2 0 0

0 ( ),l l l lop p C ρ ρ= + −            (7) 

0
g g gp RTρ= , 

!�� lp  – �������� �����
	�, 0p  – ��������� �������� �����
	�, lC  – 
����
	� ����� � �����-


	�, gp  – �������� !���, R  – !����� 
�
	� ��� , gT  – 	��
���	��� !���. 

��� �
�
���� ���������!� ������� ����� 
���!�	�, �	� �����
	� ��
�������, 
����
	�

���������!� ������� 
��������	
 �� ���� 
��!�����: 

, R A

da
w w w w

dt
= = + . 

���
����	� Rw �
�
����	
 ���������� '��� –0����, 
��	��	
	��&��� 
���
��� � ���-

�����!� 
������
��!� 
������� � ���!�������� ��
�������� �����
	�: 

2

0

( )3
4

2

g lR R
R l

l

p pdw w
a w

dt a
ν

ρ

−
+ + = ,    (8) 

!�� lν  – ������	���
�� � ���
	� �����
	�. 

#������ Aw �
����� �	
 �� ��$��� ������ � 
������
��� ���!����� �� 
���� �����
� a �

��
���� �����
	� � ���
	���
��� 
����������: 
0 1/ 3

g l
A

l l g

p p
w

Cρ α

−
= . 

1�������� �� ������� ���	�� 
�������� ��
�
����	
 � ����: 

( )0

0 0

3 13gdp qp da

dt a dt a

γγ −
= − − , 

!�� γ  – 
�����	��� ������	� �� !���. 

1�������� �� ��	��
����
	� ��������!� 	�
�������� 
�
�� ������������ 
����	 ���: 

0a

g

g
r

T
q �

�
�

�
�
�
�

�

∂

∂
−= λ . 

2��
���	��� !��� � 
�������� ��� �	
 
� ������: 

3

0
0 0

g
g

p a
T T

p a

� �
= � �

� �
. 

% 
����� ���	� ����������� 
���
	� 
	���� 	����� 
��	���, �	� �����
 	����� ��� �	
 
�

������: 

( )( ) ( ) ( )0
0

0
02

2
2
0

2
00 bb

b

h
Eppb

t

b
bhbw −−−=

∂

∂
−+ρ ,                  (9) 

!�� wρ  – 
��	��
	� ��	������ 	�����, 0b  – ��������� �������� ���	�����!� �����
� 	�����, 0h

– 	������ 
	���� 	�����, E  – ������ 3�!�. 

% 
����� 
����������� �������� 
	���� 	����� 
�� �	��
�	����� ������$�� �������� �


������ 
����� 	����� �

������� ������� 
� �� ����	����!� ������� � 	����� � 
������


�
������!� 
����� � ����: 

S
a

Eh
pl ∆=∆

02
. 
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"	�	����� � #�	������ �
�����

#� ������������ ����� � 
�
	��� �� !������ 0z = ������
	���	 ��
	��� ������� 
� ��-

����: 
2

*
0 *

0 *

*

/ 2
exp , 0

( ) / 6

0,

t t
t t

t t

t t

υ
υ

� � �� �−� � �∆ − < <� � �
= � �� � �� ��

>��

, 

!�� 0υ∆  – ��
��	��� 
����
	�, *t  – �����	���� 
��	 �����
	� ��
���
�. 

(� 
�������
	� ������� ��� ��
�$�� ��������� 	�
����!� �����
�

gl
l g

a a

TT

r r
λ λ

∂� �∂� �
= � �� �∂ ∂� � � �

. 

2�� �� �� 
�������
	� ������� ��� ( )0r a= ������� 
����&��� !�������� �
���� �� 
�
-

	���: 

,g l a l g

a
T T T w w w

t

∂
= = = = =

∂
. 

����� 	�!�

0 ( 0), 0 ( )
g

l

T
r T r

r

∂
= = = = ∞

∂
. 

$���	�����	��	� 
�

��	 ��	������: 

#� ������������ ��������� ����� 
��	�	�, �	� ��������� 
�����	��� 
� ������� � ����-

����	� 
���
����	 
 ����������� 
������ �� 
��	��	
	������ ��������. 

�� �������� ��

 (1) 
 ���	�� ������	���
��� 
��	��$���� (4)–(6), �
����  (7) � ������-

�� 
�������� ��
�� 
�������� (2), 
�
�� ������������ � ����	���� 
������������� 
�������


��	��$����: 

0
3

0
00

0

0
00

0

0
00002

0 =
∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
−

∂

∂

xt

S

St

a

at
ll

lllgll
l

υ
ρα

ραρααρ
α .       (10) 

����������������� ��������� (10) 
� �������; ��������� ��
���
�� (3) 
�
�� ���������-

��� 
���������������� 
� ��������	�, 
��
	���� �!� � (10). % ������	�	� 
������������� ���-

��: 

0
3

2

2

0

0
00

2

2

0

0
000

2

2

2

2

2

2
0 =

∂

∂
+

∂

∂
−

∂

∂
−

∂

∂

t

S

St

a

ax

p

t

p

C

lllglll

l

l ραρααα
,       (11) 

!�� 2bS π= . 

���������� ��������� 
�� �	
�	
	��� 
�������� 0( 0)gα = � ���������� 
������ 
�
����-

��!� 
����� ( const)S = 
��
����	 
 ������� �������� ����������. 

1������� 
���
�������!� ������� 
������� (8) � �������� �����
� 	����� (9) 
�
�� ��-

���������� 
������&	 ���: 
02 ' '

0 ' '0
0 0 2

0

4 l l
l g l

a a
a p p

a tt

ν ρ
ρ

∂ ∂
+ = −

∂∂
,    (12) 

( )( ) '

0

0'
02

'2
2
0

2
00 b

b

Eh
pb

t

b
bhb lw −=

∂

∂
−+ρ .          (13) 

1�������� 
�
	� �� : 

0

'

0
0

'
0

0

'

g

g

g

g

g

g

T

T

P

P
+=

ρ

ρ
.                  (14) 

1������� 	�
��
�������
	�: 
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)(, 0

'
22

'
0
0 ar

r

T
r

r
r

t

T
C l

l
l

ll >
�
�

�

�

�
�

�

�

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂ − λρ ,                       (15) 

' '

0 2 2
0 0, ( )

g g g
g g g

T T P
C r r r a

t r r t
ρ λ−

� �∂ ∂ ∂∂
� �= + <
� �∂ ∂ ∂ ∂� �

.    (16) 

1�������� �� ������� � !���: 
''

0

0 0

3( 1)3g g g

a

P Tp a

t a t a r

γ λγ � �∂ − ∂∂
� �= − +
� �∂ ∂ ∂� �

.                  (17) 

%�����
	
� �	
��
��

'�$���� 
���������� 
�
	��� ��������� (11)–(17) ���� � ���� ��	���&��� ��!���� �����

[ ] ( ) ( ), , , exp ( ) , ( )exp , exp ,

, ,

l g i i m

p

p a p Kx t i T T r Kx t i b b t i

K k i C
k

υ ω ω ω

ω
σ

− = � − � = � �
 � 
 �

= + =
              (18) 

!�� K  – �������� ��
��, ω  – ��
	�	� ����������, δ � pC  – 
��	��	
	����� ����������	 ��	�-

���� � ������ 
����
	�. ���
	���   (18) � 
���������& ��$� 
�
	��� ��������� (11)–(17) �


������ �� ��

����	�, �����: 

( )( )

2 2 2
0 0 00 0 0 0

2 2 2
2 2 200

0 0 0 0
0

3 ( ) 2

( 4 )

l g lm gml l l

l l lm
w

a P P bK

w EhC a i P
S b h b w

b

α αα π α ρ

ω ν ω
ρ

−� �
= + +� �

� �+� �
− + −� �

� �

, 

( )0 2 2 0
0 0 0

0

4 m
l l l lm gm

A
a i P P

a
ρ ω ν ωρ+ = − , 

2
2 20

02
( )l

l l

a T
y T r r a

r rr

∂∂ � �
= >� �∂ ∂� �

, 

( )
22

02 2 10
02

0

1 ( )
g g g

g g
g

T y p Ta
y T r r a

r r pr
γ −

� �∂∂
� �= + − <
� �∂ ∂� �

, 

0

2 2
0 0

0 0 0

3( 1)
3

g gm
g g

g a a

p TA
y T y T

p a a r

γ
γ

=

∂� �−
= − − � �

∂� �
, 

( )
1/ 2

/2
i 0 iy i aω χ= − , 

0
0

g
g

g g�

λ
χ

ρ
= , 

0
0

l
l

l l�

λ
χ

ρ
= , 

gl
l g

a a

TT

r r
λ λ

∂� �∂� �
= � �� �∂ ∂� � � �

, 

0 ,g lT T T= = ( )0r a= , 

0,
gT

r

∂
=

∂
   ( )0r = , 

0,lT = ( )r = ∞ . 

!�� lc  – 	�
������
	� �����
	�. 

&�
������ 	�	���

'�
��	� 
��������
� �� 
����&��� ������-������
��� 
�����	��� 
�
	���. %���: 
33,6 10lν = ⋅ �

2
/
, 4200l� = #�/�!·�, 310lρ = �!/�

3
, 0,6lλ = �·�!/�·


3
, 1500l� = �/
, 5

0 10p = ��. 

%�����: 
5

10gp = ��, 0,001gα = , 0,026gλ = �·�!/�·

3
, 1,29gρ = �!/�

3
, 1006g� = #�/�!·�. 2����
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����	 
����&��� !����	����
��� 
�����	��: 2
0 2 10b −= ⋅ �, 3

0 5 10h −= ⋅ �. *�	����� 	���� – 


����������	: 1200sρ = �!/�
3
, 

9
2,13 10E = ⋅ ��. 

#� 
���� 
���������� �����
	� ������	�	� ��
��	�� 
���
	������ � ���� !�������, ��-

����&��� ����
���
	� ����������	� ��	����� δ �	 ��
	�	� ω . 

1E+3 1E+4 1E+5 1E+6

1E+1

1E+2

1E+3

1E+4

1E+5

1E+3 1E+4 1E+5 1E+6

1E+1

1E+2

1E+3

1E+4

1E+5

��#. 2. �	,�#���#�- .	��,�/ #��)�#�� pC �� '	#���0 ω

1E+1 1E+2 1E+3 1E+4 1E+5 1E+6 1E+7 1E+8

1E-4

1E-3

1E-2

1E-1

1E+0

1E+1

1E+2

1E+3

1E+1 1E+2 1E+3 1E+4 1E+5 1E+6 1E+7 1E+8

1E-4

1E-3

1E-2

1E-1

1E+0

1E+1

1E+2

1E+3

��#. 3. �	,�#���#�- ��1..�2�%(�	 �	�3$	(�+ δ �� '	#���0 ω

(� ��
. 2. 
���
	������ ����
���
	� ������� 
����
	� pC �	 ��
	�	� ω �� ����������

�����
	�. (� ��
. 2, 
, � ����� 

��$�� ����  (1) 
��	��	
	���	 
����& ��

��
	������ ���-


	���
��� ���� � 	����� 
 «��
	����» 
	������, $	���
���	���� ����  (2) �� ��
. 2, 
 – 
��-

��& ��

��
	������ ���
	���
��� ���� � 	����, 
	���� ��	���� ������&	 ������������ � ���-


	������ 
���
	����. �����& ��

��
	������ �������� ���� � �������������� ���
	�����

	����� 
��	��	
	���	 
���	���� ����  (3) �� ��
. 2, �. %����, �	� � �������
	�	��� ����
	�

( Rω ω� ) �������
�� 
����
	� ���
	���
��� ���� � 
���������� 
���� ( �/c310 ), ����� ���
 

� 	����� 
 «��
	����» 
	������, ��	� ��$� ������� �����!����!� 
�����	�� �� ���� � 	�����


 
���	������ 
	������, ��	��� 
�������	 �������� �/c266 ��� ����
���
	� �	 ���	� ����-

������ ������� 
	���� 	�����. '�������� ������ 
	���� 	����� ��������	 �����	������ ��� -

�p, �/c �p, �/c 

�, c
-1

�, c
-1

�, c
-1

�, c
-1

�, � �, �

�) �) 

�) �) 

� R

1 2 1 3 

1 2 1 3 



�����	

�%#�(�� "
)*
. �%)�+ «�	�%�	���	. �%$	(��	. �����	» 18 

��� �� 
����
	� � ����������	 ��	����� 
�� ��
	�	�� ω , 
����$�&��� ��
	�	� *�����	� �ω : 

�� ��
. 2, 
 �����, �	� �����  (2) 	��
�	 ������ ������ ��
	�	� ω  = 4,43·10
4



–1
, 	���� �������, 

�� ���
	���
��� ���� � ���������� 
�
	����, ����� ���
 � ���
	����� 	�����, 
	���� ��	�-

��� ������&	 ���������� ��������, 
���
	����� 
���
� ��
��
�
����  – ���
���� ��
	�	, 
��

��	���� ���
	���
��� ����� �� ��

��
	��� &	
 . ����
� ��
��
�
���� � ��$�� 
����� 
�-


	��� �	 0,02·10
4



–1
. #���� 
� ��
. 2, 
 ����� � ����
	� ��
�����
	�	��� ��������� ( cωω >> ) 

������	 �� 
	���������� �������� ������� 
����
	�, ���������� ������������, ��	���� ����-

�� � 
����
	� ����� � ��
	�� �����
	� ( �/c1500 ). 4	�!� �� ������� ��
	�!��	 ������ 
��-

��
	� 
�
�� ������$�!� 
����� 
� ������ (1). #� ������ (3) �������� ������������ 
����
	�

�����	����� ���� – ��
	�!��	 �/c490 . 

(� ��
. 3, 
, � 
���
	������ !������, ������&��� ����������	� ��	����� ���
	���
���

���� � ���������� �����
	�, ����� ���
 � 	���� 
 «��
	����» 
	������ (1), ���
	������


	������, ������&���� ��

�� (2), ���
	������ 
	������ ��� ���������� ������� (3). "�����-

�� ������� 
���
� ��
��
�
���� �� 
���	����� ������ (2), ����	����� ����&������ �� ��
. 

2, 
. % 
����� ���
	���
��� ���� � ���������� �����
	� � �������������� ���
	����� 	�����

(����  3) ����������	 ��	����� 
�� ��
	�	��, 
����$�&��� ��
	�	� *�����	� �ω , ��������	-


 ����$� ��������, 
��	��	
	��&��� 
����& ���
	���
��� ���� � ���������� �����
	� � «��-


	���» 	����� (����  1). 

�� ������	�	�� �

��������� 
������������� 
����&��� ������: 

1) �� �������� ���
	���
��� ���� � ���������� �����
	 �, ����� ���
 � 	����� 
 ���-


	������ 
	������, ������&���� ���������� ��������, 
���
	���	 
���
� ��
��
�
���� . 

)������� ������� 
����
	� � �������
	�	��� ����
	� ���� �����!����!� 
�����	�� �� ���
	�-

��
��� ���� � 
���������� �����
	�, ��

��
	��� &���
 � 	����� 
 «��
	����» 
	������. �

	��� �� ������� ������������ 
����
	�� � ����� 
���� � �����;  

2) � �������
	�	��� ����
	� �������� ������� 
����
	� ���
	���
��� ���� � 
����������

�����
	� � 	����� 
 ���
	������ 
	������, �� ������&���� ���������� ��������, ��
������

����, � ����������	 ��	����� ������ 
� �������& �����!������ 
�����	�� �� ���
	���
���

���� � 
���������� �����
	� � 	����� 
 «��
	����» 
	������. 5 � ��
�����
	�	��� ����
	�

������ 
����
	� � ����������	 ��	����� ���
	���
��� ���� � 	����� 
 ���
	������ 
	������

��� ���������� ������� �����	����� ���� �����!����� 
�����	��� �� ���
	���
��� ���� � 
�-

��������� �����
	� � «��
	���» 	�����. 
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SOUND WAVES DYNAMICS IN A TUBE WITH ELASTIC WALLS 
FILLED WITH BUBBLY LIQUID 

Ya.R. Bayazitova
1
, I.K. Gimaltdinov

2

The paper offers a theoretical model describing the dynamics of acoustic waves in two-phase fluid 

placed in a tube with elastic walls. Radial inertia of the tube walls was considered.  

Stop band for the dynamics of acoustic waves in two-phase liquid placed in a tube with elastic walls 

having radial inertia was found. Phase velocity value in the low-frequency region is less than the phase 

velocity value for acoustic waves in a bubbly liquid in a tube with rigid walls. The values of frozen ve-

locities in both cases are the same.  

In a low-frequency region the value of the phase velocity of acoustic waves in a bubbly liquid in a 

tube with elastic walls with non-radial inertia is lower. The damping coefficient is almost the same as 

the one for acoustic waves in a bubbly liquid in a tube with rigid walls. In a high-frequency region phase 

velocity and damping coefficient of acoustic waves in a tube with elastic walls without radial inertia is 

much lower than the ones for acoustic waves in a bubbly liquid in a tube with rigid walls. 

Keywords: acoustic wave; elasticity; two-phase fluid; phase velocity; damping coefficient. 
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�������������� ������ ������������ ������
 !� �	����"��  �!� ������� � �!��� ���!����� ����1

�.�. ��������	�2, �.
. �������
3, �.�. 
�������	��4

���������	
 ����	

 ���
�����
�� ����
� �����	���	� ���	
 
�
-

�	���� � ������������ ���
��������� ����� �
 �����
��� �	
	��	����
���


�
���
 ������	
	�� ����
������-���
�����
�� �
���	��. �����������

���������
��� 
������
��� �
�
 ���� � 
	������� 
����
. ��������
 ���-

������	� ���������
��� �������� ���	������� ����
������-


���	����
�� 	����� ��� 	

�� �������. �� ������	
	
� ��������
���

��������� ������ ����
��� �����	���	� ���	
 
�
�	���� � ������������

���
��������� �����. 

�������� ��	�
: ���
��
����
� ��
�����; �����
�
�; �	��������
� �
�
-

�
�
. 

��������

������ ��	�
�	���� �
���	� ������
����
� �������� � ����� ���������, ����
	����� 
�-

�����
� ������� � �����
��� 
�������� ��	�, ������������ ����� �
����� �


�����
������

�������
� � ������� ���
	������, ����������� ���������
 
 ����
����
 �����
��
 � ����-

������

 � ���

�����
�� ��������
. �������
� ����� �� ���������, ������� �� ����� ����

���
����� 
	 ����
	� ��
 ��
� ������	���� ����
. !�� ��
����  �������� ���
 ���������, ���-


������
� 
	-	� ��
��
� 
�
 ������� ���������, 
 ���	����� � "�
� ������������
� � �������



���������������
 [1]. ����� ������ ������ ����
	����, ����
���, � ������ [2], �����������

����
	� 
���
�����
� ������������ � ������ ����
������ ���	��. # [2] 	���������� ����
�

�� ����
	
������, � ���� ����
� ��������
������ � �������
� ����
� ��	����� 1 ��. 

$�
 
���������

 ��������� �������

 � ����� ������������� ������
������� ����, ���-

������� � 
������� ��	��, ��	�
���� �������
����� ���
����
� ������������ ����, ��� ����
-

��, ����	������� ��
 ����������

 ������ 
�
 ��������� �������, ����� ������ ��� ����
. %��-

���
���
����
� ���� �����
� ������ 	����
 	���������� � ����������

 ������
���
�������

��������
� ����
�� � ���� ����� ����� [3]. $�
 "��� 
�����	����� ����������� ���������

�����, � �������� ����
� ��
�������� ���������
 ��&������ �����
��� (������������� ���� �-

�
�, �
�
����
� ������
�� 
 �.�.). '�������������� ���	����� �������
� ��� ����� ����
�, 

�������
� 
	 ��������
� ������, ��
���
������ ��
�� ����� �������. 

(���
��
���� �����
�����
� ����� ����
� � ����� �� �� ��������
�� � ������� ������-

������ �
���
�
. )����� � �����
����� ����� ����������� "�
� �������, ����
��� [4], ��

����
������ ����������
 ��	�������� ��������� ����������
�, � ����
	
������ �������� ��-

	������ – �����������
� ����
� �� ��	�����, ����
��
��� � ������������� ������� ������
. 

*����� ������ �� ��	������ ����
�� 

	
����
� 	������������
 ��������
� ��������� ��
-

����
���
� ������ � ���������, ������� ��	���
�
 �� �����
�� ��	������� �����
�����
� ��

��	��� �����
� ���������

. 

'��������������� ���� ���
� ����������
 ����� ��	�� ��, �� ��� ����� ��� � �������
-

������ ������������ ������� ���
������ ����
��
����
� ������, 
 ��"���� ���� ���������

������ ��� ������� ��
������ ���������. '� ��
���� ������ +�"�
 
 ��. 
���������
 ��������-

��
 ����	����
� ���������� An+1 ��
 ����������

 ��������� An 
 �������� A [5]. # ������ [6] �

������� ������������ �
���
�
 ��������
���
�� ��	�� ��� �����
	�� �
���
	��

 ������

� ������������ ����  ���	�.  

                                                     
1 (����� ������ ��� ���������� ���	
�
��� (,'. 
2 -��������� ,��� .��������� – ������ 

	
��-�������
����
� ����, ���
�����, ��
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, / ��-
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� ��������������� ��
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(�����, ����������� ���
����
� ������������ ����	����
� ������
��� ����
� � �������-

������ �����
�� 
	 ����
��
������ ��������
 ������ �����������-�
���
����
� ��������, 

����
�
�� �����
������ �������. # [1] �������� ���� ���
� ������������ ����	����
� �����-

�
��� ����
�� ���� ������ ����	 ����������
� "�����

 ����
�� �� ����������
� �� �������

�� ��������� �������� 
 �����, ����������� ����
������ �������
�� ���������� 
 ���������

�������
� ���� 
��������� ���������
��� ��&�����. # [7] ���� ��
������ ������ ���������
�

� ������� ��&��� ������. *
���
�� ��������
� ��������� �� 
����������. # [8] ��� ���
����
�

"�
� ������������ ��� �������
	
����� ���� ������ ��������. # ������ ������� ������� ��-

������� �������� ��
� ���������� �������
� �����
� ��������� (n > 50), ������ �
���
�� ��-

��	����
� ����� ��������� �� ��������
������. 

�� �� ���, ��������
� 	� ��
 ��
�� ����
� � ������	���� ����
, ����� ���� ��������, 

�������
 ������������ �
���
�
 ����	�����, ��� ����� ����
��, ����	������� ��
 �������-

���
��, �� �������� ����
�� ������������ �������
� ����� �������
 
	�
���� �
���
������

"����

 ������ ��
������ ��	�. +���� ����, ����
�� ���� ����� ����������� ������ �����

����������
�, ��� �
 ��	� 
 �� ���������
�� � ������ 
�������� ��	�. #�	�� ����� ����� � ��-

�
� �����
�� ����
	����� �������
� ����	��: ���
 ����� 
 ����
� ����
�� � ���� ��	�
�
�

�������� ��������� � ����������� ���
������ � ����� ������
 ������������, �� 
	�
���� �����-

��� "����
� �������������� �� ��������
� ������������� �������� �������. $������ � �����-

������ �������
� ����� ����������
� � ������
 ������ ���
����
� �������� �� �������
� �

���������� ��������
��. .��
 ���������
� ������, ��� ����������
� �� �����-�� ����

 	���	-

������, �� �������� � �������
������ �����������.  

# ��������� ������ ������
���� ������� �
���
������ �����
 ����������
 ����� ������-

��� � ������������ ������������� �����, � ��� � �������� ��������
� ����
��
����
� 	�����-

��������� �����������-�
���
������ ����

 ��	�� �� �������

 ����
��
������� ����
	� ��-

	�������� �����������-�
���
����
� ��������.  

1���������
� 
���
�����
� ��������
� 
	 ������������ ����� ������� ������
���� ��-

����� ������������ �
���
�
, ����
	������� � ������ ��� ����������������� ���
����
�

LAMMPS [9]. 2
����� �����
� 
	 ������ ��
������ ��	� (
������� �����
��� ,r) 
 ������ ��-

����� (2u). #	�
��������
� ������ ���
 ��
�������� ������
���� ����� ������ ����� (.,�-

������
����), � ������� ��
�������� ������ 
 �������� �	�
��������
�. *����� .,�-

������
�� ��
������ ��
������ �������
�������� 
�	� ���
, 
 � � ������� ��
������� ���


���������
� ���������

 ���� ������� [10]. #	�
��������
� ,r–,r 
 Cu–Ar ��
�����
�� ��-

����
���� �
�� 3������-* ���� � ����������
 � = 0,0123 "#, 
 = 3,76,. 

������

 ���������� ����
������-
���	����
�� ���	�������

� �
����� ����� «�
� ��	
��
 – ����	��� �
�» 

# ���������� ������� �
���
�
 ��	� � ������ ��� �������� ����� 
�����	����� ��
��
 �-

�
� ����������� �
���
������ ����

 ��	�� ��� ���
����
� ��"


�
����� �������� 
 �
���

����������
� [1], �������������, ��	�
���� ������, ��������� ��������� "�
 ��
��
 ��
� ���

��
���
� ��	���� ����
 � ������������� �������

. 2 ����� ������ �� ���� � ������ ���� ���-

������ �������
� ������, ���������� 
	 �����������-�
���
����
� �������� 
 ��	��������

����
�
����
� 
����� �����������-�
���
������ ����

 [11]. $��
�� �������
 ��	�� ����



�����	����
� �������� ���� ��
� �
���
������ ����

 ��	��, � �������� 	����� �� �� ����-

������ ������ ��� ����
��
������� ����
	� ������ �* ��������. 

'� �
�. 1 
	���� ��� 	��
�
����� ���
������ ����������
� �� �� ������
 Ar �� 
� ���-

�������

. 0��

� ��� ������� 
	 �������
� ������: ��������� 
 �������
	
������ ������-

�����-�
���
����
� ������� ��� ���
������ �����
 �� �������� 174,08 ��, � ������� �����
-

�
�� 5 000, 10 000, 15 000 
 20 000 ������ ������. '� ���

�� ��
������ 	��
�
����� �� ������-

��
 ������ ���
������ ����������
� Ar-Ar 	� ���� 
 ��  � �����. -�� �
��� 
	 �
�����, 	��
�
-

����� ������������ ����� ��������. '� ���

�� �������� �
�
�� ����	��� �������
���
�


����
�� y = Cx2

 ��
������ 	�����
� ��������� �. ,�����
���� �������
���� 	��
�
����


���������� ��� ����������
� Cu–Cu 
 Cu–Ar. 4��� ��"


�
��� � ��������, �� �� ���
��
��

"

���
���� �����
� ����������
� �� 
������ [11]: 
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2

2
A

CM

u N V
σ

τ
=
� �

, 

��� M – �������� ����� ������, u� �  – ������� �������� ��������� ��
 ��
� �����, � – �����, 	�

������� ���
	���
��� ������� �
��� ����������
� ��� ���

�� 
 V – ��&�� �����
. $���������

	�����
� �����
� �������
� 6,5·10
–19

�
2
������ ����������� � ������
����
� 7,8·10

–19
�

2
, ���

������� ���� ������������� 
�����	����
� � �����
 ���������
� �
���
������ ����

 ��	��

[11]. ,�����
���� �������
���� 	��
�
����
 ���������� ��� ����������
� Cu–Cu 
 Cu–Ar. -��

����	��
 �������, �


�����
������ �����
� ����������
� Cu–Cu ��� ���������� � = 300 - 


� = 1500 - ���
������ �� �����, ��� �� 10 %. %��
� ����	��, ����	��� ��	�� ����� ��
�����
�

�
���
������ ����

 ��	�� ��� �������
� ������ � ���
������ ����������
� �� �� ������
 


���������
 � ����
. 

!��. 1. ��%����#��& '��(� ��#(��#%���) Ar–Ar �� 0,15 �� #� *(#��#��� ��#�#% �
+#�� % 
'�)��.  
��
��
, – -���,� �#-�(�
#%���


 ���������� ������� ����� 
�
�	����

'�������
� 	� ���������
 ����	����
� ��������� �������
 ������������ �
���
�
 ��	��-

���� ����� ����, ��� ����	����
� ������
��� ����� ������ ��
 ��
��� ������ � �
���� �����-

�������� �����
�� ����������� ���
������ �� ����������� ����
��. $�������������� ���
�

���� �������� ����	 ��������� ����� ���	������� �����������. 2������ ����� �� ����������
�

�� ������� ������� � �����
 � �������� ���
����������� ��
���
� «�� 
�������
». !��� ��
-

���
� �� �� �
�����
������ ���: ���
 ����	������� � ��	������� ����������
� ����� ����
��

�� ����� ��

 ���	������ �������� ������
 ���������� � ������ ������� 
�
 ���������, �� ��-

�������� ����� ����
�� ����� �������� � ����������� ����� (� ���  � �����
��). .��
 ����
��

�� �����
������ �� ����� ��

 
�������� ��������, ��� ������� �����, �� ��� ����������� ��

����������
�. 

%��
� ����	��, 	��� 	�����
� �����
� ������  
	�
 ����� ��������� �� ����������
� ��

�������, �� �� �������
�� ����������� «�� 
���
�» 
 ����������� ����� ��������. )�� �
�-

����� ����� ����������
 ����������
� 	� "�� ����� � ����
� ������ �������, ������� �� ��

�����
���� 
	 �
���
������ ����

 ��	�� �� 
������ [11]: 

1 exp( )cP u t nσ= − −� � ,           (1) 

��� tc – ������� �����  
	�
, n – ����������
� ������ �������, � – "

���
���� �����
� �����-

�����
�.  

'� �
��������� (�
�. 2) �� ��
 ����
�� ���� ��� �����, ��������� �� ����	����
� �
����


	 ���� ��������� �� ��� �������, �� ��
 ���
��� – �
��� �
����� � ���
� ��������  
	�
. 

(����� �������� ��� ����������� 300 -. '� �
�. 2 �
���, ��� ������� �����  
	�
 �
���� ��-

�������� ����� 0,6 ��. '� �
��������� ������ 
�
�� �
�
, ������� ����� �� ��
������� ���-

�����

 ���� �� ����� ��
 t > tc (��. ������� �� �
�. 2). $��
��� ���
� "�
� �
��� �� �� ��&��-

�
�� �������
� ����	��: ��
 ����	����

 �
���� ����� ���
����
�� ������
� 
�
 �������
�

������ ���� �����
������ ����� 
 ����� ���
����
� � ������ ��
�������� ������
� ������. 

%���� �� ��� �������
� �
� ������������� 2, 3 
 �.�. ������ ��������.  



��������	� �.�., �������
 �.
., �����������	�� ������ ����	��
���� �����


�������	�� �.�. ��� ��	������ ���� ������� 
 ����� ��������� ����
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)��	�����, ��� ������� �����  
	�
 ��������� ���� 	��
�
� �� ���
������ 
�������� ��	� �

��&��� 
 ����������� � ����
���
�� �����������. 4��
�
����� �������� ������
  
	�
 �
����

�� ������� ����������
� ������ �� ������� �� ����������� ����	��� �� �
�. 3. $������ �����-

��� �
�
� �� ���

�� ������������ ����� "��������
������ �������
���
� 
����
��  

0 0exp( )y y A R T= + ⋅ .         (2) 

!��. 2. !��*
�-�(���� -���
#% *# %
����� �� �./���%#%���
 #� �#����� ��#(��#%���
 -# 
��*�-�

-�� �
��� 
	 �
�. 3, 	��
�
����� ������
  
	�
 �
���� �� ����������� ������ ��
������-

�� "��������
������ 
����
�� (y0 = 23,76 ��, A = 25,28 ��, R0 = –1,53·10
–3
-

–1
). %��
�  � 	��
�
-

����
 ���
 �������� ��� ����
�, ��������
� �� 15 ������, 
� �� �� 
�����	����� ��� �����-

��� ��
	������� ���������� � �������
�� ��	��
���
�
. 

!��. 3. ��%����#��& %
����� 0���� -���
�
#� ���*�
��.
, �
�-,

!��. 4. ��%����#��& �#(�'���%� -���
#%
� -���,� %
������ 0����

!	��
������� � 
	��
�� ����	���� �
�
: "���
	�����	� �	���
 	���


�	 ���������	� �
��� 
�
�	����

2������ ������� ��� �� �����
���� �� ��������� 
 �����
������ � ��	���� ����� ����� ����-

������
� � ������
 
�������� ��	�. '� �
�. 4 �� ��
 ����
�� ���� ��� �����  
	�
 �
���� ��

����������
� �� �������, �� ��
 ���
��� – ���
������ �
����� � "�
� �������� (�������) 
 ��-

������������� ������ ���
������ ����������
� � ������
 ������ (������), ���� ����� �� 100. 

(����� �������� ��� �����
, ����� ���� 5 000 ������ Cu 
 20 000 ������ Ar. $�������� ���


���������� 0,3 ��/�
3
. -�� �
��� 
	 �
�����, �����  
	�
 0,6 �� ����������� ��
��
	
������ �

3 500 �
�����, 
	 �
� ��������
�� 	� "�� ����� � ������� ����� 25. !�� �	������, ��� ������

��
� �
��� 
	 140 �������� ����������� � ������ ������. 2 ������ ���
������ ������ � ��������

"�� �

�� ������ 
	-	� ����
���
� "

���
����� �����
� ����������
�, ������ ������� ����	�-

�
, ��� ��� ��������� � n < 15 �
��� ����������
� � ������� 	� ����� �����������
� � ������

���������� � ������� 0,01 �� �������. %��
� ����	��, ��� ����� ��������� ����� ������� �����-

�����
��
 � ������
 
�������� ��	� ��"

���
���. 
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#

�$�����

$� ��	�������� 
���������
� ������������ �������
� �����
�� ��
���
� ���������� ���-

����

 � ������������� �����
��: 

1. �������
 ������������ �
���
�
 ���
������� ������� �����  
	�
 ��� ����� ������-

��� (n < 50), �.�. ����� �� ������� ��������, �� �	�
�������������� � ����
�
 ����
���
. -��

����	��
 �������, "�� ����� �� 	��
�
� �� ��������
 ����� �������, �
 �� ��������
 ������, ��

	��
�
� �� �����������. 4��
�
����� �� ����������� ������� �������
�
������ 
����
�� �
��

(2), ��� ��	���
� ���
��
�� ������� ����� ��� ����� ����� ������� �����������. 

2. -��
������ ����������
� Nij ����
�, ����� ��
� i 
 j ������ �������, ���
������� 
	 ��-

���������-�
���
������ ����

, 	��� ����������
� ����
� 
 "

���
���� �����
� ���������-

�
�. 

3. *�� ����	�����
��� ��������� �����
�������� ����������� P ����������
� � ������
 ��-

����� �� ��������� 
��������, ������ �������� ������
 ���  
	�
, 
�����	�� (1). %���� ����

����	������� ���������, ������ P·Nij, ����� ����������� � ���������� �����, ��������� �����-

����� �� ����������
�. '� "��� "���� 
���������
� �������������� ���������� ����������
��


� ����
�
 �����
 ���������
. 

4. )������ ������� ���������

 �� ����������
 ����� ��������� �� "��� "���� ����������-

���� ����������. *�� �����
 ����������� �� �����
� ������
��� ��������� ������� �������


������
������� 
���������
�. 

%�	��
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STATISTICAL ANALYSIS OF ATOMIC COLLISIONS DURING METAL VAPOUR 
NUCLEATION IN NOBEL GAS MEDIUM1

A.E. Korenchenko
2
, A.G. Vorontsov

3
, B.R. Gel’chinskii

4

The dynamic evaluation of cluster growth probability in supersaturated non-equilibrium medium by 

statistical analysis of molecular-dynamics calculations was made. The molecular dynamics simulation of 

copper vapour condensation in argon medium was performed.  The possibility of using kinetic molecu-

lar theory relations for non-equilibrium conditions was tested. The results show that the number of colli-

sions and scattering cross section agree well with classical values for Ar–Ar, Ar–Cu and Cu–Cu pairs. It 

was found that the mean lifetime of small clusters (n < 15) does not depend on density of Cu and Ar but 

it depends on temperature. The research resulted in a new algorithm of cluster growth probability. 

Keywords: metal clusters; nucleation; molecular dynamics. 
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	�� 532.612 

��������� ������������ ���	������� ���� ���!
�����! ��"�� �� �� #�#	�$�! "�������1

�.�. ��������	�2, 
.�. �
�	��3

����������	 
�������	, 
��
������� �
����� 
�
������ �
�������


�
�������� � ���������� ����� ������� ������� ��
��. �������	

���������	 �������	� �������
���� ������	� 
	�������	� ���������

��
�� 
����� ��������, ������� �� 
���������� ��������������


�
��������. ������ ������ ��� ������
 
���������� ����
��� ���� �

�����
������ ���� ����� �����. !�����	 ���������	� ������	 ��� ����


��
	� ����
�	� ��� ��������� 
 ����
��� ���
�� ���������. "��
�����

���
����� ����������
 � �������	�� 
 ���������� #��
�����������	��

����	��, ������� �������� 
�������������
���. 

�������� ��	�
: �	���
�	���	� �
�������; ����
��	� �
�������; ���-

�	���
���
; ���
�
� �
���; �������	� �	�����	�
���. 

$
������

� ��������� 	
��� ��	
����
� �������	��������� ����
�� ����������� 	 ��������� ���-

���
 «����� �� ��������». ��� ������� �������	�� 	 ����������� �����������, �
�	��������

�� ��
����
� �����, ����	������� ����� ����
���� ����� ������������� �������� (���
���
, 

�
	�
���� �
�	�) [1]. �
�	���� �
����������� ��	�� 	� �������� ������ �	���� ������


«���
������ �� ��������» 	 ������	� ���
�
�����
� ��� 
���� ���� �
������ �������
�� ����-

��
����
 	 �
������ ����
���� �� �������� ���������� ����� � ������������� [2]. !�������

��������
�� ��"������������ �
�������� �	�����: 	 ��
����� ������, ��� �"�������� �	�
�
"

��	�
"������ ����
����� ��������
" �� ��" ������, 	 ��"�������" ��������� �����"  ����-

�
" ���

���. � �
�	�������� ����	��" 
�����" � ������� ������� ����� �� ������ ������ [3]  

� �	�
��� ��	�
"����� [4], ������ ����� 	��
 �� ���
������� ��	�
"����� [5]. 

#
��� ����, �������	���� 	
�������
" � �	�����
" ��������� ������� ����� �����

���������������  �������, 	 ��������� ������, ��� 	������� �	� 	���
" �������: ��	������

�	������� ��	�
"����� �������� � ������� �
�"�� ���� ��������. $��, 	 [6, 7] �
�	���� ������-

�
� ����� ��������
" 	
�������
" ��������� 	������ ����� � ����
���� �����
� �� ���-

�������� ����. � [8] �
�	����� ������������� 
������  ����� � ����� ��������� �������� ��

	��
�
����� ��������, ����� ����	�� �� �
�"�� ��� �
����� ����
	�����  ��
������ %����-

�� [9]. &��
���� �	������ ����� 
� ���� 	 ���� ������ �
������������ �
���
���������� ��-

�������� ����������� ���� �� 
�	��	������. � [8] ���� ���, ��� ����� ����	�� 	
 
	��� ���	-

����� �
���� �� �
�"�� ��� �
����� � �
�	���� � ���
���������� ����
�� ���� ��� ���������

��������� ��������. #���� �� 	��
�
����� �������� ���
���� �������	��� �����
��������-

��, ���
���
, 	 [10], 	 ����" �
����" ������" ����������� �
��	��� ���� �  ��
�������� �
���-

�
 
� ����. '	��

 ��������� ��
��
�	���� ������" �
�	���������-�������
�
" 	���, � ��-


��� �" �����	���
� ������
 �  ������
�	��� ��������� � ��	 � ���������. (� ������
 �
��

����
�
���
�	��
 	 
����" ���
�� ������
���� ���������
�.  

!�����  � �
������� �������	����� ������� �������� ��������� 	��
��
: ����	� �� �	�-

��������� "�
����
������ ��)���� «�����–��������», ��� �� �� � ��������� 	����� ��	�
"��-

����� ���������, ����� ��� ���������, ��������� � 	� ����� ��������? #
��� ����, 	�� � 	���-

�
� �	��
�� �������
� �������	���� ��������� ����� �� �������� �
�	����
 ��� ��	� ��"

��������� 	 �������	�� ���
 ������� � ��� ������ ����������� 
������ ����� �����	����.  

*��� ��������� 
����
 ������� 	 
� 
������ �
��
������� ������, ���������� ������� ��-

	������ ����� 	� ��� �������� �� ������� ��
� ��������� ��	�
"�����, 	��
�
����� � �����

���������� (������ ������
" ���������) 	 �
������	�� ���� ������� � � ������ �������	, �	�-

 ���
" � ����� �
� ����������. 

                                                     
1 (����� �����
���� �
����� (++, - 13-03-00918. 
2 #�
������� '��� .	�����	�� – �����
 �� ���-�������������" ����, �
������
, �����
� ������ � �����
�������, /���-

0
������� ������
��	���
� ���	�
�����. 
   E-mail: korenchenko@physics.susu.ac.ru 
3 ,����	 1���� &�
���	��  –  �	������� ����
���
��� �� ������" �������	����, /���-0
������� ������
��	���
� ���	�
�����. 
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1. %������������� ������

� 
����� 
������
��� ������� �����, ��-

�������� �� ������� ��
� ��������� ������-

�� (
��. 1). 2������� �������
��� 	 ���
�	��-

��� �	��� ��
���� � �������� ω � ����� ��-

�������� �, ��� ��� �� ��������� 	 ����
���
-

��� &! ����
	����� ��� ( ) sinsz t A tω= . 2
���-

�
 ��������� ��� �������: ρ  – ���������

��������, ν  – �������������� 	� �����, lgσ , 

gsσ , lsσ  – �����������
 ����� ���� ������-

��� �� �
�����" ��������-�� , �� -�	�
���, ���-

�����-�	�
��� ����	����	����. ,�������� l, g � s 

��� �����
 ������, �� �	�� � �	�
��� �
��
. 

1.1. "���������� ������

3
 �
���������� 	�
�
�� ��������� �
����������� � ��������� ����� � �������" 	 ���: 

• �������� �	������ �������	���� � �����������; �
��������� ��� � ������, ���

	
������� ����	�� R cω << , ��� c – ���
����  	��� 	 ��������, R – 
����� 
�	��	������

���
������� �����; 

• 	������ �� � �
����
����� ����; 

• �
����
����� ����
����� � ��	�
"����� �����, �.�. ��� ����"�������� 
������
�	���

�������� �
����
, �	� ����� � ����
�� ����
; 

• ��
�� ����� ����� ���	�� ������
��, ��� � ���� ���
���� � ��	����� 	 ���; 

• ����� �
����
��� �����	
�������� 	���
� �����, ��� ��� �������� ����� �������

� ���
��������. 

1.2. &������ ���
����� ���������� � �������	� ����
��

�	���� ������� ���
����� � �����, 	 ����
��  �������� �����	���� (��. 
��. 1),  

{ },r zV V  V=
�

 – 	����
 ���
����, p ���� �
�	
����� ��	����� ���  ���
������������ 0P , 

�.�. 0p P P= − , ��� P0 – ���
������������ ��	����� 	 
�	��	����� �����, ��
��������� ��
�����

( ) ( )0 lg 04P z K z= ⋅− , ( )0K z  – �
�	� �� 
�	��	����� �����.  

$���� �
�	����� ��"
������ 	�����	� � �������� 	 �����
�������� ������� �������  ���-

����� 	 	���

( ) 2

2

1
sin ,

V A
V V p V t    

t

∂
ν ω

∂ ρ ω
+ ⋅∇ = − ∇ + ∇ +

��

� � � � � �

               (1) 

0.V∇ ⋅ =
� �

            (2) 

0���	�� �� �
����� ��������-�� lgS  �������� ���: 

lg
lg·T·

S
n n Kσ=
� �

,     (3) 

lg
·T· 0

S
n τ =
� �

,               (4) 

 ���� ( )Tij ij i j j iP u x u xδ η= − + ∂ ∂ + ∂ ∂  – ��� �
 ���
������, { }0, 0,A A=
�

, η νρ=  – ��������-

���� 	� �����. 0
�	����� (3) �
�����	���� ����� ��
���� 5������, � (4) � ������, ��� ��������-

�
� ���
������ �������	���. � (3) � (4) �
����� «��������–�� » �
������������ ����������

������ � ��	������. 

6
�����
� ����	�� �� �	�
��� ��������  �������� ���: 

ls ls
   0,  0.r zS S

V V= =            (5) 

1������� ��	������ ���������� ����� ������� 	 
����� ���������� ���������

1)  1 constr =  – ��������
� 
����� ����� �����	����,    

2)  0 constθ θ= =  – ��������
� (
�	��	���
�) ��������
� ����.   

#��. 1. ��'�(�
 ��)*
 
��)%*�+����
 �� ,�-
�-

./(�0 +%
��%���*1�%0 )%2*%'��. "%������ )%-

*%,��� %��,%+% ��3���
 ��)*�

(6) 
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7���� 1r  – 
����� ����� �����	����, 0θ  – 
�	��	���
� ��������
� ����. 

0
�	����� �
�	����
 � �� 
� ��
��� ��
�� ���, ��� 	�� ������
� 
� ��

 �������
 � 
�-

����� R, ���
���� – � 0u Aω= , ���
������ – �
2
0uρ � 	
��� – � 0R u . %�
����
�
�  �������

��
����
�	 �������� � ����
���� �������� � �� 
� ��
�
" �
���
��	  ����� �
�	����
 	 ���-

���� 1 � ��������
 	 ������ 3. 

1.3. !������	� ����
��  

2
���������, ��� �
� 0t < ����� ��"������� 	 ��������� ������������ 
�	��	���� � 	 ��-

���� 0t = �������� ������ 	��
�
�	���:  

0 :        0t p= = , lg 0S S= , 0V =
�

,  

��� 0S  – ���� 
�	��	����� ��
�� ��	�
"����� �����. 

2. '������	� �����	

8�������� 
������ �
�	������� ������� ������
" 
� ������, ��� ������ �	����� ��
�	��-

��
��� �����. &������ ����� �������� ��  m 
�	�
" �� ������� ��
� �������
" ����	. +�
��

����� ����
	����� �����	��� { },  1, ir i m= � { },  2, +1iz i m=  (
��. 1). !��	����, ��� 1 0mr + = �

1 0z = . 7���� �
�� 	������� ������� 	�
�������
�� �������, �
� ���� ����"����� ����������

����	��, ����
 ��
��
 �
���������
" ����� 
� ������ �� ���������� ����� ��� �� 30 %, ���

����"����� ��� �"�������� 
������. 0
�	����� (1)–(6)  ����
	����� 	 
� ������� ��
��. 2���-

������ ������� �����
�������" �
�	����� 
������� ������� 6�����. (������ �
�	������� 	

��"� ������ 
���������� � �������� �� ��������� ������: 

9  ��	����� � ���
���� 	 ����� ��"������ 
������� (1)–(5). +�
�� ����� ��������� ��� ���-

��� �� ���� ������;  

9 ��
��������� ��	�� ��
�� ����� �� ��
�����: 

lg
,    2,  ,

t t t
i i Srr r t iV m+∆ = + ⋅ ∆ =

lg

,    2,  1
t t t
i i Szz z t iV m
+∆ = + ⋅ ∆ = + . 

(����� ����� �����	���� ��
��������� � ����	�� (6) �� ��
�����

1) 1 constr = ; 

2) 1 2 2 0ctgt t t tr r z θ+∆ +∆= + ⋅ ; 

9 ����� ��
���
��	����� 	 ����	����	�� � ��	�� ��
��� �����.   

(�����
 �
�	������� ��� 
� ����
" �
���
����	���
" 
� ������ � 	
�����
" ����	, �

�
�� �������� �� �	������ �� ��
����
�	 ����� 
������. '���
��� �
� �
������
�	�� �
�	��-

���� � � 	����
� ������������� 
������� [11, 12]. 2
��
���
 ��� 
������ �
�� �������
 ��

� 
�� +�
�
�� � 
����
�������
 � ������ �	����� ���������� MPI. �
�������� �
�	�������

�� ����
��������
� $!(:'1! (/0
60). 

4�-*�5� 1
6��3���
 )�
����
%, 
��3��� � -��
����
�7� ��
����
�����  

(����� 
�	��	������ ���
�������

����� R, �
310− #������������� 	� ����� ν , �

2
�

–1 610−

'�������� ��������� ������� A, 

�
410− 8������ ��������� �������� ω , �

–1
400–3500 

2�������� �������� ρ , ��·�
–3

1000 8���� (��������� 0u L
Re

ν
= 4 – 35 

2�	�
"������� ���������  lgσ , 

:·�
–1

0,073 8���� ;����
2

lg

gR
Bo

ρ

σ
= 0,14 

(� ����� ����� �
" ���������

ls gsσ σ− , :·�
–1 0 8���� ����
�

2
0

lg

u R
We=

ρ

σ
4 210 10− −−

:���
 ���
 ���������  l 2, 3, 4 
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3. (��������� ����������


7������� �� ������" ��
����
�	, ������ �	���
" �
� 
������  �����, � ����	����	����"

�� 
� ��
�
" �
���
��	  ��� ��
 	 ����. 1. #�� 	���� � ������
, ��������� ��������� ���-

����� ����, ��� ��� ��������� ������ ������
� ������ ������
. 8���� (��������� ����� ����, 

�����	�������, 	 ����� 	� ������ ���� ������
�
� �������. 7������� ����� ����
� ��� 
	���

�� ��, ��� �
� ���������" �� ����� 
� �

 ��	����.  7������� ����� ;���� ���� 
	���, ��� �

�
�	����������, � ��	�
"������� ���
 ����� 	����� �� ������� 	 ����� � �� ��
��.  

:� 
��. 2 �
�	����
 ����������-�������
� "�
����
������ 	
�������
" ��������� �����

��� ������	 ����������� ����������� ���� �  ��
�������� ����� ��������.  !�� �
�	
� �
��-

���	���� �����  �	�������� �� 
� ��
��� ��������
 ��������� ����� 	 	�
���� �� ������


	��
���� ��������. #�� ���� ��� �
�	����� � 
� ��������� 
����
 [13], �������
 ����	 �� �
�-

����" ��	������ � �����	���
�� ��������� ����� ��� ����	����	����" ��� ���������. 

(� ������
� ������
 ��������� � ��������
� ��������
� �����  (I) ���������� ��������, 

��� ��� ��������� �  ��
�������� ������ �������� (II). � [10] ����� ��	�� ������ �
� �������-

	�� �����
����������, � ��� ��� �������� �
�� �
�������� ��
���� ( ) ( )II I 2 1 2 2l lω ω = − − , 

��� Iω � IIω  – ���� 
� ������
� ������
 	 ������ �	������ �	�������� �  ��
�������� �
����


�
�"�� ���� ��������, l – ����
 ���
. :���
� ��� ��������� ����� ��	������ � ��������� ��-

������	 5�����
�, ����

� �
�� �������
 (����� �
� 
������  ����� � ���������" �	�������

����� 	 [12]. � ����. 2 �
�����	���
 �������
�  ������� II Iω ω . #�� 	���� � ������
, ������-

�
� � �����
���������
�  ������� ��� ��  ����� �����, ��� ��� 
	��� �� "�
���� ��������


�������� �"��
.  

:� 
��. 3 ���� ��
 ����	���
� ���� ���
����� 	 ���	�� ������� �����, ��������
� �
� 
�-

 ������ ��� �
�" ��� � ��������
� ��������
� �����. 1���
 	����
�	 �� 
������ ��������
�-

	��
 ���, ��� ��������� ��� 15:5:1. #�� 	���� � 
������, �� ��	�
"����� ����� ������	��� � -

�
 – �����, ��"�������� 	 ����� �
� ���������" (�� 
������ �������
 ��
�
�). (���������
�

��������� � ��	 ������	���� ��	������ � �����
���������
��, ��������
�� 	 [10].  

) 2a  l = ) 3b  l = ) 4c  l =

#��. 3. �+�%,���%� )%*� ��%
%���0 2*
 ���8�� �%2 � )%��%
��7� �%������7� .+*%�. 
"%������ )%*%,��� %��,%+% ��3���
 ��)*�

#��. 2. ��)*��.2�%-3���%��
 ��
����
������ ,7�.'2���7�
�%*�-���0 ��)*�; I –  )%��%
��70 �%������70 .+%*, 

 II –  ���
�)*����
 *���
 �
��9���%+% �%������

4�-*�5� 2

���%8���� II Iω ω 2*
 �%2 �%*�-���0

:���
 ���
 2l = 3l =

�����
�����

[10] 
1,5 1,25 

(�����  

[��� 
�����] 
1,509 1,237 
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4. $	
��	

� 
����� �
�	����� �������	���� ��	������ ������� ����� �� 	��
�
����� �������� �

������ �
�	������, 	� ����� � ����	�� �� �
�"�� ��� �
�����. 2������
 ����������-�������
�

"�
����
������ ��������� 	�
���
 ����� �� �������� ��� 
�����	 � ��������
� ��������
�

����� �  ��
�������� �
�"�� ��� �
������. (� ������
� ������
 ��	������ � �����	���
��

��������� ��������� ����� ��� 	��" � �����
" ��� ���������. :���������� ��
��
�	���� 	

����� ������" �������
�
" 	���, 
����������� � ��	 � ��������� ����

" ������	���� ��	��-

���� � �����
���������
�� ����
��, �������
�� 	 ����
���
�. 

2
�	�����
� 
�����
 � �
�	����� �� 	����� ������� 	
	�� � 	� �������� ������ �	����


� 
�������
" �
��
��� ��� ��������	������ �������	���� "�
����
����� ������
 «�����-

��������» �
� 
� ����
"  �������" �� ���-"��������" ��
����
�	 �������� � ����
���� ���-

�����. 

'	��

 �������
�� �
��. �.2. ;�������  � ���� ��� ���������� � 	������� � 
�����. 

)���������
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NUMERICAL SIMULATION OF A VIBRATING SESSILE DROPLET

A.E. Korenchenko
1
, D.S. Isakov

2

The software enabling the description of behavior of a free surface and a contact line of a sessile 
droplet was developed. Linear forced oscillations of a viscous liquid droplet placed on a horizontal vi-
brating substrate were investigated numerically. The problem was solved: (1) for the pinned contact line; 
(2) for cases with constant contact angle. Resonant frequencies for the three first basic modes were 
found. The numerical results showed good agreement with the ones found in the literature. 

Keywords: surface tension; interphase tension; hydrodynamics; sessile droplet; computer simula-
tion. 
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	�� 535.14, 535.51 

��������� �����������-������ �������� � �	!����
���������-��"������������#� ��"����1

�.�. ������	
�2, �.�. 
	��	
3

���������	
��
	� ������	� ������	��

 ��	������ ������	�� �

����������� ������
	� 	������
���	�� ����������	��� ����������� �

�������	�� ����	��. 

�������� ��	�
: ���
;  	����
��
�� �	��
�; 	�������	� �	�	�
	; �	�	-

�	�������� �
���; 
�	�
	�	�
	-�	�����	�


	� ������
��. 

�����	��

�������� ���	
	� ����	
����	�	� � ������ � �	�
��
�
��� ��������� ����	�
����� 
��-
�
	
	�	��	� ���	���� ����
������ ���� �
��������� ����	 
���� [1, 2], � ����
�� ���� �	�
	-
���	��� ��������, ��� �������
������	 ����� � 
�
������� 
���
	
	�	��	� ����
������ ��	-
�� ����������� 
���	
 ���������� �����. �����	���	 
����� ��������, ��� ���	�	��	 
��-
�
	
	�	��� ��������� ����
������ � ���	
	���� �	�	��� ��	����� ������ �������	� ���	����


���	
 �	
	����� [1, 2] � ��
�� ���������� ����� [3]. 
 
���� �������� ������ � ��������� �	����	�
����� 
���
	
	�	��	� ����
������ �� �	-

�	��� ����� �	 
������
�������. 
!	��� 
����� 
����� ����	��� "���	
��	�������� 
	�������� �	��
� �����	��� ���	
����

����� � ��
����	��� ��������� �	����	�
����� 
���
	
	�	��	� ����
������ � ���	
	����

�	�	��� �����.  

�����
������� ����	���	�� ��
��� ��	������ 	���	����	�-����������		��� ������	��

��� �	�	
���� �	�
��
�
��-����
���������� � ���	
	���� �	�	��� ����� � ������#	� 
�-
���	 ��������	��� �	��
 ���	
�	
	��������� ����	��� ���	�. 

$
� ���	
�	
	�������� ����	��� 
��� ������ � �
�������� ���	����������, 
������ ��
����� ���������	����� ��
�
��� � �
����������� ��
����
��� ����
�����	� �������	 ���	 ��-

	� ��������� ����	�
���� [4]. $
� 
�����	��� �
	��	�� ����� � ��	�� ���	
�	
	���������
����	��� ��
	� �����
����� ���		 ������� ��
���� 
���
	
	�	��� ����
������ � ���	
	����

�	�	��� �����. % "��� �����	 
	������
��#�� ����� � ���	
	���� �	�	��� ���������� ����-
�	�
���� �	�
��
�
�� ����
���������. 

$���� �����	����	 �������
� ���	
�	
�
��#�� ���	� ����������� ��
��	�����: 

( ) ( ) ( )1 01 2 02 2 02, , .i i� i i
x y x y x yE E e ie e e E E e ie e E E e ie eϕ ϕ ϕ−= + = − = +

&
	�� x y,e e  – 	
������	 �	���
�, ���������#�	 �
����
��
������� �����, � – 
������� ���

�
���� ����� �������	���� 
��� 

����, 01, 02, 03E E E  – �������
� ������, ������	�� ( )exp ilϕ

�������	� �� �
��������	 ���������	����� ��
�
� �� ������ 1l = ± . ��� �������� ��������� ��-
��
������ 
	������
��#	�� ���� 
��������� ����� ����	��	 �����	������ ��
��	�
� �: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2 2
01 02 01 03 03 02 01

22
01 02 03 01 02 03

2 sin 2 2 cos 2
.

2 cos 2

E E i E E E E E

E E E E E E

ϕ ϕ
χ

ϕ

� �− Γ + − Γ + − +
� �=

+ + + + − Γ
   (1) 

%	������ χ �������	� ����� ���� ������� ������� ��� "������ ����
������ � � ���� "����-

�������� ����
������ � ("������������ tane ξ= ) [5]. 

                                                     
1
'���	
�����	 ������	�� � 
����� 
����� �� �����
���� (����
����� )* 888 �� �	�	 +2014102-,&.

2 -��
����� .������ ����
�	��� – 
����
 ������-���	�����	���� ����, �
��	���
, 
	��� �����	����� �������	��, /���-
0
������� ����
�
���	���� ����	
���	�, ���	
��#�� ����
���
�	� �	���	���� ������, '������� "�	��
������� 0
 )�.. 
   E-mail: kundikovand@susu.ac.ru 
3 $����� '��� '��
	��� – ���
�
�� ������-���	�����	���� ����, ������	��, ���	

� ������ � ��	��
�������, /���-0
�������
����
�
���	���� ����	
���	�, ���
��� ������� ���
�
��� ����
���
�� �	���	���� ������, '������� "�	��
������� 0
 )�.. 
   E-mail: popkovii@susu.ac.ru 



������	
� �.�., ��������� ��	��	�	��	-�	�����	
���	�	 ���������

	��	
 �.�. 
	�	�	��	-������������	���� ���	�	�

2014, �$� 6, % 4 33

'� ��
��	��� (1) ��	
�	�,  ��� ����
���������	 �������� �����	����� ����� ��
�� �����	��
�� �	��
	� ��
��	�
�� – 01 02 03, ,E E E � ,, ����
�	 ����� ���	������ �	�������� 

�� �� 

���. 

���������	
��
	�� ���������� ��
��� ��	������ 	���	����	�-����������		��� ������-

	��

��� �����	��� �	�
��
�
�� ����
���������� ����� �	��
�� ���	
�	
	��������� ����	���

�
	� ��	����� ���	� �������������� "���	
��	�������� ���������, ��	�� ����
�� �
	
�����	��
�� 
��. 1. 

���. 1. ����� &����$'�� ()
 *$)&+���
 ��$(�$
$(�$ *$)

��$'���$,$ ��)&+���


$���� � ���������	���� ��
�
�� 1l = ± �	�	
�
������ ����	 �
����
	��� ��
����
�� ��-
��
���������� ����� ,����� �	
	� �����	���	 ������� �	��
��, ��������� � 
����	 [4]. '�����-
�������� ������
���	 �����	���	 ������� �� ����	������ �
����	� �������	�� �
	����	���, 

�
����� �	

�	���� ������� r = 4,5 ���, 
������ �	�
� �������	�	� �
	����	��� �	

�	����
� �������� 1n = 1,7·10–3. 

2��	��� ����
��������	 �����	��	 He-Ne ���	
� � 
����� ����� 3 = 632,8 �� � ����#��

	���	����� ������� ���� 
��
	�	�� �� 
�� �����, ����
�	 �
���������� �	
	� ����
�����
�
(�
���� ,����). $
���� ,���� ���� �
�	���
����� ����� ��
����, ����� � �	
��� � ���
��
��	�	 ��	��	���� �
������������� ���	���� ����
������. -��
�� �� ������ ,����� �
���
��
�	
	� ��������� ������� ��������� 4λ . ������ ��
	��� ���	���� ����
������ ��� ����
�	�

����� ��
����, ����� �
� �
����
	��� ��������� �	��	
���������� ��������� �����	��	 �
�-
��
	���� ��
����
��� ����
������, 
�� �	
���� ����� � = +1, � 
�� ���
��� � = –1.  ���		 ����-
�	��	 ������
������� ���
���4	������ � �������� 
��������	� f = 1,5 �� �� ��
	� �����	���-
�� �������. %���
��� ���
���4	���� ��	� �������	 
��������	 f = 6 �� � �������� ��������
�������
������	 �����	��	, ����
�	 ���	� �
���������� �	
	� ����
���������� ����	�� (��
-
����
��� ���������
), ������#�� �� ��������� �	��	
���������� ��������� � ����
�����
�. 
������ ����
���������� ����	�� ��
	���� �����	��	 � «�����» ����
�����	�, ��
	
��#		
	
������� 
��������� � ��������� ��������� ������ �����	��	 �� «���	�» ����
������	�. $�-
��	 �
����
	��� ����
���������� ����	�� �����	��	, ���	
�		 �� �������, ����������� ��-
�	��� ����
��������	 � ��	�� 	
������� ���������	���� ��
�
. 

5���� ��
����, ���� �����	�� 
�� ����� � 	
������� ���������	���� ��
�
�� �
�������-
������� ����� � �
����������� ���	���� ����
�����	�. ��� �����	��� �	�
��
�
��-
����
���������� �����	��� ��� ����� �
���������� �	
	� ��������� ��������� 4λ . 5�� ���

���	���	 ����
������ �	
���� � ���
��� ����� ���� �
������������, �� ����	 �
����
	���
��������� 4λ ����� �
���
	���� ��
����
��� ����
������ 
����� ������. $
� ���	
�	
	�-

������� ����	��� ����� ������ 
	������
��#�� ����� 
���	� ��	�� ��	����	�
����� �	�
-
��
�
�� 
���
	
	�	���� ����
������. ��� �����	��� �����	�
����� �	�
��
�
��� ����
���-
��� ���	����� ���� α �
�	������ ��
����
���� ���������
� �� ���
�� ��	�	, ��� ���������
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�������� "�������	��� ����
��������� �����, ����
�� ����	��� ���	
������	� 
��� ��
����
-
��� �
���������� ����
��������� ������ 
�������� ���	���������. '��	�	��	 ���� α �����-
���� ���	���� �������	����	 ���	��������� "��� ������. )������� ��� �	�
� �	
��� ������ �

���� �������, �����	����� �� ���
�� ��	�	 ���	
�	
��	�
�, ��
������� ���	�	��	� �����	-
���� 
���� ���� �	
���� �����. 

)���
	
	�	��	 ���	���������, �����	���	 � 
	�������	 ���	
�	
	���� �
	� ��
����
�� ��-
��
��������� ������ 
�������� ���	���������, �
	
�����	�� �� 
��. 2. .� 
���
	
	�	��	 ��-
�	��������� ���	�	�� 
����������	 "������ ����
������ (
��. 2). 

�) �) 

���. 2. ���*
�(�)���� �������'�$���  � *$)

���-�� ' *$*�
�+�$� ��+���� ���)�(&��$,$ )���
�$,$ *&+��: 

�) 1 2 36 /5, 1, 1, 0� E E Eπ= = = = ; .) 1 2 30, 1, 0,8, 0,2� E E E= = = =

5���� ��
����, "���	
��	������� �
�
	�����
�
����� ����������� ���
���� ���	
���

������ � ��
����	��� ��������� �	����	�
����� 
���
	
	�	��	� ����
������ � ���	
	����

�	�	���.  

��
���
���
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GENERATION OF INHOMOGENEOUSLY POLARIZED RADIATION 
BY FIBER INTERFERENCE METHOD 
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Experimentally implemented method for generating radiation with controlled distribution of the po-
larization beam cross section . The method is based on the addition of the interference of three circularly 
polarized laser beams of varying intensity with unit topological charges. Generation method of inho-
mogeneously polarized radiation allows to control the distribution of polarization of the beam cross sec-
tion. Basic advantage of this method is the ability to generate an axially asymmetric polarization distri-
bution in the cross section of the beam. 
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����� ������������ ��������� �������� ������
� 	!������ ����� ������"������ #������������
��������� � �������	$ - � ���$����%$
&��	&���������$

�.�. �������1

�������� 	
��
������
��� ������� ��� �������� ������ 
������-

��� ��	

���
���� ������������� �����	�
	 (��) � �
������ �����	�
����

�	

����� ���������� �	 	���	� 
����
�. �	
���� 
�������� 
 ������ �	
-


��������� �	�
����	.  ����� 
��	���	!�, ��� �����"��� �����	�
���

������# (~ 0, 06 ��$) � ��	����������� 
���
��������	� �	 
������ � ��	

���#�� ��� � �%&����� (
�����	 ��$). '�� ��	���	�� �	 ��, ��� �%�	
�#


���%�	�	��� �����	�
���� �	

�����  � ��	����������� 
���
��������	�

����� 1 K. (	���
����	�� ���
��	������ «
�	��» 5 ÷ 12 K � 2D 

����� 
�-

��������, 
������
���!��� «�%�	
�� ��
����	���
��».  %
�"�	!�
� 
��-

���� 
��������
�� 
��������� �����#�	���. 

�������� ��	�
: ��
�	��	���� ���	�
��; ��������; ���	�
���	� �
����-

���; 
�����	�����
�� �	�����.

$�������

��� ����� ��	
�� ( 10<T  K) ��
��������� � ������������
�� ����� �����	����� �������, 

���� �������
 
�����	
�
 ��������� ��������� ���
������ (����
) ���������� ��������� ��
����������� ���
�� ���
���. ���
�� ���
��� �
��� ����� ���
�� ��	��������� s -���������

� ���� ���� ����������� s -������� ���
�
��� 
 ��� 	��� �������
���� CE , �� ��	
���� ��-

	�������� ��������� ��������� ��
� [1].  ��������, ��� ��	������ 	�
����� ���
 
��
�� ���
�-
�� ��
�����
 
�������
 ����������
. !�� ��"#
��� ������������
�� ��
�
 
�������
 ��-
��������
 
���� ���� ����
����� ���
��������� ������������� �
�, ��� 
��	����
����� – 
���
����� ���
��������� �
�. 

S -��	�������� �������, ��
���	������� ����	� CE , �
�	����� ������������ ������� ��

�������� �������� ������� � 	����� ��������
� ��� ��	������ ���$��� �������� [2], �����-

��, ��� ������� ������� 
��������� ���� ���
������� �������
���� �������������� ����-
��������
� ��������� 
�
��
�
� ( 1≥T  K, 002≤H %), �����
 ������ H -���� �����������

��������	�� – 
�
 ���������� ������� ��	��������� ������ [3]. ������, ��	����� � ������ [3], �
�������� ��	������ ����������� ������� ��	���������  ���������  ��������� ��
� ��  ���
����-
��� ������� �������� � ��� �������� 
��������
��� ������� ��
���������� ��	������ (&'). (�-
��
� � ������� [2, 3] s -��	�������� ������� ������ )�
������� � �
��� ��������� ����
���, ���
	��������� 	����������� ����	������� ���
����� ������ � �������� 
��������
��� &'. %��
��������� ��������� � ������ [4], � 
������ �������� )��
��� ��� ����$����� 
����� �����-
����� &', �����
 ��� �������� ����	 ����� ��������� �, �������������, ����������� ��� ���-
�	�������� ���������� ���
��� 
�������� ������� ��������. *��
��� ��� ���
��� ����
�����
��
�� �������� ����	 ����� 2D- � 3D ���������. 

 ������������� ������������
�� ����� ����� ���
����� 1 T∝� � ��� �������	
��

��
��������� ����������� 
�������-�����������
�� ������
�.  ������� ��
�������, �������-
�������� ��	�������
 �������
 ���
������ ����������, 
���� ������������ 
��	�
�������-
�
�
 ����
�������
 (�
. ���
. 1), �� � 	���� ������� ������ ��������
�. !��� � ��
, ��� ���
�
����
����� τ ���� ������� ���
� ���������� �������, �.�. ���
� 
���� ���
� �
��
� ���������. 
(�� ������������ ������ ���������� ������� � ������ �
������� ���
�����, �� �� �
�������
����)� � 
�������
 ����. ������ �
������ 	������ �� −E 
��������
�� ������� ���
�����. +�

��
�
 ( )Eτ τ= . %�� 	�����
���� ����������� � ��
 ������, 
���� ����� ���������� �������

                                                     
1 ������� +�
�� +�$
������� – ����
�����, 
�)���� 
�����
� ������������ )�	�
�, +�$
����
�� ��������������� �����������
��
����������� �
��� ,�	�
�, -	��
�����. 
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��
�� 	������ �� E . �����
� ��� ���������� | |�δ ω ω ω= −  – �$������ ����� &', 
�
 � 
��-

������ ������ ����
�����, ��������
� ��������� 
�
 ( )Eτ , ��
 � 1 ( )Eτ , � ��
�� � ������ ��-

������, � �����
 )��
��� ������������� ���
������ �� �������. (���
� � ������ [4] ���
� ��-
��
�����, � ����� 	� ���
 � ����$����� ����� ���������� ( ) 2 , 31 ( )N d d dE Eδ ω τ= ��$�

����������� ����
�����
 ����
����
  
~

2k m k T∗
Β= �  ( −∗m �))�
������ 
���� ���
�����, 

−Βk 
�������� .����
���). +�
�� ������, �� ��$ �	����, �������� �� ������ 
����
���
 � ���-

���� ���������� ����� ���������� �������.  
/�
 ������� �	 
��������
�� ��������
�, ��� ��������
����, ����� ������� ���
����� ����

���	
� 
 ��	�������
� ������ 
��������� ����������. 0������������ ����� )�
�� [4] 
����

�������� 
 �������
 ������
.  ���� � ��
, ��� 1 2
3 d Tδ ω −∝  [4], ��
������� � ������� ���-

�������� �����	�. 1�
��� ��������� ����� �������
 ����
����
 �� ��	������ ������ ����� ��-
����� � ����� 
�������� ���
�����, � ���� �
���� ��� )��
����� ����� ������������� ��
-
������ � ������� ����� ��	
�� � ����
�� ��
�������. ������������� � ���	��
������������
���
������ ��
�� 
����� ���������� [4]. ��� ��
�
 ������� ������ �
��� �����������������
������� 
���� �������
� ������� ��� ��	������ 
�����	
�� ��������� ���������. 

 ���������
�� ������ ����	������� ������ ����$����� 
����� ���������� ��� ��	�����-
��
 ��������� ���
������ �� ����������� ���
���� � 
��	�����- � ����
����� ������������-

�� ����
 ���������� � 
�
��������
�
 ����
. -��������� ������� ���
���
���� ����������
)��
��. 2������ ���$���� ���
������
��� ���� ����
� ���	
� 
 ��
��������� �������, ��
 ���
������� ����������� ���
����, ����� ���
��� � �
�������
�� )������ ��������, 
�
 �������, 

����$���� (��	
����) ���
��� ����������, �.�. 
�
 ���� �� �� ���� 	��������� � ��������-
��� ���
����, )������ � �.�., �� � �� ���� �� �$������. 3���, ��� � ��

�� ����������, ���-
����
�� � ������	������
 )��
��� %������� [5], ����	� �������� )��
��� ��� �$������ 
��-
��� 
��������
��� &' (τ = const). 4����	������� ����������� � ���
��� ����������.  

1. �	
��� 	
��
������ �������� ����� ������������� �����	�
	   

&�
��������� ��	����� �
��� ������� )�	����
�� �
���. %��
���� � H -���� �������� ��
�
�������� � ��
��������� �������� �ω . 5��� � ����
���� ���� �
�������� �
������  ���
-

������
�� ����, �����
 �	
����� ��� ����������� ��
, ����� ��� ��������� � �����������


�������� ���
�����, �� ���
���� ��� ���
� ����� 	������� ������� �� ����.  ���
 ������, 
�
 �
��� �������� � ���������
 E -����, ���
���� ��
������� �� ��� ���, ��
� �� ����
����� � ���-

�
 ���
���. �����
� � ����� ������� ������� ���������� ���
����� � ���
�
 �����
� 1 τ .

5��� �ω ω≠ , �.�. ����
������ ������� ��	������ � ����
 �� �����������, �������
���� 	����-

������ ����. ��� �����
 ��	������ � ����
 �������
���� ��������� ��������
��� ����
�. 
0
���� � ���
 ����
� ����������� ������� ��	��������� ��������� ��������� �� �$������ ��- 
��� &'. %��
�����, �����$�� �	 ��	������ � E -����
, ��� ��	������� �� ���
����� ���
��. 
��� ���
 ��������������, ��� 
������� ���������� 
��
�� ���
��� ������������ ��� ����	�-
����� ���	������ ���������, �����
 �������� ��	
���� ���
����� ������� �� ������
 � ���


���$� �� 
�������
�� ����������. 
'���
����
 q2D- � 3D-������������
, ����������� � �
�������� ���������
 
�������


H � ��	�������
 ���
������
�
 0( ) exp( )E t E i tω= �����. ����� ������������� ��	 ������	��-


������������ 
���� ����� ���
������ ������������ �� ��������
� ������������� ��������-
��� ������� � �������� 
��������
��� &'. /����������� ���
���� ������
 
����, �.�. ����-
���
����� ��������� ��������� �� ���� � ����� ������� �� ��������
, ��� ������������� ����-
��
� ��	���
� ����������� [6]. 4
������� � ������� ��	��������� ����- � ����
������ ���-
������ 
��������� ���
����� ( 1k r � ) ������������ ���������� [7, �. 638–639]: 

( )0
2

2

1

2 2
ln

m
d

d

f k
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π

γ

= = −
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� �� �
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,  ( ) ( )
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( )0
3

3

1

1
l

d
d

f k
i k a

= = −
+

,      ( ) ( )
( )

20
3 3 22

3

4
4

1

l
d d

d

k f k

k a

π
σ π == =

+
 .          (2) 

1����
Ce=γ , � – ���������� %�����, �Emk ∗= 2 ,  da 2 � 3 da  – ����� ���� � ����
������

���������.  ������� ��
�������, ��������������� ��	�������
 �������
: ×= 0
ser

2 ra d

�
�

�
�
�

�

∆
−×

U

U 02
exp , 

U

U
ra d

∆
= 0

0
ser

3

2
 (��� � ���� ��	
��� �������� )��
��� ��	�������� �������) 

[4], ��� 0r  – ������ 2- � 3D 
��������� ���������� ���
���; 22
0 0(2 )U m r∗= � ,  

serUUU −=∆  – ��������
� ���������� �� serU , −U ������� ����
����� (���
�����) �
�. 

5��� 0U∆ > ��������� ���������� �� ��	�������
 ������, ��� 0U∆ <  – �� ����������

������. +���� �� ������ )��
�� (1) � (2) ��� ����$����� ����� ���������� =ωδ

| |� Cω ω ω= − � �
��
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1���� −d

in 3

����������� ���
�� ���
���, �	
������ ��
�	����� ��� 513 102 ×≤d

in �

–3 [2], 

Tkd Β= 30 εε , −d3ε �))�
������ ��	�������� �������. 

( ) ( ) ( )0 0 0 01 exp EiL ε ε ε ε� 	= − − −
� 


,  ( ) ( )

0

0

exp
E i

x
d x

x
ε

ε
∞ −

= − � . 

����	���� ��	�������
 � ��� � ���
��������
�
 ���������
 ��� )(iE 0ε− 
���� ��
�	���, 

��� [1] 

�+−≈ 2
000 21)( εεεL        ( 0 1ε � ),                                       (4)  

�++≈ 000 ln1)( εεεL        ( 0 1ε � ).                                        (5) 

���������� (4) � (5) � ������ )��
��� (3) �������
 ���������� )��
���:  

( )
( )

2 3

3 3 2
3

28 2 1

3

d
i

d
d

k Tn
k T

k Tm

π
δ ω

ε
Β

∗ Β

≈ ∝
�

,            ( 3 d k Tε Β� ) ;              (6)                                       

( )
( )

2 3

3 3 2

8 2 1
1

3

d
i

d

n
k T

k Tm

π
δ ω

∗ Β

≈ ∝
� ,            ( 3 d k Tε Β� ) .              (7) 
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/�
 � ��������� �������, � ������� «����
�� ��
�������» ( 3 d k Tε Β� ) ������� ��	�����-

��� ������� (�� )��� ������ 
�����	
�� ���������) �� �$������ 
����� ���������� &' ����-
	���� 
���. 4���������� 	�����
���� ���������� � � 
�������
 ������� &' [8]. (������ ��-
����� ��$� � ��
, ��� � ������ [8] ���������� ����������� �� ������ ����������� )��
��� ���-
���������� � 
��������
 
�������
 ����. !��� � ��
, ��� � �������� 
��������� H -�����
������������� ���
����� ����������� �� ������
 ������ 6�����, � �������� 
������� ����-

����� ��������� 1 E∝ ; ���������� ���� 	�����
���� �
���� )��
��� (3) 
� ����-

��
 ( ) ( )3 0d k L k Tδ ω ε Β∝ . 7�������������, �����
���� � 	�����
���� (6) � (7). ���-


���� ��� 2 K �� ������
 ������ 6����� 
���� ��������� ������ ���
�� ��	����� ( 0δ ω → ) 

(�
. 
���
������
�� ����������). 7������������, � � 
��������
�
 ������� &', � ������������
������� ��
������� � ������ �
�, 
���� ������� ��������� 
�
��
�
� ����$����� ����� ��-
��������.  

7������ ��
�����, ��� ��� «����
�
� ��
��������
�» 
� 	���� ����
��
 ������� ��$� ��-
����� ��
�������, ��������������� ��	�������
 �������
. +�
�
 ����	�
, ���)��� ����$���-

�� ����� ����������: 1 2
3 0d T

Tδ ω
→

∝ . %�� ���
�����
� 
���� ���������������� ��
: 


����� ���������� ��	������� �$������� 	� ���� ���$
�
 «�������» ��� ���$
�
 «
�����-
���» ���
������, �	-	� ������������� ��
������. 0	 (6) �������, ��� �
��������� �����������
���� �
��� �������� ������������� &' (�
. ���
. 2). 0
���� �	-	� ������������� ��
������ �
����� ������� �	��
��������� 
���� ���
�����
� �� ���������� ��	������ ���
������. (�� ��-
������ ����	���������, �.�. �������� �	 ��	������ ����
� ����
 ��������� ���� �� �����, �� ��-

��$���� 	�
��� (
�. 3���, ��� � ���
����
� 
���� ���
� �����
�: ( )3 0d
T

k Tδ ω
→

∝ �

( )3 1d
T

k Tδ ω
→ ∞

∝ , 
�
 ��� ��
�������, ���-�� ������ ���� 
�
��
�
, � ��������


������ 
� ������ �� ������
 
�����, ����
������ ��� &' (���. 1).  ������� ��
�������

03≥T  K �������� ��
�� ������ �
��� � �$������ ��������� �� �
�������
�� )������

3 2
3 d

A L
Tδ ω ∝  [1]. ,������ � 17≥T K ��������
 ���� ��������� �� 	��������� ���
����, 

�������� ��)�
���, �����
�����, �������� 
����������� � �.�., ��
 ��� ������ �$������

( )
( )�� ++++===

∞→
i DLAINii

Ei
Td

E
k �

ττττττ
ωδ

111111tot

3
.  

1���� ������� ��������, ��� �����	�
������� ��� 
����
 ������
�
: ������ ���� �������-
������ �$������ 	� ���� �����
� ��	��������� ��������� �� ����������� ���
���� (���
�����-

� (7)), ������ – 	� ���� ��������� �� ����� ���
���, ������ ���������� �
�������
�
� )�����-

�. ��� ����� ��	
�� ��
��������� ���������� ������������ (� ��$�
 ������) ��	�������
 ���-
������
 ���
������; ���
�����
� (6).  

-��� �
�������
�� )������ (� ��

�� 
����� ��)��
��������� ����������) ����	� ����-
������� ���� �� �
��� �
����, ��
 
�
 )��
��� ��� ����� ���������� ������� TkAl LA Β=

[1] ��� ��
���������, ���	
�� 
 ���������
� ����, �����
���
�. 7�������������� ������ [6] 

���� ��� ( )3 d
I

kδ ω ��� �����: 23−∝ T �
21T  (���. 1),��
��� �������������� ���
�����
�

(7): 

( ) 1 2 3 2 3 2
3 1 2 3d

T
k � T c T c Tδ ω − −

→ ∞
∝ + + +� ,                           (7
) 

( ) 1 2 1 2 3 2
3 1 2 3d

T
k � T c T c Tδ ω −

→ ∞
∝ + + +� .                             (7�) 

(���
� ��
�	�����, ��� �$������ ����� &' � ��"�
��� ����	��� 
���� ��������� � 0/-

�����	��� ������ (���
����
������� �����	��, 11max ≈T  K  (�
. ���
. 2)). 
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 ��
 ������, 
���� ����
������� ����� 
��������� ����
���, � �����������
 ���������

��
������� ���)��� 
������ ���������� ����������� ����
������ ���
��������� )��
�, 
���


������ ������� �� 
��� �������� �� 
�
��
�
�  
2

max( )ω ω −∝ − , ��� ������������� �onstτ = . 

���. 1.  ���)�
��*
�+, �'- )'.*/�
��+ .���� )'0.'1���
 #� )
� 
��.�2�+� ���������� 
����
��
. �).'/�',
�
�3', �''�3����3*�� 
��'�����'� 
����
��� �� ��,�
�.4�+� )
����
�, /�
���� � �
*5'2���, �''�3����3���', 

����
��� �� ��).'3+� �'.�6���
� 
�/���� � �� �'��� )
�����. ��
����'��4 �*.�3', ���)�
��*
+: 0 ÷ 0,05 K 

)
�6.�5���' ')��+3����
 7'
�*.', (16) (��. )
��. 2) 
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1���� E  – ������� �������� � ����
���� ( ),ρ ϕ , −d

in 2
������������� 
����������� ���- 


����, ������ 012 102 ×≈d

in �

–2.  )��
��� (8) ��� d2ε �����	�
������� �))�
������ ���- 

�������� �/��� ��	�������� ������� � 	�����
���� �� 	��
� ��������
� ����������. 0������� �
)��
��� (8) ���������� ����	 ����������� )��
��� [9, �. 588]: 

( )
2

2 2
2 2 2

2
4

exp
d

d d di
d

n
k

k T k T k Tm

ε ε επ
δ ω ν

∗
Β Β Β

� 	� � � � � �
′′= −
 �� � � � � �

� � � � � �
 �� � � � � �� 


�
 ,                      (9) 

��� ( )
( )�

∞

+Γ
=

0
1x

xdxµ
µν . 0�������
 �������� �
�������� � ���������� ��� &' ������ – �$���-

��� ��� ��	
�� ��
���������. !�� ����� ������
  � ( )ν µ′′ ���
��������
�� �
��������  

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

2 22 1 2 2

0 1 0 0

exp
1 1 1

x x x xd x d x d x d x

x x x x

µ µ µ µ
ν µ µ

∞ ∞− − − −

′′ = = + ∝ +
Γ − Γ Γ − Γ −� � � �  , 

( 2 ( )d k Tµ ε Β= ; ∞→µ ),  [10, �.117]. +����  ��	����� (� �����
 
�������� 2µ ) � )��
��� (9) 

�����
( )

( )� −Γ

−2

0 1x

xdxµ
, ��
��� ( ) ( )

( )� −Γ

−
∝

∗

2

0

22

2
1

4

x

xd

m

n
k

xd

i
d

µπ
ωδ

�
. (���
� ���������� ����-
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����� �������� �����, �������������� ����� ��� 
 ����
( )

( )�
+

−
Γ

−
⋅

1

1
x

xdxµ
µ , (� �����
  

( ) 11 ≤Γ x ): 

( )
( ) ( ) µ

µ

µ

µµ
µµµµµ

µ
µ

lnln

11 21

1

1

1

1

1

≈
−

⋅=⋅≤
Γ

≤
Γ

−
⋅ ���

+

−

+

−

+

−

xdxd
xx

xd xx
x

 ,    ( 1µ � ). 

 ��	������� �������
 ��	
���
���������� ����
� �$������:   

( )
( )

( )Tk

Tk

m

n
k

d

d
d

i
d

Β

Β

∗
∝

2

2

2
22

2 ln

4

ε

επ
ωδ

�
 ,           ( 2 d k Tε Β� ).                (10) 

&���������	�� �������� ������ � �������� ���
���
���� ���������� )��
���.  
!�� 
��	����
������ ����	�� ����� ��������� ���
������ � ���������������
 ���
��


���� �� �����
� �������� ����� ( ) 325132 10≈≈ Vs nn �

–2 0110= �


–2.  ��������� q2D 

���
�������� ��	� ��������� ���

Β
∗

≈
km

n
T

s

2
�π

, ��� ������������� ��
�������� 0,3 K. %��
  	��-

�����
 � ������������ ������ ������ ���
���
���� )��
��� (10). 0	 ����
���� )��
��� (10) 

��
�
 �� ������� ����������� �� ������ ��
�: ( ) 11
2

max 10
4

∝≈
∗m

n d

i �ωδ �
–1 (���. 2), ��"����-

���� ��� ��
, ��� ���
��������
�� ����
 (10) )��
������� �	 ����� ���
������, ������� 
���-
��� ������ 	�$
������� �� ��
������� �������� 	�������. 8��� ����������� ��	��
������� ��-

��� ������� ����
� � ����
��� ������, � 
�
��������
�
 �������������
 �� �
������
, ����
�

���, �� � �������� �� ����	� ����������.(�� �������� ���������
 ���������� E -����� ��	�-
������
� �������
�, ����� 
������ ��� ����� ��	
�� ��
��������� ����������
� 
���.  

(�������, ��� � �������� ��������� ( ) max
δ ω δ ω> . +�����
�� ��� ���������� ��	������

H -���� ������������ �	 ������� ( ) maxωδω ≈� � ���������� ���
���� 35 10⋅ %. 

 ������� ����
�� ��
������� ��������� ���������� �����	����� �� ���
�:  

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

2
2 2 2 2

0 0

exp exp exp
1 1

x xd x d x

x x

µ µ
µ µ ν µ µ µ µ µ µ

∞ ∞−

′′� − 	 = − = − �� 
 Γ − Γ −� �

( )
( )

( )
( ) ( )

�
�
�




	






�
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�
�

�

�

�
�

�

�

Γ
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Γ
⋅−=

Γ
−=

<<
−

∞∞

−

+

���
1

0

10

2

1

1
2 expexp

µ

µµ
µµµ

µ
µµ xd

x
xd

x
xd

x

xxx

( )0[ 10 , � . 117 ]

2
1

R g 0 1 1 1

ln lnln

x d x
µ

µ µ µ
µ µµ−

� 	′ −

 �∝ ⋅ − ≈ ⋅ ≈ −

 �� 

� . 

1����  ( )
( )x

x
Γ

=
1

gR ,    ( )
( )
( )

( )

( )2 2

0

1
R g 0 1

1
x

x x

x x
→

′′Γ
′ = − ∝ − =

Γ
.  

 ��	������� ��� ����
���
���������� ���
�����
� �$������ �������
 )��
���

( ) ( )d

d

i
d

Tkm

n
k

2

22

2
ln

4

ε

π
ωδ

Β
∗

∝
�

 ,           ( 2 d k Tε Β� ).                    (11) 

/�
 �����, �$������ � ����
���
���������� �������, ����� 	������ �� ��
��������. *�	�-
���
�� �
��� ����� ������ ��������: ��� ����
�� ��
��������� (�����
��, 
�
������ � ��$�) 
����� ������� ���
������ ��������
� ����$� ��
 
�������� (��	���������), ����� 
������
����	���� 
���, �� ����� ��, �	-	� ������������� ��
������, ��� ���� ������������ �
��� �
�$������. ����)��	����, 
���� �
�	��� ��
: ������ ����
 (11) ������������ ����� «��������-
��� ������
» ��	��������� ��������� � ������� ����
�� ��
�������.  ���������� ����������
��
��� ����
� ������ ���	
� 
 ����, ��
 
�
 �� ������ ������ 	���$��������� �����
� 
���-
��	
�
� �$������. +�
�
 ����	�
, � ����������
�
 ����$���� )��
��� (11) ������������
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���$� ��������, ��
 (10). !�� ��������� �������� ����
� (10) ��������
� ������� ��	�����-
��� �������. 

���. 2.  ���)�
��*
�+, �'- )'.*/�
��+ .���� )'0.'1���
 #� )
� 
��.�2�+� ���������� 
����
��
. �).'/�',
.���� �''�3����3*�� 
��'�����'� 
����
��� �� ��,�
�.4�+� )
����
� [4], )*����
�', .���� – 
����
��� �� �'-
��� )
����� [11, �. 62]. �
*5'2�� �''�3����3*8� 
����
��8 �� )
�)'3�
��'���+� ��*���2����� 7'�'���. ���)�-

��*
�+, ����
3�. 0,3÷0,7 K – �''�3����3*�� )
�-�.�� 3+)'.���'��� ����)�'���� (10).  &
�6.�����.4�' )
�

���)�
��*
� 5 K )
'���'-�� ).�3��
 ����� ��������� 
����
��
, 3 �3
�� � 3�.82����� 
����
��
 �'����.�, ��
�'��� )
�����. &
'��5*�'� 0÷0,3 K �''�3����3*�� 3+
'5-���8 9.���
'��'0' 0���. � )
�-�.�� 5 ÷ 12 K  q2D – 


����
��� �'��� ��'.��'3���.4�+, ��
����
 ().��'): 2 constdτ Ι = (q2D 
����
��� *2��+3����
 3 )
�6.�5����

��-.���+� 2����:; )
� 6'.�� 3+�'��� ���)�
��*
�� ( 12T > K) 
2

2 d Eτ Ι ∝ � 6'.�� ��
'0'� 
����'�
���� )
�3'-

-�� � ��3����'���
( )

2 2 32 3

1
lnd

dT

k T

k T e n

ε
δω ΒΙ

→∞
Β Ι

∝ 3����' 2T −
, 0-� ε − -�9.���
�2����
 )'��'
���
 �
����..�)

���. 3.  2D �)���
 )'0.'1���
. ��
����'��4 ������*�� �''�3����3*�� ����
3�.* 5 ÷ 12 K 

2.  ����	 �����	�
���� ������ � ��������� ���

!�� ����
� ��	��������� ������ �������	��
�� )��
���� 00,5U U∆ = ±  [4], 
������ �����-

����� ����$� �����
��
����� 	�����
���� ��������
� ���������� �� ������� 
��
�� ���- 
�-

��. %��� )��
��� ������ ���������� ����� ������� ������
 d2ε . �������, ��� d3ε �����
� 
� 

[2], �	 ����������� (3) �.�. �	
( )

164
0

0

2

3

U

U

U
d =

∆
=ε , �������
 160 =U 
� � 8±=∆U 
� .

%������ ��	��������� s -��������� ������ ���� �
������������� 
���� �� ��������� �

�������� �
� [7, �. 201], ����� ������� ������� ��������� ����� ����������� (8) �	 ����
22

0 0
2 022

0

4 42 2
exp expd

U U
U

U Um r
ε

γγ ∗

� � � �� �
= − = −� � � �� �� � � �∆ ∆� �� � � �

�
. 
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���������� 	������� 0U � U∆ � �������� )��
���, ������
 ��� 06,0192 8
2 ≈×= −edε 
� , 

��� ������������� ������� ��
������� 7,0∝  K. !����� ����
� ����������� � �����
 �������


���
�����
� (10). '����� ���������� 
��
�� ���������������� ���
��� ���
���� ����� =0r

7
0 105,12 −∗ ×≈= Um� �
. 7 �����
 	������� 0r � UU ∆02 ���������
 ��	
��� ���-

����� )��
��� ��	�������� ���������: 6
2 102,8 −×≈da �
, 7

3 106 −×≈da �
; 
������ )�
-

������ ������� ��
���	���� ���
������ �������
����.  �������� ��	��������� ���������

2 da ∝ � � 2 da ∝ � , ��� m k T∗
Β∝� � , ��
��� ������� 	������� 2 1dT ∝  K  �  3 10dT ∝ K.   

5��� 
�����
� 
���
������-������� ��� 
���������������
�� ��	�)�	��� �����
���  
«�
���$���» ���
��� d  q2D- �/��� 3D ����	�� �� ��
�� ������� ��� N da d∝  ( 2,3N = ), ��

������� ��������� �))�
�� ��	
������ 
����������. �� �� �����������
, ��� 410d −∝ �
 [3]. 

3. �	
��� ������� ���	�
	���  
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π d
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Tu

�
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d

d

Tk
uu

2

2
02 ln

ε
Β

∝ .    (13) 

+�
���������� 	�����
���� ����������� (13) �
��� ���������� ���������� 
���
�
 ���
( )[ ]

ΒΒ

≈
−−

=
kk

T
dd 22

min
3

21exp εγε
, 6

2

2

2min 103,5
6

65

4
×=

+
=

π

π

�
d

in

e
u �


2/ ·�.    (14) 

(�
���
, ��� 	������� ����������� 610∝ �

2/ ·� ��� 1<T  K ������ �������
� [11].  

 ������� �� ��"�
���� ������ [2], 
���
�
 du 2 �� 	������ �� ��	��������� ������ �, ���-

����������, � �� ��������
� ����������. 7 �����
 	������� 06,02 ≈dε 
� �	 (14) ������


��� 5,0min ≈T  K (���. 4). ����
�
 ��
�������� ��
���	���� � �������� ���
���
���� (10) �

������ ������������� ������
� ������� ���������� ���
�����
� (10). +�
�
 ����	�
, 
�
 �
���������, ������ ����
 �$������ (10) �
��� �	
�� �������� ���������� 0,3÷0,7 K (���. 2). 

/�
 �����, ����������� 
��	����
������ �������������� ���
�������� ��	� � ������� 0,3
÷12 K,  ����
� ����� 	������ �� ��
��������, ��������, � �
��������� ����������� ���� �
���

���� ��	
� ���������� ���� (���. 4). 9��)�
� �� ���. 2 � 4 ��������� �� �	��
�� �������� ���-
	� 
���� �����, ��� �������� ���������
 �	��
�� �������� ������������������ 
���� �$���-
���
 � ������������. %�� ������ ������ ��	������ 	�
������, ��� ��
� �$������ � 
���
�
�
����������� ���
���� ������������� ��
�������� �����
� 0,5 K (���. 2). 
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���. 4.  ���)�
��*
��
 ��3����'��4  2D  )'-3�5�'���. �).'/�', .����, *������ ��'
���2����
 ��3����'��4 (13). 
!�
���� �''�3����3*�� 
����
��� �� �'��� )
�����, �
������� - 
����
��� �� ��*���2����� 7'�'��� [11, ��
.62]. 
� '�
����'��� 5 K )
'���'-�� ����� ��������� 
����
��
, �'�'
+, *2��+3����
 3 )
�6.�5���� ��-.���+�
2����:. � ����
3�.� 5 ÷ 12 K ().��') )
�'6.�-��� 
����
��� �� �'��� )
�����, ��2���� �'�'
'0' 3 ����'9��
0�-

��2���'� )
�-�.� ����� �'
��3*8 ��3����'��4 '� 9��
0��: 2 1d Eσ Ι ∝ . &
� 12T ≥  K ���5� )
�'6.�-��� 
��-

��
��� �� �'��� )
�����, '-���', ��2���� 
����
��
 1E −∝ .    

!�� ����������� ��
�������� �������� ������� ����
������ ���
����� ������ 	����� �

�������� ���
����� � ���� ���� ���
���. /�
 � � 3D ������ �
��� 
�����	
� ��������� ����


��������� � ����������� 
�������� ������. 0	������ ��� a
Em

d

d

�

∗

Ι

Ι

=
2

3

2 γ
τ

τ
 [11, �.61], ���

−γ �������� 
�������� �����
� �������, a −$����� 
��
�� q2D �
�, 0ra ≈ . 

���  0E → 1 2
3 33 2

d
d

m
E

n
τ

π

∗
Ι −

Ι

=  [6], � ��	������� ������
 2 33
constd

d

a m

n

γ
τ

π

∗
Ι

Ι

= =
�

. 

7
��� 
�����	
� �$������ ������������: r e s ion
2 2d dδ ω δ ω≈ , E k TΒ∝ . 3���, ��� ��� ����� ��	-


�� (10), ��
�� 
�
 � ��� ����� ����
�� (11), ��
���������, «�������» �� 
���� ���� �����	�-

���, �� � �����
 )��
���
( )

2 2
r e s
2 2
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4
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≈
�

 [4]  �
33
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33
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exp
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d i

d

a n
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k n
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Β Ι

� 	
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(15). 

%
�������������� 
�������� �� 
���� ���� ���$
�
 ����
, �����
�, �� ����$�� ���- 
�����, 
���� ������� ��� � � � 5T ≈  K (���. 4). +�
 
�
 ���
�����
� (10) �
��� ������
 �������


	������� 0,7 K, �� �������� ������������, ��� )��
��� (11) �������� � �������� 0,7 ÷ 5 K. +����
	������� 0,7 K ���
���� ������������� ��
� �$������ ( ) max

δ ω  (���. 2). 

!�� ������������ �����[ 7 6(10 10 )− −∝ ÷ �
] )��
��� (15) ���$� �����������, ��
 ��� 
��-

	����
����� ����
���, �����
 2 102 10d
in = × �


–2, 3 1210d
n Ι = �


–3, 71,5 10a −≈ × �
. ��� ���


��	
�� ���
����� �������� )��
��� ��	��������� ��������� �� ������
 �����$��� a � ����-
��� ������������ s -�����, ����$� �����������.  � ���
�
 ������, ��
�������� �������� ����-

� ������������� 
 
����������� 
��
�� �������� ���
���.  

�� 
��� ��	������ ( E Tυ υ≈ ) ���
� ����
����� �������� 	������� �� ������� ������ �

����
����������� (����������� ����
������� ������� $����) ��������� �
������� ���������

���
������ � 
�������
�
 ���� ���� ���
���.0	 ��������� ������� �������� ������� � �������-
������ ������� 
���� ������ ��
�������� �
��� �����)�
� ���������. (���
� ��
�	�����, ���
�
��� ���������� ���
���� ��� 12 K. 0
���� � ����� 	������� 
������� ���� ����� ���
���
�������� �))�
����� ������ �� ������� ��������� ���
������ (���. 4). 
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$�����

 ��"�
��� ����	��� ��� ����� ��	
�� ��
��������� ����� �� ������� ��
�������, �������-
�������� ��	�������
� ��������� ���
������ (����� 
����) 
����� ���������� ��	�������

�$������� T∝ , � ��� «����
�� ��
���������»  (������ 
����) 1 T∝ . 4��
�����
� (6) �)-

)�
����� �������� � �������� 0,5 ÷10 K (� �
�	����� �������� ��� ��# �� ����$����� 
��	�
���-

��������: 3 1 3( )d
en −<� ), ��� ����� ��	
�� 0,05÷0,5 K ��
��������� ��������� ���� ����������

���������� ���
�������� ��	�. 4��
�����
� (7) � (11) �� ����, �������� ����������
 �����
�

��	��������� ��������� � ������� «����
�� ��
�������», �� )��� ������ ��
��������� 
���-
��	
�� ���������: (7
), (7�). 

1������� ��	
������ ��	��������� ������ � q2D ����	��� ���
���� ���������� 0,06 
� . 
������� ���
���
���� ���
�����
� (10) 0,3÷0,7 K.  ��������� 5÷12 K ���
����� ������-

��� ���
������ �� ����� ���
���, ����� � �������
,����
����������� ����
��� (
����� 6����-
��, ����
�� ��$��
�, ����� �� ���. 2 � 4).  

������	��� 1 

%
�����
���� ��
�	�����, ��� ��	
����� ��	�������� ������� � 
���������� �������-
�����
�� �����
� 
�  [2], ��� ������������� ���
���
�
 
�������
. ��� ���� �������� �����

����� ���
����� ����	�� 
���$� ��� ����� ���������� �������: 3 41 10d
in −∝ ∝� � � �
 [3]. 

/��������
�� ������ &' ������������ ���������� ������� Η< �� , � ��� ���������� &' ����-

����
 �� 
������ 
��� ���� ������, ��
 ��� �� ∝Η � ������� ���
������
��� ���� �����������

�� ���$������ ��
��������� ������. 2���� 
�������� ��������� � 
��������� �����
� 1022
 

�������� ������������
�� 
����������� ��������� 	����� 
��������� � �������� 1010
÷1018

�

–3, 

� �������������� ��
� ������� ���
����� k TΒ∝  ( ( )
1 33 d

en
−

<� , 3 1 510d
en < �


–3). 

 �������$�
, ��� ��������� ��	������ �����
 
� �������
 2 89,1 10em m∗ −≈ = × �  � ��-

����	��
 �����
� 797, 
�
 ����������������. 

������	��� 2 

9������ ���
���
���� ���
�����
� (6) ����	����� ������������ ��
���������
 ����


��
���������� � ������� ���
����� �������
����: ��� 0=T  K ������� ��
���������� �����-

��� ���������� 
���� ���
 CE � ���
����
� ������
�, � 	���
 �������� �����
�����. 7 ���-

��
 ���� ��� 0,01DE∆ ∝ � , � Dn ����
�, �� ������� ��
���������� 
���� ������	����� 
 ���

	��� �������
���� � ���� �������� ���, ��
 ��� ����������� 0 1f � ����$���� � ��� �������

������, ���������� �� ��
, ����� �� 
������ 
��� �� �����. -��� ���������� ���������� ���-
���� ����$�� ������

�� ����������, ����
� 
���� ���������� ������ ������ ��
�������-

��� ������ ���
�����
� (6):
( )

3 2

2

2
2

2
�

m k Tπ

π

∗
Β

� �
� �Ν = ⋅
� �
� ��

; 
����������� ���
������ � 	��� �����-

��
���� ( 3 1 52 10d
en < ⋅ �


–3; ��������� �	 V -	���  � C -	��� 	� ���� 
��	����� �������
�; ���


������������
3 152 10d
in > × �


–3
������� ��������� �����)������� �� ��������� D− -�������)

������������ � �))�
������ ���������� ��������� � ��������� ��� ��
�������� 0,5 K. ���
��-

�� ��� 0,05 K ������� ��
���������� ������
��� CE � ��	 ���������� ��������� ����������
. 

!�� ����
� �������� ��
����������� ������� ������� ������ �
��� 
�����	
�� ���������. 3���,
��� ��� ����� ����
�� ��
��������� (�� ��	
������ �������� �������) ������� ��������� �� 	�-

����� �� ������� ���������
�� ������: 3 2 3( )d
nσ −

Ι Ι≈  (����������� 
�������� ������), ���

σ Ι  – �))�
������ ���������
 ���� ���
���, 3 d
n Ι  – 
����������� ����� ���
���. 7
��� 
���-

��	
� ��������� ������������ Ι≈ �� ser . (���
� ��
�	����� ��� 4
r es 4 10 −≈ ×� �
 [3]. ���-


���� �� �� 	������� ����� ���������� ������� ����������� ��� 
����������� �����
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3 1 210d
n Ι ≈ �


–3, � �����
 ���� ��� 3 3 310D k Td d
in n e Β− ∆ Ε −

Ι = ≈ , ������
 7,16��� ≈T  K. ��-


� �$������ ���
���� ������������� ��
�������� max 3 dT kε Β∝ ≈  11,6 K (����������� maxT ��

������ ������ )��
��� (3) ������� ��$���� �������� ���������������� ���������), �
����
��� ���� ��
�������� ����$����� �����
��
���� 0 1ε � . 

+�
�
 ����	�
, � 
������� �������� ������� ���
�����
� (6) ����������	�� �	��� 10 K. 

 �
��������� 0T =  K 0
0

lim 1
T

f
→

≈ , ( )F CE E E− > . 0	-	� �������� ����
����� ���
�����

�������� )��
��� ���
����� ������ ����������� � ���
����� ������ � $������ ( )0Γ ���

������� ��
��������. 7�������������� ������ �� ������ )��
��� .�����- ������ �������� �
���
 ������ 
 ������������ )��
��� ()��
����� ��� ������������� ������ 0U = )  

( )
( )

( ) ( )
3 2

r e s
3 3 2 5 2

5
, 0 0 0

2

d
i

d

F

n E
k T

m E

π
δ ω

∗
= ≈ Γ ∝ Γ

�
, ( 0 0,05T ∈ ÷  K).          (16) 

1���� ( )0
2

C D
F

E E
E

+
= , r e sE − ��	�������� �������, DE − ������� ���	� D -������. 

��� ���������� ����
����� (�������� �����)     ( 331 d
ir n< ,  ��� r  – ������ ��
���	���� ���-

������� ���
�����); ( ) 1
3 3, 0 1d dk T Uδ ω ε

−
= ∝ ∝ ∆ ,    ( 0 0,05T ∈ ÷  K) .  

�	���	����
��� ��
�������

 ���
����
� 
���� ���
� ���
�����
�
� (6) � (7) 
���� �������� ���������� �������:

( ) ( ) ( )
( )0

0 0 3

0

0 3

exp , 5exp
Ei

ln 1 , 5

d

d

k Tt
d t

t k Tε

ε ε ε
ε

γ ε ε

∞
Β

Β

� − > ⋅− �
− − = ≈ �

− + <��
� .  

!����� �����
��
���� ������ ��� ������ �����	� ���)��� �$������ � �
��������� ��
�    

���� �����
��
���� (10) � (11) �� ������ ����
��
�   (� �������� ������� 	��� 6�����).  
���������� 0 0exp( )ε ε− � [ ]0 0 0 0( ) 1 exp( ) :i( )L ε ε ε ε= − − − ����
������
� ������
 ����, ��-

������������ ��
�
3

0 0d
nδ ω = ∝ . '�	�
�����, ���������� ��	������ ������� ����
�������� 
�


��
������ 	 -��
����
� ����� ����� ����������
�� )��
�� [8]. 
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CONTRIBUTION OF CHARGED CARRIERS RESONANCE SCATTERING 
TO THE BROADENING OF CYCLOTRON RESONANCE ABSORPTION CURVE 
IN QUASI-TWO- AND THREE-DIMENSIONAL SEMICONDUCTORS 

T.T. Muratov
1

Asymptotic formulas for the broadening of absorption curve of cyclotron resonance (CR) by the 
resonance scattering of electrons on atomic impurities were obtained with Maxwell’s distribution being 
taken into account. The estimations show that the possible resonance level (~ 0, 06 meV) in quasi two-
dimensional semiconductors is one or two orders less than in three-dimensional semiconductors (~ 1 
meV). This fact shows that the area of predominant resonance scattering in quasi-two-dimensional semi-
conductors is less than 1 K. The temperature plateau equal to 5÷12 K was found in 2D absorption spec-
trum. The applicability of the results obtained is under discussion.  

Keywords: cyclotron resonance; broadening absorption curve; resonance scattering; asymptotic 
formulas. 
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	�� 620. 179.16 

��������� �������� ���� ���� , 
����	!� ��"# � ����"�� � ����$	�%� ��

�.�. ������1, 	.�. 
�����
2, �.�. 
������3

��������� �	
����
��������� �

��������� ����
�
�
�� �
������

����
����� �.�. �
����
�� ���� ��
��, ���������
�� ����	�-���
���
	�


����������
 	������ ���
�, �� ��� ���
����. ����������, ��� ������� 


���
���� 3,0 

, ����
����� ���������� �.�. �
����
� �� ���. �������
�, 

��� �
�����	�
� ����������� �
����
�� ���� �
� ���
�������� �����-

���������� 	��� �!-����������. "� ����������� �	
����
���� 
������, 

��� ����
�
�
�� ���
��� ��
���
�������� 
�	
�
�
�� ����������� �
-

����
�� �� ���
���� �!-���������� ������
� ��������. "
���� �� �����, 

��������� �������
	�� 
���� ��	������� ��
������ ��������� 
������


	���
�� ���� ��
��. 

�������� ��	�
: ���
�
����	��� �	��� ����
; 	�
��	-
���������� ����-

�

���; �
����	� �	���������; ���	�	�	�	���� ���-��������. 

#�������

�������� 	��
�� 
���
� ����

-	��������
�� ��
���� 	�����
�������, 
��
������ �� ��-
	������ �

�
���� �.�. �
�� ��������� ���
� [1–3]. ��� ��
	 ��
� � ����	 ���������
� � ����-
��� 
�������������, 
�
 ������
, ����
���
����
������	� ����� 

���
���� �����. � ����
�

���
�� ����	���������� 	��
� ��	������ �����
�
� �

�
��� ���������

��� �
��  �	�� � ���-
�
��� 	�����
��������, ���������	�� � �����������	�� ���

���
���	 ��
�
�
	 � �
	
��!
�������� ���
�	�����
� � "��


�
�
��
�
 (".�.) #$%-����	��
� [4]. 

���
���� �	
����
��������� �
�����	�

&�� ��
������� ��	������ ���
���
������ �����
�
�, ���	� 

�
�
� �

����� �� ���. 1. '��
�
��
�� �� �	������
�
 ������ 1, �������	� 2, ��������	�� 
�����
� 3, #$%-����	��
� �
��
 �	�� 4, ��������� �

� 5, ��������� �����(���� 6, ����
�
�
 
�����
����� 7.  

)�������� �
��  �	�� 
������������� �	-
�������	 �����
	 Nd: YAG «Brilliant B» ���	�
QUANTEL � 	
�������	
� �
��
��
���!. 
&���� �
��� ������
�
 ��������� 1064 �	, 
��������
��� � ������� ����
��� �	�����
�

����� �

����������
 4–6 �� � 0,85 &(. &��-
	��� ����
�
�
 ���
� 9,5 		. '������	� ���(�-
�� 	���������
�� �������� ���	���	� 270�60 
		 � �
����
� 
� 0,6 �
 2,5 		.  

��� ������
	 
�������� �
�
�� 	������-
���
�� ������� 	����� � �
�� �������� ���
��-

������ ����
��� �	�����
� ����������� �

����
����� ���
���

	 �.�. �
��. #���
���-
�
��� ��

�
 
���

-���	����

�
 ���
���
� (�
�������"�	 '*-����������) 
����������� ��

�
��

 	
��
���! ������
�
 ��������� � ���-
�
�������
�	� ��
�����	� 	������, �
 � ����-
��� 
� ��
 �
�	� � ���	��
�. �
���(���	��

                                                     
1 ����
� +��� �����	��
��� – 
������� ��������
�� ���
, �
����, 
������ 
���� � �
�����	�������
� ����
�, +(�
-,�����
��
�
������������� �����������. 
2 )������ -����� +������ – �

�
� ��������
�� ���
, ��
����
�, ������!��� 
�����
� 
���� � �
�����	�������
� ����
�, +(-
�
-,�����
�� �
������������� �����������. 
   E-mail: sergur@susu.ac.ru 
3 )
����� .������ ���������� – 
������� ����

-	���	������
�� ���
, �
����, 
������ 
���� � �
�����	�������
� ����
�, +(�
-
,�����
�� �
������������� �����������. 
   E-mail: ev_golubev@mail.ru 

���. 1. ����� &��'�
������()�*+ ,����*-��:
1 – (���
, 2 – .��/
�0��, 3 –����((�1����
 '(������, 
4 – �� -'
������, 5 – ,��(���() �*��, 6 – ,��(���()

��'

2���
, 7 – 3�/
*-*+ *�3�((*0
�/.
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'*-����������	 �.�. �	������ 
�����!� �
����
��
 "��

�	 ���
��
	 �������	�� ����
� �

�����
������!��� � �������� � ��������	� �

�
���	�. 
/���������!��� �.�. �
���  �	�� ".�. #$%-����	��

	, 

�
��� ���
�����
� ��� ��
�(�-

��� ���
������� �
�������
�� �	������ � ���
��
	��������. �
��� �������� ���
��
	��������
�	������ �
�����!� �� ��
� ".�. 
�����
�����, ��� ��
���
��� ����
�
� ���
	������, ���
	�-
�����
�� �����
�
� ���	��
� ��
���(����, ���
	������

� ��	������ �	�������
-���	�����
����	���
� � ���
�
	 ���������
� ��	������ �� �
��� �������. 

$�����	� ���������� �

���������

���������	�� � ����
���� ������ 	��
� ��	������ �

�
��� �.�. �
��  �	��, �
���(���	��
�������	� ���
�	������	�, �������� ���������	 ���������
� �
�����	��������� ������
�����
������	
��� 
��
���� ����
�������
 �.�. �	�����
� 
� ���	��
� '*-����������.  

#
�����	��� ��
�
����� �����!��	 
����
	.  �����
� ��������� 	�
��	����
� 	
��
���
������������ �� 
������ ����� �������	� � 
�����	 
��������	. � ���������� �� �
�����
���

�������� �������� ������
���� '*-���������� �.�. �
�� � �
�	� ��������
�
 
����. � �
�� �
�-
����	���� ���	��� 
�������� �������	�, � ������ � ���	��� '*-����������, ��	������ 
� 1,0 �

9,0 		 � "��
	 0,5 		. 0
�	� � ���������� ��	������ �	�������
-���	����� ����	���
� �.�. 
�	�����
�, ���
����
������ #$%-����	��

	, ���
������ �� �
��� �������.  

�� ������� �
�������� 
�����
���		 �������, ��
 ��� '*-�����������, ���	��� 

�
��� ��
�����"��� 3,0 		, �
�	�, 	�
��	������ �	�������, ��������
��� � ����
�� 

������� �.�. �	-
�����
� ����������
 �� ��	���!���. 1
����������
 ��� ����	���� (
�
	� �	�������) 	
(�


������ �� ���������
� �� ���. 2, 
 
�����
���		� �.�. �	������, �
���(���	
�
 '*-
����������	 ���	���
	 1,0 		 � �������� �
����
� 0,6 		. 

�
 	��� ���������� ���	���� '*-���������� �
�	� �.�. �	������ � ��
 ����	���� ��	���-
!���. *�
 �� ���. 2, � ��������� 
�����
���		� �.�. �	������, �
���(���	
�
 '*-����������	
���	���
	 9,0 		. ����
, ��
 ��
��
"�
 ��
 ���������� �� ��� �	������, 
�(��� �� 

�
���
�	��� ��
! 	�
��	�����! �	�������, ��������
��� � ����
�� 

�������.  

������� ��

�
 ���������� ��
�!������ � �����!��	. ��� ������
� ��������� ���������
�
��
 ���������
��� 
����������� � 
��
��
	 ��������
	 ��	��������. % �
�

��
� � '*-
���������� �������� ��	�������� 	�
��	���� �� ��
 ��������, �
 
�� � ��
��� 
��
��
� �
��� �
�
���(���	
� �
�������

� �
��. .��� ����	�������� ��
��
�
���	 ��	
��	�	�	���� �������

'*-����������, �
 �
���(���	�� �	� �.�. �	������ ��
�
��� �
 #$%-����	��
� ������ ���-
��
����. $�
��	�	 �	������ 
� ������� ������� �������������� �
�����, ��	 	�
��	�	 �	-
������ 
� ���(���. «���	� ������������» 
����������� �����
����	 	�(�� �������	� '*-
����������, �
 ���� ��
 ���	���
	, � �

�
���! �����
��������� ���������
�. �
 ����������	
��
������
�
 �
�����	���� ���� ������� ������	
��� «���	��� ������������» �.�. �	�����
�
�
��  �	�� 
� ���	���� '*-����������. 2� ���. 3 �
���
�� �����
 ��
� ������	
���. ����
, ��


�� �������� ������
� � �
��� �
 

���������� k �
�����	�������
� ���	
� �������
 �����

������� �������� �

�
��� υ� � �����
��������� �.�. �
��  �	��.  

���. 2. ��',()�5 ,.�. -*(� �&�6� *� «*'���*-��
��1���*0*» ��(,1���(
 .�����
*�: �) 1,0 ��, 6) 9,0 ��


) �) 
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��
����	 �
 �����
(���
� 	��
��
� 
���
� �������� ������� �

�
���. �
 �����
�, ���-
������
	� �� ���. 3, ���
��	 ���
�
� 

���������  

2 1

2 1

tg
t t

k
D D

α
−

= =
−

. 

*
���

1 9 3
4,26 ( / )

2,36 0,95
�� ���

k
υ

−
� � = = =

−
. 

'����	 �
���"�
��� ��	������ ��
� �

�
���. &
����������� ������� 
��
�������
� Eυ �

���
�!��
� υ∆ ��		���
� �
���"�
���� ��� 	�
�

������ 

������� ��	������� �

�
���


������!��� ����������	 	��
�
	 [5]. ��� ��
	 �����	������
�� �
���"�
��� γ 
�����������

� 
��
��
	 	�
��	����
� �
���"�
���! ��	���������� ����
�
� (
�����
���� � 	�
�
	���), �
��������� �
���"�
��� ε 
���������� ��������
�	 	��
�
	 � �
���������
� ���
���
���! � = 
0,95. 

���
, ������ �
���
��	
� ��		���
� �
���"�
���: 


��
�������
� 2 2 2 2(1%) (6,0 %) 6,1%�υ γ ε + == + = , 

���
�!��
�
1 6,1 4,26

% 0,26 ( )
100% 100

��
�

���
υ υ υ

⋅
∆ ⋅ � � = == . 

'

��������
  

(4,26 0,26)
��

���
υ = ± , 6,0%�υ = ��� � = 0,95. 

*�
�	 
����
	, ���������� �	�����
� �.�. �
��  �	��, ���������	�� '*-����������	
���������� ���������� ��
 ���	����, 	
(�
 ���
���
���� ��� ��	������ �� ������� �

�
���. 
��� ��
	 ����� �����
� �������, �� 

�
�
	 ��
���
����� ��	������, �� �����"��� ���	����
'*-���������� (���	���� ������
�
 ���
�).  

.��� ��	������ ��
���
����� �� �����
� �������, ����� 

�
�
�
 ����������
 �����"���
	�
��	������ ���	��� '*-����������, �
 ������� �

�
��� υ� � �.�. �
��  �	�� ��������������

�
 ���
�
	� 

���������� k �
�����	�������
�
 �����
� ������	
��� ���	��� �����
������-
��� 	�
��	�	� �.�. �	������ 
� �����
���� 	�(�� '*-����������	 � #$%-����	��

	. &��-
	��� '*-���������� � ��
	 ������ ��
��
��	
 �������� �� �
��� 3,0 		. 

��
����	 
���
� �������� υ� � ��� ��������, 

�
��� ���
���
������ � ����
	 �
�����-

	����. &�� ��
�
 �
��
�����	�� ����������	 �� ���. 4 �
�����	��������	 �����

	 ��
	���-
�
� ��"� ������	
���. ����	������ #$%-����	��
� 
��
�������
 '*-���������� 

���
��-
�
���
�� �
 	����	���
�
� "
��� 
������

� �
�	��. �� �����
� ���
��	 ���
�
� 

������-
���  

���. 3. ��-����*��) «-
����� ��'��.5-���
» ��',()-
�*- -*(� �&�6�, ��(,1���5� .�����
�()�* '
*��-*-
'*(*2�5�� 0
���3��� ��-��(,1���(
, *� �0* .�����
�. 

D, ��

t, ���

2 3 4 5 6 7 8 9

1

1.5

2

1 

2 

t1

D1 D2

2

t2

α

���. 4. ��-����*��) -
����� 
��'
*��
�����

-*(� �&�6� *� 
����*
���� ��2., ��-
��(,1���(�� � �� -'
������*�.
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t, ���
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2 1

2 1

tg
t t

k
L L

α
−

= =
−

. 

*
���  
1 200 20

4,46 ( / )
45,20 4,80

�� ���
k

υ
−

� � = = =
−

. 

'����	 �
���"�
��� ��	������ υ� � . 1�
 ������� �� �����
� �� ���. 4, ��������� �
���"-

�
��� ��	������ �

�
��� ���
�����
� ����� ���!. *
��� ������ �
���
��	
� ��		���
� �
-
���"�
��� ����� 
����������� �
��

 �����	������

� �
���"�
���! ��	���������� ����
�
�: 


��
�������
� 1%υγ = , 

���
�!��
�  
1 1 4,46

% 0,05 ( )
100% 100

��

���
υθυ γ υ

⋅
= ⋅ � � = ≈ . 

'

��������
  

(4,46 0,05)
��

���
υ = ± , 1%υγ = . 

-������ ��	�����, ��
 �����
(����� 	��
��
� 	
��� ���� ����"�
 ���	����� � ��� ��	�-
����� �

�
��� �
�����
����� ���������

��� �
��. 

#�����

1. ��� ������
	 
�������� �
�
�� 	�����
������� ���
���

	 �.�. �
��  �	�� �������� ��-
������ � �
�� �������� ����
�
�
 ���� �
�����
��� 	������ (
���

-���	����
�� ����������). 
-��������, ��
 �� ���� ��������� ��	�������� 
��
��
� �
��� � �
�������

� �
�� ��

�
 ����-
������ ��
��� ��
 �������. 

2. ������
����� ������	
��� 
��
���� ����	���
� �	������ �
���  �	�� 
� ���	���� '*-
���������� �

�����, ��
 ������� � ���	���� 3,0 		 ��
���
��� ��
 ���������� �� ��� �	������. 
��� ��
	 ������	
��� ���	��� �����
��������� 	�
��	�	
� ���� �	�����
� 
� ���	���� '*-
���������� �������� ������
�.  

3. -�����, ��
 ���
���
�	� ����������� �	�����
� ����!��� ���	�������
 ��
���
�
�
(-
��� ������� '*-����������, �����
(�� ��������
�� 	��
� ������� ������� �

�
��� �
��  �	-
��. ��� ��
	 ����� �����
� �������, �� 

�
�
	 ��
���
����� ��	������, �� �����"��� ���	��-
�� '*-���������� (������
�
 ���
�).  

4. �
 �����
(���
� 	��
��
� ��
����� ������ ������� �

�
��� �
��  �	�� ��� 	��������-
�

� �������� �
����
� 0,6 		. ������ �
���
��	
� ��		���
� 
��
�������
� �
���"�
���
��� 	�
�

����
	 

�����
	 ��	������ �

�
��� �� �����"��� 6 %. 

��
	�� ���
�
�
 ��������� ��
 	�
��	�
� �.�. !��� ��	�� �
 	��������� ������


	�

�
�	
�. 

����������

1. .�	
�
�, �.2. *�
��� � ���
��
� ���������

�
�
 

���
�� / �.2. .�	
�
�. – $.: $�"�-
�
���
����, 1981. – 230 �. 

2. $��
�� �
�������

�
 

���
�� 	�����
� // �
� ���. 2.�. %��"���. – $.: $�"��
���
�-
���, 1989. – 210 �. 

3. -��
�-��������
	�������
�� �����
�
� ��� ���

���
��
�
 ��	������ �

�
��� ������-
���

�
� �
��� /���� / %.�. �����	��
�, #.-. )
�
��
�, �.-. .��	�� � ��. // ����
�� � �����
�
�
�����	����. – 2010. – 3 1. – -. 128–131. 

4. #$%-����������� ���������

��� �
��  �	��, �
���(���	�� �������	� ���
�	������-
	� / -.+. )������, +.�. ����
�, ..�. )
�����, %.%. 4������
� // &���
�
�

���. – 2013. – 3 8. 
– -. 4–8. 

5. 5������, %.2. '"��
� ��	������ �������
�� ������� / %.2. 5������. –  .: 2��
�, 1986. – 
108 �. 

��������	 
 ��
	���� 14 ���� 2014 �. 



������

������� �	
�	. ��
�
 «����������. ��������. ������» 52 

Bulletin of the South Ural State University
Series “Mathematics. Mechanics. Physics”

2014, vol. 6, no. 4, pp. 48–52

MEASUREMENT OF VELOCITY OF LAMB WAVES EXCITED BY LASER 

Yu.V. Petrov
1
, S.Yu. Gurevich

2
, E.V. Golubev

3

The experimental investigation of the dependence of ultrasound pulse parameters of Lamb waves 
excited by a round shaped optical-thermal emitter on its diameter was carried out. It was found that the 
ultrasound pulse is divided into two parts when the diameter is 3,0 mm or more. The sources of the sepa-
rated pulses are considered to be the opposite edges of the optical-thermal emitter. The results show that 
the dependence of the propagation time of the maximum values for separated pulses on the diameter of 
the optical-thermal emitter is linear. Thus, the graphical method for the measurement of the group mean 
velocity of Lamb waves was offered.  

Keywords: ultrasound Lamb waves; optical-thermal emitter laser excitation; broadband EMAT re-
ceiver. 
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�	
��
 �� ������ ��������� ������� ��	������

���
����� 	
��	�� �������	 � 	�
�������	���
���
����
������ 
�

����� ���-�����	1

�.�. ������2, 	.	. ��
��
�3, �.	. ��
��
�4

��������� ���	�
����
 �����
������� 	����� ���������	���������

������������ (����) ��������� ��� �������� ������� ����	���������

���-
�����. � �����
�������	 ������		���� �� ��� WIEN2k ��������!

�!"������� #������ ����	��������� 	�
�� 2 ���	�	� ��������, �������-


���!	� � "��!��� $��
��%�� � ��#���"�� �� ����� ��%�� � ���-


�����. &$����
����� �����
���� 	�
�� ���	�	� �������� � ������ �

������  �������'����!� ������ ���������"�� # �����	�����
�!	 ��-

���
����	, "�� ������� � ��	, "�� 	����
 ����-��������� ���������"��

��"�� ����!���� �������� ����	��������� ���-
�����. (����!� ����"���

���	�� ������	���
 	�
�� ���"����	 ����������
����� �����	! � ������	

	������!	 	�	����	 ���	� 
�����. 

�������� ��	�
: ���-
����	; ����	��������	� �	�����	�
���; �������

�����	�
; WIEN2k; ���	� LAPW. 

����������	� 
���������� (
���
	� ���-������ � ���-�����	) – ��	 	��	��	� ��
�����

�
�	������ �����	�����	�����
 �
���	� � ������. ����	��� ��������� ��� �	� �  ��	�	 
�����-
����� ������� � �����!	���"��� #���� (���. 1), 
��  	�	�	� ���-��$%� � ������ (��������, &-
�����	) 
���������'�  � ��� 	�( 	

���������' ���-��$%� � ������

(���������, )-�����	). *���
	������-
��, ��	 ������������ 
���
	� �	��	��

� ��
������	� �����!	���"�� ������, 

��  	�	�	� 
	�������� ���-��$%� �, 

���%� ��	�� �����	�� ����� ���
	��-
���(�� � ��� �� �� � ���-��$%� �. 
�������	, ��	 ��������� ���������

���
	�	����� ��	�	� �����	�� � ��-
�������,  	�	�	�, � ��	' 	�����(, ��-
����� 	� 
��� ���� �
 �����	�������� � �����"� ������. + ����� � ���� �	
�	� 	 ���
���������

��	�	� �����	�� � ���-��$%� � ������ � �
 �
	���	����� �������� 	���( ������ ��� ��	���

���������� � !��� � 
�	"���	� �
�	������ � �����
. 
,������ �����	�������� ����� ��	���� �����	�� � ���-������ �	��	 ��������( � �
���-

������(�	, ��
	�(��� 	����	� � �����
 ���������	�� �
 �
� ��	� [1–4], � ����
	��"�' � �
�-
��������(��
 �����(���	� !�� "���� ����� [2] ��� ���	�� ����	��������� 	�	 � �
��������

[5–10]. -�����, 
	�������� � �
���������(���� ���	����, 
����������� � ����. 1. 

 !"#$  1 

�%&'(## )* #��+&,-�)#. �&/+0  ��� �# 0("&'�+ ) ���-/&"&*&, 1�

�	���  		�. �!��� 1 2 
���������. �
� ��. [1–4] 0,036–0,115 0,075–0,169 

.���	��������� �� � �
. [5–10] 0,065–1,55 – 
/�� "�� ����� [2] 0,15 0,4 
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�#-. 1. �&2�'� $#. 3&,%  ) ���-'&45�6 , !) ���-'&45�6 . �'0-
( �# �!�*% 7&%8  ���8 /&"&* , 6'&-� �# �6� 9�'8 () 1�#: 9�-
' : ��(0� ' -9�" ( �;-.  ���8 0("&'�+ ). 
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, �
���������(��� ���	�� ��'�  ����������' 	"�� � �	��	���
 ������� �����	��������

����� ��	���� �����	�� � 	 ��
	��
 ���-������ � 
	��	��'� �����	����( �	�( 	 
����� ���

 		�����"�	���� �!��� 	��	�����(�	 ���
 ��	�	� �����	�� (�����	���� ����� ��	���� ����-
�	�� �� 
����$��� 
���	�� ��$%� �). ���	��  	�
('����	�	 �	�����	����� 
	��	��'� �����-
���( ������� �����	�������� ����� ��	���� �����	��, ��
	�������� �� �	�($�� �����	����

���� 	� ����� � ���-������, �.�. � �����'��
  		�����"�	���
 �!���
. + ����	� ���	�� ����

�����	����� 
����� ������  		�����"�	���� �!��� ����� ��	���� �����	�� (���. 2). 0���%�

�	�	����� � 
�	������	� 
� ��� WIEN2k [11]. ���������� ���	�� 
�������	� �	�����	�����


�	�����	 � ���	�� [12]. 5 ������� ���	� 
�������	� 
	��	��� �	����( �	��	��� 
�� �������-
��� ������� � 1 �0�.  

+ 
��������� ���	�� [12] �	�����	����� 
�	�	���	�( � ���������	� (��) � ����!���	-
�������	� ���
��	��	� (6/�-) �	��	����
, 
���%� 6/�--�	��	���� ���$� �	�
�	���	���	

� �
���������(��� �����(���� ��� �������

�����	����� �����	�� � ���-�����	 � ��� ��-
������� 
�������� ��$%� � 	�  	�"�����"��

�����	��. *�� 	
��������� ������� �����	-
�������� ����� ��	���� �����	�� � ���-
������ �� ���� ������ 	�	����	��� �������	-
�	 
	��� � � 6/�--�����"�. *	����'��� ���

�	��	���
 
	��"�� ������	�	 ���
	�	�����

��	�	� �����	�� � 
���	�  		�����"�	��	�

�!��� � ��� �	 ��	�	� (���. 2). .� �� �� ���

����� �	� !� �, ��	 � 6/�--�	��	����  ���-
��� �� �����"������	������ (���) ��$%� �


�������������� � ������	���(��' �����"��-
����	�����' (��.) ��$%� �. .� �� ����%��

���� 
�	������ � ���	�� 7�
����� [13]. + ��	

���	�� ��
	�(�	�����( 
����	
	���"���(���

���	��. ���	�����	, ��	 ��� ���	�� 	���
�����'� ���($�' �	��	��( ����%�	�, ��� 
	��	
	-
���"���(���, ��  � �������'� �	�( 	 ��������� ��� ��	��. *	��	�� "��(' ����	� ���	��

�������� 
�	��� � �������� ������� 
	�������
 � ���	�� 7�
����� � 	"�� � �	��	��	��� ��-

	�(�	����� 6/�--�	��	���� ��� �	�����	����� 
����������	�	 ���-������. 

+ 	������ 	� !���	�������	�	 ���-������, �  	�	�	� ��������� �	����� ��	�	� ������

�	��
�������,  �	�����	����� ���-������ 
����������� 
�	�����. ,�	 ������	 � ���, ��	 
��

���
�������
 ��$� �	� � �����, 	"�������	� � 70 �, &-�����	 ���������� � 
����������	� �	-
��	����. + ��	� �	��	���� �
��� ��	�	� ���	�������	����, � ��	 �	�����	����� �	����� ��-
�	���� ���������	 ���, ��	 � ��
 �	��	 ��-
���( �	�( 	  	���������� ��������� �	��	�-
���. + ����	���� ����� ���������� ��� 	�-
�	���
 
	�
	��  �	�����	����' 
������-
����	�	 �	��	����. +	-
����
, ��	 ��
	�(�	-
����� ��� �	�����	����� �����	 
���������-
�	�	 ���
	��� � �
	���	�����
 ��������


�	��	���� ��
� ����!���	�������	�	 	��	-
��	��	�	 (6/�1) ��� ����!���	�������	�	

���
��	��	�	 [13–16], 	�����'��
 �������

��������� �	����	�. +	 ��	�	� 
	�
	��

(�.�. DLM-���	��,  	�	��� ������ ��������(-
�� 
	������� ��� 	�( 	 ���), ��������� �	����� ��	�	� ������ 	��������'���  ��������� 	�-
���	� �� , ��	�� � ����� 	�� ������ �����(����'��� �	����, ������ ���' [17–18]. .	� � ���-
���, ��	 6/�--�	��	���� ���$� ����	 
	�
	��� ��� 	
������ 
����������	�	 ���-������, 

	��������'� ���	�� ���	� [14–16]. + ���	��
 ��������	� [16] � 7��
��� [14] 
	�����	, ��	 �

���-������ 	��	���� �	��	����� �������� ������	���(�	� 6/�-. + ����	� ���	�� �	�����	-
����� ������	���(�	��� 
�	�	���	�( ��������"��� ������� 
	 
�������� c/a (���. 3). 0���%��

�	�	�����( 
�� !� ���	����	� 	�8%��,  	�	��� ��� 
	����� 
�� ��������"�� 
	��	� ����-

�#-. 2. 
"&) 9�6 * %8 9�"�/&%#.  ����) 0("&'�+ , 
' -9�"�/&%%8: ) 9&')8: 7&�8'&: 6��'+#% $#�%%8:
-2&' : (1 – 4) ��  ��� 0("&'�+  «0». 
9' ) 9�6 * % 
	��� � �'#$ ��
-/&"&* . �'�*' 7%8& 6'0(# –  ��-
�8 /&"&* , %&9'�*' 7%8& –  ���8 0("&'�+ , % :�+.-
=#&-. ) 9&')�, (1 , 1!, 1-) # )��'�, (2 , 2!) 6��'+#% -
$#�%%8: -2&' : ��  ��� 0("&'�+  «0». 
�'&"�76 �#

9�6 * %8 % 9' )"&%#. -9#%�)  ����) /&"&* . 

�#-. 3.  	��� � �'#$ ��
-/&"&* +� # 9�-"& ' -�)�-
'&%#.  ��� 0("&'�+ . �'0(# -� -�'&"�76 �# –  ���8
/&"&* - #: -9#% �#, !&* -�'&"�7&6 –  ��� 0("&'�+ 



������ �.�., ��
��
� 	.	., ������ �� �

��� �
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������
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� �.	. �
��� ������� ���
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���  ������ 	�	 ���-������. -�� �

�	 ����"�� �����(���	� ��
	�(�	�����( 
	���	�� ���-
�%��	�	 
	��� �. *�	���	�����( ���������� 
	���
 ������� ������� 
�� �������	� ������	-
���(�	��� ������� � 
��� � �	��� �	� �
. -����� 
�������	� ��$%� �, �������� ������	���(�	-
��� � �������	�	 �	����� 6/�- ��. ������, �	 � 
	��� �����	����� ��	�	� �����	�� (���. 3) 

����������� � ����. 2 � 3. 


 !"#$  2 
�% 7&%#& 9 ' �&�' '&45�6#, �&�' (�% ";%�-�# # � (%#�%�(� ���&%� ) 	���-� �'#$& ��
-/&"&* ,  

+� # 9�-"& ' -�)�'&%#. 0("&'�+ 

9���(�  9������ :������� 
���-
����� ��$%� �  


, Å 

.�����	���(�	��(, 
c/a

9������ ������-
��� �	���� ��	��

Fe, µB

[16] Fe32 3,46 1,08 2,0 
[19] Fe32 3,54 1,056 1,61 
[20] Fe32 3,47 1,08 1,7 

-����� ���	��  Fe32 3,44 1,087 1,96 
[16] Fe32C 3,48 1,08 – 

-����� ���	�� Fe32C 3,47 1,077 1,88 


 !"#$  3 
�% 7&%#& 9 ' �&�'�) '&45�6#, �&�' (�% ";%�-�# # � (%#�%�(� ���&%� 9�-"& ' -�)�'&%#. )��'�(�  ��� 0("&'�-

+ ) 	��� ��
-/&"&*&. ��"�/&%#.  ����) 0("&'�+ -���)&�-�)0>� '#-. 2. 

+�����	� ���
	�	��-
��� ��	�	� �����	��

:������� 
��������

��$%� �, Å 
.�����	���(�	��(, 

c/a 
9������ ��������� �	-

���� ��	�� Fe, µB   
0-1a 3,51 1,058 1,74 
0-1b 3,495 1,075 1,84 
0-1c 3,495 1,065 1,77 
0-2� 3,49 1,086 1,82 
0-2b 3,49 1,088 1,93 
0-3 3,495 1,067 1,79 
0-4 3,535 1,034 1,64 

1� ����. 2 ����	, ��	 
�� �����	����� �����	�� � 6/�--�����"� ��.-������ ������	���(-
�	��( ������� 
	��������. *	� 	�( � �	��� �	����� ������	���(�	��� ����	�	 &-������ �

6/�--�	��	����, 
	-�����	��, ������	 � ����	��	
��� �������	� ���� ����, �	 �������� ���-
���	���(�	��� �	���� ���( ������� � �������	� �������� ��
������ �. *	��	�� 
	������� ���-

��� �����	���(�	��� �	��	 ������( �	 ��������� �������	 �������	�	 �	����� �� ��	� ������

� ��
������ � � 1,96µB �	 1,88µB. ,�	� ���	� 
	������������ � �����	������� ����. 3. *�� ���-
��	����� ��	�	�	 ��	�� �����	�� 
�	��
	��� ���(���$�� �������� ������	���(�	��� � �������	

�������	�	 �	����� ��� ���
 
	��"��,  �	�� 0-2b. ,�	 ������	 � ���, ��	 � 
	��"�� 0-2b ��	��
�����	�� ������'��� � 	 ��
	��, ���
	�	������ � 
�	���	
	�	���
 ��	�	� 	�  ��	�� ������

��	�( 	�� ������	���(�	���, � ����� � ��� ������ ���'� ��	�� ������ � ��
�������� ����	� 	��, 
��	 
��
�������� �������' ������	���(�	���. .� �� 	����	�, �������� ������	���(�	��� ���-
���� � �������	 �������	�	 �	����� ��	�� ������ ��
������	 �������. 

:������� ������� �����	�������� ����� ��	���� �����	�� � 6/�- ��.-������ 
�������-
���� � ����. 4. 


 !"#$  4 
�% 7&%#. 1%&'(#, )* #��+&,-�)#. �&/+0  ��� �# 0("&'�+ ) �&�' (�% ";%�� 	��� ��
-/&"&*&.  

��"�/&%#.  ����) 0("&'�+ -���)&�-�)0>� '#-. 2. 

+�����	� ���
	�	�����

��	�	� �����	��

;, �+ [13] ;, �+ [-����� ���	��] 

0-1� 1,04 0,36 
0-1b 1,06 0,08 
0-1c 0,034 –0,01 
0-2a 0,174 0,97 
0-2b –0,023 –0,03 
0-3 – 0,07 
0-4 – 0,23 
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1� ������� �����
 ����. 4 ����	, ��	 � ������	���(�	� 6/�--������ ��	�� �����	�� 	�-
��� ���'��� � 
����
 �����%
  		�����"�	���
 �!���
 ��� ���
 
	��"��,  �	�� 0-1c � 0-2b. 
*	�������� �����(����  ���������	 �	�����'��� � �����(������ ���	�� 7�
�����. ���� 	 ��-
�������� � ����	� 	������ 	� ��
: � 
	��"�� 0-1c ����� ��	���� �����	�� �����	 	���� ������

	��������	 
���������. �������, ��	 
	������	� 
��������� ����� ��	���� �����	�� � 
��-
�	� � ��	�	�  		�����"�	���
 �!���
 ��� 	 
�	���	����� ������ ���	� [1–10]. ,�	 
�	���	��-
��� ��������(������ 	 �	�, ��	 �	���( 6/�--�	��	���� ��� �� ���	����	��	 ����������	 	
�-
������ 
����������	� �	��	���� ���-������. 
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FIRST PRINCIPLES CALCULATIONS OF THE INTERACTION ENERGIES 
OF CARBON ATOMS IN THE ANTIFERROMAGNETIC DOUBLE-LAYER FCC-IRON 

Ya.M. Ridnyi
1
, A.A. Mirzoev

2
, D.A. Mirzaev

3

The possibility of using a model of the antiferromagnetic double-layer state (AFMD) to describe the 
properties of the paramagnetic FCC iron was tested by WIEN2k software package. The interaction ener-
gies of carbon atoms in FCC iron for the first four octathedral sites were calculated. The presence of at-
traction between the carbon atoms in the first and second coordination spheres contradicts the experi-
mental results. The conclusion can be drawn that the model of AFMD state describing the paramagnetic 
FCC iron is not valid. 

Keywords: FCC iron; first principle simulation; carbon impurity; WIEN2k; LAPW method. 
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�� 518:51(09) 

����� ������������ �������. 
� 75-����� �� ��� �� �����

�.�. ������	1, �.�. 
�����
2, �.�. 
��-��	3, �.�. ��	����4, �.�. ����
5

14 ������ 2013 ���� 	
����	��

 75 ��� ������� �	�	��-

�������	��
�	� ����, �����

��� ������� «��
��� �������	��» �����

���	
� ����	�	���	�� ���	����.  �
��!����" ������
 ����	 #�

	"
��"

$�����%		, ������ �	�.-���. ����, �����

�� �.�. ���	��� – �	���� 	���
-

��� �� ���
�� � ��
 � 
�����, �� 	 �� ����!��. #���	������ 	� ������� ��-

�������	� 	 ������ ������	 ����	���
��� 	 ������������ ��	��	� �� ���-

�	�	� ��� �	
��" �������	�	, ��� 	 �& ��	��!��	" � ������� �����	�	, 

�	�	�	 	 ���	
�	���
��" �������	�	. 

�������� ��	�
: ����	

���; ������; ��	�����
� ��	��
���. 

����� ���	�
������ 
������ ��	���� � 1938 ��	� � �. ���
�� ��������� ���. ���� ������

���	�
�������, – ���	�
�� ���������� 
������, �������–	�� ����� !����	"���, ��������
��
������� ��������. #��� ���$������ ����������, 
��%
������ ���	�
�������, �������� ����	� &�����

(����������), �������� $��
������������ �������� � 	�

����' ��������  � � �����%�����, �  ���� ����' – 
��"�������
. 

� 1940 ��	� ��
%� 
������'"  ��(���%  ����"��% � �. 
��(����. )� �����������
 ������ ���	�
������� �

��(����� ���	��� ��� ����, *������ ����������, �������(��
(���%��� ������%�����. ��� 
���� �	����� 	�� ���

��� ������ � �����������, ��
���  �����%  ��
������

�+���% � �����+, ��������������%, ���	��+���. ,� ��"  ��

����� ���	�
������ � �� ����� � �����	������%+

�� �
����� ����" (���%�'" �����������: ������%����

$����� !��� !�������� �����, �������� 
���
�����

���	�
��� !�"�������� ������" � -���� .��������

��������, ������%���� �������� ��'�� � ���������' #���

��� ������ /��������,  �� �	������� "�
�� ����

,
�������� �������. 
� 1956 ��	� ����� ���	�
������ ������� � ������� 
�	��%+ (���� 0 32 �. ��(����� �  �-

��� �� �� $��������� ��	������ $�����-
���
���������� $����%���� ���	������������ ����	��-
��������� ������������ �
. �... 
�����, ���	������ � 1924 �. � � ����	�����  ����
����������

� ��(�������� ����	��������'� �����������. 1���� ��� ��	��� �������,  ����, ��� ��� 
���� ��
��
, ����� ���	�
������  �����	���� �� 
���
��������� ��	������. � 1959 �. $����%��� ���	�-
���� �� 	�� – $��������� � 
�"�����-
���
���������. *� 3 ����� ���" ���	����� 
�"
��� ��(-
�� ��(��� � �������������% ��� �'���������� – � ���� ���	������% �'��������%��� 
���
�-
                                                     
1 )��� �� ���	�
�� .�%�� – ���	�	�� $�����-
���
��������" ����,  ��$�����, ��$�	�� 
���
���������� � $���������%���� �����-
��, 2���-����%���� ����	��������'� �����������. 
   E-mail: vzal@susu.ac.ru 
2 /������ ������� ������������ – 	����� $�����-
���
��������" ����,  ��$�����, ��$�	�� 
���
���������� � $���������%����

�������, 2���-����%���� ����	��������'� �����������. 
   E-mail: karachik@susu.ru 
3 /�
-��� 
���� ���
������ – 	�����, ��$�	�� 
���
�����, *�������%�'� �����	������%���� ��"������������ ����������� «!.-
���», �. !�����. 
   E-mail: kim-tyan@rambler.ru 
4 !���"�� 
����	 ,���	���� – 	����� $�����-
���
��������" ����,  ��$�����, ��$�	�� 
���
���������� � $���������%���� �����-
��, 2���-����%���� ����	��������'� �����������. 
   E-mail: leonid.menikhes@gmail.com 
5 ����� 2��� ��������� – ���	�	�� $�����-
���
��������" ����, APS 6, department of Social Services, Australia. 
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���� � �����������, �� ���� ���	�����, � ��
 ����� � �.�. 
������, ��(��� �����%�� � ���������-
���� 
���
�����. ����� ���	�
������ �'� �	��
 �� ���(�" ���	����� �� �����, � �'����
 ��-
��������
, ��������
'
 
'(�����
, ����
�'
 ���	��+���
 � ������� ��������%+.  

�� ���������������  �����
�
� ������ 	�$$��������%�'" ��������� � 
���
���������

$�����  � ���� �������% �  ��$. ..�. #����'". .���� ��
������� #����'", �����'� ������	��
��� 	� ��
��� ������� � ���	�	������ 	�����������, �� ������� ����
 �����'
 �������
 � 	�

��"  �� ����3����� � ��� ������
� �����	�+. 
� 1961 ��	� ����� ���	�
������ 
������ � �������
 ������� 
�"�����-
���
���������

$����%��� ��(��������� ����	����������� ������������  � ��$�	�� 
���
����������  ������� �
�'� �������� � �� ��������. 4�� ���	�	������ 	���������� «������ �������� 
���	� ���
�3�-
��� � ������ $���������%�'" ���������» �'�� �� �(�� ��3�3��� � 1965 ��	�. -���� ������-
��� �� �������' (�����% 1964 �.) ����� ���	�
������ 
������ 	�� ��	� ������� ����������


��$�	�' 
���
���������� ������� ��(��. ����%+ 1966 �.  � ����
��	���� ���	�
��� �. 5. ��-
���	����� ���  �����	�� �� 	�������% ����(��� �������� �����	���� � .������� 
���
�����

#* ��������� ��� �
. �. .. ��
��������� � ��	�� 	�$$��������%�'" ���������, ����������-

'� ��.-����. #* ����� !.�. ����"��	����'
. � 6�� ���
� �� ���� ����
��%�� � ������%���

������� ������'" � ��������. 
�� ���
� ��	����� ���������� (�������% 1967 �. – 
�� 1968 �.) �� ��$�	�� �'��������%���


���
����� 
�������	����� ����	����������� ������������ (����	�+3�� –  ��$. 
!./. �������), �.�. 
������ ��������������� ����������'
� ��	���
�  � �� ���� ����%+ «�
��(���� � �������'" ���������  ������ ��	�». 

)����
���� � 
���	'
 	������
 ���� �.#. ��������'
 � ���
������ ������  � �������+

���  ���� ��

����� � ��	���" ������ 	�$$��������%�'" ���������   ������� ������ �"  �-
���	�+3�
� 
���������
� �����	��������  � �'����� ���%(�+ ���% � ������
 ����������� �. 
�. 
�������. � ����	����� �.#. �������� �
���� � �.�. 
������'
 � *.#. ��	����'
 ����� ��-
��������
� ��������� � ���� � �� ������
 ������� (���'  � ������ ��������� ��������'"

� ��������, � ��
 ����� � � �������" ���  ���� ��

�����. 
� ����" ������" �.�. 
������ ����
�������� �������'�  ��������� ���  ���� ��

����� �

������ ���������. � 6�� �� ���
� � ����  �����+���  ���'� �������,  ��	����+3�� � �����-
��+3�� ��� �����	������ – ,.�. ��"�
��, ��3����(�� � 1977 �. ���	�	�����+ 	���������+  �


���	� ����'" ���
�3���� � ��	���" �� ���������'� ��������, � 2.�. �����, �+��
'� ������

������ ���	�
�������, ��3����(�� ���	�	�����+ 	���������+ «���% ���	������ ��������' �

��	���" ������ ���������».  
*����� �������
 � ��������'
  ���������
 ������ ��������� � ��

������  ������� ��-

���' �.�. 
�������   � �6��� ������� (1979 �.), � �� ������� ������������'" �����" ��	 ���-
�'
 	��
 (1975) � � $����'"  ���"�	�" � �������������� ������ ��������� (1979–1980). 

� ������� 1982 �. �.�. 
������ ��3���� 	��������+ 	���������+ «������ ��������� ��(�-
��� ��������'" ��������� � �������" ���  ���� ��������������» �� $����%���� �!�/ � !��. 
-��	��� (1985 �.) 	��������� 	����������  �'�� � ���������� � �������� 
������$�� � ��	�-
���%���� «7��» (�. ��(����). 

� 1985 ��	� ����� ���	�
������ �'� �������� ����	�+3�
 ��	���
 «-�����	��� 
���
�-
����» .�������� 
���
����� �����������, � ����  �������% ���'� �� �����', �� ������� �����-
���� � 
��	�����	�'" ���$�������". -�	 ��� ������	����
 � ��(����� ��3����� ���	�	������

	����������  8 �� �������.  
� ������ 1992 �. �. �. 
�������  �������� ������ ������  ��$������  � � �����%�����

01.01.02 – 	�$$��������%�'� ���������, � � 	������ 1993 �. ��  ����� ��� � ������ � ��%����-
���
 ����	���������
 ��"�������
 ������������ � 	��������  ��$������ ��$�	�' «�'�(��

���
�����».  

� 1995 ��	� �.�. 
������, �.#. ��������, *.#. ��	���� � -.#. ���%
���� �������+� � 
��-
	�����	��� ���$������� ICIAM-95, �	� ���������% �" �����
���� � �'	�+3�
�� ��
'����



���
�����
, ���	�����
 �  ����	����
 ��
'������ ��3�����  �����	��� �  ��
'(������ 
�-
��
����� (ROMAI)  ��$������
 #	������ ,���	�����. � 6���� ���
��� �.�. 
������� ����'-
��+� ��
'� ����'� �����'� �����  � ��
'����
� 
���
�����
�. 

�	�����
���� ��  ���'��+��� � �������'  ��$. �.�.  
������� � 
���
�����
� ���������-
��. 



������	 �.�., 
�����
 �.�., 
��-��	 �.�., ����� ������������ ����	��. 
��	���� �.�., ����
 �.�. 
 75-����� �� �	� �� ��	��

2014, ��� 6, � 4 61

����� ���	�
������ ����	��� ��
������%�'
 	���
 – �
����
 ��	��% � ������% ���'�  ��-
���
'. 4�� �����������% ������ ����	�  ��������� ���%(�� ����� ��������. .
 ���	��� ����-
��� (���� ��������'" ������� � ����" ��%������� � �������� – ���������� ������+3�� ����-
�'� ���������. �� ����	� �'� � �������� �����'
 ��	���
, ����	��� �'�����(�
  ��$�����-
���%�'
 ����������
. ����� ���	�
������ ����	�  ��	8������ ����% �'����� ����������  � ��-
������ � ����" �����'" �����%�����, � � �����%����
 ����" �����	����� � ��������. 4�� �����-
�����%����% ���������� � ���'�������%+, �������
 � �
����
  ����� ��  �
�3%,  �		�����%
����" ��������, ������ � �����	�����. ��, �� ����� ������������ ���
��� � �	����%�, ����� ��
���%�� ������%�������% ����" ��������, �� � �' �����%, ����	� � ��
� �������+ ��"�������+

������. /������ � ������� ������ ���	�
������� �.#. �������� � �	��
 �� ����"  ����	��"

�'��� ����� �� 
��	�����	��� ���$������� � ���	���  � 	�$$��������%�'
 ���������
 �

	���
������
 �����
�
, 	����	'��� �����%���' ���
����'" � �.�. 
������'
 � 
.�. /�
-���
�����	������, ��
����: «����� ������' � �����' 	����% ���%�� � ���', ���3��' � ����� ���-
	�
������, � �� 	����� 6�� �����+ ������ ������� �� ����
� �����	����
�».  

!���������� ���� �����	������ �.�. 
������� � ������� ��������'" �������, �����������
������� � � ������%��� ������ ������'" � �������� ������� � 485 �����'" ������", �� ��" 270 
������ � ��� ����������", �������%�'" � ��������'" �������", ��������" ���	�� ���$�������
���������� �����, 4 
������$�� (�
., �� ��
��, ���������$������� ��������% ���	�� / ����. �. 
�. ���(�����. – ��%������ : �����, 2008. – 52 c. – (����� «����'� �����»).  9�� �����'  �-
������ 
��	�����	���  ��������, ������+��� � 
���
��������� ����������. � (����� �����'"

��������� +������ 
���� ��	��%  � ��
����� 	����������, ��3�3���'" ��� �� ������
�, ��-
(����
� � ���� � ����������'" �����. 

-��$����� �.�.  
������ �������� �����
 ��	� �����������'" � ��������'" �����'" ����-
3���� – #��	�
�� ��������������, #��	�
�� ��������'" ����, ��!� (���	���������� 
���-

��������� ��3�����), AMS (#
���������� 
���
��������� ��3�����, �&#),  IFNA (!��	���-
��	��� $�	������ ����������� �������, �&#), GAMM (��3�����  �����	��� 
���
����� �


�"�����, ���
����), ROMAI (��
'����� ��3�����  �����	��� � ��	�������%��� 
���
�����). 
�� – ���� ��	�������� �������� ��!�, R�!#I J�urn�l (��
'���), «.������� .��������� ��-
��	����������� ������������. ����� !���
�����», «������� �����», ���	�� ����� � ���-�. 
�.�. 
������ – ��$����� ����" ����������'" ��	����, ��� �: «!���
�����», «Mathematical 
Reviews», «Zentralblatt für Mathematik» (2043 ��$������),  �������'� ��������� ������%��" ���-
����%�'" �����'" �������� � ��
 ����� ������� «,�$$��������%�'� ���������». 

����� ���	�
������  ����
��� �������� ������� �� 
����" �����+��'", ������������" �


��	�����	�'" 
���
��������" ���$�������", ��
 ����
�" � ���������". �� 
���������� �'�

������������
 �����' ������ � 
���-��
 ����
�� � ��
��" 6��" $���
��,  �����(���� � ����-
����  ��������� 	����	����. �.�. 
������ ������� ������	�����
 � �� ��������
 �����'"

������� � $�	����%�'" �����'"  �����

  �������%���� �7, ���	��������  ������ �����' ���-
��
������ 
��	�����	�'" ���$�������. 

�.�. 
������ �������� �����
 	������������'" �������  �� �����, ��
�����
 � !��	��-
���
 ������������". �� ���	��������  ����
�� ������� � ������ 	������������'" ������� ��-
	�3�" ������������� �����' � �������� �$�����%���� �  ������. ����'� �������' � �������

�����	�������� ����'��+� ������ ���	�
������� � �����'
� (����
� 
����" ������������� �

������-�����	������%���" ���������� ��� � ��(�� ������, ��� � �� ������
. 
)� �'����� �����'� 	��������� � 1987 �. �.�. 
������ ������	�� ��	���
 «)��� -�����», 

�
��� ��������'� �����	', ���	��������  ��3����� ������	����
 .�������� !���
����� #*

����� � �����. � 1998 �. �
��� ������ «������� ���	�». 1 $������ 2007 ��	� �
�  ��������

������ «)��������'� 	�����% ����� �7». &����� �����'" ���������,  �����	��� �� ������-
����% �����	������, ���������� ���������%, ��(���'� �����'� �������' � ������, �*� � 	��%-
��
 �������%� "����������+� �.�. 
������� ��� �������  
��	�����	���� ������. 

����� ���	�
������ 
������ ��  ��������� 
����" ��� ��"������ ���������+ ���������%, 
�� ����� � ����� � �  ��$�����. !�����  �������� ������ � �������� �����	���' �
� –  ��
���-
���%��
� �����
�,  �	����� � ��������. 

!' �����
 ������ ���	�
������� 
������� ��� ���� �	����%�, 	����" ��� �������� �����
� ���'" ���������" 	���������! 

��������	 
 ��
	���� 30 �������� 2014 �. 
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BORIS VLADIMIROVICH LOGINOV. TO THE 75-TH ANNIVERSARY 

V.I. Zalyapin
1
, V.V. Karachik

2
, L.R. Kim-Tian

3
, L.D. Menikhes

4
, Yu.B. Rousak

5

Boris Vladimirovich Loginiov, Doctor of Physical and Mathematical sciences, Professor of the 

Chair of Higher Mathematics at UlSTU celebrated his 75
th
 anniversary on the 14

th
 of November, 2013. 

Honored Scientist of the Russian Federation, professor Loginov is widely known not only in our country 

but also abroad. He has contributed a lot to the development of both pure and applied mathematics in the 

spheres of mechanics, physics and computational mathematics. 

Keywords: personalia; anniversary; creative biography. 
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�������� � 	
���
�

����� ����	
�
 	 2009 ���
. 

�	���������	� � �������
��� �� � ��77-57362 	��
�� 24 �
��
 2014 �. �����
����� ��
���� ��

�
����
 	 ����� �	���, ������
������� ���������� � �
���	�� ����
���
���.  

 
��
� 	��!"�� 	 #����
��	��� �
��
� � $
�� �
���� %�&�'�. �	������ � �
��
�� ��������

�
����
!��� 	 ����
�
������ ���
	�"��� ������� �� �������"����� � �������
!(���� ���
����

«Ulrich’s Periodicals Directory». 

#�)����� �������
�
 %��)�� 
�����
������� �������� *���������	
 ���
��	
��� � �

�� #�����-

���� �����
��� �
��
� 	��!"�� 	 «����"��� 	��
(�� ��������
���� �

"��� �
��
��	 � ���
���, 	

������� ������ ���� ��
�����	
�� ����	��� �

"��� ���
���
�� �������
��� �
 �����
��� 
"����

�������� ������
 � �
����
�
 �

�». 

��������� ������ 29211 	 ��+��������� �
�
���� «�����
 #�����», ,29211 	 ��������-�
�
����


������	
 «-���
-���	��». 

�������"����� 	����
 – 4 �����
 	 ���. 

���������� � �
�
������ ������

1. �
����
!��� ������
����� �
����, ������
(�� �
(���	����� �

"��� ���
���
��, �� ��
�����-

	
���� 	 ��
��� ���
����, ���)��)�� .�
� �

"��� .��������� � ����	����	
!(�� �����	
���� � �����-

��	�� �
�������. 

2. % ���
���! �������
	������ .��������
� (���
���� MS Word 2003) 	����� �
���� ��+���� �� ��-

��� 6 ���
���, .��������� �
��!"���� � 	���������� ��
�����	
��� �
���� 	 �������� ��"
��, �	������

�� 
	���
� (�.�./., ����� �
����, �	
��� � ��������� ��� 	��� 
	����	 �
����), ����
���
� ������
���

��	����	������ �
 �������	�
 �
������. 

3. ���
��
�
 ��
���: 01-, �
�	
��� (�� ����� 12–15 ���	), ������ 
	����	, 
����
��� (150–250 ���	), 

������ ��!"�	�� ���	, ����� �
����, �����
�
�
 (	 ������� ������	
���, 	 �����
�, ���� .�� 	�������, 

�
���� �����
 �
 ������
� ����	����� ����� ��� ��
��� �� �
��
�
, ����	���(����� �
 
��������� ����). 

����� �����
 �
���� ����
�� �
�	
���, �
�)�����
� 
����
��� (�����
� ��
���) ��+���� �� 1800 ��
��	 �

������
��, ������ ��!"�	�� ���	 � �	������ �� 
	���
� �
 
��������� �����. 

4. �
�
����� �
���
. ����: ����
�����, 	������ – 23, ������ – 23, 	�
��� – 22, ��
�
�� – 25 ��. 

2���� – Times New Roman, �
�)�
� 100 %, �����	
� – ���"���, ��� ���(���� � 
���
���, 11 pt. /���
�

��
���� ������ 0,7 ��, �����	
� ����
 
��
�
�� 0 ��, �������"��� �����	
� – ����
����. 

5. ����
��. ����� �
���
��"����� (�����, �
����� � ����� – ������ )����, ���������� – �
���	), 

����	��� )���� – Times New Roman 11 pt, ���
�
���� ������� 71 % � 58 %. %���!"����� ����
��

������ ���� 	���	���� �� �����
. 

6. #��
��� 	�� "����-�����. ,��� ���
��� ����
� �� ������	
�� MS Office, �� ���
������ �������
-

	��� ���
��� � 	 	��� ��������� �
���	. 

7. 3���� ���
���� �
��
�
 «%������ 40�50» ����� «*
���
���
. *��
���
. �����
»: 

#����� 454080, �. 6��������, ��. ��. %.�. 7����
, 76, 4���-0�
������ ���
�
���	����� 
��	����-

���, ����"����� �
�
�����, �
����
 /�'�, ��	����	�����
 ���
����
 ���������
 *�����	
 3����
���


3���
�
�	�"
 [Prof. Mirzoev Aleksander Aminulaevich, General and Theoretical Physics Department, SUSU, 

76, Lenin prospekt, Chelyabinsk, Russia, 454080]. 

8. 3���� .���������� ��"��: vestnik@physics.susu.ac.ru 

9. ����
! 	����! ��
	�� �������	�� �
������� � ������ ���������� ����� �
��
���� � �
��
 �
�-

�
�
: ��. www.vestnik.susu.ac.ru/mmph. 

10.  
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