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Математика

О РЕШЕНИИ ОДНОЙ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ ТЕПЛОВОЙ
ДИАГНОСТИКИ1

М.Г. Булатова

Рассмотрена обратная граничная задача математической физики. Для

ее решения использован оптимальный по порядку метод проекционной ре-

гуляризации. Для приближенного решения этой задачи получены оценки

погрешности.

При тепловой диагностике ракетных двигателей (см. [1]) необходим учет физических
свойств, используемых композиционных материалов. Это приводит к необходимости решения
обратных задач для уравнения с разрывными коэффициентами. Высокие требования, предъяв-

ляемые к точности вычислений, при решении данного класса задач, заставляют разрабатывать
оптимальные методы для их решения, а также получать точные оценки погрешности этих мето-

дов.

1. Постановка задачи

2

1 1
12

( , ) ( , )
; 0 , 0

u x t u x t
x x t

t x

∂ ∂
= ≤ ≤ ≥

∂ ∂
, (1)

=
∂

∂

t

txu ),(2 æ 0,1;
),(

12

2
2

≥≤≤
∂

∂
txx

x

txu
, (2)

где æ – некоторая известная положительная константа.
Предположим, что решения ( )txu ,1 и ( )txu ,2 удовлетворяют начальным условиям

( ) 00,1 =xu ; ,0 1xx ≤≤ (3)

( ) 00,2 =xu ; 11 ≤≤ xx , (4)

а также граничным условиям
( ) ( ) ,0;,0 11 ≥= ttftu (5)

( ) ( )1 1 2, ; 0,u x t f t t= ≥ (6)

и условиям согласования

( ) ( )1 1 2 1, , ; 0,u x t u x t t= ≥ (7)

( ) ( )
,0;

,, 12
2

11
1 ≥

∂

∂
=

∂

∂
t

x

txu

x

txu
λλ (8)

где 1λ и 2λ некоторые известные положительные константы.

Функцию 2(1, )u t требуется определить.

Задача (1)–(8), следуя [2], является некорректно поставленной. Поэтому предположим, что
при 10( )f t и ( ) [ )20 2 0,f t L∈ ∞ таких, что

( )∫ ∫
∞ ∞

≤+
0 0

2
2

'

20

2

20 ,)( rdttfdttf (9)

1 Работа поддержана грантом р_урал_а №07-01-96001
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где r – известно, существуют точные решения ),(10 txu , ),(20 txu задачи (1)–(8) такие, что

),(10 txu ,
t
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∂

∂ ),(10 ,
x

txu
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∂ ),(10 , [ ] [ )( )∞∈
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∂ ),(20 ,
x

txu

∂

∂ ),(20 ,

[ ] [ )( )∞∈
∂

∂
,0;1,

),(
212
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txu
и

∫∫
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≤′+
0

2
1

2

20

0

2

20 ,),1(),1( rdttudttu (10)

где r1 не известно.

Пусть точные значения функций )(10 tf и )(20 tf нам не известны, а вместо них даны некото-

рые приближения ),0[)(),( 221 ∞∈ Ltftf δδ и уровень их погрешности 0>δ такие, что

,101 δδ ≤− ff (11)

δδ ≤− 202 ff . (12)

Требуется, используя исходную информацию δδ 21 , ff , δ и r задачи, определить прибли-

женное решение ),1(2 tu δ задачи (1)–(8) и оценить его уклонение от точного решения.

2. Сведение задачи (1)–(8) на отрезке [ ]1,0 x к задаче для обыкновенного дифференци-

ального уравнения

Пусть ),0[),0[ˆ
22 ∞+∞= iLLH где i – мнимая единица, а ),0[2 ∞L – действительное простран-

ство.

На пространстве Ĥ определим унитарное преобразование F

1
( ) ( ) ( ),

2 2
c s

i
F u iv F u F v+ = − (13)

где cF и sF – косинус и синус преобразования.

Применяя к уравнению (1) преобразование F, определяемое формулой (13), сведем его к
уравнению

2
1

1 12

ˆ ( , )
ˆ ( , ) 0; [0, ], 0

d u x
i u x x x

dx

τ
τ τ τ− = ∈ ≥ , (14)

в котором )],(),([),(ˆ
111 txiutxuFxu +=τ .

К уравнению (14) добавим условия

1 1̂ˆ (0, ) ( ); 0u fτ τ τ= ≥ (15)

и

1 1 2̂ˆ ( , ) ( ); 0u x fτ τ τ= ≥ , (16)

где )]()([)(ˆ 111 tiftfFf +=τ , а )]()([)(ˆ
222 tiftfFf +=τ .

Решая задачу (14)–(16), получим, что

0;)()(),(ˆ 00

111 ≥+= − ττττ τµτµ xx
ebeaxu , (17)

где 0

1
(1 )

2
iµ = + .

Используя условия (15) и (16), определим коэффициенты 1( )a τ и 1( )b τ

0 1

0 1 0 1
1 2 12 2

1ˆ ˆ( ) ( ) ( )
1 1

x

x x

e
a f f

e e

µ τ

µ τ µ τ
τ τ τ= −

− −
, (18)
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0 1 0 1

0 1 0 1

2

1 1 22 2
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1 1
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e e
b f f

e e

µ τ µ τ

µ τ µ τ
τ τ τ= −

− −
(19)

Из (17)–(19) следует, что

0 1 0 1

0 1 0 1

2
1 1

1 0 2 12 2

ˆ ( , ) 1 2ˆ ˆˆ ( ) ( ) ( ) , 0
1 1

x x

x x

u x e e
g f f

x e e

µ τ µ τ

µ τ µ τ

τ
τ µ τ τ τ τ

 ∂ +
 = = − ≥
 ∂ − − 

. (20)

Задачу (20) представим в виде двух.

Первая из них, являющаяся сужением задачи (20) на отрезок 0 1τ≤ ≤ , корректна, а вторая

0 1 0 1

0 1 0 1

2

1 0 2 12 2

1 2ˆ ˆˆ ( ) ( ) ( ) , 1
1 1

x x

x x

e e
g f f

e e

µ τ µ τ

µ τ µ τ
τ µ τ τ τ τ

 +
 = − ≥
 − − 

(21)

является задачей вычисления значений неограниченного оператора.

Из (20) следует, что если ( )1̂ 1f τ ≤ и ( )2̂ 1f τ ≤ , то

( ) [ ]2
1 0,1

1

4
ˆ ; 0 1

2L
g

x
τ τ≤ ≤ ≤ . (22)

Для решения задачи (21) воспользуемся изометричностью в пространстве Ĥ преобразования
F, определяемого формулой (13).

Из (12) следует, что

,ˆˆ
220 δδ ≤− ff (23)

где 2 2 2
ˆ ( ) [ ( ) ( )]f F f t if tδ δ δτ = + , 20 20 20

ˆ ( ) [ ( ) ( )].f F f t if tτ = +

Из (9) следует, что для 1ˆ ( )g τ справедливо соотношение

2 2
1

0

ˆ ( )g d rτ τ τ
∞

≤∫ (24)

Теперь для решения задачи (21), (23), (24) используем метод проекционной регуляризации,

изложенный в [3, с. 41]. Этот метод, для данной задачи, заключается во введении функции

( )1ĝα τ , определяемой формулой

1
1

ˆ ( ), 1
ˆ ( )

0, , 1,

g
gα τ τ α

τ
τ α α

≤ ≤
= 

> >
(25)

в которой параметр α удовлетворяет уравнению

r
ε α

α
= (26)

где δε
1

1

2

2

2

1

1

1

x

x

e

e

−

−

−














+

= .

Так как на основании (23) имеем, что при 1τ ≥

0 1 0 1 0 1 0 1

0 1 0 1 0 1 0 1

2 2

2 1 2 12 2 2 2

1 2 1 2ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

x x x x

x x x x

e e e e
f f f f

e e e e

µ τ µ τ µ τ µ τ

δ δµ τ µ τ µ τ µ τ
τ τ τ τ ε

   + +
   − − − ≤
   − − − −   

, (27)

то из (24)–(27) следует, что приближенное решение ( )1ĝα
ε τ задачи (21) определяется формулой
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2
3

1
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1 2
3

ˆ ( ), 1

ˆ ( )

0, ,

r
g

g

r

ε
α ε
ε

τ τ
ε

τ

τ
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   ≤ ≤    = 
  >  

 

(28)

где ( )
0 1 0 1

0 1 0 1

2

1 2 12 2

1 2ˆ ˆˆ ( ) ( )
1 1

x x

x x

e e
g f f

e e

µ τ µ τ

ε δ δµ τ µ τ
τ τ τ

+
= −

− −
.

Теорема, сформулированная в [3] на стр. 43, утверждает, что для функции ( ) ( )1ĝ
α ε
ε τ , опреде-

ленной формулой (28), справедлива оценка

( )( ) ( )
[ ]

3
2

3
1

,1
11 2ˆˆ

2

εττεα
ε rgg

L
≤−

∞
. (29)

Если функцию ( ) ( )τεα

ε1ĝ продолжить на всю полуось [ )∞,0 формулой

2
3

1
( )

1 2
3

ˆ ( ), 0

ˆ ( )

0, ,

r
g

g

r

ε
α ε
ε

τ τ
ε

τ

τ
ε

   ≤ ≤    = 
  >  

 

(30)

то из (22) и (30) будет следовать, что

( ) ( ) ( )
[ ]2

1 2
3 3

11
0, 1

4
ˆ ˆ 2

2L
g g r

x

α ε
ε

δ
τ τ ε

∞
− ≤ + . (31)

3. Решение задачи (1) – (8) на отрезке [x1, 1]
Применяя к уравнению (2) преобразование F, получим

2
2

2

ˆ ( , )d u x

dx

τ
− 2 1

1
ˆ ( , ) 0; [ ,1], 0

æ
i u x x xτ τ τ= ∈ ≥ , (32)

где ( ) ( ) ( )2 2 2ˆ , , ,u x F u x t iu x tτ =  +   .

Предположим, что

2 1 2̂ˆ ( , ) ( ); 0,u x f δτ τ τ= ≥ (33)

а

2 1
2

ˆ ( , )
ˆ ( ); 0,

u x
g

x
δ

τ
τ τ

∂
= ≥

∂
(34)

где ( )1
2 1

2

ˆ ˆ( ) ( ).g g
α ε

δ ε

λ
τ τ

λ
=

Из формулы (31) следует, что

1 2
1 3 3

20 2
2 1

4
ˆ ˆ 2

2
g g r

x
δ

λ δ
ε

λ

 
− ≤ + 

 
, (35)

где 1
20 10

2

ˆ ˆ( ) ( ).g g
λ

τ τ
λ

=

Решая задачу (32)–(34), получим, что

0 0

2 2 2
æ æˆ ( , ) ( ) ( ) ; 0,

x x

u x a e b e

τ τ
µ µ

τ τ τ τ
−

= + ≥ (36)

0 1 0 1

2 2 2
æ æ ˆ( ) ( ) ( ); 0

x x

a e b e f

τ τ
µ µ

δτ τ τ τ
−

+ = ≥ (37)
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и

0 1 0 1

0 2 0 2 2
æ æ ˆ( ) ( ) ( ); 0

æ æ

x x

a e b e g

τ τ
µ µ

δ

τ τ
µ τ µ τ τ τ

−
− = ≥ . (38)

Решая задачу (36)–(38), сведем ее к задаче вычисления значений неограниченного оператора

0 1 0 1

20 2

22

0 0 1 0 1

1
ch (1 ) sh (1 )

æ æ ˆ ˆ ( )( )
æ

ˆ ( )ˆ ( )
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δ
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τ
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, (39)

где 2 2ˆ ˆ( ) (1, ),u uτ τ= а
x

u
v

∂

∂
=

),1(ˆ
)(ˆ 2

2

τ
τ или

,
ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

2

2

2

2









=










⋅

v

u

g

f
Τ

δ

δ (40)

где неограниченный оператор Т действует из пространства ΗΗ ˆˆ × в ΗΗ ˆˆ × .

Используя соответствующий унитарный оператор

( ) ( )

( ) ( )

2 2

0

2 2
0

1
1 1

1
æ

2

1 1
æ

a a
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e e

Q

e e

τ
µ

τ
µ

−

−

 + − 
 

=  
 
 − − + 
 

(41)

в пространстве ΗΗ ˆˆ × , приведем оператор Т к диагональному виду Т1














=

−a

a

e

e
Т

0

0
1 , (42)

где ( )
æ

1 10

τ
µ xa −= , а a

e и a
e

− модули чисел ae и ae−
.

Таким образом, задачу (40) сведем к задаче
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2
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2
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ˆ
~
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где 
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δ
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~

~

g

f
Q

g

f
,

∗Q – оператор, сопряженный Q , определяемому формулой (41), а Т1 –

определен формулой (42).

Так как ∗Q унитарный оператор, то из (23) и (35) следует, что

1 2
1 3 3

2 20
2 1

4
2

2
f f r

x
δ

λ δ
ε
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− ≤ + 

 
ɶ ɶ (44)

и

1 2
1 3 3
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4
2

2
g g r

x
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λ δ
ε
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− ≤ + 

 
ɶ ɶ , (45)



Математика

Вестник ЮУрГУ, № 19, 20078

где 
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f
.

Из (42) следует, что оператор 1T может быть представлен в виде суммы

1

'

11 TTT ′′+= ,

где
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⋅′

0

ˆ

0

~
22

1

uf
T δ (46)

и
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0
~
0
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T

δ

.

Из (10) следует, что

2

20 1

ˆ

ˆ ( ) 1
æ

H

u r
τ

τ
 + ≤ 
 

. (47)

Из формулы (47) определим оператор вложения

2
1

20 20ˆ ˆ( ) 1 ( ),
æ

B u u
τ

τ τ−  = +  
 

(48)

а задачу (46) перепишем в виде операторного уравнения

( )1
1

1
2

1 2 2 2
æˆ ˆ( ) ( )

x

A u e u f

τ

δτ τ
− −

= = ɶ . (49)

Обозначим через 1 1( , )rω ε модуль непрерывности оператора ,1

1

−A определяемого формулой

(42) на множестве
11

ˆ
rr BSM = , где { }1,ˆ:

1
rzHzzS r ≤∈= , а оператор B определен формулой

(41).
Тогда из [4] следует, что

2
1 1

1
( , ) ~ lnrω ε

ε

−  
 
 

. (50)

Для решения уравнения (49) используем метод проекционной регуляризации, предложенный
в [4].

Для этого положим
1 2

1 3 3
1

2 1

4
2

2
r

x

λ δ
ε ε

λ

 
= + 

 
и при условии 2 13f δ ε≤ɶ

( )2 0ˆ 0u δ τ ≡ ,

а при 2 13f δ ε>ɶ , определим функцию ( )τεα

δ

)(

2
1

~
f формулой

( )τεα

δ

)(

2
1

~
f =

( ) ( )
( )

2 1

1

при

0 при ,

f δ τ τ α ε

τ α ε

 ≤


>

ɶ

где ( )1α ε определим из условия

( )
1

2 2
2 1

( )

9f dδ

α ε

τ τ ε

∞

=∫ ɶ .

Приближенное решение ( )τδ2û уравнения (49) определим формулой
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( )
( )

( )
1

1

1
1

( )2
2 2

æˆ
x

u e f
α ε

δ δ

τ

τ τ
−

= ɶ . (51)

Из (49) – (51) следует существование числа 1l такого, что

2
2 20 1

1

1
ˆ ˆ lnu u lδ

ε

−  
− ≤  

 
. (52)

Окончательно решение задачи (1)–(8) будет иметь вид

( ) ( )( )1
2 2ˆ1, Reu t F uδ δ τ−=    , (53)

где F–1
– отображение, обратное к F, определяемому формулой (13).

Из (52) и (53) следует, что

2
2 20 1

1

1
(1, ) (1, ) lnu t u t lδ

ε

−  
− ≤  

 
.
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УДК 519.248:[33+301+159.9]

МЕТОДЫ СЕТОЧНОЙ АППРОКСИМАЦИИ СЛОЖНЫХ
СИСТЕМ СОБЫТИЙ

О.Ю. Воробьев, О.Ю. Тарасова, А.Н. Овсянникова

Представлен вновь введенный метод сеточной аппроксимации неиз-

вестного распределения множества случайных событий.

Введение

Ввиду большого числа событий в реальных статистических системах, возникает трудность
определения состояний, в которых может оказаться система. Один из способов преодоления
трудностей подобного рода заключается в отыскании сеточного распределения состояния систе-
мы, определенного на введенной сетке и близкого к искомому неизвестному распределению.

Матричные модели маркетинга [1] натолкнули на идею методов аппроксимации распределений,

аналогичных сеточным методам решения дифференциальных уравнений.

Постановка задачи

Существо сеточного метода состоит в следующем: вместо исходного пространства элемен-

тарных событий вводится его сеточный аналог. Эта сеточная модель описывается вероятностями,

которые определены только на событиях сетки. Неизвестные распределения, т.е. законы, в соот-
ветствии с которыми эволюционирует пространство элементарных событий, заменяется соответ-
ствующими сеточными аналогами. В итоге исходная задача заменяется, или, как говорят, ап-

проксимируется системой сеточных распределений – сеточной схемой. Другими словами, на ап-
проксимируемое множество событий «набрасывается сетка» с целью попытаться представить,
как ведут себя «неизвестные» события из аппроксимируемого множества в пределах «известных
ячеек», роль которых будет предоставлено исполнять событиям-терраскам, образующим сетку.

Основные понятия эвентологии и теории вероятностей

Эвентология – новое направление, возникшее в рамках теории вероятностей и изучающее
распределение множеств событий, структуры зависимостей множеств событий [2].

Определение 1.1. Вероятностным пространством называется тройка ),,( PFΩ , где Ω –

пространство элементарных событий, F – алгебра событий и P – вероятность, определенная на
элементах алгебры F – случайных событиях ....,, Fyx ∈

Определение 1.2. Конечное множество избранных событий F∈X , выбранных из алгебры
вероятностного пространства ),,( PFΩ и состоящее из X=N событий, называется множест-

вом случайных событий.

Определение 1.3. Множество случайных событий X порождает различные наборы так на-

зываемых событий-террасок, среди которых есть события-терраски для X⊆X в форме пересе-

чения: ∩∩
c

c)ter(

XxXx

xxX

∈∈

= .

Определение 1.4. Два случайных события )0,0(, /≠/≠∈ yxyx X называются вложенными,

если между ними возможны только два отношения





=∩
,

,

y

x
yx

то есть одно из этих событий вложено в другое: yx ⊆ или xy ⊆ .

Сетка событий, или эвентологическая сетка (Э-сетка)

Начальным этапом построения сеточной схемы является замена исходного пространства
элементарных событий некоторой сеткой событий, образующих его разбиение.

Определение 2.1. Эвентологическая сетка (Э-сетка) – это множество FS ⊂ непересекаю-

щихся случайных событий, выбранных из алгебры F вероятностного пространства ),,( PFΩ и
образующих разбиение пространства элементарных событий Ω .
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Э-сетка S  (сеточное множество случайных событий S , сеточное эвентологическое распре-
деление множества S ) определена тогда и только тогда, когда:

1) выбрано множество FS ⊂ непересекающихся случайных событий, образующих разбие-
ние ∑

∈

=Ω
Ss

s ;

2) задан набор вероятностей .),()( Ssssq ∈= P

Для «одномерной» задачи простейшим примером Э-сетки является равновероятное разбие-
ние пространства элементарных событий на N равновероятных событий, вероятность которых
равна 1/N (равновероятная Э-сетка). Равновероятные события Э-сетки называются Э-

террасками сетки (Э-узлами сетки), а их вероятности называют также Э-шагами сетки. Сово-

купность Э-террасок образует множество событий, где определены Э-сеточные распределения.

Определение 2.2. Эвентологической сеткой n-го порядка nS пространства элементарных

событий Ω называется пересечение по Минковскому разбиений FAA n ⊆,...,1 :

....,,1,:
11 











=∈=









=

==
∩∩
n

i

iii
n

i

in niAaaAS

Элементы Э-сетки – события-терраски вида

Ω⊆=
=
∩
n

i

i

aa
a

1
}...{

1ter n

– называются Э-ячейками Э-сетки nS .

Ясно, что

∑∑∑
∈∈∈

==Ω
n

n
aa

n

nn

n

S
aa

Aa
aa

Aa
}...

1
{

11

11
ter

}...{}...{
terter...

– Э-ячейки образуют разбиение пространства элементарных событий Ω .

Таким образом, Э-сетка имеет вид:

{ }1{ ... }
ter , , 1, ... ,n

n i i

a a
S a A i n= ∈ = .

Несмотря на кажущуюся простоту, вопрос о выборе Э-сетки заслуживает внимания. С одной
стороны, количество событий-террасок желательно брать большим, т.е. пользоваться мелкими,

подробными Э-сетками. Точнее передавая при этом область изменения Э-аргумента, мы интуи-

тивно рассчитываем лучше аппроксимировать искомое Э-распределение сеточными распределе-
ниями. С другой стороны, практические соображения, и в первую очередь ограниченность быст-
родействия и объема памяти компьютеров, заставляет обращаться к Э-сеткам со сравнительно
небольшим числом Э-террасок. Решением этой проблемы часто служат неравновероятные Э-

сетки. Если имеется информация об Э-распределении, например, известно «расположение» в
пространстве элементарных событий некоторых его особенностей, для «разрешения» которых
необходима мелкая Э-сетка, то можно, не увеличивая общего числа террасок, сгустить сетку в
«окрестности» этих особенностей, а в «гладкой» области распределения сетку сделать редкой.

Определение 2.3.. X – аппроксимирующим nS -сеточным отображением называется ото-

бражение X2: →nSϕ , которое на Э-ячейке

n
n

i

i

aa
Sa ∈=

=
∩

1
}...{

1ter n

принимает значение
}0ter:{)(ter

}...{}...{
11 /≠∩∈= nn

aaaa
xx Xϕ ,

которое сокращенно обозначается
X2)(ter

...}...{ 11 ∈= nn aaaa
Xϕ .

Определение 2.4. nS – аппроксимацией множества событий X называется множество со-

бытий
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}:{ XX ∈= xxϕϕ ,

где каждое событие

( )∑






∈

∩=

n
aa

n

x

aa
xx

...
1

1

ter

...
ter

ϕ

ϕ (1)

называется nS –аппроксимацией события X∈x .

Событие-терраску будем обозначать

X⊆=
∈∈

XxxX

XxXx

,)()(ter
c

c
∩∩

ϕϕϕ . (2)

Приведем примеры X -аппроксимирующего 2S отображения с различной степенью ошибки:

Рис. 1. Эвентологическая сетка второго порядка 2 { , , , , }( ){ , , , , }S a b c d e α β γ δ ε= ∩ , аппроксимирующая исходное

Э-распределение триплета событий { }x,y,z=X с нулевой ошибкой (слева). Э-сеточная аппроксимация

{ }x ,y ,zϕ ϕ ϕ ϕ=X на Э-ячейках (справа)

Рис. 2. Эвентологическая сетка второго порядка },,,,){}(,,,,{
2

εδγβα∩= edcbaS , аппроксимирующая

исходное Э-распределение триплета событий { , , }x y z=X с некоторой ошибкой (слева).

Э-сеточная аппроксимация { , , }x y zϕ ϕ ϕ ϕ=X на Э-ячейках (справа)

Виды Э-сеточной аппроксимации

Точность Э-сеточной аппроксимации Э-распределений определяется структурой локальной

зависимости аппроксимируемого множества событий, которая характеризуется отношением
структур зависимостейдвух множеств событий, участвующих в Э-сеточной аппроксимации: Э-

сетки nS и аппроксимируемого множества X .

Рассмотрим три вида Э-сеточной аппроксимации, каждый из которых справедлив в рамках
одного из трех предположений о локальной структуре зависимости аппроксимируемого множе-
ства событий X : вложенной, независимой и наименее пересекающейся.
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Рис. 3. Эвентологическая сетка второго порядка },,,,){}(,,,,{
2

εδγβα∩= edcbaS , аппроксимирующая

исходное Э-распределение триплета событий { }x,y,z=X с наибольшей ошибкой (слева).

Э-сеточная аппроксимация { , , }ϕ = Ω Ω ΩX на Э-ячейках (справа)

Определение 3.1. Множество событий X имеет локально вложенную структуру относи-

тельно Э-сетки nS , если для любой Э-ячейки n
n

i

i

aa
Sa ∈=

=
∩

1
}...{

1ter n и любого события

n
aa

Xx
...

1∈ :





/

=∩
,ter

,0
ter

}...{
}...{

1
1

n
n

aa
aa

x

т.е. либо
}...{

1ter n
aa

содержится в x , либо не пересекается с ним.

Из этого определения следуют два свойства:

1) ( )
}...{}...{ 1

...
1

1 terter nn aa
Xx

aa

n
aa

x =∩
∈
∪ ,

2) события
}...{

1ter n
aa

x ∩ , где n
aa

Xx
...

1∈ , равновероятны.

Определение 3.2. Множество событий X имеет локально наименее пересекающуюся

структуру относительно Э-сетки nS , если для любой Э-ячейки n

aa
S∈

}...{ 1ter n и любого мно-

жества событий X⊆n
aa

X
...

1 :

1) ( )
}...{}...{ 1

...
1

1 terter nn aa
Xx

aa
n

aa

x =∩∑
∈

,

2) события
}...{

1ter n
aa

x ∩ , где n
aa

Xx
...

1∈ , равновероятны.

Определение 3.3. Множество событий X имеет локально независимую структуру относи-

тельно Э-сетки nS , если для любой Э-ячейки n

aa
S∈

}...{ 1ter n и любого множества событий

X⊆n
aa

X
...

1 :

1) ( )
}...{}...{ 1

...
1

1 terter nn aa
Xx

aa

n
aa

x =∩
∈
∪ ,

2) события
}...{

1ter n
aa

x ∩ , где n
aa

Xx
...

1∈ , равновероятны,

3) события
}...{

1ter n
aa

x ∩ , где n
aa

Xx
...

1∈ , независимы в совокупности.

Теорема 3.1. Эвентологическое распределение nS -аппроксимации множества событий X

X⊆= XXXp )),((ter)( ϕϕ P
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принимает один из следующих видов:
1) для локально вложенной структуры множества событий X :

∑
⊆

⊆=
)(ter

}...{

}...
1

{

1 ),(ter)(

n
aa

n

X
aa

XXp
ϕ

ϕ
XP ;

2) для локально наименее пересекающейся структуры множества событий X :

∑
⊆

⊆=
)(ter

}...{

...}...1{

1

1

),(ter
1

)(

naa

n

nX
aa

aa

X
X

Xp
ϕ

ϕ
XP ;

3) для локально независимой структуры множества событий X :

( ) ( )∑
⊆

⊆∩−∩=
)(ter

}...{}...{}...{

}...
1

{

c

111 ,)ter()(ter)ter()(

n
aa

nnn

X

X

aaaa

X

aa
XxxXp

ϕ

ϕ
XPPP ,

где ( ) ( ) n

aaaa
nnx

1

}...{}...{
)(ter11)ter( 11 PP −−=∩ .

Доказательство. Очевидно, что

( ) ( )∑∑
∈∈
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Подставляя (1) в (2), получаем
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Используя полученное выражение для )(ter Xϕ , получаем

( ) ( )∩∩
c

111 }...{

c

}...{}...{
terterter)(ter

Xx
aa

Xx
aaaa nnn xxX

∈∈

∩∩=∩ϕ

или в других обозначениях

( ) ( )∩∩
c

111
c

}...{}...{}...{
terterter)(ter

Xx
aa

Xx
aaaa nnn xxX

∈

′

∈

∩∩=∩ϕ ,

где ( )
}...{}...{

c
11 ter\ter nn aaaa

xx ∩=′
– дополнение x до n

aa
Sn ∈

}...{ 1ter , а ( )
}...{

c
1ter\ naa

xx ∩Ω= –

дополнение x до Ω .

Таким образом, выражение под знаком суммы в (3) можно записать в виде
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а саму формулу (3)
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(4)
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Формула (4) – эвентологическое распределение nS -аппроксимации множества событий X ,

имеющего произвольную локальную структуру. Используя формулу (4), можно записать форму-

лы для эвентологического распределения nS -аппроксимации множества событий X , имеющего
локально вложенную, локально наименее пресекающуюся и локально независимую структуру.

Например, рассмотрим множество X , имеющего локально наименее пересекающуюся
структуру. По определению локально наименее пересекающейся структуры, события

}...{
1ter n

aa
x ∩ , где )(ter

}...{
1 n

aa
x ϕ∈ не пересекаются и имеют одинаковую вероятность. Поэтому

эвентологическое распределение nS -аппроксимации множества событий X с локально наиме-
нее пересекающейся структурой можно записать в виде:

∑
⊆

⊆=
)(ter

}...{

...}...1{

1

1

),(ter
1

)(

naa

n

nX
aa

aa

X
X

Xp
ϕ

ϕ
XP ,

где суммирование ведется по всем n

aa
Sn ∈

}...{ 1ter , содержащим X⊆X .

Применение полученных результатов
В качестве аппроксимируемого множества X рассмотрим множество стратегий, предлагае-

мых компанией Артур Д. Литтл [1]. Распределение множества стратегий неизвестно, поэтому
будем использовать метод сеточной аппроксимации для нахождения этого распределения.

В классическом изложении маркетинговой модели ADL/LC принцип построения матрицы
ADL подсказывает вид эвентологической сетки. Пересечение двух множеств событий – четырех
событий жизненного цикла отрасли и пяти событий его конкурентного положения образуют

эвентологическую сетку второго порядка },,,,){}(,,,{2 εδγβα∪= dcbaS . Каждой ячейке сетки
соответствует набор стратегий из множества базовых стратегий, предлагаемых специалистами
ADL в качестве руководства к действию. Сделав предположения о локальной структуре зависи-

мости аппроксимируемого множества стратегий X  (например, на основе анализа этих стратегий

специалистами маркетинга), получим эвентологическое распределение 2S -аппроксимации мно-

жества событий X .

Заключение
В работе получены следующие результаты:

1. Определены понятия эвентологической теории сеточных методов: Э-сетки, X -аппрокси-

мирующего nS сеточного отображения, nS -аппроксимации множества событий.

2. Определены три вида локальных структур зависимости.

3. Сформулирована и доказана теорема об эвентологическом распределении nS -аппрокси-

мации множества событий X для различных локальных структур зависимости этого
множества.
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УДК 531/534 (075.8)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО НЕОБХОДИМОГО ПРИЗНАКА
СУЩЕСТВОВАНИЯ ТОНКОГО СЛОЯ МЕЖДУ ДВУМЯ
ПОВЕРХНОСТЯМИ

О.Г. Завьялов,Ю.В. Павлова

Рассмотрен метод построения тонкого слоя между двумя поверхностя-

ми. Сформулированы необходимые условия для формирования тонкого

слоя между двумя поверхностями. Доказано, что если одна из поверхностей

эллиптическая, то такой же должна быть другая поверхность. Если же одна

из поверхностей эллиптическая, а другая поверхность гиперболическая, то

отношение гауссовых кривизн будет отрицательным и условие существова-

ния тонкого слоя между поверхностями не будет выполняться.

1. Введение

Одним из важных вопросов в теории смазки является вопрос формирования тонкого слоя
между двумя поверхностями. Этот вопрос остается важным при решении задачи Капицы о каче-
нии шара по поверхности, при рассмотрении взаимодействия клина и иглы с деформируемой по-

верхностью. В приведенной работе формулируется и доказывается необходимые условия форми-

рования тонкого слоя между двумя поверхностями.

2. Постановка задачи и вывод необходимого условия для формирования тонкого слоя

Рассмотрим один из методов построения тонкого слоя между двумя поверхностями.

Пусть задана поверхность с уравнением

( )1 2,r r x x=
r r

. (1)

Это может быть сфера единичного радиуса с центром в точке О. Определим единичный век-

тор нормали к поверхности в точке А

( )1 2,n n x x=
r r

(2)

и построим вектор, отложенный от центра сферы (рис. 1).

Рис. 1

Касательные плоскости, построенные в точке А поверхности и в точке А0 сферы, будут па-

раллельными. Направляющими векторами для касательной плоскости поверхности в точке А бу-

дут базисные векторы

i i

dr
r

x
=

∂

r
r

, (3)

а для сферической поверхности выбраны векторы

i i

dr
n

x
=

∂

r
r

. (4)

Система векторов ir
r

 (i = 1, 2) компланарна системе векторов (i = 1, 2), то есть будут справед-

ливы следующие линейные соотношения:
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2

1

k
i i k

k

n m r
=

= ∑r r
. (5)

Умножив равенство (5) на вектор ir
r
скалярно, найдем

2 2

1 1

k k
i j i k j i k j

k k

n r m r r m q
= =

⋅ = ⋅ =∑ ∑r r r r
. (6)

Из равенства [1]

i j i jn r b⋅ = −
r r

, (7)

получим
2

1

k
i j i k j i j

k

b m q m
=

− = =∑ . (8)

С учетом (8) приходим к формуле Вейнгартена
2

1

k
i i k

л

n b r
=

= −∑r r
. (9)

Компоненты

i j i jn nγ = ⋅
r r

, (10)

являются компонентами метрического тензора сферы. Квадрат линейного элемента, то есть пер-

вая квадратичная форма сферы будет такой:
2 2

2
0

1 1

i j
ij

i j

s x xδ γ δ δ
= =

= ∑∑ . (11)

Коэффициенты (10) можем записать в виде
2 2 2

1 1 1

k l k
ij i j k l i k j

x l k

b b q b bγ
= = =

= =∑∑ ∑ . (12)

Для поверхности были введены два тензора с компонентами gi j и bi j. Построим третий тен-

зор с компонентами γi j, причем согласно (12), компоненты вновь построенного тензора являются
сверткой тензора с компонентами bij, при этом

ij jiγ γ= (13)

Таким образом, имеем
2 0ij ij ijHb Kqγ − + = , (14)

где H, K – средняя и полная кривизна поверхности. Теперь возьмем вторую поверхность с урав-

нением

( )1 2,R R y y=
r r

. (15)

Единичный вектор нормали второй поверхности обозначим

( )1 2,N N y y=
r r

. (16)

Базисные векторы поверхности равны:

( )1,2i
i

R
R i

y

∂
= =

∂

r
r

. (17)

При смещении по некоторой кривой из точки В в точку В′ вектор N имеет приращение Nδ

(рис. 2), при этом касательная плоскость повернется на угол δϕ, равный

Nδϕ δ=
r

, (18)

отсюда следует, что квадрат δϕ 2 равен
22 N N Nδϕ δ δ δ= = ⋅

r r r
. (19)
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Рис. 2

Вектор Nδ
r
разложим по базисным векторам iR

r

2

1

i
i

i

N R yδ δ
=

= ∑
r

(20)

Базисные вектора iR
r

компланарны векторам iN
r

2

1

k
i i n

k

N M r
=

= ∑
r r

, (21)

так что разложение (20) можно заменить разложением такого вида:
2

1

i
i

i

N N yδ δ
=

= ∑
r r

. (22)

Третья квадратичная форма поверхности запишется
2 2

2

1 1

,i j
ij

i j

y yδϕ δ δ
= =

= Γ∑∑⌢
(23)

где ij i jN NΓ =
r r

( ), 1,  2i j = .

Итак, каждая из рассматриваемых поверхностей имеет три квадратичные формы, причем для
второй поверхности их можно записать в виде:

2 2 21
, ,

2
S R l R N N Nδ δ δ δ δ δϕ δ δ= = − ⋅ = ⋅

r r r r r
. (24)

Первая квадратичная форма определяет квадрат расстояния между двумя выбранными точ-

ками В и В′ по некоторой кривой поверхности; вторая – расстояние от точки В′ до касательной
плоскости в точке В; третья – квадрат угла поворота между касательными плоскостями в точках
В и В′.

Вернемся к первой поверхности. Вектор nδ
r
может быть получен, если к вектору rδ

r
при-

менить линейный оператор L

n L rδ δ=
r r

. (25)

Линейный оператор (25) построим так, чтобы он переводил неколлинеарные векторы 1r
r
и 2r

r

в векторы 1n
r

и 2n
r

соответственно

1 1 2 2,Lr n Lr n= =
r rv v

. (26)

Линейный оператор L оказывается самосопряженным, так как справедливо равенство

1 2 1 2 2 1 2 1r n r Lr r Lr r n⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅
r rv v v v v v

. (27)

Запишем теперь равенство

n r
L

S S

δ δ

δ δ

 =  
 

r

. (28)

Производная по дуговой координате S

r

S

δ
τ

δ
=

r
r

(29)
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представляет собой касательный вектор к выбранной кривой единичной длины.

Обозначим 1e
r

и 2e
r

– единичные векторы по главным направлениям линейного оператора L и
запишем

1 2cos sin
r

e e
S

δ
ϕ ϕ

δ
= +

r
r r

, (30)

где ϕ – угол между вектором 1e
r

и вектором τ
r

.

С учетом разложения (4.30) равенство (4.28) запишем в таком виде:

( )1 2 1 2cos sin cos sin
n

L e e Le Le
S

δ
ϕ ϕ ϕ ϕ

δ
= + = +

r
r r r r

. (31)

Так как для главных значений линейного оператора справедливы равенства

( ) ( )1 1 1 2 2 2,L e e L e eλ λ= =
r r r r

, (32)

то производную от вектора n по дуговой координате S можем представить в виде

1 1 2 2cos sin
n

e e
S

δ
λ ϕ λ ϕ

δ
= +

r
r r

. (33)

Обозначив кривизну нормального сечения поверхности K и учитывая, что
r n

K
S S

δ δ

δ δ
= − ⋅

r r

, (34)

найдем
2 2

1 2cos sinK λ ϕ λ ϕ= − − . (35)

Собственные значения линейного оператора L равны

1 1 2 2,K Kλ λ− = − = , (36)

а собственные векторы определяют главные направления поверхности. С учетом (4.36) получим
формулы Эйлера

2 2
1 2cos sinK K Kϕ ϕ= − . (37)

Выпишем следующие производные:

1 2

1 1 2 2

cos sin  ,

cos sin  .

r
e e

S

n
k e k e

S

δ
ϕ ϕ

δ

δ
ϕ ϕ

δ

= +

= − −

r
r r

r
r r

(38)

Умножив первую формулу (38) на k1 и складывая почленно со второй, найдем

( )

( )

1 1 2 2

1 1 2 2

sin

или

sin  .

n r
k k k e

S S

n k r k k e S

δ δ
ϕ

δ δ

δ δ ϕ δ

+ = −

+ = −

r
r

r r
(39)

Вектор 1n k rδ δ+
r r

коллинеарен вектору 2e
r

. Аналогично векторы 2n k rδ δ+
r r

и 1e
r

также

коллинеарны. Так как выполняется условие 1 2 0e e⋅ =
r r

, то скалярное произведение векторов

1n k rδ δ+
r r

и 2n k rδ δ+
r r

также будет равно нулю

( ) ( )1 2  0n k r n k rδ δ δ δ+ ⋅ + =
r r r r

. (40)

Равенство (40) преобразуем к виду

( )1 2 1 2  0n n k k n n k k r rδ δ δ δ δ δ⋅ + + ⋅ + ⋅ =
r r r r r r

. (41)

Так как выполняются равенства

2 21
, ,

2
n n l n r S r rδ ϕ δ δ δ δ δ δ δ δ= ⋅ = − ⋅ = ⋅
r r r r r r

,

то между тремя квадратичными формами существует связь

( )2 2
1 2 1 22  0k k l k k Sδ ϕ δ δ− + + = . (42)

Аналогичная связь имеется между коэффициентами трех форм (14).
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Рассмотрим слой, образованный двумя поверхностями. Вторая поверхность получена из пер-
вой поверхности смещением точек поверхности по нормали на некоторую величину h = h(x1

, x2
).

Поэтому обе поверхности имеют общую параметризацию

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2, ; , , ,r r x x R R x x r x x h x x= = = +
rr rr r r

. (43)

Произведем сферическое отображение поверхностей (рис. 3). Допустим, что для точек А и В
поверхностей векторы оказались коллинеарными, причем скалярное произведение векторов

n N⋅
rr

= 1. Третья квадратичная форма поверхности для сферы является первой квадратичной
формой. При сферическом отображении точка А поверхности переходит в точку А0 на сфере (рис.
4). Касательная плоскость поверхности переходит в касательную плоскость сферы, поэтому

1 2 1 2 1 2 1 2,n n r r N N R Rα β× = × × = ×
r r r rr r r r

. (44)

Умножив векторно обе части равенств (44) на 1 2r r×
r r

и 1 2R R×
r r

соответственно, получим

1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2

2 1 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2

;
r n r n r r r r R N R N R R R R

r n r n r r r r R N R N R R R R
α β

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

r r r r r r r rr r r r r r r r

r r r r r r r rr r r r r r r r . (45)

Рис. 3 Рис. 4

Скалярные произведения, входящие в равенства (45), являются коэффициентами квадратич-

ных форм

11 12 11 12 11 12 11 12

21 22 21 22 21 2221 22

;
b b g g b b g g

b b g g g gb b
α β

− − − −
= =

− − − −

⌢ ⌢ ⌢ ⌢

⌢ ⌢ ⌢ ⌢ . (46)

Из равенств (46) определим коэффициенты α и β
2 2

11 22 12 11 22 12
2 2

11 22 12 11 22 12

;
b b b b b b

g g g g g g
α β

− −
= =

− −

⌢ ⌢ ⌢

⌢ ⌢ ⌢ . (47)

Обозначим ,K Kα β= =
⌢
и равенства (48) запишем в виде

1 2 1 2 1 2 1 2,n n K r r N N K R R× = × × = ×
r r r r⌢r r r r

. (48)

Если α и β отличны от нуля, то векторы 1n
r

и 2n
r

, а также 1N
r

и 2N
r

не коллинеарны.

Рассмотрим случай, когда n N=
rr

. В этом случае

1 2 1 2K r r K R R× = ×
r r⌢r r

. (49)

Умножим равенство (49) скалярно на вектор n
r

( ) ( )1 2 1 2K r r n K R R N× ⋅ = × ⋅
r r r⌢r r r

. (50)
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Так как векторы 1 2r r n
r r r

, а также 1 2R R N
r r r

образуют правые тройки, то объемы, построенные
на этих векторах, равны по величине площадям, построенным на базисных векторах. Поэтому
отношение гауссовых кривизн должно быть положительным

0
K

K
>⌢ . (51)

Если же n N= −
rr

, то отношение гауссовых кривизн двух поверхностей будет отрицательным.

В первом случае условие (51) является необходимым для формирования тонкого слоя между
двумя поверхностями. Таким образом доказано утверждение для формирования тонкого слоя
(признак впервые сформулировал Геннадий Алексеевич Завьялов).

3. Необходимый признак формирования тонкого слоя между двумя поверхностями

Если точка А и нормальным вектором n
r
принадлежит эллиптической поверхности, то такой

же должна быть вторая поверхность с принадлежащей точкой В и нормалью N n=
r r

. Если же пер-

вая поверхность с точкой А и нормальным вектором n
r

эллиптическая, а другая поверхность с

точкой В и нормалью N n= −
r r

гиперболическая, то отношение гауссовых кривизн поверхностей
будет отрицательным и условие формирования слоя не будет выполняться.
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ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ПУАССОНА

В.В. Карачик, Н.А. Антропова

Основываясь на полученном ранее представлении аналитических

функций по обобщенной формуле Альманси, найдены решения уравнения

Пуассона и неоднородного бигармонического уравнения в случае полино-

миальной правой части.

Введение
Рассмотрим уравнение Пуассона

( )u f x x D∆ = , ∈ , (1)

где правая часть ( )f x является аналитической в D функцией, а nD R⊂ звездная область с цен-

тром в начале координат. Хорошо известно, что некоторое решение уравнения (1) может быть
записано в виде потенциала объемных масс [1]

1
( ) ( ) ( )

D
n

u x E x f d= − , ,∫ ξ ξ ξ
ω

(2)

где 21
2

( )
n

n
E x x −

−, = | − |ξ ξ  (при 2n > ) элементарное решение уравнения Лапласа, а nω площадь

единичной сферы в nR . Однако, это красивое и полезное решение мало пригодно для вычисле-
ний. Например, при полиномиальной правой части ( )f x решение ( )u x может быть полиномом.

Чтобы подсчитать это решение нужно вычислить n -кратный интеграл по D , что довольно труд-

но сделать. В данной работе приводятся формулы, которые упрощают нахождение решения
уравнения Пуассона (1) и неоднородного бигармонического уравнения (17) в случае полиноми-

альной правой части ( )f x . Следует отметить, что полученные формулы справедливы и для неко-

торых аналитических функций, для которых соответствующие операторные ряды сходятся.

Уравнение Пуассона

Теорема 1. Некоторое решение уравнения (1) может быть найдено в виде
2 2

1 2 1

0
0

( 1)
( ) (1 ) ( )

2 (2 ) (2 2)

k k
k k n k

k

x x
u x f x d

k k
α α α α

∞
+ / −

=

| | − | |
= − ∆ ,

!! + !!∑ ∫ (3)

Доказательство. Определим функции ( )kG x u; по формуле [2]

2 1
1 2 1

0

( ) 0

( ) 1 (1 )
( ) 0

( 1)4

k k
k n

k

u x k

G x u x
u x d k

k k

α
α α α

−
/ −

, =
; = , | | −

, > ! − !
∫

где ( )u x некоторая гармоническая в D функция. Поскольку D звездная область, то справедливо
следующее разложение полинома ( )f x [3]

2 1
1 2 1

0 0
0 1

1 (1 )
( ) ( ) ( ) ( )

( 1)4

k k
n

i i kk
i k

x
f x G x v v x v x d x D

k k

α
α α α

−∞ ∞
/ −

= =

| | −
= ; = + , ∈ ,

! − !∑ ∑ ∫ (4)

где гармонические функции ( )kv x задаются равенством
2 1 1

1 2 1

0
1

( 1) (1 )
( ) ( ) ( )

( 1)4

s s s s
k n k s

k s
s

x
v x f x f x d

s s

α α
α α α

− −∞
/ − +

=

− | | −
= ∆ + ∆ .

! − !∑ ∫ (5)

В силу свойства нормируемости системы функций { ( ) 0 1 }kG x u k …; | = , [2] решение уравне-
ния (4) можно записать в виде

1 0 2 1 1

1

( ) ( ) ( ) ( )k k

k

u x G x v G x v G x v
∞

−
=

= ; + ; + = ;∑… (6)
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ибо по определению функций ( )kG x v; верны равенства 1( ) ( )k kG x u G x u−∆ ; = ; , а также

0( ) 0G x u∆ ; = и значит

1 0 2 1 0 0 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x G x v G x v G x v G x v f x∆ = ∆ ; + ∆ ; + = ; + ∆ ; + = .…

Перепишем решение (6) в виде
2 1

1 2 1
10

1

1 (1 )
( ) ( )

( 1)4

k k
n

kk
k

x
u x v x d

k k

α
α α α

−∞
/ −

−
=

| | −
= .

! − !∑ ∫
Подставим в эту формулу значения ( )kv x из (5). Тогда будем иметь

2 1 2( )
1 2 1 1

0
1 1

1 2 2 1 1 1
1 1 2 1 1

0 0

1 (1 ) ( 1)
( ) ( )

( 1)4 4

(1 ) (1 )
( )

( 1) ( 1)

k k s k s
n k

k k s
k k s

k s n s s
n k s

x x
u x f x d

k k k s

f x d d
k s

α
α α α

α α β β
β αβ β α

− +∞ ∞
/ − −

+
= , =

− + / − − −
/ − + −

| | − − | |
= ∆ + ×

! − ! ! !

− −
× ∆ .

− ! − !

∑ ∑∫

∫ ∫
(7)

Обозначим последнюю сумму в полученном выражении через ( )I x . Тогда получим
2 2

1

1 2 2 1 1 2 2
1 1 1

0 0

( 1)
( )

4

(1 ) (1 )
( )

( 1) ( 1)

s k s

k s
k s

k s n s s n
k s

x
I x

k s

f x d d
k s

α α β β
αβ β α

+∞

+
, =

− + / − − + / −
+ −

− | |
= ×

! !

− −
× ∆ .

− ! − !

∑

∫ ∫
(8)

После замены во внутреннем интеграле αβ β→ будем иметь

2 2 1 1
1 2 2 1

0 0
1

( )

( 1) (1 ) ( )
( )

( 1) ( 1)4

s k s k s
n s k s

k s
k s

I x

x
f x d d

k s k s

α α α α β
β β β α

+ − −∞
/ + − + −

+
, =

=

− | | − −
= ∆ .

! ! − ! − !∑ ∫ ∫
Меняя порядок интегрирования в повторном интеграле и вводя обозначение

1 1 1( ) (1 ) ( )k sR d
β

β α α α β α− −= − −∫ (9)

получим
2 2

1 2 2 1

0
1

( 1)
( ) ( ) ( )

4 ( 1) ( 1)

s k s
n s k s

k s
k s

x
I x R f x d

k s k s
β β β β

+∞
/ + − + −

+
, =

− | |
= ∆ .

! ! − ! − !
∑ ∫

Вычислим функцию ( )R β . Заменяя под интегралом α α β→ + будем иметь
1 1 1

0
( ) ( )(1 )

k sR d
β

β α β α β α α
− − −= + − − .∫

Заменяя опять (1 )α α β→ − , найдем
11 1 1

0
( ) (1 ) ( )(1 )

k s k sR dβ β α αβ β α α α+ − − −= − − + − .∫
Используя теперь представление бета-функции Эйлера в виде

1 1 1

0
( ) (1 )

s kB s k dα α α− −, = − ,∫ (10)

после простого преобразования получим
1( ) ( 1 )(1 ) ( ) (1 )s k s kR B s k B s kβ β β β+ + −= + , − + , − .

Воспользовавшись теперь связью между бета-функцией и гамма-функцией , а затем извест-
ной формулой ( ) ( 1)s sΓ = − ! выпишем

1( 1) ( 1) ( 1)
( ) (1 ) (1 )

( ) ( 1)

s k s ks k s k
R

s k s k
β β β β+ + −! − ! − ! − !

= − + − .
+ ! + − !

Отсюда сразу получаем выражение для ( )I x
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2 2
1 1

0
1

1 2 1 1

( 1) 1
( ) (1 )

( ) ( 1)4

1
(1 ) ( )

( 1)

s k s
s s k

k s
k s

s s k n k s

x
I x

k s k s

f x d
s k s

β β

β β β β β

+∞
− +

+
, =


+ − / − + −




− | |
= − +! + ! − !

+ − ∆ .
+ − ! !

∑ ∫

Кратное суммирование
1i s

∞

, =∑ здесь может быть взято следующим образом

1

1 2 2 1

l

i s l i s l l s

∞ ∞ ∞ −

, = = + = = =
= =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ . Тогда будем иметь

2 11
1

0
2 1

1 2 1 1

( 1)
( ) (1 )

( 1) ( )4

( 1)
(1 ) ( )

( 1) ( )

l s sl
l

l
l s

s s
l n l

x
I x

l s l s

f x d
l s l s

β
β

β
β β β β

−∞ −

= =


− / − −





| | −
= − − + ! − ! − !

−
+ − ∆ .

− ! ! − !

∑ ∑∫

Если обозначить в полученном выражении
11

1

1

(1 ) ( 1)
( )

( ) ( 1)

l s sl

s

J
l l s s

β β
β

−−

=

− −
=

! − ! − !∑
и

1 1

2

1

(1 ) ( 1)
( )

( 1) ( )

l s sl

s

J
l l s s

β β
β

− −

=

− −
= ,

− ! − ! !∑
тогда получим

( )
2

1 2 1 1
1 20

2

( ) ( ) ( ) ( )
4

l
n l

l
l

x
I x J J f x dβ β β β β

∞
/ − −

=

| |
= + ∆ .∑ ∫ (11)

Вычислим суммы 1( )J β и 2( )J β . Имеем
11 2

1

1 0

11
1 1

0

(1 ) ( ) (1 ) ( )
( )

( 1 ( 1)) ( 1) ( 1 )

(1 ) ( ) ( ) (1 )
( ) (1 )

( 1 ) ( 1) ( 1)

l s l sl l

s s

l s l ll
l l

s

J
l l s s l l s s

l l s s l l l

β β β β
β

β β β β
β β

−− −

= =

−−
− − 

  
=

− − − −
= − = − =

! − − − ! − ! ! − − ! !

 − − − −
= − − = − − − 

! − − ! ! − ! ! − ! 

∑ ∑

∑
и

1 11

2

1 0

1 1

(1 ) ( ) (1 ) ( ) ( ) 1
( )

( 1) ( ) ( 1) ( )

(1 ) (1 ) ( ) 1 (1 )
(1 ) ( ) 1

( 1) ( 1)

l s l s ll l

s s

l l l l
l l

J
l l s s l l s s l l

l l l l l l

β β β β β
β

β β β β
β β

− −−

= =

− −

 − − − − −
= = − − = 

− ! − ! ! − ! − ! ! ! ! 

 − − − −  = − − = − − − − .   − ! ! ! ! ! − ! 

∑ ∑

Отсюда
1

1
1 2

1
1

(1 )
( ) ( ) (1 )( ) (1 ) (1 ) ( ) 1

( 1)

(1 )
( ) 1

( 1)

l
l l l l

l
l

J J
l l

l l

β
β β β β β β β

β
β

−
−

−
−

−  + = − − − − + − − − − = ! − !

−  = − − . ! − !
После подстановки полученного выражения в (11), а затем замены индекса l на индекс k

получим
2 1 1

1 2 1 1

0
2

2 1
1 2 1 1

0
2

( 1) (1 )
( ) ( )

( 1)4

1 (1 )
( )

( 1)4

l l l l
n l

l
l

l l
n l

l
l

x
I x f x d

l l

x
f x d

l l

β β
β β β

β
β β β

− −∞
/ − −

=

−∞
/ − −

=

− | | −
= − ∆ −

! − !

| | −
− ∆ =

! − !

∑ ∫

∑ ∫
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2 1 1
1 2 1 1

0
1

2 1
1 2 1 1

0
1

( 1) (1 )
( )

( 1)4

1 (1 )
( )

( 1)4

k k k k
n k

k
k

k k
n k

k
k

x
f x d

k k

x
f x d

k k

α α
α α α

α
α α α

− −∞
/ − −

=

−∞
/ − −

=

− | | −
= − ∆ −

! − !

| | −
− ∆ .

! − !

∑ ∫

∑ ∫
(12)

Подставляя найденное значение ( )I x в (7) и замечая, что последняя сумма из (12) сокраща-

ется с первой суммой из (7) получим
2 1 1

1 2 1 1

0
1

( 1) (1 )
( ) ( )

( 1)4

k k k k
n k

k
k

x
u x f x d

k k

α α
α α α

− −∞
/ − −

=

− | | −
= − ∆

! − !∑ ∫
или заменяя индекс k на 1k + найдем

2 2
1 2 1

1 0
0

( 1)
( ) (1 ) ( )

4 ( 1)

k k
k k n k

k
k

x
u x f x d

k k
α α α α

+∞
+ / −

+
=

− | |
= − ∆ ,

! + !
∑ ∫ (13)

что совпадает с формулой (3). •

Замечание 1. Решение (3) имеет смысл и в случае аналитической в D функции ( )f x , если
соответствующий ряд сходится в D . В [3] была установлена сходимость ряда представляющего
решение ( )u x только лишь в некоторой окрестности начала координат.

Замечание 2. Конечно же, компактная запись (2) решения уравнения Пуассона, более при-

влекательна, чем громоздкий операторный ряд из (3), но как показывает следующий пример, в
случае когда ( )f x полином решение ( )u x находится легко.

Пример 1. Пусть правая часть в уравнении (4) имеет вид ( ) if x x= , тогда ряд из (13)

содержит только одно слагаемое при 0k =
2

1 2 2

0

1
( )

4 2( 2)

ni
i

x x
u x d x x

n
α α/| |

= = | | .
+∫ (14)

Проверим полученное решение

( )

2 2
2 3 2
12 2

1

1
( )

2( 2)

1 2 4
2 6 2

2( 2) 2( 2)

i i i n

n

i i i i i

u x … x x … x … x x
n x x

n
x … x … x x x

n n

 
 
 

 ∂ ∂
∆ = + + + + + + =  + ∂ ∂ 

+
= + + + + = = .

+ +

Пусть теперь, в общем случае, ( ) ( )mf x P x= , где ( )mP x однородный полином степени m .

Тогда верно следующее утверждение

Теорема 2. Решение уравнения (1) вида (3) при ( ) ( )mf x P x= может быть записано в форме
[ 2] 1 2

2

1 10

( )
( ) ( 1)

(2 2) ( 2 2 2)

m k k
k m

k kk

x P x
u x x

n m k

/ +

+ +=

| | ∆
=| | − ,

, + − ,∑ (15)

где ( ) ( ) ( )ka b a a b … a kb b, = + + − обобщенный символ Похгаммера, а [ ]a – целая часть числа a .

Доказательство. Преобразуем формулу (3). Очевидно, что в силу однородности полинома

( )mP x верно равенство 2( ) ( )k m k k
m mP x P xα α −∆ = ∆ . Поэтому (3) имеет вид

22
1 2 1 2

0
0

( )
( ) ( 1) (1 )

2 (2 ) (2 2)

k k
k k k n m km

k

x P xx
u x d

k k
α α α α

∞
+ / − −

=

| | ∆| |
= − − .

!! + !!∑ ∫
Принимая во внимание определение бета-функции (10) запишем

22

0

( )
( ) ( 1) ( 1 2)

2 (2 ) (2 2)

k k
k m

k

x P xx
u x B k m k n

k k

∞

=

| | ∆| |
= − + , − + / .

!! + !!∑
Воспользовавшись теперь соотношением ( ) ( ) ( ) ( )B s k s k s k, = Γ Γ /Γ + , а также равенством

(2 ) (2 2) 2 4 ( 1) 2 4 ( 1) ( 1)k kk k k k k k!! + !!= ⋅ ! + != ⋅ + !Γ +
найдем
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2 2

1
0

( 1) ( 2)
( ) ( 1) ( )

4 ( 1) ( 2 1) ( 1)

k k k
mk

k

k m k n
u x x x P x

k m n k

∞

+
=

Γ + Γ − + /
=| | − | | ∆ .

+ !Γ + / + Γ +
∑

После сокращения получим

2 2

1
0

( 2)
( ) ( 1) ( )

4 ( 1) ( 2 1)

k k k
mk

k

m k n
u x x x P x

k m n

∞

+
=

Γ − + /
=| | − | | ∆ .

+ !Γ + / +
∑ (16)

Теперь, используя свойство гамма-функции ( 1) ( )s s sΓ + = Γ можно найти

( 2 1) ( 2)( 2 1)( 2) ( 2)m n m n m n m k n m k nΓ + / + = + / + / − − + / Γ − + / ,
а значит, сокращая дробь в (16) на ( 2)m k nΓ − + / получим

2
2

0

( 1) ( )
( )

(2 2) ( 2 )( 2 2 )

k k k
m

k

x P x
u x x

k n m n m k

∞

=

− | | ∆
=| | .

+ !! + + −∑
Наконец, вспоминая определение обобщенного символа Похгаммера запишем

1(2 2) 2 4(2 2) (2 2)kk k ++ !!= ⋅ + = , и 1( 2 2 )( 2 ) ( 2 2 2)kn m k n m n m k ++ − + = + − , , а значит
2

2

1 10

( 1) ( )
( )

(2 2) ( 2 2 2)

k k k
m

k kk

x P x
u x x

n m k

∞

+ +=

− | | ∆
=| | .

, + − ,∑
Что и требовалось доказать. •

Если теперь опять вернуться к примеру 1, то 1m = и при 0k = будем иметь

1 1 0 1 1(2 2) ( 2 2 2) (2 2) ( 2 2) 2( 2)k k kn m k n n+ + | =, + − , = , + , = + и значит
2

( )
2( 2)

ix x
u x

n

| |
=

+
.

Бигармоническое уравнение

Рассмотрим теперь неоднородное бигармоническое уравнение
2 ( )u f x x D∆ = , ∈ . (17)

Теорема 3. Решение уравнения (17) может быть записано в форме
4 2

1 1 2 1

0
0

( 1)
( ) (1 ) ( )

4 (2 ) (2 4)

k k
k k n k

k

x x
u x f x d

k k
α α α α

∞
+ + / −

=

| | − | |
= − ∆ .

!! + !!∑ ∫ (18)

Доказательство. Обозначая u g∆ = получим для ( )g x уравнение Пуассона (1) g f∆ = и
значит согласно теореме 1

2 2
1 2 1

0
0

( ) ( 1) ( )
2 (2 ) (2 2)

k
k k n k

k

x x
g x f x d

k k
α α α α

∞
+ / −

=

| | | |
= − ∆ ,

!! + !!∑ ∫ (19)

и, кроме того,
2 2

1 2 1

0
0

( ) ( 1) ( )
2 (2 ) (2 2)

k
k k n k

k

x x
u x g x d

k k
α α α α

∞
+ / −

=

| | | |
= − ∆ .

!! + !!∑ ∫ (20)

Замечая, что 1( ) ( )k kg x f x−∆ = ∆ из (20) найдем
2

1 2 1

0

2 2
1 2 1 1

0
1

( ) ( )
4

( 1) ( )
2 (2 ) (2 2)

n

k
k k n k

k

x
u x g x d

x x
f x d

k k

α α α

α α α α

/ −

∞
+ / − −

=

| |
= +

| | | |
+ − ∆ .

!! + !!

∫

∑ ∫
(21)

Преобразуем первый интеграл в полученном равенстве. Используя (19) найдем
2

1 2 1

0

4 2
1 1 2 2 2 1 2 1

0 0
0

( )
4

( 1)
(1 ) ( )

8 (2 ) (2 2)

n

k k
k n k k n k

k

x
g x d

x x
f x d d

k k

α α α

α β β αβ β α

/ −

∞
+ + / − + / −

=

| |
=

| | − | |
= − ∆ =

!! + !!

∫

∑ ∫ ∫
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4 2
1 1 2 1

0 0
0

( 1)
( ) ( ) ( ) ( )

8 (2 ) (2 2)

k k
k k n k

k

x x
f x d d

k k
α α αβ αβ αβ αβ α

∞
+ / −

=

| | − | |
= − ∆ .

!! + !!∑ ∫ ∫
Заменяя αβ β→ , а затем, меняя порядок интегрирования, получим

2
1 2 1

0

4 2
1 2 1

0 0
0

4 2
1 1 2 1

0
0

( )
4

( 1)
( ) ( )

8 (2 ) (2 2)

( 1)
( ) ( )

8 (2 ) (2 2)

n

k k
k k n k

k

k k
k k n k

k

x
g x d

x x
f x d d

k k

x x
d f x d

k k

α

β

α α α

α α β β β β α

α α β α β β β

/ −

∞
+ / −

=

∞
+ / −

=

| |
=

| | − | |
= − ∆ =

!! + !!

| | − | |
= − ∆ .

!! + !!

∫

∑ ∫ ∫

∑ ∫ ∫

(22)

Вычислим внутренний интеграл. Интеграл такого типа был уже вычислен в (9) и поэтому
2 1

1 (1 ) (1 )
( )

2 1

k k
k d

k kβ

β β β
α α β α

+ +− −
− = + .

+ +∫
Подставляя найденное значение интеграла в (22) и, меняя β α→ , получим

2
1 2 1

0

4 2 2 1
1 2 1

0
0

( )
4

( 1) (1 ) (1 )
( )

2 (2 ) (2 2) 2(2 4) 2(2 2)

n

k k k k
k n k

k

x
g x d

x x
f x d

k k k k

α α α

α α α
α α α

/ −

+ +∞
+ / −

=

| |
=

 | | − | | − −
= + ∆ .  !! + !! + + 

∫

∑ ∫
Вернемся к формуле (21) и преобразуем второй интеграл. Заменим в нем 1k k→ +

2 2
1 2 1 1

0
1

4 2 1
1 2 1

0
0

( 1) ( )
2 (2 ) (2 2)

( 1) (1 )
( )

2 (2 ) (2 2) (2 2)(2 4)

k
k k n k

k

k k k
k n k

k

x x
f x d

k k

x x
f x d

k k k k

α α α α

α α
α α α

∞
+ / − −

=

+∞
+ / −

=

| | | |
− ∆ =

!! + !!

| | − | | −
= − ∆ .

!! + !! + +

∑ ∫

∑ ∫
Складывая полученные интегралы найдем

4 2
1 2 1

0
0

( 1)
( ) ( ) ( )

2 (2 ) (2 2)

k k
k n k

k

x x
u x K f x d

k k
α α α α

∞
+ / −

=

| | − | |
= ∆ ,

!! + !!∑ ∫ (23)

где
2 1 1

(1 ) (1 ) (1 )
( )

2(2 4) 2(2 2) (2 2)(2 4)

k k k

K
k k k k

α α α α α
α

+ + +− − −
= + − .

+ + + +
Вычислим функцию ( )K α . Имеем

1
(1 ) 1 2

( )
2 2 4 2 2 (2 2)(2 4)

k

K
k k k k

α α α α
α

+  − −
= + − = + + + + 

1

1 1

(1 ) (1 )(2 2) (2 4) 2

2 (2 2)(2 4)

(1 ) (2 2) (1 )

2 (2 2)(2 4) 2(2 4)

k

k k

k k

k k

k

k k k

α α α α

α α

+

+ +

− − + + + −
= =

+ +

− + −
= = .

+ + +
Значит, из (23) получим

4 2
1 1 2 1

0
0

( 1)
( ) (1 ) ( )

4 (2 ) (2 4)

k k
k k n k

k

x x
u x f x d

k k
α α α α

∞
+ + / −

=

| | − | |
= − ∆ .

!! + !!∑ ∫
Что и требовалось доказать. •

Пример 2. Пусть правая часть в уравнении (17) имеет вид ( ) if x x= , тогда ряд из (18)

содержит только одно слагаемое при 0k =



Математика

Вестник ЮУрГУ, № 19, 200728

4
1 2 4

0

4
4 4

(2 2 1)
( ) (1 )

32 32

(2) ( 2 1) ( 2 1)

32 ( 2 3) 32( 2 1)( 2 2) ( 2 1) 8( 2)( 4)

ni
i

i
i i

x x B n
u x d x x

x xn n
x x x x

n n n n n n

α α α/| | , / +
= − = | | =

| |Γ Γ / + Γ / +
= | | = | | = .

Γ / + / + / + Γ / + + +

∫

Здесь мы воспользовались известными свойствами гамма и бета функций, ранее уже
применявшимися в теореме 1. Проверим полученное решение. Для этого воспользуемся
равенством [2]

( ) 2( ) ( 2 2) ( ) ( )s s s
r r rx R x s s r n x R x x R x−∆ | | = + + − | | + | | ∆ ,

где ( )rR x однородный многочлен при 4s = , 1r = и ( )r iR x x= . Тогда будем иметь

2 4

2 2

1
( ) ( ) 4(4 2 2)

8( 2)( 4)

4( 4)

8( 2)( 4) 2( 2)

i i

i i

v x u x n x x x x
n n

n x x x x

n n n

 
 
 

= ∆ = + + − | | + | | ∆ =
+ +

+ | | | |
= = .

+ + +

Полученная функция ( )v x совпадает с решением уравнения iv x∆ = из примера 1 и поэтому
2

iu x∆ = .

Докажем теорему, аналогичную теореме 2.

Теорема 4. Решение уравнения (17) вида (18) при ( ) ( )mf x P x= может быть записано в
форме

2
4

2 20

( 1) ( 1) ( )
( )

(2 2) ( 2 2 2)

k k k
m

k kk

k x P x
u x x

n m k

∞

+ +=

− + | | ∆
=| | .

, + − ,∑ (24)

Доказательство. Преобразуем формулу (18) из теоремы 3. Опять воспользуемся

однородностью полинома ( )mP x из которой следует равенство 2( ) ( )k m k k
m mP x P xα α −∆ = ∆ .

Поэтому, формула (18) имеет вид
24

1 1 2 1 2

0
0

( )
( ) ( 1) (1 )

4 (2 ) (2 4)

k k
k k k n m km

k

x P xx
u x d

k k
α α α α

∞
+ + / − −

=

| | ∆| |
= − − .

!! + !!∑ ∫
Учитывая свойство (10) бета-функции запишем

24

0

( )
( ) ( 1) ( 2 2)

4 (2 ) (2 4)

k k
k m

k

x P xx
u x B k m k n

k k

∞

=

| | ∆| |
= − + , − + / .

!! + !!∑
Воспользовавшись теперь соотношением ( ) ( ) ( ) ( )B s k s k s k, = Γ Γ /Γ + , а также равенством

1 1(2 ) (2 4) 4 ( 2) 4 ( 2) ( 1)k kk k k k k k+ +!! + !!= ! + != + !Γ +
получим

4 2

2
0

( 2) ( 2)
( ) ( 1) ( )

4 ( 2) ( 2 2) ( 1)

k k k
mk

k

k m k n
u x x x P x

k m n k

∞

+
=

Γ + Γ − + /
=| | − | | ∆ .

+ !Γ + / + Γ +
∑

После сокращения найдем

4 2

2
0

( 1) ( 2)
( ) ( 1) ( )

4 ( 2) ( 2 2)

k k k
mk

k

k m k n
u x x x P x

k m n

∞

+
=

+ Γ − + /
=| | − | | ∆ .

+ !Γ + / +
∑ (25)

Теперь, используя свойство гамма-функции ( 1) ( )s s sΓ + = Γ , можно найти

( 2 2) ( 2 1)( 2)( 2) ( 2)m n m n m n m k n m k nΓ + / + = + / + + / − + / Γ − + / ,
а значит, сокращая дробь в (24) на ( 2)m k nΓ − + / , получим

2
4

0

( 1) ( 1) ( )
( )

(2 4) ( 2 2)( 2 2 )

k k k
m

k

k x P x
u x x

k n m n m k

∞

=

− + | | ∆
=| | .

+ !! + + + −∑
Наконец, вспоминая опять определение обобщенного символа Похгаммера запишем

2(2 4) 2 4(2 4) (2 2)kk k ++ !!= ⋅ + = , и 2( 2 2 )( 2 2) ( 2 2 2)kn m k n m n m k ++ − + + = + − , ,
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а значит
2

4

2 20

( 1) ( 1) ( )
( )

(2 2) ( 2 2 2)

k k k
m

k kk

k x P x
u x x

n m k

∞

+ +=

− + | | ∆
=| | .

, + − ,∑
Что и требовалось доказать. •

Если опять рассмотреть пример 2, то 1m = и при 0k = будем иметь

2 2 0 2 2(2 2) ( 2 2 2) (2 2) ( 2 2) 8( 2)( 4)k k kn m k n n n+ + | =, + − , = , + , = + +

и значит
4

( )
8( 2)( 4)

ix x
u x

n n

| |
=

+ +
,

что совпадает с решением, полученным в примере 2.
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УДК 517.948

ТОЧНАЯ ПО ПОРЯДКУ ОЦЕНКА ПРИБЛИЖЕННОГО РЕШЕНИЯ
ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ
НА КОЛЬЦЕ

А.С. Кутузов

С использованием метода проекционной регуляризации построено

приближенное решение одной многомерной обратной задачи для уравнения

теплопроводности и получена точная по порядку оценка этого решения.

1. Постановка обратной задачи. Рассмотрим дифференциальное уравнение
( , , )

( , , ),
u x y t

u x y t
t

∂
= ∆

∂
(1)

в котором ,x y K∈ , K – кольцо, ограниченное окружностями 1Γ и 2Γ с радиусами 1r и 2r соот-

ветственно, 0t ≥ ,
2 2

2 2x y

∂ ∂
∆ = +

∂ ∂
– оператор Лапласа. Пусть известны следующие начальные и

граничные условия:

( , ,0) 0, , ,u x y x y K= ∈ (2)

1
0, 0,u t

Γ
= ≥ (3)

{ }
0

2 2 2
0 0 1 0 2( ); , : , , 0,u f t x y K x y r r r r t

Γ
= Γ = ∈ + = < < ≥ (4)

а граничное значение
2

u
Γ

функции ( , , )u x y t подлежит определению.

Будем искать решение этой задачи, являющееся осесимметричным, то есть таким, что

( )2 2
( , , ) , .u x y t u x y t= + (5)

Выполним замену переменной 2 2z x y= + . Тогда задача (1)–(4) сводится к следующей:

2

1 22

( , ) ( , ) 1 ( , )
0, ,

u z t u z t u z t
t r z r

t z zz

∂ ∂ ∂
= + ≥ ≤ ≤

∂ ∂∂
(6)

1 20
0, ,

t
u r z r

=
= ≤ ≤ (7)

1
0, 0,

z r
u t

=
= ≥ (8)

0
1 0 2( ), 0, ,

z r
u f t t r r r

=
= ≥ < < (9)

а определить требуется
2

0 2( , ), 0
z r

u u r t t
=

= ≥ .

Задача (6)–(9) является некорректно поставленной.

Предположим, что при [ )0 2( ) ( ) 0,f t f t L= ∈ ∞ существует точное решение 0 2( , ) 0u r t ≡ по-

ставленной задачи, которое принадлежит пространству [ )1
2 0,W ∞ , причем для этого решения

0 2( ,0) 0u r = и существует число 2T > такое, что при t T≥

0 2( , ) 0.u r t = (10)

Кроме того, 0 2( , ) ,ru r t M∈ где

[ ){ }1
2

21 2
0 2 00, : .r W

M u W u r= ∈ ∞ ≤ (11)

Однако точное значение 0( )f t нам неизвестно, а вместо него даны некоторое приближение

[ )2( ) 0,f t Lδ ∈ ∞ и уровень погрешности 0δ > такие, что

2
0 .

L
f fδ δ− ≤ (12)
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Требуется, используя исходные данные , ,fδ δ и rM задачи (6)–(9) построить приближенное

решение ( )u tδ и оценить его уклонение
2

0 L
u uδ− от точного решения 0 0 2( ) ( , ).u t u r t=

Используя метод разделения переменных, можно показать, что к задаче (6)–(9) можно при-

менять преобразование Фурье на полупрямой по t в предположении, что
( , ) 0u z t = при 0.t < (13)

2. Сведение уравнения (6) к обыкновенному дифференциальному уравнению. Учитывая

(13), в качестве рабочего пространства H возьмем комплексный вариант [ )2 0,L ∞ над полем

действительных чисел, то есть его элементы имеют вид ( ) ( )u t iv t+ , где [ )2, 0,u v L∈ ∞ и норма в

нем определяется по формуле
2 2

2 2 2

H L L
u iv u v+ = + . Тогда пространство H будет гильберто-

вым, а преобразование Фурье на нем определим формулой

0

2
[ ( )] ( ) , 0.i tF u t u t e dtτ τ

π

∞
−= ≥∫ (14)

Из теоремы Планшереля, сформулированной в [2], следует изометричность преобразования
F , определенного формулой (14).

Применяя к уравнению (6), с учетом условия (13), преобразование Фурье F , получаем
ɵ ɵ

ɵ
2

1 22

( , ) 1 ( , )
( , ); 0, ,

d u z du z
i u z r z r

z dzdz

τ τ
τ τ τ+ = ≥ ≤ ≤ (15)

где ɵ( , ) [ ( , )]u z F u z tτ = .

Для уравнения (15) поставим задачу, добавив условия
ɵ

1( , ) 0, 0,u r τ τ= ≥ (16)

ɵ µ
0( , ) ( ), 0,u r fτ τ τ= ≥ (17)

где µ ( ) [ ( )]f F f tτ = .

Из (15)–(17) требуется определить ɵ µ
2 0( , ) ( ), 0.u r uτ τ τ= ≥

Выполним замену

ɵ
1

2( , ) ( , ) ,u z v z zτ τ
−

= ⋅ɵ (18)

предложенную в [5, с.131], чтобы привести уравнение (15) к нормальному виду.

После преобразований задача (15)–(17) сводится к следующей:
2

1 22 2

( , ) 1
( , ) ( , ); 0, ,

4

d v z
v z i v z r z r

dz z

τ
τ τ τ τ+ = ≥ ≤ ≤

ɵ
ɵ ɵ (19)

1( , ) 0, 0,v r τ τ= ≥ɵ (20)

µ
0 0( , ) ( ) , 0.v r f rτ τ τ= ≥ɵ (21)

Далее, пусть
µ

1 1, ( , ) ( , ).z r v r wθ θ τ θ τ= + + =ɵ (22)

Тогда из (19)–(22) имеем
µ

µ µ
2

2 12 2
1

( , ) 1
( , ) ( , ); 0, 0 ,

4( )

d w
w i w r r

d r

θ τ
θ τ τ θ τ τ θ

θ θ
+ = ≥ ≤ ≤ −

+
(23)

µ(0, ) 0, 0,w τ τ= ≥ (24)

µ µ
0 1 0 1 0 2( , ) ( ) , 0, .w r r f r r r rτ τ τ− = ≥ ≤ ≤ (25)

В работе [1] указано, что решение задачи (23), (24) линейно зависит от решения задачи
2

2 12 2
1

( , ) 1
( , ) ( , ); 0, 0 ,

4( )

d e
e i e r r

d r

θ τ
θ τ τ θ τ τ θ

θ θ
+ = ≥ ≤ ≤ −

+
(26)



Математика

Вестник ЮУрГУ, № 19, 200732

(0, ) 0, 0,e τ τ= ≥ (27)

' (0, ) 1, 0,e θ τ τ= ≥ (28)

то есть имеет место соотношение
µ [ ]2 1( , ) ( ) ( , ), 0, 0, ,w l e r rθ τ τ θ τ τ θ= ≥ ∈ − (29)

где ( )l τ – произвольная функция.
Используя (25), находим

µ
0

0 1

( )
( ) , 0.

( , )

f r
l

e r r

τ
τ τ

τ
= ≥

−
(30)

Из (18), (22), (29), (30) следует, что

ɵ
µ

[ ]
1

0 2
1 1 2

0 1

( )
( , ) ( , ) , , , 0.

( , )

f r
u z e z r z z r r

e r r

τ
τ τ τ

τ

−
= − ∈ ≥

−
(31)

Тогда при 0τ ≥ ɵ
µ

0
2 2 1

0 1 2

( )
( , ) ( , ).

( , )

f r
u r e r r

e r r r

τ
τ τ

τ
= −

−

Теорема 1. Функция ( )l τ , определенная формулой (30) непрерывна при 0τ ≥ .

Доказательство. Так как µ ( )f τ и 0 1( , )e r r τ− непрерывны при 0τ ≥ , то для доказательства

теоремы достаточно убедиться в том, что для любого 0τ ≥ 0 1( , ) 0e r r τ− ≠ .

Предположим противное, т.е. найдется число 0 0τ > такое, что 0 1 0( , ) 0e r r τ− = .

Рассмотрим пространство [ ]0 2 0 10,H L r r= − над полем комплексных чисел и оператор

1 0 0:A H H→ , определяемый формулами
2

1 12 2
1

1
; ( ),

4( )

d u
A u u u D A

d rθ θ
= + ∈

+
(32)

{ }1 1 0 0 1( ) : , , (0) ( ) 0 .D A u u A u H u u r r= ∈ = − = (33)

Из (32), (33) следует, что оператор 1A самосопряжен, поэтому согласно [2] его спектр

1( )Sp A ⊂ R .

Из (26) следует, что 1 0 0 0 0 1( , ) ( , ); 0A e i e r rθ τ τ θ τ θ= ≤ ≤ − .

Точка 0iτ не принадлежит спектру оператора 1A , следовательно, уравнение

( )1 0 0( , ) 0A i I eτ θ τ− = имеет единственное решение 0( , ) 0e θ τ = при всех 0 10 r rθ≤ ≤ − . Значит и

0' (0, ) 0e θ τ = , что противоречит условию (28). Теорема доказана.
Замечание: при доказательстве теоремы мы считали, что нулевая точка не принадлежит

спектру оператора 1A . Следуя теоремам и определениям из [2, 3], для этого достаточно, варьируя

1r , добиться выполнения одного из неравенств: ( )1
1

inf , 0
u

A u u
=

> или ( )1
1

sup , 0
u

A u u
=

< .

3. Оценка по порядку для решения задачи (26)–(28). Перепишем уравнение (26) в виде
2

2 2
1

( , ) 1
( , ) ( , )

4( )

d e
i e e

d r

θ τ
τ θ τ θ τ

θ θ
− = −

+
. Решая полученное уравнение методом вариации постоян-

ных и, используя условия (27), (28), сведем задачу (26)–(28) к следующему интегральному урав-

нению

0 0
1 12

0 0 10

sh sh ( ) 1
( , ) ( , ) ,

4( )
e e d

r

θ
µ λθ µ λ θ ξ

θ λ ξ λ ξ
µ λ µ λ ξ

−
= −

+∫ (34)

где [ ]0 2 1 1

1
(1 ), , 0, , 0, ( , ) ( , ).

2
i r r e eµ θ ξ λ τ θ λ θ τ= + ∈ − = ≥ =
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Теорема 2. Существуют числа 0 0λ > , 1 20, 0c c> > такие, что для любого 0λ λ≥ выполняет-

ся неравенство:
2 2

1 1 2( , )
e e

c e c

θ θ
λ λ

θ λ
λ λ

≤ ≤ .

Доказательство. Выполним замену 0
1

0

( , ) ( , )
sh

e
µ λ

ε θ λ θ λ
µ λθ

= , тогда уравнение (34) придет к

виду

0 0
2

0 0 10

sh ( )sh 1
( , ) 1 ( , ) .

sh 4( )
d

r

θ
µ λ θ ξ µ λξ

ε θ λ ε ξ λ ξ
µ λ µ λθ ξ

−
= −

+∫ (35)

Функция
2

1

1

4( )rθ +
непрерывна при всех [ ]2 10, r rθ ∈ − , следовательно, найдется постоянная

0c > такая, что
2

1

1

4( )
c

rθ
≤

+
.

Далее, при λ → ∞ 0 0

0 0

sh ( )sh
0

sh

µ λ θ ξ µ λξ

µ λ µ λθ

−
→ , поэтому для любого 0α > найдется 0 0λ > та-

кое, что для всех 0λ λ≥ 0 0

0 0

sh ( )sh

sh

µ λ θ ξ µ λξ
α

µ λ µ λθ

−
< .

Обозначим 0 0
2

0 0 10

sh ( )sh 1
.

sh 4( )
q d

r

θ
µ λ θ ξ µ λξ

ξ
µ λ µ λθ ξ

−
=

+∫ Тогда в силу полученных оценок будем

иметь: 2 1( )q c r rα< − . Поскольку α – любое, то его можно подобрать таким образом, чтобы ве-

личина q оказалась строго меньше 1 2 .

Покажем, что решение уравнения (35) можно искать в виде
0

( , ) ( , )ν
ν

ε θ λ ε θ λ
∞

=

= ∑ , где

0( , ) 1ε θ λ = , 0 0
1 2

0 0 10

sh ( )sh 1
( , ) ( , )

sh 4( )
d

r

θ

ν ν

µ λ θ ξ µ λξ
ε θ λ ε ξ λ ξ

µ λ µ λθ ξ
+

−
= −

+∫ .

Применяя индукцию по ν , можно показать, что ( , ) qννε θ λ ≤ , где 0,1,2,...ν =

Поскольку 1q < , то ряд
0

( , )ν
ν

ε θ λ
∞

=
∑ равномерно и абсолютно сходится при [ ]2 10, r rθ ∈ − ,

0λ λ≥ и его сумма ( , )ε θ λ равномерно ограничена при λ → ∞ .

Таким образом, получаем:

1
1 ( , )

1 1

q

q q
ε θ λ− ≤ ≤

− −
. (36)

Поскольку 0
1

0

sh
( , ) ( , )e

µ λθ
ε θ λ θ λ

µ λ
= и

2

0

0

1
sh 2

e

λθ

µ λθ

µ λ λ
∼ при λ → ∞ , то из (36) находим:

2 2

1 1 2( , ) .
e e

c e c

θ θ
λ λ

θ λ
λ λ

≤ ≤

Теорема доказана.

4. Оценка приближенного значения функции ( )l τ . В силу изометричности преобразова-

ния Фурье F , определенного формулой (14) и в силу оценки (12) имеем
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¶ µ

2
0( ) ( ) ,

L
f fδ τ τ δ− ≤ (37)

где ¶ [ ]( ) ( )f F f tδ δτ = , µ [ ]0 0( ) ( )f F f tτ = .

Далее, пусть
µ

00
0

0 1

( )
( )

( , )

f r
l

e r r

τ
τ

τ
=

−
,

µ
0

0 1

( )
( )

( , )

f r
l

e r r

δ
δ

τ
τ

τ
=

−
. Тогда

¶ µ ¶ µ

2
0

2
2
0

2 22 0 0
0 0 02 2

0 1 0 10

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
( , ) ( , )L

r r
l l f f d f f d

e r r e r r

λ

δ δ δ

λ

τ τ τ τ τ τ τ τ
τ τ

∞

− = − + −
− −∫ ∫

Поскольку функция 0 1( , )e r r τ− непрерывна для всех 0τ ≥ и из теоремы 1 следует, что она

нигде не обращается в нуль, то 0
2

0 1( , )

r

e r r τ−
непрерывна при 2

00,τ λ ∈   , значит на этом отрезке

она достигает своего наибольшего значения, то есть 20
32

0 1( , )

r
c

e r r τ
≤

−
, где

2
0

2 0
3 2

0, 0 1

max
( , )

r
c

e r rτ λ τ ∈
 

  =  
−  

.

Тем самым из (37) следует

¶ µ

2
0 2

2 20
0 32

0 10

( ) ( )
( , )

r
f f d c

e r r

λ

δ τ τ τ δ
τ

− ≤
−∫ (38)

Из теоремы 2 следует, что
( )0 1

0 0
2 2

0 1 1
( , ) r r

r r

e r r c e
τ

τ

τ −
≤

−
при 2

0 ,τ λ ∈ ∞  . Так как

( )0 1

0

2
1

lim 0
r r

r

c e
ττ

τ

−→∞
= , то при τ → ∞ функция

( )0 1

0

2
1

r r

r

c e
τ

τ

−
ограничена, то есть существует 4 0c >

такая, что
( )0 1

20
42

1
r r

r
c

c e
τ

τ

−
≤ .

Тем самым

¶ µ

2
0

2
2 20

0 42
0 1

( ) ( )
( , )

r
f f d c

e r r
δ

λ

τ τ τ δ
τ

∞

− ≤
−∫ (39)

Из (38), (39) следует, что

2

2 2
0 3 4( ) ( )

L
l l c cδ τ τ δ− ≤ + (40)

5. Метод проекционной регуляризации. Используя формулу (29) и обозначив
µ µ

2 1( , ) ( )w r r wτ τ− = , перепишем нашу задачу в виде операторного уравнения

µ µ

2 1

1
( ) ( ) ( )

( , )
Aw w l

e r r
δτ τ τ

τ
= =

−
, (41)

где :A H H→ .

Из теоремы 1 и формулы (41) следует инъективность операторов A и *A , поэтому в силу

леммы 6, сформулированной в работе [4], существует изометрический оператор :Q H H→ та-

кой, что µ µ( ) ( )Aw QCwτ τ= , где

µ µ

2 1

1
( ) ( )

( , )
Cw w

e r r
τ τ

τ
=

−
, (42)

то есть оператор C положителен и самосопряжен.

Таким образом, уравнение (41) может быть сведено к виду
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µ( ) ( )Cw lδτ τ= ɵ , (43)

в котором *( ) ( )l Q lδ δτ τ=ɵ , а *Q – оператор, сопряженный с 2 1

2 1

( , )
( )

( , )

e r r
Q

e r r

τ
τ

τ

−
=

−
.

Пусть µ [ ]1
0 2( ) 0,w Wτ ∈ ∞ – точное решение задачи, тогда пусть найдется постоянная 0a > та-

кая, что µ ¶

2 2

2 2
2

0 0'
L L

w w a+ ≤ . Значит, в частности ¶

2

2
2

0'
L

w a≤ .

Определим µ
0 0

0

2
( ) ( ) .i tw w t e dtττ

π

∞
−= ∫ Тогда ¶ µ

00 0

0

2
' ( ) ( ) ( ).i tw i w t e dt i wττ τ τ τ

π

∞
−= =∫

Таким образом, при *
0 0( ) ( )l Q lτ τ=ɵ уравнение (43) имеет точное решение µ

0 ( ) aw BSτ ∈ , где

ɵ ɵ ɵ{ }: ,aS H aγ γ γ= ∈ ≤ и ɵ ɵ1
( ) ( ), 0B

i
γ τ γ τ τ

τ
= > .

Из последнего равенства и леммы 6, сформулированной в работе [4] следует существование

изометрического оператора 1 :Q H H→ такого, что ɵ ɵ
1 1( ) ( ),B B Qγ τ γ τ= где ɵ( ) Hγ τ ∈ , а

µ µ µ
1

1
( ) ( ), 0, ( ) .B Hρ τ ρ τ τ ρ τ

τ
= > ∈ (44)

Таким образом, в силу изометричности 1Q точное решение µ
0 1( ) aw B Sτ ∈ .

Из (43), (44) следует, что

1 ( )B g C= . (45)

Из теоремы 2: C
eτ
τ

∼ при τ → ∞ . Переобозначив
eτ
τ

σ = и используя (44) и (45), получим

1 1
( ) lng σ

σ

−  
 
 

∼ при 0σ → . (46)

Используя метод проекционной регуляризации, предложенный в [4], регуляризуем исходные

данные задачи ( )( ),lδ τ δɵ , то есть определим функцию µ, ( )lδ τ α δ 
 

ɵ следующим образом:

1) при условии 2 2
3 43l c cδ δ> +ɵ µ

µ

µ

( ) при ( )
, ( )

0 при ( )

l
l

δ
δ

τ τ α δ
τ α δ

τ α δ

 ≤  =   >

ɵ
ɵ , где µ( )α δ удовлетво-

ряет уравнению
µ

( )2
2 2 2

3 4

( )

( ) 9l d c cδ

α δ

τ τ δ

∞

= +∫ ɵ .

2) при условии 2 2
3 43l c cδ δ≤ +ɵ µ, ( ) 0.lδ τ α δ  ≡ 

ɵ

При выполнении условий 1)–2) функция µ, ( )lδ τ α δ 
 

ɵ определяется однозначно даже в случае

неединственности решения уравнения в условии 1).

Далее, приближенное решение µ ( )wδ τ уравнения (43) определим формулой

µ µ1
( ) , ( )w C lδ δτ τ α δ−  =  

ɵ , (47)

где оператор C определен формулой (43), а µ, ( )lδ τ α δ 
 

ɵ – условиями 1), 2).

В силу того, что µ
0 1( ) aw B Sτ ∈ и (45), (46), найдется постоянная 5c такая, что справедлива

оценка

µ µ 1
0 5

1
lnw w cδ

δ

−  − ≤  
 

. (48)
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Из теоремы, сформулированной в работе [4] следует, что оценка (48) является точной по по-

рядку на классе 1 aB S , а соответствующий метод проекционной регуляризации оптимален по по-

рядку на этом классе решений.

Чтобы окончательно получить приближенное решение ( )u tδ исходной задачи (6)–(9) (а зна-

чит и (1)–(4)), используем сначала формулы (18), (22) и выведем оценку

ɵ ɵ 15
0

2

1
ln

c
u u

r
δ

δ

−  − ≤  
 

,

а затем, применив обратное к F преобразование 1F −
, получим ɵ{ }1( ) Re ( )u t F uδδ τ−  =   . По-

скольку преобразование F изометрично, то для приближенного решения ( )u tδ последняя оценка
остается в силе.
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УДК 517.929

О СХОДИМОСТИ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ОПЕРАТОРОВ
ВНУТРЕННЕЙ СУПЕРПОЗИЦИИ

Л.А. Минаждинова

В теории уравнений с отклоняющимся аргументом нейтрального типа

важную роль играет оператор внутренней суперпозиции, действующий в

лебеговом пространстве суммируемых функций. В статье рассматривается

сходимость последовательности таких операторов. Функции, на которых

определены операторы внутренней суперпозиции, заданы на локально ком-

пактном пространстве с мерами, определяемыми самими операторами.

Будем обозначать через R – пространство действительных чисел, T – локально компактное

пространство, счетное в бесконечности, λ – положительная мера на T . Через ( )pL Tλ
, [1, ]p ∈ ∞

обозначим банахово пространство суммируемых в степени p относительно меры λ функций

:y T R→ с нормой

1

( , )
( ( ) ( ))n

p

p p

L T
y y t d t

λ
λ= ∫ .

Пусть 1T T⊇ . Зададим отображение 1:T Tτ → и :q T R→ . Обозначим { : ( ) }E t T t Tτ= ∈ ∈ и

Eχ – характеристическая функция множества E .

Оператор внутренней суперпозиции S зададим равенством
( ) ( ( )), ( ) ,

( )( )
0, ( ) ,

q t y t t T
Sy t

t T

τ τ

τ

∈
= 

∉
:y T R→ .

В дальнейшем оператор S нам будет удобнее записывать в виде
( )( ) ( ) ( ) ( ( ))ESy t t q t y tχ τ= .

Сужение функции /меры / f на множество A обозначим через Af . Через ( )K T обозначено

пространство функций :y T R→ с компактным носителем.

Придерживаясь обозначений и терминологии Н. Бурбаки [3], пару ( , )gπ будем называть λ -

приспособленной (здесь 1:T Tπ → , :g T R→ , 0g ≥ , λ – положительная мера на T ), если функ-

ции π и g λ -измеримы и для любой функции ( )f K T∈ отображение ( ) ( ( ))t g t f tπ→ λ -

интегрируемо. Всякая λ -приспособленная пара ( , )gπ определяет на 1T меру µ , которая задает-
ся равенством

( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ),f s d s g t f t d tµ π λ=∫ ∫ 1( )f K T∈ .

Меру µ будем обозначать через ( )gπ λ .

Приведем теорему из [4], условия которой обеспечивают действие оператора внутренней су-

перпозиции.

Теорема 1. Пусть [1, ]p ∈ ∞ , λ – положительная мера на T , пара ( , )
p

E Eqτ Eλ -приспособ-

лена и
p

Eq ограничена. Пусть далее существуют такие неотрицательные числа α , ∆ , что

для любого λ -измеримого множества A T⊂ множество 1( ) { : ( ) 0}A t E q tτ − ∩ ∈ > λ -измеримо

и
1( ( ) { : ( ) 0}) ( )A t E q t Aλ τ αλ− ∩ ∈ > ≤ + ∆ .

Тогда 1) Существуют положительная мера ν на Т и числа M такие, что пара ( , )
p

E Eqτ

Eν -приспособлена и ( )
p

E E Eq Mµ τ ν ν= ≤ ; 2) для любой ν -интегрируемой функции y функция

(.) ( (.))
p

E Eq y τ⋅ Eν -интегрируема.
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Следствие. В условиях теоремы 1 существует мера ν такая, что оператор внутренней су-

перпозиции S непрерывно отображает пространство ( )pL Tν
в себя.

Рассмотрим вопрос о сходимости последовательности операторов внутренней суперпозиции.

Пусть 1:k T Tτ → , :kq T R→ , { : ( ) }k kE t T t Tτ= ∈ ∈ , 0, 1, ...k = Зададим операторы внутрен-

ней суперпозиции:

( )( ) ( ) ( ) ( ( ))
kk E k kS y t t q t y tχ τ= .

Здесь будем предполагать, что для числа [1, ]p ∈ ∞ и положительной меры λ пары

( , )
k k

p

k E k Eqτ
kEλ -приспособлены и

k

p

k Eq ограничены. Далее, существуют такие числа kα и

k∆ , что для любого λ -измеримого множества A T⊂ множество 1( ) { : ( ) 0}k k kA t E q tτ − ∩ ∈ > λ -

измеримо и
1

( ( ) { : ( ) 0}) ( )
kk k k E k kA t E q t Aλ τ α λ− ∩ ∈ > ≤ + ∆ , 0,1,...k =

Как следует из теоремы 1 для каждого 0, 1, ...k = , существует мера kν такая, что оператор

: ( ) ( )k k
k p pS L T L T

ν ν→ непрерывен и существуют ограниченный в существенном относительно kν

производные k

k

d

d

µ

ν
, где ( )

k k

p

k E k E kqµ τ ν= .

Лемма 1. Пусть T – локально компактное пространство, :f T R→  – непрерывная функ-

ция с компактным носителем fK . Тогда f равномерно непрерывна на Т.

Доказательство. На T существует компактификация Александрова [1]. Обозначим ее T ′ .

Тогда { }T T′ = ∪ ∞ и T ′ – компактное пространство. Топология T ′ такова, что открытыми окре-

стностями точек из T T ′⊂ являются те же открытые окрестности точек локально компактного
пространства T , а открытыми окрестностями точки ∞ являются все дополнения \T F′ , где F  –

замкнутые множества из T . На компактном пространстве T ′ существует единственная равно-

мерная структура U, согласующаяся с топологией в T ′ [1].

Функцию :f T R→ продолжим на T ′ . :f T R′ → и
( ), ,

( )
0, .

f x x T
f x

x

∈
= 

= ∞
Покажем, что f непрерывна. Непрерывность ее в любой точке x T∈ следует из непрерыв-

ности f . Покажем, что f непрерывна в точке ∞ . Базу окрестностей точки 0 R∈ задают мно-

жества 0 { , }V y R yε ε= ∈ < , 0ε > . Найдем прообраз 1
0( ) { , ( ) }f V x T f xε ε− ′= ∈ < . Открытая окре-

стность точки ∞ \ fT K′ содержится в 1
0( )f V ε− для любого 0ε > . Значит, f непрерывна в точ-

ке ∞ , а, следовательно, и во всем пространстве T ′ . Тогда, функция :f T R′ → , заданная на ком-

пактном пространстве T ′ равномерно непрерывна. Ее сужение на множество T будет также рав-

номерно непрерывно на индуцированном равномерном пространстве T .

Лемма доказана.

Через
0k Eτɶ обозначим произвольное 0ν -измеримое продолжение на множество 0E .

Лемма 2. Пусть T – локально компактное пространство, : ( ) ( )л л
k p pS L T L T

ν ν→ , 0,1,...k =

Пусть последовательность { }
kE kqχ сходится по мере 0ν к

0 0E qχ , последовательность { }kτ

сходится по мере 0ν к 0τ и для любого компактного множества K T⊂

0 0lim ( ( )) 0k
k

K E Eν
→∞

∩ ∆ = . Тогда последовательность { }kS y сходится по мере 0ν к 0S y для лю-

бой функции ( )y K T∈ .
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Доказательство. Пусть K – компактное множество из T , ( )y K T∈ . Обозначим

max ( )
t K

M y t
∈

= . Зададим произвольное 0ε > . Справедливо равенство

0 0( { :| ( )( ) ( )( ) | }) ...kK t T S y t S y tν ε∩ ∈ − ≥ =

0 0 0( { : ( )( ) ( )( ) })k kK t E E S y t S y tν ε= ∩ ∈ ∆ − ≥ + 0 0 0( { : ( )( ) ( )( ) })k kK t E E S y t S y tν ε+ ∩ ∈ ∩ − ≥ .

Имеем 0 0 0 0lim ( { : ( )( ) ( )( ) }) lim ( ( )) 0k k k
k k

K t E E S y t S y t K E Eν ε
→∞ →∞

∩ ∈ ∆ − ≥ ≤ ∩ ∆ = .

Далее,

0 0 0( { : ( )( ) ( )( ) })k kK t E E S y t S y tν ε∩ ∈ ∩ − ≥ =

0 0 0 00 0 0 0( { : ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) })
k k k kk k E E k E E E E E EK t E E q t y t q t y tν τ τ ε∩ ∩ ∩ ∩= ∩ ∈ ∩ − ≥ ≤

0 0 00 0 0( { : ( ) ( ) | | ( ( )) })
2k k kk k E E E E k E EK t E E q t q t y t
ε

ν τ∩ ∩ ∩≤ ∩ ∈ ∩ − ⋅ ≥ +

0 0 00 0 0( { : ( ) | | ( ( )) ( ( )) })
2k k kk k E E k E E E EK t E E q t y t y t
ε

ν τ τ∩ ∩ ∩+ ∩ ∈ ∩ ⋅ − ≥ .

По условию
0 0 00 0 0lim ( { : ( ) ( ) | | ( ( )) })

2k k kk k E E E E k E E
k

K t E E q t q t y t
ε

ν τ∩ ∩ ∩
→∞

∩ ∈ ∩ − ⋅ ≥ ≤

0 00 0 0lim ( { : ( ) ( ) }) 0
2k kk k E E E E

k
K t E E q t q t

M

ε
ν ∩ ∩

→∞
≤ ∩ ∈ ∩ − ≥ = .

Так как
00Eq 0ν -измерима, то для K T⊂ и любого 0δ > найдется такое компактное

1K K⊂ , что на 1K
00Eq непрерывна и

00sup E
t K

q Q
∈

= < ∞ , 0 1( )K Kν δ− < . Тогда

0 0 00 0 0( { : ( ) | | ( ( )) ( ( )) })
2k k kk k E E k E E E EK t E E q t y t y t
ε

ν τ τ∩ ∩ ∩∩ ∈ ∩ ⋅ − ≥ ≤

0 00 1 0 0( { : ( ( )) ( ( )) })
2k kkE E E EK t E y t y t
Q

ε
δ ν τ τ∩ ∩≤ + ∩ ∈ − ≥ɶ .

Из леммы 1 следует, что функция y равномерно непрерывна на T . Значит для заданного

0ε > найдется окрестность U равномерной структуры пространства T такая, что

0 00( ( )) ( ( ))
2k kk E E E Ey t y t

Q

ε
τ τ∩ ∩− <ɶ , как только

0 00( ( ), ( ))kE Et t Uτ τ ∈ɶ .

Таким образом, учитывая сходимость
0
( )kE tτɶ к

00 ( )E tτ по мере 0ν , можно утверждать, что

для заданных 0ε > , 0δ > существует номер N такой, что при n N> имеют место неравенства

0 0 00 0 0( { : ( ) | | ( ( )) ( ( )) })
2k k kk k E E k E E E EK t E E q t y t y t
ε

ν τ τ∩ ∩ ∩∩ ∈ ∩ ⋅ − ≥ ≤

0 00 1 0 0( { : ( ( ), ( )) }) 2k E EK t E t t Uδ ν τ τ δ≤ + ∩ ∈ ∈ <ɶ .

Следовательно, 0 0 0lim ( { : ( )( ) ( )( ) }) 0k k
k

K t E E S y t S y tν ε
→∞

∩ ∈ ∩ − ≥ = и, значит, { }kS y сходится

по мере 0ν к 0S y для любой функции ( )y K T∈ .

Лемма доказана.

Определение: Подмножество H из pLµ называется равностепенно µ -интегрируемым поряд-

ка p , если оно удовлетворяет условиям:

1) для любого 0ε > найдется такое 0δ > , что для любого µ -интегрируемого множества A ,

( )Aµ δ< и любого f H∈ следует, что
p

Af dχ µ ε≤∫ ;

2) для любого 0ε > найдется такое компактное множество K T⊂ , что для любого f H∈

|

p

T Kf dχ µ ε≤∫ .
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Лемма 3. Пусть T – локально компактное пространство, : ( ) ( )л л
k p pS L T L T

ν ν→ , 0,1,...k =

Пусть последовательность{ }
kE kqχ равностепенно 0ν -интегрируема порядка p . Тогда для лю-

бой функции ( )y K T∈ последовательность { }kS y равностепенно 0ν -интегрируема порядка p .

Доказательство. Пусть ( )y K T∈ и max ( )
t T

y t M
∈

= . Зададим 0ε > и произвольное 0ν интег-

рируемое множество A T⊂ .

0 0 0( ) ( ( )) ( )
k k

p p pp p p
k A k k E A k E A p

S y d q t y t d M q t d M
M

ε
χ ν τ χ ν χ ν ε∩ ∩= ⋅ ≤ ≤ =∫ ∫ ∫ , при 0( )Aν δ< ,

так как последовательность{ }
kE kqχ равностепенно 0ν -интегрируема порядка p .

Для любого компактного множества K T⊂ имеем

\ 0 ( \ ) 0 ( \ ) 0( ) ( ( )) ( )
k k

p p pp p
k T K k k E T K k E T KS y d q t y t d M q t dχ ν τ χ ν χ ν∩ ∩= ⋅ ≤∫ ∫ ∫ .

Так как последовательность{ }
kE kqχ равностепенно 0ν -интегрируема порядка p , то сущест-

вует такое компактное множество 0K T⊂ , что для любого натурального числа k и заданного ε

( \ ) 0( )
k

p

k E T K p
q t d

M

ε
χ ν∩ ≤∫ и тогда \ 0

p

k T KS y dχ ν ε<∫ . И, значит, последовательность { }kS y

равностепенно 0ν -интегрируема порядка p для любой функции ( )y K T∈ .

Лемма доказана.

Лемма 4. Пусть T – локально компактное пространство, : ( ) ( )л л
k p pS L T L T

ν ν→ , 0, 1, ...k =

Пусть последовательность { }
kE kqχ сходится в пространстве 0 ( )pL t

ν
к

0 0E qχ , последователь-

ность { }kτ сходится по мере 0ν к 0τ и для любого компактного множества K T⊂

0 0lim ( ( )) 0k
k

K E Eν
←∞

∩ ∆ = . Тогда последовательность { }kS y сходится к 0S y в пространстве

0 ( )pL T
ν

для любой функции ( )y K T∈ .

Доказательство. Так как { }
kE kqχ сходится в пространстве 0 ( )pL t

ν к
0 0E qχ , то { }

kE kqχ схо-

дится по мере 0ν и равностепенно 0ν -интегрируема порядка p [2]. Согласно леммам 2 и 3 по-

следовательность { }kS y сходится по мере 0ν к 0S y и равностепенно 0ν -интегрируема порядка

p . Тогда последовательность { }kS y сходится к 0S y в пространстве 0 ( )pL T
ν для любой функции

( )y K T∈ .

Лемма доказана.

Теорема 2. Пусть T – локально компактное пространство, : ( ) ( )л л
k p pS L T L T

ν ν→ , 0, 1, ...k = .

Пусть существуют положительные числа *kg *
kg , *g , *g такие, что для мер kν , 0, 1, ...k = вы-

полнены неравенства
* *

* 0 * 0 0 0n n ng g g gν ν ν ν ν≤ ≤ ≤ ≤ , (1)

последовательность sup ( )k

t T k

d
vrai t

d

µ

ν∈
ограничена числом

*K и 0 0lim ( ( )) 0k
k

K E Eν
←∞

∩ ∆ = . Тогда,

если последовательность { }
kE kqχ сходится в пространстве 0 ( )pL T

ν
к

0 0E qχ , а последователь-

ность { }kτ сходится по мере 0ν к 0τ , то для любого ( )k
px L T
ν∈

0
0lim 0k vk

S x S x
→∞

− = .



Математика

Вестник ЮУрГУ, № 19, 200746

Доказательство. Из условия (1) следует, что меры kν абсолютно непрерывны относительно

0ν и классы эквивалентности в пространствах ( )k
pL T
ν совпадают для всех 0, 1, ...k = ; нормы в

( )k
pL T
ν эквивалентны.

Пусть ( )k
px L T
ν∈ , тогда для любого 0ε > можно подобрать непрерывную функцию xɶ с ком-

пактным носителем K такую, что

0

1

0( ( ) ( ) )
p p

K

x x x t x t d
ν

ν− = − ≤∫ɶ ɶ

1

*

1
( ( ) ( ) )

p p
k

K

x t x t d
g

ν− ≤∫ ɶ

1

1 1
*

* *

1 1
( ( ) ( ) )

( ) ( )

p p
k

Kp p

x t x t d
g

g g

ε
ν− ≤∫ ɶ .

Справедливы оценки

0
0kS x S x

ν
− ≤

0
k kS x S x

ν
− +ɶ

0
0 0S x S x

ν
− +ɶ

0
0kS x S x

ν
− ≤ɶ ɶ

00 0 0 0
0( )kS S x x

νν ν ν ν→ →
≤ + − +ɶ

0
0kS x S x

ν
−ɶ ɶ .

0 0

1

*
0 ( ) pS K
ν ν→

≤ , так как
00

1 1

0 0 0 0 0 0( ( )( ) ) ( ( ) ( ( )) )
pp p p

E

T T

S x S x t d q t x t d
ν

ν χ τ ν= = =∫ ∫
1

0( ( ) )
p p

T

x s dµ= =∫
1 1

*0
0

0

( ( ) ) ( )
p p p

T

d
x s d K

d

µ
ν

ν
≤∫ 0

1 1

*
0( ( ) ) ( )

p p p

T

x s d K x
ν

ν ≤∫ .

0 0

1

* * 1
*( ) p

kS K g g
ν ν

−
→

≤ , 0,1,...k = , так как

0

1 1

0 0( ( )( ) ) ( ( ) ( ( )) )
k

pp p p
k k E k k

T T

S x S x t d q t x t d
ν

ν χ τ ν= = ≤∫ ∫
1

*

1
( ( ) ( ( )) )

k

p
p

E k k k

T

q t x t d
g

χ τ ν≤ =∫
1

1

*

1
( ( ) )

( )

p p
k

Tp

x s d

g

µ= =∫
1

1

*

1
( ( ) )

( )

p pk
k

kTp

d
x s d

d
g

µ
ν

ν
≤∫

1 1
*

*

( ) ( ( ) )
pp p

k

T

K
x s d

g
ν ≤∫

0

1 1 1
* * * *

0
* *

( ) ( ( ) ) ( )
pp p p

T

K g K g
x s d x

g g ν
ν≤ =∫ .

По лемме 4
0

0lim 0k
k

S x S x
ν→∞

− =ɶ ɶ , то есть, начиная с некоторого номера n ,
0

0kS x S x
ν

ε− <ɶ ɶ .

Значит
0

0lim 0k vk
S x S x

→∞
− = .

Теорема доказана.

ПРИМЕР

Определим операторы 0S и kS , к = 0, 1, … . Положим Т = [0, 1] и ( ) 1kq t = , 0, 1, ...k =

Зададим 0( )tτ =

1
, 0; ,

3

1 1 2
, ; ,

3 3 3

1 2
, ;1

3 3

t t

t

t t

  ∈   
  ∈  

 
   − ∈    



и ( )k tτ =

1 1 1
, 0; ,

3 3

1 1 2
, , ,

3 3 3

1 2 2
, ,1 .

3 3

k
t t

k k

t

k k
t t

k k

 +  − ∈   
  ∈  

 
 + +   − ∈    



0, 1, ...k = ,

0 [0;1]E = ,
1

[ ;1]
3 3

kE
k

=
+

, 0

1
[0; ];

3 3
kE E

k
∆ =

+ 0 0lim ( ) 0k
k

E Eν
→∞

∆ = .
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0 2

1 1
( )

1 3 3 ( 1)
m

β β
ν ε

β β
= +

− −
и

1 1
1 1

( )
1 ( 1)3 3

1 ( 1)( 1)
k

k k

k km
k k

k k

β β
ν ε

β
β β

+ +

= +
+ +

− − −
.

Здесь ( )tε – единичная атомическая мера, сосредоточенная в точке t и 1β > .

0 0 0

1 1
2

2 1
k

k k
k

k k
ν ν ν ν

+
≤ ≤ ≤ ≤

+
, 0, 1, ...k =

2 1
, ,

1 3
1

( )

1
, .

3

k

k

t
k

d
t k

d

t

β

βµ

ν

β

 ≠ +
+

= 


=


2
sup ( )

1
k

t T k

d
vrai t

d

µ β

ν β∈
=

+
.

Последовательность { }kτ сходится к 0τ в каждой точке [0;1]t ∈ , значит, последователь-

ность { }kτ сходится по мере 0ν к 0τ .

Таким образом, условия теоремы 2 выполнены и, следовательно, последовательность

операторов : ( ) ( )k
k p pS L Е L Tκ νν → , заданных равенством ( ) ( ( ))k kS x x tτ= , [ ]0,1t ∈ сходится по

норме к оператору 0 0( ) ( ( ))S x x tτ= .

Литература

1. Бурбаки, Н. Общая топология. Основные структуры / Н. Бурбаки. – М.: Наука, 1968. –
272 С.

2. Бурбаки, Н. Интегрирование. Меры на локально компактных пространствах / Н. Бурбаки.

– М.: Наука, 1977. – 600 с.
3. Бурбаки, Н. Интегрирование. Меры, интегрирование мер / Н. Бурбаки. – М.: Наука, 1967.

– 396 С.

4. Плышевская, Т.К. О разрешимости функционально-дифференциальных уравнений в ле-
беговых пространствах / Т.К. Плышевская. – Магнитогорск: Магнитогорский горно-металлурги-
ческий институт, 1988. – Деп. в ВИНИТИ 22.02.89. – № 1186. – В 89.

Поступила в редакцию 20 июня 2007 г.



Вестник ЮУрГУ, № 19, 200748

УДК 517.948

ОБ ОПТИМАЛЬНОМ МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ ОДНОЙ ОБРАТНОЙ
ЗАДАЧИ ТЕПЛОВОЙ ДИАГНОСТИКИ1

В.П. Танана, Н.Ю. Колесникова

Одной из особенностей обратных задач тепловой диагностики ракет-

ных двигателей [1] являются высокие требования, предъявляемые к точно-

сти получаемых приближённых решений. Оптимальные по порядку методы

[2] не всегда удовлетворяют этим требованиям, так как не учитывают кон-

кретную величину погрешности исходных данных. В настоящей работе

предлагается оптимальный метод решения одной из таких задач.

1. Постановка задачи.

Пусть , ,U F V – гильбертовы пространства, а [ ] [ ] [ ], , , , и ,B U F B F U B V U – соответствую-

щие пространства линейных ограниченных операторов.

Рассмотрим операторное уравнение
; , ,Au f u U f F= ∈ ∈ (1)

где [ ], .A B U F∈

Обозначим через rS замкнутый шар в пространстве V с центром в нуле и радиуса 0,r > а

через rM множество, определяемое формулой

,r rM B S=

где [ ], .B B V U∈

Множество rM будем называть классом корректности для уравнения ( )1 , если сужение 1
Nr

A−

оператора 1A− на множество r rN AM= непрерывно в нуле [3].

В дальнейшем будем предполагать, что множество rM является классом корректности для

уравнения ( )1 , и задачу приближенного решения этого уравнения поставим следующим образом.

Предположим, что при 0f f= существует единственное решение 0u уравнения ( )1 , которое

принадлежит множеству rM , но точное значение правой части 0f нам не известно, а вместо не-

го дано некоторое приближение f Fδ ∈ и уровень погрешности 0δ > такие, что 0 .f fδ δ− ≤

Требуется по исходным данным задачи rM , fδ , и δ определить приближенное решение uδ

уравнения ( )1 и оценить его уклонение от точного решения.

Определение 1. Семейство операторов { }0: 0Tδ δ δ< ≤ будем называть линейным методом

приближенного решения уравнения ( )1 на классе корректности rM , если для любого ( ]00,δ δ∈

оператор [ ],T B F Uδ ∈ и

0T f uδ δ → при 0δ →

равномерно на множестве rM при условии 0Au fδ δ− ≤ [ ]4 .

Теперь для любого ( ]00,δ δ∈ введем количественную характеристику точности метода

{ }0: 0Tδ δ δ< ≤ на множестве rM :

( ) { }
,

, ,sup
u f

rT u T f u M Au f

δ

δ δ δ δ δ δ∆ = − ∈ − ≤ . (2)

Обозначим через opt
δ∆ величину

1 Работа поддержана грантом р_урал_а № 07-01-96001
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( ) [ ]{ }inf : , ,
opt P P B F Uδ δ∆ = ∆ ∈

где ( )Pδ∆ определена формулой ( )2 .

Определение 2: Линейный метод { }0: 0optTδ δ δ< ≤ будем называть оптимальным на классе

решений rM , если для любого ( ]00,δ δ∈ ( ) .opt optTδδ δ∆ =∆

Следуя работе [ ]5 , введем модуль непрерывности в нуле ( ), rω δ обратного оператора 1A−

на классе rM , который определим формулой

( ) { }, sup : , .rr u u M Auω δ δ= ∈ ≤

Так как множество rM является классом корректности, то из теоремы, сформулированной в ра-

боте [ ]6 , следует

( ), 0rω δ → при 0,δ → (3)

а из другой теоремы этой работы, что для любого ( ]00,δ δ∈

( )2 ,opt rδ ω δ∆ ≤ . (4)

Таким образом, из (3) и (4) следует, что если { } [ ]0: 0 ,T B F Uδ δ δ< ≤ ⊂ и для любого ( ]00,δ δ∈

( ) ,optTδ δ δ∆ =∆

то семейство операторов { }0: 0Tδ δ δ< ≤ является линейным методом решения (1) на классе rM .

Из теоремы, сформулированной в работе [ ]7 , следует, что для любого ( ]00,δ δ∈

( ),opt rδ ω δ∆ ≥ . (5)

2. Оптимальный линейный метод приближенного решения уравнения ( )1 на классе

rM .

Пусть U F V H= = = , *A и *B операторы сопряженные A и B соответственно.

Предположим, что спектр ( ) 2

1 0,Sp A A =
 

и
1

2
1

1

2
1B G A

 
 =
 
 

, где 1
0,G C A ∈   , для любого

0, Aσ  ∈   ( ) 0G σ′ > и ( )0 0G = ; *
1A A A= , а *

1B BB= , тогда из леммы, приведенной в [ ]8,с.42

следует, что при r Bδ < уравнение

( )r G σ σ δ= (6)

имеет единственное решение ( )σ σ δ= такое, что

( ) 0σ δ → при 0δ → . (7)

Из теоремы, доказанной в [ ]9 , следует, что при 0 r Bδ <

( ) ( ) 0, ; 0r r Gω δ σ δ δ δ=   < ≤  , (8)

где ( )σ δ решение уравнения (6).

Из (7) и (8) следует, что множество r rM BS= , будет являться классом корректности для
уравнения (1).

Предположим, что множества значений ( )R A и ( )*R А операторов A и *A всюду плотны в

пространстве H . Тогда из леммы, доказанной в работе [ ]10 , следует, что

1A Q A= , (9)

где 1Q – унитарный оператор, а
1

2
1A A= .

Используя формулу (9), уравнение (1) сведем к уравнению
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, ,Au g u g H= ∈ , (10)

где *
1g Q f= , а *

1Q – оператор сопряженный 1Q .

Так как 2B B Q= , где 2Q – унитарный оператор, а
1

2
1B B= , то r rM BS= .

Таким образом, в дальнейшем вместо уравнения (1) будем рассматривать уравнение (10), а в ка-

честве представления класса корректности rM будем использовать формулу

r rM BS= . (11)

Пусть ( ]0, 0, ,r Bδ δ δ< ∈ а ( )σ δ – решение уравнения (6). Тогда семейство

{ }0:0Pδ δ δ< ≤ линейных ограниченных операторов Pδ определим формулой

( ) 1
P B C Eα α

−
= + (12)

где C AB= , а параметр ( )α α δ= определяется формулой

( )
( )( )
( )( )

2G

G

σ δ
α δ

σ δ
=

′
, (13)

где ( )σ δ – решение уравнения (6).

В работе [ ]9 доказано, что для любого r Bδ < справедлива оценка

( ) ( )P rGδ δ σ δ∆ ≤    . (14)

Из оценки (14) следует, что линейный метод { }0: 0Pδ δ δ< ≤ , определяемый формулами (12)

и (13), оптимален на классе rM , а в оценке (14) выполняется равенство.

3. Обратная задача тепловой диагностики.

Эта задача может быть поставлена следующим образом, см. [ ]2

( ) ( ) [ ]
2

2

, ,
; 0,1 , 0,

u x t u x t
x t

t x

∂ ∂
= ∈ ≥

∂ ∂
(15)

( ) [ ],0 0 ; 0,1 ,u x x= ∈ (16)

( )0, 0 ; 0,u t t= ≥ (17)

( ) ( )0 0, ; 0, 0 1,u x t f t t x= ≥ < < (18)

а граничное значение

( ) ( )1,u t u t= (19)

требуется определить.

Так как задача (15)–(19) некорректна, то предположим, что при ( ) [ )0 2 0,f t L∈ ∞ существует

ее точное решение ( )0u t , принадлежащее пространству [ )2 0, , 2nW n∞ ≥ и удовлетворяющее со-

отношению

[ ] ( )0

2
2

0
,

n
u t dt r

∞   ≤
 ∫ (20)

где r – известная положительная величина, а [ ] ( )0

n
u t – n-я обобщенная производная.

Кроме того, предположим, что ( )0 0u t ≠ , существует 0 2t > такое, что при ( )0 0 0t t u t≥ =

и [ ] ( ) [ ] ( )00 00 0 при 0, 1
j j

u u t j n= = ∈ − .

Из теоремы, сформулированной в [11, с. 392] следует, что прямая задача (15)–(17), (19) при

( ) ( )01,u t u t= имеет классическое решение ( )0 ,u x t , принадлежащее пространству [ )2,1 0,C ∞ и

это решение единственно.

Так как функция ( )0 1, 0u t = при 0t t≥ , то решение ( )0 ,u x t удовлетворяет следующей вспо-

могательной задаче
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( ) ( )2

02

, ,
; 0 1, ,

u x t u x t
x t t

t x

∂ ∂
= ≤ ≤ ≥

∂ ∂
(21)

( ) ( ) [ ]0 0 0, , ; 0,1 ,u x t u x t x= ∈ (22)

( ) ( ) 00, 1, 0 при ,u t u t t t= = ≥ (23)

и

( ) [ ]2
0 0, 0,1u x t С∈ . (24)

Используя метод разделения переменных, запишем решение задачи (21)–(24) в виде триго-

нометрического ряда

( ) ( ) ( ) [ ]
2

0
0

1

, sin ; 0,1 , ,
k t t

k

k

u x t a e kx x t t
π

π
∞

− −

=

= ∈ ≥∑ (25)

где

( )
1

0 00
2 , sin .ka u x t kxdxπ= ∫ (26)

Из (25) следует, что

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
2

02

0

1

, sin ; 0,1 , ,
k t t

t k

k

u x t k a e kt x t t
π

π π
∞

− −

=

′ = − ∈ ≥∑ (27)

( ) ( ) ( ) [ ]
2

0

1

, cos ; 0,1 , ,0x

k t t
k

k

u x t ka e kx x t t
π

π π
∞

− −

=

′ = ∈ ≥∑ (28)

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
2

02

0

1

, sin ; 0,1 , ,xx

k t t
k

k

u x t k a e kx x t t
π

π π
∞

− −

=

′′ = − ∈ ≥∑ (29)

Исследуем поведение функции ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , и ,x xx tu x t u x t u x t u x t′ ′′ ′ , определенных формулами

(25)–(29) при t → ∞ . Для этого оценим общий член в сумме (29)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22
0 02 2 1

sin .
k t t k t tk

k kk a e kx k e a e
π ππ

π π π
− − − − −−≤ (30)

Так как из леммы, сформулированной в [14, с. 140] следует, что

, 0,sup
0

pp p
p

eeλ
λ

λ

 ≤ > 
 >

то из (30) следует, что

( ) ( ) ( )

( )
( )2

0 0

2

2 11
sin .

k t t t t
k kk a e kx a e

k

π
π π

π

− − − − −≤ (31)

Учитывая (24), (31) и то, что ( ) ( )2 4

k kk a k aπ π
− −≤ + , а соответствующие ряды ( ) 4

1k

kπ
∞

−

=
∑ и 2

1

k

k

a
∞

=
∑

сходятся, получаем существование числа 1l такого, что для любого 0t t≥ справедлива оценка

( ) ( ) ( ) ( ){ } 1max , , , , , , , ,xx t
t

xu x t u x t u x t u x t l e−′ ′′ ′ ≤ (32)

равномерная по x на отрезке [ ]0,1 .

Из теоремы, сформулированной в [13, с. 17], и оценки (32) следует, что для решения задачи
(15)–(19) можно применить синус и косинус преобразования.

Теперь предположим, что вместо точного значения ( )0f t известно некоторое приближение

( ) [ ) [ )1
20, 0,f t C Lδ ∈ ∞ ∞∩ и число 0δ > такие, что

( ) ( ) 2 2
0

0

.f t f t dtδ δ
∞

 −  ≤ ∫ (33)



Математика

Вестник ЮУрГУ, № 19, 200752

Требуется по ( ), ,f rδ δ определить приближенное решение ( )u tδ задачи (15)–(19) наиболее близ-

кое к ( )0u t в метрике [ )2 0,L ∞ .

Пусть H − ортогональная сумма пространств [ )2 0,L ∞ и [ )2 0, , где  1iL i∞ = − , а Φ – пре-

образование пространства H в H , определяемое формулой

[ ] ( ) ( )( )1
,c su iv F u iF v

e
Φ + = − (34)

где cF и sF – соответствующие косинус и синус Фурье преобразования.
Из теоремы Планшереля, сформулированной в [13, с. 19] будет следовать, что преобразова-

ние Φ , определяемое формулой (34), будет изометрично отображать пространство H на H .

4. Сведение уравнения (15) к обыкновенному дифференциальному уравнению.

Рассмотрим уравнение

( ) ( ) [ ]
2

2

, ,
; 0,1 , 0.

u x t u x t
i i x t

t x

∂ ∂
= ∈ ≥

∂ ∂
(35)

Затем, применяя к уравнениям (15) и (35) синус и косинус преобразования, почленно складывая
результаты этих преобразований и нормируя сумму, получаем уравнение

( ) ( ) [ ]
2

2
ˆ ˆ, , ; 0,1 , 0,

d
u x iu x x

dx
λ λ λ= ∈ ≥ (36)

где ( ) [ ]ˆ , .u x u iuλ = Φ +

Из (17)–(18) будет следовать,

( )ˆ 0, 0; 0,u λ λ= ≥ (37)

и

( ) ( )0
ˆˆ , , 0,u x ifλ λ λ= ≥ (38)

где ( ) ( ) ( )ˆ .f f t if tλ = Φ  +  
Решая задачу (36)–(38), получаем, что

( ) ( )0

0 0

sh ˆˆ 2 , 0,
sh

u i f
x

µ λ
λ λ λ

µ λ
= ≥ (39)

где ( ) ( ) ( )0

1
ˆ ˆ 1, , а 1 .

2
u u iλ λ µ= = +

Переписав (39) в виде операторного уравнения, получаем, что

( ) ( ) ( )0 0

0

sh ˆˆ ˆ , 0.
2 sh

xi
Au u f

µ λ
λ λ λ λ

µ λ
= − = ≥ (40)

Не меняя обозначений, продолжим оператор A, определяемый формулой (40), на все пространст-

во H . Тогда из (40) будет следовать, что операторы А и его сопряженный *A являются
инъективными линейными ограниченными операторами, отображающими пространство H в
H . Таким образом, из леммы, сформулированной в [10], следует существование унитарного опе-
ратора Q , отображающего H в H , такого, что для любого û H∈

( ) ( )ˆ ˆ ,Au QAuλ λ=

где *
.A A A=

Из (40) следует, что для любого û H∈

( ) ( )0 0

0

sh1
ˆ ˆ ,

2 sh

x
Au u

µ λ
λ λ

µ λ
= (41)

а уравнение (40) может быть переписано в виде

( ) ( )ˆ ˆ ,Au gλ λ= (42)
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где ( ) ( )* *ˆˆ ,g Q f Qλ λ= − унитарный оператор, сопряженный , а 1.Q λ ≥

Пусть 1H подпространство функций ( )û λ из H , обращающихся в нуль на отрезке [0, 1], а

оператор B , определяющий класс корректности rM для уравнения (42) отображает пространст-

во 1H в 1H и на основании (20) определяется формулой

( ) ( ) 1

1
ˆ ˆ ˆ ˆ; 1, и  .

n
Bv v v Bv Hλ λ λ

λ
= ≥ ∈ (43)

Из (41) и (43) следует, что ( )B G A= , где функция ( )G σ задана параметрически, она непрерыв-

но дифференцируема, для любого ( ) ( )0, , 0A Gσ σ′∈ > и ( )0 0G = .

Теперь для уравнения (42) поставим условно-корректную задачу, т. е. предположим, что при
*

0 0̂ĝ Q f= уравнение (42) имеет решение ( )0û λ , принадлежащее классу корректности ˆ
rM , опре-

деляемому формулой

( ) ( ){ }1
ˆ ˆ ˆ ˆ: , ,rM Bv v H v rλ λ= ∈ ≤ (44)

где оператор B определён формулой (43).

Далее предположим, что вместо ( )0ĝ λ нам известны 0δ > и ( ) ( )* ˆĝ Q fδ δλ λ= такие, что

0ˆ ˆg gδ δ− ≤ .

5. Оптимальный метод регуляризации.
Для приближенного решения уравнения (42) используем оптимальный метод

{ }0: 0Pδ δ δ< ≤ , предложенный в пункте 2 настоящей статьи.

Используя этот метод, приближенное решение ( )ûδ λ определим формулой

( ) ( )( ) ( )1
ˆ ˆ ,u B C gδ δλ α δ λ

−
= + (45)

где C AB= , а ( )α δ определяется формулой

( )
( )( )
( )( )

2

,
G

G

σ δ
α δ

σ δ
=

′
(46)

( )σ δ − решение уравнения ( )rG σ σ δ= .

Тогда для приближенного решения ( )ûδ λ уравнения (42) справедлива оценка

( )0ˆ ˆ .u u rGδ σ δ− ≤    (47)

Теперь функцию ( )uδ λɶ определим формулой

( )
( )

( ) [ )0

0 0

ˆ при  1

.sh ˆ2 при 0,1
sh

u

u
i f

x

δ

δ

δ

λ λ

λ µ λ
λ λ

µ λ

 ≥


= 
∈



ɶ

Окончательно приближенное решение ( )u tδ задачи (24)–(28) определим формулой

( ) ( )1Re ,u t uδ δ
− = Φ ɶ

где 1−Φ – отображение обратное к Φ , определенному формулой (34).

Для приближенного решения ( )u tδ будет справедлива оценка

( )0 .u u rGδ σ δ δ− ≤   + 
Имеет место следующее соотношение

( )

( )2 20
0

1,lim
2 1 ln

2

nn n

rG

r
r xδ

σ δ δ

δ

− −→

  +  =
 −  
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которое позволяет судить о скорости сходимости оптимального приближенного решения к точ-
ному.
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УДК 517.977.80

ИГРОВАЯ ЗАДАЧА ИМПУЛЬСНОЙ ВСТРЕЧИ СО СМЕШАННЫМ
ОГРАНИЧЕНИЕМ НА УПРАВЛЕНИЕ ВТОРОГО ИГРОКА

В.И. Ухоботов, О.В. Зайцева

Рассмотрена игровая задача о встрече в заданный момент времени. На

выбор управления первого игрока накладывается импульсное ограничение.

Управление второго игрока стеснено геометрическими и интегральными

ограничениями. Найдены как условия уклонения, так и условия, обеспечи-

вающие встречу. Построены соответствующие управления игроков.

1. ВВЕДЕНИЕ
Рассматривается линейная дифференциальная игра

( ) ( ) ( ) dtvtCdutBdtxtAdx ++= (1)

с импульсным управлением [1] первого игрока u и с фиксированным моментом окончания p .

Здесь qsg RvRuRx ∈∈∈ ,, , ( ) ( ) ( )tCtBtA ,, – непрерывные при pt ≤ матрицы соответствующих

размерностей. Задано линейное отображение ng RR →:π . Цель первого игрока заключается в
том, чтобы в момент времени p осуществить равенство

( ) .0=pxπ (2)

Второй игрок, выбирая управление v , стремится не допустить выполнение равенства (2).

На каждом отрезке [ ]τ,t допустимым программным управлением первого игрока является

функция [ ] sRtu →τ,: с ограниченной вариацией ( ) ( ) ( )∑∫ −= + ii

t

rururdu 1sup

τ

. Допустимое

программное управление второго игрока является измеримым и ограниченным
( )( ) .,1 τλ ≤≤≤ rtrv (3)

Здесь посредством ⋅ и ( )⋅λ обозначены нормы в sR и qR соответственно.

Считается, что игроки обладают запасами 0≥µ и 0≥γ ресурсов, которые тратятся на фор-

мирование управлений по следующему правилу:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ., ∫∫ −=−=
ττ

λγτγµτµ

tt

drrvtrdut (4)

При выбранных программных управлениях вектор x из состояния ( )tx перемещается в состоя-

ние, определяемое обобщенной формулой Коши [1].

Обозначим через ( )tΦ фундаментальную матрицу системы (1) и перейдем к новой перемен-

ной

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )., 1 tpttxttz −ΦΦ== πππ (5)

Тогда получим, что

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .∫∫ ++=
ττ

τ

tt

drrvrMrdurNtzz (6)

Здесь ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tCttMtBttN ππ == , – непрерывные матрицы, а первый интеграл понимается в
смысле Римана–Стилтьеса.

В новых переменных условие встречи (2) принимает вид
( ) .0=pz (7)

В 1963 году Н.Н. Красовский [2] предложил метод решения дифференциальных игр, осно-

ванный на принципе поглощения областей достижимости. В этой работе рассмотрены игры с
геометрическими, интегральными и импульсными ограничениями. Применение метода поглоще-
ния областей достижимости для игр с импульсными управлениями усложняется тем, что области
достижимости, зависящие от запасов ресурсов, могут меняться разрывно. В работе [3] приведен
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пример импульсной встречи двух точек, в котором первый игрок не сможет поддержать требуе-
мого в методе включения областей достижимости.

В данной работе используется метод одномерного проектирования [4–6], который примени-

тельно к задачам импульсной встречи позволяет получить условие возможности поимки (7).

Наличие импульсного управления, приводящего к мгновенному изменению позиции, требует
конкретизации понятия встречи (7).

Введем в рассмотрение вектограмму первого игрока

( ) ( ){ }.1,: ≤=∈= uutNzRztU n (8)

Считаем, что встреча произошла, если
( ) ( ) ( ).pUppz µ∈ (9)

Если выполнено это включение, то первый игрок путем мгновенного выбора части оставшегося
запаса ресурсов может осуществить равенство (7).

2. ЗАДАЧА УКЛОНЕНИЯ

Обозначим через , скалярное произведение векторов в nR . При каждых pt ≤ и nR∈ϕ

обозначим

( ) ( ) ( )
( )

( )1 2
1 1

, max , , , max , .
u v

t N t u t M t v
λ

α ϕ ϕ α ϕ ϕ
= =

= = (10)

Функция ( )ϕα ,1 t является опорной функцией вектограммы (8), а функция ( )ϕα ,2 t является

опорной функцией вектограммы второго игрока ( ) ( ) ( ){ }.1,: ==∈= vvtMzRztV n λ Из непрерыв-

ности матриц ( )tN и ( )tM следует непрерывность функций (10) [7].

Положим
( ) ( ).,max, 1 ϕαϕ rtm

prt ≤≤
= (11)

Верна оценка [1]

( ) ( ) ( ) ( ) .,, ∫∫ ≤
ττ

ϕϕ

tt

rdutmrdurN (12)

Функция (11) является опорной функцией области достижимости τ
tU первого игрока [5, 6],

где

( ) ( ) ( ) .1,:












==∈= ∫ ∫
τ τ

τ

t t

n
t rdurdurNzRzU (13)

Предположение 1. При любых 0, ≠< ϕpt выполнено неравенство ( ) 0, >ϕtm .

Обозначим при 0, ≥< γpt

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) .10,,
,

,
sup,, 2 ≤≤≤= ∫∫ rwdrrwdrrw

rm

r
tF

p

t

p

t

γ
ϕ

ϕα
ϕγ (14)

Отметим, что в случае ( ) 0, =ϕpm целевой интеграл в (14) понимается как несобственный.

Теорема 1. Пусть начальное состояние 0000 ,,, γµzt таково, что существует вектор

nR∈ϕ , для которого

( ) ( )( ).,,,, 00000 ϕγµϕϕ tFtmz −> (15)

Тогда возможно уклонение от встречи (9).

Доказательство. Из (14) и (15) следует, что существует функция ( )rw , удовлетворяющая ог-

раничениям (14) с 00 , tt == γγ такая, что

( ) ( )
( )

( ) .
,

,
,,

0

2
000 













−> ∫

p

t

drrw
rm

r
tmz

ϕ

ϕα
µϕϕ (16)

Возьмем набор точек
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pttt k =<<< …10 (17)

и обозначим

( ) ( ) ( ) .1,,1,0,,
,

11

2

1

−== ∑ ∫
−

=

+

kidrrwr
tm

A
k

ij

t

tj
i

j

j

…ϕα
ϕ

(18)

Тогда [5] верхняя грань числа 0A по всем наборам (17) равняется интегралу, стоящему в правой
части формулы (16). Следовательно, при некотором наборе чисел (17) выполняется

( )( ).,, 0000 Atmz −> µϕϕ (19)

Из определения функции 2α (10), применяя лемму о выборе А.Ф. Филиппова [8], найдем из-

меримую по t функцию ( ) qRtv ∈ϕ, такую, что

( )( ) ( ) ( ) ( ).,,,,1, 2 ϕαϕϕϕλ ttvtMtv == (20)

Второй игрок строит свою стратегию следующим образом: берет найденные моменты време-
ни it (17) в качестве моментов коррекций и при 1+≤≤ ii ttt строит управление с помощью функ-

ции (20)

( ) ( ) ( ) ( ) .,, ii tzsigntvtwtv ϕϕ= (21)

Здесь принято, что 10 =sign . Покажем, что при любом допустимом поведении первого игрока

реализовавшиеся в моменты времени it положения ( )ii tzz = и запасы ( )ii tµµ = удовлетворяют
неравенствам

( )( ).,, iiii Atmz −> µϕϕ (22)

При 0=i это неравенство выполнено. Пусть оно выполнено в момент времени it . Тогда из пра-

вила перехода (6) и из формул (20) и (21) получим, что

( ) ( ) ( ) ( ) .,,,,,
11

21 ∫∫
++

−+≥+

i

i

i

i

t

t

t

t

iii rdurNdrrrwzsignzz ϕϕαϕϕϕ

Отсюда, используя неравенства (12), (22) и правило изменения ресурсов (4), получим, что

( )( ) ( ) ( ) ( )( ).,,,, 121

1

++ −−+−> ∫
+

iii

t

t

iiii tmdrrrwAtmz
i

i

µµϕϕαµϕϕ

Подставим сюда формулу (18). Получим, что

( )( ).,, 111 +++ −> iiii Atmz µϕϕ

Отсюда и из условия монотонности ( ) ( )ϕϕ ,, 1+≥ ii tmtm следует неравенство (22) при 1+i , если

11 ++ ≥ ii Aµ . Если же 11 ++ < ii Aµ , то неравенство (22) при 1+i очевидно.

Полагая в неравенстве (22) ki = , получим, что

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).,,, 1 ppppmpz µϕαµϕϕ =>

Следовательно, включение (9) не выполнено.

Следствие 1. Для того чтобы первый игрок смог осуществить встречу (9), необходимо,
чтобы начальные запасы ресурсов удовлетворяли неравенству

( ) .1,,,,sup 000 =≥ ϕϕϕγµ
ϕ

tF (23)

3. ЗАДАЧА О ВСТРЕЧЕ
Обозначим

( ) ( )
( )

.1,,
,

,
max 2 == ϕϕ

ϕ

ϕα
α

ϕ tm

t
t (24)

Как максимум непрерывных функций эта функция непрерывна при pt < [7].
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Предположение 2. При любом pt < интеграл ( ) ∞<∫
p

t

drrα .

При любых nRpt ∈≥≤< ϕγτ ,0, обозначим

( ) ( ) ( ) ,sup,, ∫=
τ

αγτβ

t

drrwrt (25)

( ) ( ) ( ) .,sup,,, 2∫=
τ

ϕαϕγτβ

t

drrwrt (26)

Здесь sup берется по всем измеримым функциям [ ] [ ]1,0,: →τtw , удовлетворяющим неравенству

( ) .γ
τ

≤∫
t

drrw (27)

Из определения функции (25) следует, что
( ) ( ) ( ) .0,,,,,,,, *** γγτγγτβγτβγβ ≤≤≤<−+≥ ptptpt (28)

Из монотонности функции ( )ϕ,tm и из формул (24) – (27) получим неравенство

( ) ( ) ( ).,,,,,, γτβϕϕγτβ ttmt ≤ (29)

Из этого неравенства и из формулы (25) следует, что

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) .
,

,,
,,

,

,,,
∫

−
+≤

τ

α
ϕτ

ϕτϕ
γτβ

ϕτ

ϕγτβ

t

drr
m

mtm
t

m

t
(30)

Теорема 2. Пусть начальное состояние таково, что

( ) ( )( ) .,,,,, 00000
nRpttmz ∈∀−< ϕγβµϕϕ (31)

Тогда первый игрок сможет осуществить встречу (9).

Доказательство. Обозначим

( )
( )

.1,,
,

,
max, == ϕϕ

ϕ

ϕ

ϕ tm

z
ztB (32)

Тогда из (31) следует, что существует число 0>ε такое, что
( ) ( ) ( ) .,,, 000000 µεγβ ≤−++ tpptztB (33)

Используя непрерывность функций ( )ϕ,tm и ( )tα можно показать, что для любого отрезка

( )pT ,∞−⊂ существует число 0>δ такое, что для любого вектора nR∈ϕ выполнено

( ) ( )
( )

( ) ( ) .,,;
,

,,
δτττεα

ϕτ

ϕτϕ
τ

+≤<∈−≤
−

∫ ttTttdrr
m

mtm

t

(34)

Отсюда следует, что можно построить последовательность чисел ptttt i →<<<< …210 , для

которых выполнено неравенство (34) при 1, +== ii ttt τ . Учитывая неравенство (30), получим, что

при любых nR∈≥ ϕγ ,0 выполнено

( )
( )

( ) ( ).,,
,

,,,
11

1

1
iiii

i

ii tttt
tm

tt
−+≤ ++

+

+ εγβ
ϕ

ϕγβ
(35)

Эти числа it первый игрок берет в качестве моментов коррекции своего управления. Построим

на отрезке [ ]1, +ii tt управление первого игрока.

Пусть в момент времени it реализовавшееся состояние удовлетворяет неравенству

( ) ( ) ( ) .,,, iiiiii tpptztB µεγβ ≤−++ (36)

Тогда, используя обозначение (32), получим, что проблема моментов [1]

( ) ( ) ( ) 0min, =+→ ∫∫
p

t

i

p

t ii

rdurNzrdu
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имеет решение ( )rui , причем

( ) ( ) ( ).,, iiii

p

t

i tpptrdu

i

−−−≤∫ εγβµ (37)

Первый игрок в качестве управления берет сужение функции ( )rui на отрезке [ ]1, +ii tt . Тогда

из правила перехода (6) получим, что для любого вектора nR∈ϕ выполнено неравенство

( ) ( ) ( ) ( ) ≤++≤ ∫∫
++

+

11

,,, 1

i

i

i

i

t

t

t

t

iii drrvrMrdurNzz ϕϕϕ

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ).,,,,,, 1112

1

1

1

ϕγγβϕλϕαϕ +++ −+≤+−≤ ∫∫∫
+

+

+

iiii

p

t

ii

t

t

p

t

i ttrdutmdrrvrrdurN

i

i

ii

Отсюда, используя неравенства (35) и (37), будем иметь

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ).,,,,,, 111111 iiiiiiiiiiii tttttppttmz −+−+−−−≤ ++++++ εγγβεγβµϕϕ

Применив неравенство (28), получим неравенство (36) при 1+i . Переходя в неравенстве (36)

к пределу при pti → , получим, что ( ) ( ) ( )pppz µϕαϕ ,, 1≤ для любого вектора nR∈ϕ . Ста-

ло быть, условие поимки (9) выполнено.

4. ОДНОТИПНЫЕ ИГРЫ
Пусть ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ϕβϕαϕϕ cttctmtm == ,,, 2 . Тогда функции (14) и (25) будут равны и при-

мут вид

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) .10,,sup, ≤≤≤= ∫∫ rwdrrwdrrw
rm

r
tF

p

t

p

t

γ
β

γ (38)

Обозначим ( ) ( ) 1,,max* == ϕϕ czzc . Тогда условия (15) и (31) примут вид

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ).,,, 00000*00000* γµγµ tFtmzctFtmzc −<−>
Можно показать, что если в последнем неравенстве поставить знак равенства, то первый игрок
сможет осуществить встречу (9).

Таким образом, найденное условие является необходимым и достаточным для осуществле-
ния встречи (9).

Пример. Рассмотрим игровую задачу о встрече в заданный момент времени p двух точек
переменного состава с разнотипными законами выброса топлива [1, 5]

.,;,;, 222111
n

ii Ryxvyyxudydyx ∈−==== ɺɺɺ

Условие встречи означает совпадение геометрических координат ( ) ( )pxpx 21 = . Сделаем замену

(5) и перейдем к новой переменной ( )( )2121 yytpxxz −−+−= . Тогда уравнение движения (6) и
условие встречи (7) принимают вид

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .0, =−+−+= ∫∫ pzrdrvrprudrptzz

tt

ττ

τ

Считаем, что нормы ⋅ и ( )⋅λ совпадают и являются евклидовыми. Тогда из формул (10) и (11)

получим, что ( ) ( ) ( ) ( ) ϕϕαϕϕ tpttptm −=−= ,,, 2 . Поэтому функция (38) равна

( )tp −;min γ . Условие возможной поимки примет вид

( )( )( ).;min 0000 tptpz −−−≤ γµ
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УДК 519.612.2

ПРЯМОЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ НА ОСНОВЕ
ВЕЙВЛЕТ-РАЗЛОЖЕНИЯ

О.В. Филиппов

Рассматривается прямой метод решения СЛАУ, в основе которого ле-

жит нестандартное представление в вейвлет-базисе матрицы системы. Да-

ется краткое введение в вейвлеты и описывается нестандартное представ-

ление оператора в вейвлет-базисе. Обсуждается, почему прямой метод при

использовании вейвлетов становится эффективным, даже когда рассматри-

ваются плотнозаполненные матрицы.

Введение

Существует много доступных методов решения больших сильноразреженных систем (СРС)

линейных уравнений. Наиболее популярными методами решения для таких систем являются
итерационные методы.

Прямые методы решения СРС могут также использоваться для решения таких систем. Их
эффективность зависит от числа дополнительных ненулевых членов, полученных в ходе LU-

факторизации матрицы системы. Напомним, что некоторые разреженные системы не имеют раз-
реженных LU-факторов. В работе [2] предложен метод построения разреженного представления
матриц, которые изначально плотно-заполнены.

Далее будет показано, что, если использовать нестандартное представление в вейвлет-базисе
матрицы системы, соответствующие LU-факторы будут также сильноразреженными, это делает
эффективным прямой метод решения СЛАУ.

Перечислим основные определения и свойства вейвлетов.

Вейвлет-функция ψ строится по масштабирующей функции ϕ , которая обладает двумя
свойствами:

а) система функций ( ){ },x k k Zϕ − ∈ ортогональна в ( )2L R ,

б) функция является решением функционального уравнения

( ) ( )2 2 .k

k

x h x kϕ ϕ= −∑ (1)

Тогда для вейвлет-функции ψ верно представление

( ) ( ) ( )12 1 2 .
k

k

k

x h x kψ ϕ−= − −∑ (2)

Наибольший интерес представляют компактно-сосредоточенные функции ϕ и ψ . В этом

случае фильтр kh конечен.

Пусть ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }2
0 , , ,k kV span x k k Z f L R f x c x k cϕ ϕ= − ∈ = ∈ = − ≤ ∞∑ ∑ и

( ) ( )2
, 2 2

j
j

j k x x kϕ ϕ= − . Через jV обозначим линейную оболочку ( ){ }22 2 ,
i

ispan k k Zϕ − ∈ .

Из соотношения (1) следует, что

1 0 1V V V−⊂ ⊂ ⊂ ⊂… …

Определим подпространство jW как ортогональное дополнение jV в 1jV + , т.е.

1j j jV V W+ = ⊕ . Если ( )2
j

j

V L R=∪ и { }0j

j

V =∩ , то доказывается в [1], что

( )2
0 0 .j jL R V W≥= ⊕
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Система функций ( ){ },
0

j k
j

xψ
≥

и ( ){ }0,k xϕ является ортогональным базисом в пространстве

( )2L R . В частности, 0 0 1n j n jV V W≤ ≤ −= ⊕ .

Тогда система функций ( ){ },
0

пер
j k

j
xψ

≥
и ( ){ }0,

пер
k xϕ , где

( ) ( ),,
пер

j kj k
l

x x lψ ψ= +∑ и ( ) ( )0,0,
пер

kk
l

x x lϕ ϕ= +∑ ,

является ортогональным базисом в ( )2 0,1L . Определим проектор jP на подпространство

,jV j Z∈ ,

( )2
: ,j jP L R V→

и jQ на подпространстве jW

( )2
: ,j jQ L R W→

где 1j j jQ P P−= − . Для линейного оператора ( ) ( )2 2: 0,1 0,1T L L→ оператор j j jT P TP= будет на-

зываться дискретизацией оператора T масштаба j. В базисе ( ), ,
i
j k x yϕ с оператором 0T можно

связать матрицу 0T размера 2 2
j j× .

Введем ортогональную матрицу

1

1
1

j

j
j

−
−

−

 
=  

  

Q
W

P
, (3)

где 1j−P и 1j−Q – матричное представление проекторов 1jP − и 1jQ − соответственно. Пусть

j jx x= P и j jy y= P – дискретизации элементов x и y из ( )2 0,1L . Для того, чтобы свести

j j jx y=T (4)

к масштабу j–1, применим (3) и (4)

( )( ) ( )1 1 1 1j j j j j j jx y− − − −=W T W W W . (5)

Получим

1 1 1

1 1 1

,
j j jj

j j jj

dd

ss

− − −

− − −

    
=    

        

ɶ

ɶ

A B

C T
(6)

где j jd y=Q , j js y= P , 1 1j jd x− −=ɶ Q , 1 1j js x− −=ɶ P , в то время как 1j−A , 1j−B и 1j−C – матричные

операторы

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

:

:

:

:

j j j j j j

j j j j j j

j j j j j j

j j j j j j

A W W

B V W

C W V

T V V

− − − − − −

− − − − − −

− − − − − −

− − − − − −

→ =

→ =

→ =

→ =

A Q TQ

B Q TP

C P TQ

T P TP

.

Матрицы 1j−A , 1j−B и 1j−C содержат уточняющую информацию об операторе 1jT − . На сле-

дующем шаге матрица 1j−T извлекается из (6), и к ней применяется ортогональная матрица

2j−W , как и в (5). Эта процедура продолжается на всех масштабах 1, ,0j n= − … . Результатом яв-

ляется нестандартная форма (NS-форма) исходной матрицы 0T . Для 0 3j = NS-форма матрицы

0T показана на рис. 1. Здесь ,j jd sɶ ɶ и ,j jd s
⌣ ⌣

связаны соотношениями

0

,

, 1, ,0,

j j j j j

j j j

d d s

s d j j

= +

= = −

⌣
ɶ ɶ

⌣ ɶ …

A B

C
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и на последнем шаге

0 0 0 0 0s d s= +⌣ ɶ ɶC T .

Для того, чтобы конвертировать { }
00 1

,j j
j j

d s
≤ ≤ −

⌣ ⌣
в вейвлет-представление { }{ }

0
0

0 1
,j

j j
d s

≤ ≤ −
,

следует воспользоваться алгоритмом:

1.
0 01 10, 0.j jd s− −= =

2. ( ) ( )1 1 1 1, .j j j j j j j jd s s s s s− − − −= + = +
⌣ ⌣

Q P

3. Тогда j j jd d d= +
⌣

, а на последнем шаге 0 0 0s s s= +⌣
.

Пусть система функций ( )k tψ ортогональна и

( ) ( ) ,k k

k

x t c tψ
∞

=−∞

= ∑
где коэффициенты kc вычисляются по функции

( ) ( ) .k kc f t t dtψ= ∫
Если ( )k tψ имеют нулевые моменты

( )0 , 0 1,
m

kt t dt m nψ= ≤ ≤ −∫
тогда функция f хорошо аппроксимируется многочленом 1n≤ − . Коэффициенты разложения
будут малыми или нулевыми. Поэтому вейвлеты, имеющие нулевые моменты, могут использо-
ваться для «сжатия» гладких данных.

Если T является интегральным оператором и его ядро – гладкая функция вне диагонали, то
матрица, полученная «дискретизацией», имеет много малых элементов вне диагонали. Такие
матрицы после «сжатия» имеют разреженное представление в вейвлет-базисе. Поэтому NS-

форма матрицы после «сжатия» становится сильно разреженной.

Алгоритм

Рассмотрим алгоритм решения СЛУ методом нестандартного представления в вейвлет-
базисе. Его общий вид можно увидеть на рис. 2.

2A

1A

0A

2B

1B

0B

2C

1C

0C 0T

2dɶ

2sɶ

1dɶ

0dɶ

1sɶ

0sɶ

2d
⌣

2s
⌣

1d
⌣

0d
⌣
1s
⌣

0s
⌣

Рис. 1. Матричное уравнение в нестандартном представлении.
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Прокомментируем шаг 2. Выше уже описывался способ построения нестандартной формы
матрицы, но для данного алгоритма предлагается совместить его с LU-разложением (более под-
робное описание данного подхода можно увидеть в работе [2]). Результирующая процедура по-

лучится более эффективной, чем если бы нестандартное и LU-разложения применялись незави-

симо.

В начале расчитаем вейвлет-разложение оператора nT для «первого» масштаба:

1 1 1 1,n n n n nT A B C T− − − −= + + +
где

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

,

,

,

.

n n n n

n n n n

n n n n

n n n n

A Q T Q

B Q T P

C P T Q

T P T P

− − −

− − −

− − −

− − −

=

=

=

=
Используя стандартное LU-разложение, получим:

1 1 1,n n nA L U− − −=

и зададим 1 1
ˆ

n nA L− −= и 1 1n nA U− −=ɶ . Имея 1
ˆ

nA − и 1nA −
ɶ , можно получить 1nB −

ɶ и 1
ˆ

nC − решая

1 1 1

1 1 1

ˆ ,

ˆ
n n n

n n n

A B B

C A C

− − −

− − −

=

=

ɶ

ɶ

с помощью стандартных методов прямого и обратного прохода.

1. Исходное уравнение имеет вид: A*x = b,

где A – матрица коэфициентов, b – вектор свободного члена, а x – вектор неизвестных

2. Приведение матрицы коэффициентов A в нестандартную форму (NS-Form) и представ-

ление исходной матрицы ввиде произведения L*U,

где L – это нижнетреугольная нестандартная форма,
а U – верхнетреугольная нестандартная форма

3. Приведение вектора свободного члена в нестандартную форму (NS-Form).

В результате получаем нестандартную форму b0 исходного вектора b

4. В ходе этих преобразований получаем уравнение L*U*x0 = b0,

где x0 – это нестандартная форма искомого вектора

5. Решение уравнения L*y = b0 методом нестандартного прямого прохода

6. Решение уравнения U*x0 = y методом нестандартного обратного прохода

7. Приведение вектора x0 к стандартной форме

Рис. 2. Алгоритм.
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Для продолжения на следующем масштабе необходимо вейвлет-разложение оператора 1nT − и

1 1
ˆ

n nC B− −
ɶ . Эти процедуры могут быть скомбинированы, если вначале вычесть 1 1

ˆ
n nC B− −

ɶ из 1nT − , а
затем рассчитать

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2
ˆ ,n n n n n n n n n n nT C B A A B B C C T T− − − − − − − − − − −− = − + − + − + −ɶ (7)

где

( )
( )
( )
( )

2 2 2 1 1 1 2

2 2 2 1 1 1 2

2 2 2 1 1 1 2

2 2 2 1 1 1 2

ˆ ,

ˆ ,

ˆ ,

ˆ .

n n n n n n n

n n n n n n n

n n n n n n n

n n n n n n n

A A Q T C B Q

B B Q T C B P

C C P T C B Q

T T P T C B P

− − − − − − −

− − − − − − −

− − − − − − −

− − − − − − −

− = −

− = −

− = −

− = −

ɶ

ɶ

ɶ

ɶ

Используя стандартное LU-разложение, получим

2 2 2 2 ,n n n nA A L U− − − −− =

где 2 2
ˆ

n nA L− −= и 2 2n nA U− −=ɶ . Имея 2
ˆ

nA − и 2nA −
ɶ , можно получить 2nB −

ɶ и 2
ˆ

nC − решая

2 2 2 2

2 2 2 2

ˆ ,

ˆ ,

n n n n

n n n n

A B B B

C A C C

− − − −

− − − −

= −

= −

ɶ

ɶ

с помощью стандартных методов прямого и обратного прохода.

Для продолжения необходимо рассчитать вейвлет-разложение 2nT − , 2 2
ˆ

n nC B− −
ɶ и дополни-

тельного члена 2nT − из равенства (7).

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 3 3 3 3 3 3 3 3
ˆ ,n n n n n n n n n n n nT C B T A A B B C C T T− − − − − − − − − − − −− − = − + − + − + −ɶ

где

( )
( )
( )
( )

3 3 3 2 2 2 2 3

3 3 3 2 2 2 2 3

3 3 3 2 2 2 2 3

3 3 3 2 2 2 2 3

ˆ ,

ˆ ,

ˆ ,

ˆ .

n n n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n n n n n

A A Q T C B T Q

B B Q T C B T P

C C P T C B T Q

T T P T C B T P

− − − − − − − −

− − − − − − − −

− − − − − − − −

− − − − − − − −

− = − −

− = − −

− = − −

− = − −

ɶ

ɶ

ɶ

ɶ

Процесс продолжается до масштаба n , где рассчитываются члены 0̂T и 0Tɶ .

Программа

На основе вышеприведенного алгоритма нами была разработана программа1 для решения
СЛАУ. В качестве языка программирования был выбран Fortran90, для работы с сильно разре-
женными матрицами была использована библиотека SPARSKIT2.

Основную работу выполняет процедура solveUsingNSForm, на вход которой подается матри-

ца коэффициентов, вектор свободного члена, векторы коэффициентов материнской и вейвлет-
функций, количество вейвлет-преобразований, которое необходимо будет проделать над матри-
цей коэффициентов в процессе получения нестандартной формы, и переменная, в которой будет
возвращен вектор неизвестных. Стоит отметить, что все матрицы и векторы передаются в сжатом
формате (так называемый, формат CSR).

Работу процедуры solveUsingNSForm можно разделить на 5 частей.

1. Расчет нестандартного представления для матрицы коэффициентов. Это работу
проделывает процедура createNSForm2Dim. Ей на вход подается матрица, которую
необходимо преобразовать, векторы коэффициентов материнской и вейвлет-функций,

количество преобразований и переменные, в которых будут возвращены верхнетреугольное

1 В момент написания данной статьи программа проходила процесс регистрации в ФГНУ «Государствен-

ном координационном центре информационных технологий» Федерального Агентства по Образованию.
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и нижнетреугольное нестандартные представления исходной матрицы. Данная процедура
выполняется, четко следуя шагу 2 вышеприведенного алгоритма.
2. Расчет нестандартного представления для вектора свободного члена. Для этого
используется процедура createNSForm1Dim. Ей на вход подается вектор свободного члена,

векторы коэффициентов материнской и вейвлет-функций, количество преобразований и
переменная, в которой будет возвращен результат – нестандартная форма вектора. В
процессе выполнения данной процедуры исходный вектор претерпевает заданное количество
вейвлет-преобразований, причем получающиеся векторы запоминаются в переменную-
результат.
3. Решение первого уравнения (см. шаг 5 алгоритма) в нестандартной форме методом

прямого прохода. Для этого используется процедура nsForwardSubstitution. На вход подается
нижнетреугольная нестандартная форма, вектор свободного члена в нестандартном
представлении, векторы коэффициентов материнской и вейвлет-функций и переменная, в
которой вернется результат решения.

4. Решение второго уравнения (см. шаг 6 алгоритма) в нестандартной форме методом
обратного прохода. Эту работу выполняет процедура nsBackwardSubstitution. На вход
подается верхнетреугольная нестандартная форма, результат, полученный на предыдущем
шаге, векторы коэффициентов материнской и вейвлет-функций, переменная, в которой
вернется результат решения.

5. Обратное вейвлет-преобразование для получения вектора решения в стандартной

форме. Для этого используется процедура inverseWaveletTrans1Dim, на вход которой
подается вектор материнских и вейвлет-коэффициентов первого масштаба искомого вектора,

векторы коэффициентов материнской и вейвлет-функций, переменная, в которой вернется
результирующий вектор.

Для проведения всех стандартных действий над матрицами и векторами используются про-
цедуры и функции из библиотеки SPARSKIT2. Она содержит процедуры для преобразования
матриц из стандартного формата в «сжатый» и обратно, решения СЛАУ методами прямого и об-

ратного прохода, LU-разложения матрицы, умножения и сложения матриц и так далее.

Численные результаты

В этом разделе представлены численные результаты обработки нескольких примеров для
демонстрации быстродействия и точности алгоритма и программы. Для тестирования был вы-

бран компьютер с процессором Intel(R) Pentium(R) 4 CPU 3,00GHz с 2048Mb оперативной памя-
ти.

Пример 1. Для первого примера была выбрана матрица вида:

,

, ,
( )

tan( )

1, ,

i j

C i j
i j

A N

i j

π
 ≠−

= 
 =

где 2nN = – размерность матрицы, , 1..2ni j = и 1 2nC = . Правая часть матричного уравнения
подбиралась так, чтобы существовало известное точно решение.

Данная СЛАУ была решена при помощи нестандартного представления и при помощи биб-

лиотеки Lapack. Из этого пакета была выбрана процедура DSGESV, реализующая один из наибо-
лее часто используемых итерационных алгоритмов решения СЛАУ. Более подробно об этом ал-

горитме можно узнать из документации, расположенной по адресу http://www.netlib.org/lapack.

Результаты можно увидеть в табл. 1.
Таблица 1

N NST ( )L NS∞ ( )2L NS LapackT ( )L Lapack∞ ( )2L Lapack

9
2 0,68 41,74 10−⋅ 44,59 10−⋅ 0,78 153,11 10−⋅ 141,36 10−⋅
10

2 3,35 44,25 10−⋅ 31,19 10−⋅ 6,18 153,33 10−⋅ 142,48 10−⋅
11

2 19,32 46,53 10−⋅ 32,25 10−⋅ 48,18 159,05 10−⋅ 148,39 10−⋅
В первом столбце этой таблицы находится размерность обрабатываемой матрицы, во втором

время в секундах работы алгоритма на основе нестандартного представления, в третьем и четвер-
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том ошибка данного алгоритма, в пятом время работы в секундах процедуры из библиотеки La-

pack, в двух оставшихся – ошибка этой процедуры.

Пример 2. Во втором примере использовалась матрица вида:

,

( )
sin( ),

,
1,

i j

i j i j
NA

i j

π − ≠= 
 =

где 2nN = – размерность матрицы и , 1..2ni j = . Правая часть данного матричного уравнения
подбиралась так, чтобы существовало известное точно решение.

Результаты можно увидеть в табл. 2, построенной аналогично табл. 1.
Таблица 2

N NST ( )L NS∞ ( )2L NS LapackT ( )L Lapack∞ ( )2L Lapack

9
2 0,73 41,46 10−⋅ 31,01 10−⋅ 0,78 135,81 10−⋅ 123,73 10−⋅
10

2 1,83 31,58 10−⋅ 23,54 10−⋅ 6,15 121,54 10−⋅ 111,24 10−⋅
11

2 8,14 31,47 10−⋅ 22,81 10−⋅ 48,59 124,17 10−⋅ 114,91 10−⋅

Здесь стоит отметить, что, хотя алгоритм на основе нестандартного представления работает и
быстрее, чем процедура из библиотеки Lapack, но точность полученного решения у него сущест-
венно ниже. Снижение точности происходит вследствие трешолдинга, производимого в момент
вейвлет-преобразования и LU-разложения. Суть трешолдинга состоит в том, что величины
меньше некоего заданного порога считаются равными нулю. Все предыдущие примеры обраба-

тывались с порогом равным 510− . В табл. 3 можно увидеть, как будет меняться точность и время
решения, если уменьшать этот порог.

Таблица 3

Порог
NST ( )L NS∞ ( )2L NS

810− 43,55 81,51 10−⋅ 87,75 10−⋅
910− 44,38 91,29 10−⋅ 92,13 10−⋅
1110− 48,01 126,78 10−⋅ 117,84 10−⋅

Таким образом, видно, что для порога равного 1110− , ошибка решения становится одного по-

рядка с ошибкой процедуры Lapack. Что касается времени выполнения, то оно также становится
сравнимым. Однако, стоит взглянуть что произойдет на следующей размерности матрицы
(табл. 4).

Таблица 4

N NST ( )L NS∞ ( )2L NS LapackT ( )L Lapack∞ ( )2L Lapack

12
2 362,87 101,31 10−⋅ 105,01 10−⋅ 387,36 111,46 10−⋅ 102,03 10−⋅

Время работы алгоритма на основе нестандартного представления сопоставимо и даже не-
сколько меньше, чем время работы итерационного алгоритма при сравнимой ошибке. Стоит от-

метить, что для вейвлет-преобразований, подбирая вейвлет-функцию, можно добиться сущест-
венно-большего числа нулей в результате, а значит, увеличить общую скорость. Для данных
примеров использовалась вейвлет-функция D4 (Добеши 4 порядка).

Итак, можно сделать вывод о том, что алгоритм решения СЛАУ на основе нестандартного
представления работает сравнимо по времени выполнения и по ошибке результата с итерацион-

ными алгоритмами.
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Физика
УДК 536.421

ПОСТРОЕНИЕ ПОТЕНЦИАЛА ЕАМ-ТИПА ПО СТРУКТУРНЫМ
ДАННЫМ ЖИДКОСТИ И КРИСТАЛЛА

А.Г. Воронцов, А.А. Мирзоев

В статье предлагается методика построения межчастичного ЕАМ-

потенциала по данным дифракционных экспериментов в жидком и кри-

сталлическом состоянии для молекулярно-динамического моделирования

процессов плавления и кристаллизации металлов. Предлагаемая методика

использована для построения ЕАМ-потенциала для моделирования распла-

ва меди в широком диапазоне температур.

Введение
Моделирование процессов, происходящих на атомном и молекулярном уровне, занимает су-

щественное место в современной науке о материалах. Один из основных вопросов, необходимых
для запуска процесса моделирования, это определение потенциалов взаимодействия между ато-
мами. Известно, что взаимодействие не подчиняется простым закономерностям и зависит как от
внешних термодинамических условий, так и от присутствия в системе малейшего количества
атомов другого сорта.

Самая простая форма взаимодействия, которая лежит в основе большинства моделей – пар-

ное взаимодействие. Наиболее распространенными являются парные потенциалы самого просто-

го вида, потенциал Леннарда–Джонса, Морзе, Юкавы и др., параметры которых могут быть по-
добраны для описания той или иной системы. Простая форма потенциалов позволяет получить
только качественное согласие моделей с реальными системами. Для количественного описания
реальных систем были предложены методы Шоммерса [1] и Реатто [2], восстановления парного
потенциала взаимодействия из данных эксперимента (экспериментальной функции радиального
распределения атомов). Это методы, в которых реализована итерационная процедура получения
парного потенциала, приводящего в процессе моделирования МД к заданной функции радиаль-
ного распределения. Данные методы оказались полезны для получения потенциалов взаимодей-

ствия одно и несколько компонентных жидких и аморфных систем [3].

При выборе взаимодействия в парном виде возникает ряд противоречий с реальным поведе-
нием атомных систем. При помощи парного потенциала невозможно описание систем, в которых
образуются направленные связи, например ковалентные, кристаллизация происходит только в
ПУ решетки, в кристаллах не выполняется соотношение Коши [4] и т.д. Кроме того, в реальных
веществах потенциал изменяется при изменении термодинамических условий, что не позволяет
использовать табулированную форму потенциала для решения большого класса.

Реалистичное взаимодействие между атомами можно получить только с учетом электронной
подсистемы и ее изменения при изменении температуры и плотности. Распределение электронов
можно определить методом функционала электронной плотности или квантового Монте-Карло, а
затем найти силы, действующие на атомы системы, но нахождение равновесной конфигурации
электронов занимает на порядок больше времени, чем моделирование движения ионов (атомов).

Успехи, достигнутые в распространении метода ab-initio молекулярной динамики на большие
системы крайне скромны. Она позволяет проследить движение порядка 200 ионов на интервале
времени около 100 пс. Для моделирования больших систем она оказывается непригодной из-за
огромных затрат вычислительных ресурсов.

Несомненное достоинство методов ab-initio состоит в том, что при моделировании возможно
наблюдать распределение электронов и процесс формирования химических связей. Кроме того,

информация о взаимодействии ионов в той или иной ситуации может подсказать, как упростить
вычисление этого взаимодействия и заменить его некоторым модельным приближением. Эта
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идея получила свое развитие в потенциалах погруженного атома, разработанных впервые Доу и
Баскесом [4].

Их идеи повторяют идеи метода функционала плотности, только вместо решения самосогла-
сованных уравнений Теории Функционала Плотности авторы предложил разделить электронную
плотность атомов окружения и центрального атома. При такой формулировке потенциал, дейст-
вующий на атом, состоит из двух частей:

( ) ( )i i i ij

j i

U F rρ φ
≠

= + ∑ (1)

парного взаимодействия ионов ( )ij rφ и взаимодействия иона с остальной системой ( )i iF ρ по-

средством электронной плотности ( )i ij

j i

rρ ψ
≠

= ∑ , где ( )ij rψ – электронная плотность, создаваемая

j атомом в точке, где находится атом i. Параметры функций взаимодействия, по мнению авторов,
необходимо определять из каких-либо дополнительных источников. Для потенциала ЕАМ типа
скорость вычисления сил, действующих на атомы, сравнима по быстродействию с таковой для
парных потенциалов, но ЕАМ-потенциал позволяет решить фундаментальные противоречия
имеющиеся для парного взаимодействия.

В серии статей Баскес, Доу, Фоилс [5–7] предложили форму потенциалов, позволяющих пра-

вильно воспроизводить параметры кристаллических Cu, Ag, Au, и других металлов. Основными
свойствами, под которые подгонялся потенциал, были: постоянная решетки кристалла, упругие
константы, уравнение состояния Росе [8], энергия сублимации, энергия образования вакансии.

Долгое время эти потенциалы служили «рабочими» потенциалами для получения интересных
результатов, но бурное развитие методов расчета из первых принципов и возрастающие требова-

ния к точности модельных расчетов привели к тому, что появилось множество работ, в которых
получены новые потенциалы в форме погруженного атома.

Последние работы [9, 10], направленные на получение потенциалов ЕАМ-типа рассматрива-

ют все функции, входящие в потенциал, как подгоночные, направленные на правильное воспро-

изведение экспериментальных свойств. Предложены схемы подгонки потенциала для точного
описания температуры плавления [11], сил, полученных методом ab-initio [12], структурного
фактора жидкости [13], структурных и термодинамических свойств жидкости [10]. Стоит отме-
тить, что все потенциалы удовлетворительно работают только в небольшом диапазоне темпера-
тур и испытывают значительные трудности при решении задач, связанных с фазовыми перехода-

ми в системе. Например, потенциалы, основанные только на свойствах кристалла, не воспроиз-
водят с нужной точностью свойства жидкости и наоборот. Для получения потенциалов погру-

женного атома хорошо описывающих и жидкость и кристалл наиболее приемлемой является
комбинация классического метода для кристалла [4] с методом, недавно предложенным для жид-
кости [10, 14]. При таком подходе можно точно воспроизвести структурные свойства жидкости,

энергию сублимации, изотермический модуль сжатия, кроме того, оставшиеся параметры позво-

ляют получить правильный параметр решетки кристалла и упругие константы.

Метод

Определения функций, входящих в ЕАМ-потенциал происходило в два этапа. Сначала выби-

ралась жидкая система недалеко от точки плавления с известной из эксперимента функцией ра-
диального распределения. При этих термодинамических условиях подбирался парный потенциал,

при проведении молекулярно-динамического моделирования с которым максимально точно вос-
производились структурные свойства системы (ФРР и давление близкое к нулевому). Затем под-
биралась функция погружения, правильно воспроизводящая уравнение состояния в области
твердой и жидкой фазы, при различных термодинамических условиях. Подробности метода при-

ведены ниже.
Построение парной части потенциала

Для построения парной части ЕАМ-потенциала меди нами использовалась схема, предло-

женная Белащенко [10]. Эффективная сила, действующая на атом i со стороны атома j равна

iji j ij

j iji
ij

r rr r

dF ddF d
f

d d dr dr
ρ ρ ρ ρ

ψ φ

ρ ρ == = =

 
 = − + −
 
 

. (2)
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В работах [10, 14] было показано, что на этапе выбора потенциалов в уравнении (2) можно

приближенно заменить сумму производных
i j

ji
dFdF

s
d d

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ= =

= + средним значением этой сум-

мы по всем частицам 2
dF

s
d

ρ ρ
ρ =< >

= . На самом деле, сумма s зависит от выбранной пары частиц и

от времени, однако если система достаточно плотная и флуктуации плотности не слишком вели-

ки, то сумма s может флуктуировать с относительно небольшой амплитудой и ее можно прибли-
женно принять постоянной. Это существенно упрощает вычисления. Если это предположение
принять, то для определенных термодинамических условий на основе уравнения (2) можно све-
сти все взаимодействия в системе к парным взаимодействиям с суммарной эффективной силой:

2

ijij

ij
ij

r rr r

ddF d
f

d dr dr
ρ ρ

ψ φ

ρ ==< > =

= − ⋅ − , (3)

где среднее значение электронной плотности на атомах системы можно вычислить через функ-

цию радиального распределения:

2

0

4 ( ) ( )
N

g r r r dr
V

ρ π ψ
∞

< >= ∫ . (4)

Выражение (3) позволяет сразу найти парную часть ЕАМ-потенциала, если рассматривать

систему в точке, где 0
dF

dρ
= . Для этого, как и в работе [10], можно воспользоваться методом

Шоммерса [1].

Выбор электронной плотности
Зависимость безразмерной электронной плотности от расстояния до центра атома можно за-

дать в простом виде [10]:

1 2( ) exp( )r p p rψ = − ⋅ . (5)

Параметр p2 выбирается из условия подобия – эмпирического наблюдения [3, 10, 14] о том,

что спадание электронной плотности у атома в металле пропорционально положению первого
пика функции радиального распределения. Коэффициент p1 определялся из условия нормировки
средней плотности (выражение (4)) на единицу при определенной температуре.

Определение функции погружения

Известно, что функция погружения ( )F ρ по своему смыслу равна 0 при 0ρ = и имеет ми-

нимум при равновесном значении ρ [4], кроме того, существуют масштабные преобразований
для ЕАМ-потенциала, не изменяющих силы, действующие в системе:

( ) * ( ),

( ) ( / ),

( ) ( ) * ,

( ) ( ) 2 * ( ).

r s r

F F s

F F g

r r g r

ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ ρ

φ φ ρ

→

→

→ +

→ −

(6)

Подбором параметров s и g можно привести потенциал к каноническому виду, когда энергия
погружения имеет минимальное значение в точке термодинамического равновесия. Кроме того,

можно нормировать электронную плотность (что мы и сделали) таким образом, чтобы положение
минимума функции ( )F ρ приходилось на значение электронной плотности равное 1.

В разных работах выбиралась различная функция погружения, например в работе [10] функ-

ция вида:

0

2 3
0 2 0 3 0 0

( ) 0,8 ,

( ) ( ) ( ) 0,8 ,

F

F a a a

ρ α ρ βρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

 = + <


= + − + − >
(7)

где коэффициенты α и β определяются из условия гладкой сшивки функции погружения в точ-

ке 00,8ρ ρ= . Выбор функции погружения в виде (7) позволяет удовлетворить требованиям ра-
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венства ( ) 0F ρ = и минимума F в точке 0 1ρ ρ= = . Параметры a1, a2, a3 определялись по полной
энергии, коэффициенту изотермической сжимаемости и высокотемпературному уравнению сос-
тояния [10].

Нами предлагается использовать экспериментальное уравнение состояния, как в кристалли-

ческой, так и в области жидкости. Можно заметить, что физически допустимому для кристалла и
расплава изменению средней электронной плотности ρ< > соответствует диапазон от 0,80 (на-

гретая жидкость) до 1,2 (кристалл при комнатной температуре). Запишем давления, которые соз-
дают парная и ЕАМ части потенциала:

1 1
( ) ( ) 2 *

3 3
ij

ij
ij ij

j i i j r r

ddF
pV EAM f EAM r

d dr
ρ ρ

ψ

ρ< < =< > =

= − ⋅ =∑ ∑ , (8)

1 1
( ) ( )

3 3
ij

ij
ij ij

j i i j r r

d
pV pair f pair r

dr

φ

< < =

= − ⋅ =∑ ∑ , (9)

откуда, заменяя суммирование интегрированием, получаем

3 3

0 0

2 1
4 ( ) 4 ( )

3 3

N dF d N d
pV r g r dr r g r dr

V d dr V dr

ψ φ
π π

ρ

∞ ∞

≈ +∫ ∫ ; (10)

где производная берется при среднем значении плотности в системе, полученной из выражения
(4). Проводя моделирование и приравнивая к 0 давление в системе можно получить условие для
производной функции погружения:

1

3 3

0 0

( ) 2 ( )
dF d d

r g r dr r g r dr
d dr dr

φ ψ

ρ

−∞ ∞ 
= − ⋅  

  
∫ ∫ , (11)

где точка взятия производной определяется выражением (4). Уравнения (4), (8), (10) записаны в
предположении, что можно пренебречь флуктуациями атомной плотности, что, конечно, прове-
ряется при моделировании.

Результаты и обсуждение

Мы проводили построение ЕАМ-потенциала меди. Температура 1423 К была выбрана в ка-

честве опорной точки построения потенциала т.к. для этой температуры известны данные ди-
фракционных экспериментов [15]. Парный потенциал взаимодействия вычислялся методом
Шоммерса [1], который позволяет построить парный потенциал, воспроизводящий при модели-

ровании экспериментальную ФРР. Точность воспроизведения данных эксперимента оценивалась
при помощи невязки:

1/ 2

2
0

1

1
[ ( ) ( )]

N

i i

i

R g r g r
N =

  = − 
  

∑ , (12)

где g(r) и g0(r) – модельная и экспериментальная функции радиального распределения, заданные
в точках ri. При моделировании невязка составила 0,02, при этом две функции радиального рас-
пределения практически неразличимы. Экспериментальная и модельная функции радиального
распределения приведены на рис. 1. Моделирование проводилось в NVT-ансамбле, но коррекци-

ей потенциала мы добивались обращения давления в 0. При моделировании было получено зна-

чение давления 0,04 ГПа, что является малой величиной в сравнении с флуктуациями давления
при моделировании. Полученный парный потенциал приведен на рис. 2.

Для меди параметр p2 был найден из условия подобия [14] и равнялся 1,6 Å–1
. Коэффициент

p1, найденный из условия 1ρ< >= , равен 4,85. Для определения функции погружения строились
модели различного объема и температуры, в которых вычислялась g(r), и из условия 11 находи-

лась производная функции погружения. График функции погружения в области равновесных
значений электронной плотности приведен на рис. 3.

Оптимизация функции погружения проводилась путем подгонки модели под реальное урав-

нение состояния меди. Для этого строился ряд моделей кристаллической меди при температурах
300–1300 К и моделей расплава меди при температурах 1423–1873 К. Модели содержали 4000
атомов и строились в NVT-ансамбле при экспериментальных значениях объема и температуры.
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Моделирование с чистым парным потенциалом, подобранным для температуры 1423 К приводит
к появлению значительных давлений в модельной системе, значения которых приведены во вто-

ром столбце таблицы.

Рис. 1. Модельная и экспериментальная функции
радиального распределения для меди

при температуре 1423 К

Рис. 2. Парный потенциал взаимодействия
для расплава меди при температуре 1423 К

Рис. 3. Функция погружения. Вертикальными
линиями показаны средние значения

электронной плотности при различных температурах

Рис. 4. Экспериментальные [15] и модельные
функции радиального распределения
расплава меди для ряда температур

Подбор функции погружения производился с целью приведения давления в системе при всех
значениях температуры к экспериментальному (близкому к 0) значению. Значения давлений в
моделях кристаллической и жидкой меди для полного ЕАМ-потенциала приведено во втором
столбце таблицы. Как видно из таблицы, не удается привести к 0 давления при всех температу-

рах, но удается сделать его отклонение от 0 несущественным.

Давление в модельной системе при разной температуре и разном потенциале взаимодействия

T, K
Парный потенциал

P, bar

ЕАМ потенциал
P, bar

300 –5 497 6 788

500 –18 051 –2 879

700 –24 742 –6 292

900 –28 859 –6 862

1 100 –29 152 –4 433

кристалл

1 300 –25 420 35

1 473 –399 6 133

1 573 1 239 2 045

1 773 3 584 –5 434
жидкость

1 873 6 244 –5 185
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Проверка полученного потенциала для кристалла проводилась моделированием в NPT-

ансамбле и проверкой равновесного параметра решетки. Найдено, что построенный ЕАМ-

потенциал воспроизводит экспериментальный параметр решетки для всех температур 300–
1300 К с точностью более 0,3 %. Поскольку одновременно достигается близкая к нулю (и, следо-

вательно, к равновесному значению) величина давления в системе, то построенный межчастич-

ный потенциал успешно воспроизводит уравнение состояния кристалла. Сравнение моделей
жидкости для температур 1573–1873 K с данными эксперимента проводилось по функциям ради-

ального распределения. На рис. 4 приведены графики модельных и экспериментальных функций
радиального распределения Васеды [15]. Можно заметить, что полученные модели достаточно
точно воспроизводят g(r), что свидетельствует о способности предлагаемого потенциала одно-

временно воспроизводить и широкую область жидкой фазы меди.

Заключение
Предложена схема построения ЕАМ-типа на основе структурных данных жидкости и кри-

сталла. Моделирование меди с полученным потенциалом показало хорошее согласие с фактиче-
ским уравнением состояния для меди, как в жидкой, так и в кристаллической фазе.

Работа выполнена при поддержке РФФИ-DFG, грант 07-03-91558-ННИО_а и гранта губерна-

тора Челябинской области, урчел_07-03-96038.
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ИДЕНТИФИЦИРУЕМОСТЬ ВЫСОКОТЕМПЕРАТУРНЫХ
ПСЕВДООЖИЖЕННЫХ СЛОЕВ

И.В. Елюхина, Г.Ф. Кузнецов

Обсуждены вопросы, связанные с построением матрицы наблюдаемости

для нелинейных систем и возникающие при отработке высокотемпературных

установок, на примере топочных устройств с кипящим слоем.

При моделировании процессов в высокотемпературных реологически сложных (дисперсных
и пр.) системах описание гидромеханики потока требуется дополнить учетом тепломассопере-
носных свойств объекта, фазовых превращений в нем и пр. Так, при экспериментальной отработ-
ке топок с кипящим слоем по измерениям температуры и составу газовой фазы по высоте слоя
определяются такие величины как эффективная энергия активации процесса горения E , относи-

тельный размер горящей частицы ϕ/1 , коэффициент диффузии K . Для разрешимости задачи
необходимо, чтобы между множеством измеряемых параметров и состояния, расширенным век-
тором оцениваемых характеристик, существовало взаимно однозначное соответствие [1].

Исследуем идентифицируемость математической модели (4.14 в [2]), включающей диффе-
ренциальные уравнения баланса окислителя в непрерывной и дискретной фазах и баланса энер-
гии для ожижающего агента и твердой фазы. В модели проведем учет неоднородности генерации
тепла на поверхности частиц топлива и поглощения окислителя по высоте слоя y путем введе-
ния нелинейной функции: степенной, экспоненциальной и пр., одним из вариантов которой явля-

ется зависимость с коэффициентами )41( …=iiα как в [2]. Заметим, что чем большее число не-
известных параметров включает функция, тем с меньшей точностью они могут быть оценены из
условия минимума критерия качества ввиду его овражности в пространстве этих величин и сме-
щения минимума вдоль оси оврага при прочих равных условиях, но с другой стороны с широким
набором характеристик функция более корректно аппроксимирует поведение системы. Выбор
оптимального представления исходных и пр. данных входит в круг задач параметрической иден-

тификации [1]. Проверим достаточные условия глобальной биективности отображений в терми-
нах якобиевой матрицы. Математическую модель кипящего слоя представим в виде:
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Краевые условия для системы (1):

0=y :
)1(10
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2 −

−
=

NU
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U ; 21,003 == CU ; 05 =U ; 07 =U ;

1=y : 02
1 ==U

dy
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;
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5
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U
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−== ; 07

6 == U
dy

dU
. (2)

В (1), (2) приняты следующие обозначения (см. также [2]):
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CU =1 ;
dy

dC
U =2 ; gCU =3 ; gU Θ=4 ;

dy

d
U

gΘ
=5 ; Θ=6U ;

dy

d
U

Θ
=7 ;

EU =8 ;
ϕ

1
9 =U ; KU =10 ; 111 α=U ; 212 α=U ; 313 α=U ; 414 α=U . (3)

В системе (1) вектор состояния U математической модели расширен включением вектора
неизвестных параметров 8U – 14U , благодаря чему задача идентифицируемости сведена к задаче
наблюдаемости вектора начальных состояний системы (1). В краевых условиях (2) не определе-
ны начальные условия для 8U – 14U , т.е. неизвестны семь условий для системы (1). Возможность

оценивания неизвестных величин из измерений температуры gΘ по высоте слоя определяется из

анализа матрицы отображений J [1], которая в настоящем случае в каждой строке содержит n

элементов вида 
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, где n – число неизвестных параметров x  ( 7=n – для модели

(1)), jk, – номер строки и столбца ( jg x∂Θ∂ / – для первой строки).

Функции чувствительности в матрице находятся из решения системы уравнений для функ-

ций чувствительности с нулевыми начальными условиями [1]. Для определения системы уравне-
ний для функций чувствительности следует продифференцировать систему (1) по неизвестным
параметрам ),,,( iKE αϕx и сменить порядок дифференцирования в левой части уравнений. Да-

лее исходная система уравнений (1) и система уравнений для функций чувствительности интег-
рировались совместно по высоте слоя y с шагом y∆ , принятым постоянным в связи с необходи-

мостью вычисления для остальных строк матрицы Якоби производных по y от функций чувст-

вительности. Так, для функции чувствительности Eg ∂Θ∂ / можно записать систему уравнений:
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где [ ]T141 UU …=U ; [ ]T141 ff …=f в системе ),,(/ ydyd xUfU = , с нулевыми начальны-

ми условиями, которые получаются дифференцированием краевых условий системы (1) по E .

Система уравнений чувствительности для *86 // UUEg ∂∂=∂Θ∂ , где *8U – начальное значение

8U , имеет следующий вид:
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Система уравнений (5) решается при граничных условиях:
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Рассмотрим вычисление элементов первого столбца матрицы наблюдаемости J . Так, эле-

мент 








∂

∂

∂
∂

=










∂

Θ∂

∂
∂

*8

6

U

U

yEy

g
определяется разностным методом (например, для наглядности

приведем схему с точностью )( 2yО ∆ ):

)(
2

21*8

6

1*8

6

*8

6 yO
y

U

U

U

U

U

U

y

ll

l

∆+
∆










∂

∂
−









∂

∂

=




















∂

∂

∂
∂ −+ ,

т.е. применяется простая алгебраическая операция над решениями системы (5). Следующие эле-
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Остальные элементы второго столбца матрицы вычисляются разностным методом аналогич-

но элементам первого столбца. Системы уравнений для функций чувствительности Kg ∂Θ∂ / ,

)4,,1(/ …=∂Θ∂ iig α получаются аналогично. Функции )14,,1( …=iU i , входящие в систему

уравнений (4), определяются из решения системы (1).

В терминах Якобиана для рассматриваемого процесса [2] установлены локальная и глобаль-
ная идентифицируемость [1] системы по эмпирическим данным и пригодность модели для опи-

сания рабочих процессом в высокотемпературном псевдоожиженном слое. При наличии в моде-
ли четырех параметров, описывающих нелинейности по высоте слоя, )41( …=iiα при различ-

ных видах задаваемых функций ранг матрицы J был равен 7 и она являлась Р–матрицей. Подоб-

ный анализ важен, прежде всего, при слабой наблюдаемости исследуемых эффектов и свойств и
предпочтительно его обязательное применение, особенно в многопараметрических задачах. По-

строенные функции чувствительности используются в дальнейшем при нахождении ковариаци-

онной матрицы ошибок оцениваемых параметров по матрице ошибок измерения, изучении точ-
ности математической модели и оптимальном планировании эксперимента.

Работа выполнена при частичной поддержке РФФИ–Урал (№ 07-02-96016).
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ДИНАМИЧЕСКАЯ И ФИЗИЧЕСКАЯ ЭВОЛЮЦИЯ КОМЕТ:
ДОЛЯ АСТЕРОИДОВ, СБЛИЖАЮЩИХСЯ С ЗЕМЛЕЙ,
КОМЕТНОГО ПРОИСХОЖДЕНИЯ

Д.Ф. Лупишко, В.В. Емельяненко, Е.Е. Бирюков

Работа посвящена фундаментальной проблеме современной астроно-

мии: выявлению физически свойств, характерных для комет и кометных

астероидов. Получено, что доля кометных астероидов составляет (10±5) %

от общего количества астероидов, сближающихся с Землей (АСЗ).

Введение
Еще не так давно кометы и астероиды рассматривались как совершенно разные популяции

малых тел в Солнечной системе. Однако в последнее десятилетие появляется все больше наблю-

дательных данных и результатов численного моделирования, которые свидетельствуют о тесных
взаимосвязях между кометами и астероидами. Это – обнаружение астероидов, сближающихся с
Землей (АСЗ), находящихся на кометоподобных орбитах (Q ≥ 4,5 а.е.); сходство некоторых фи-
зических и оптических свойств (альбедо, цвет, поляризационные характеристики, форма, ско-

рость вращения и др.) кометных ядер с низкоальбедными астероидами; обнаружение кометопо-

добной активности ряда астероидов [1]. Более глубокое понимание этих связей, а также процес-
сов динамической и физической эволюции комет в «кометные астероиды», представляет интерес
не только с точки зрения космогонических проблем малых тел Солнечной системы, т.е., фунда-

ментальной науки, но и с точки зрения прикладной – проблема астероидно-кометной опасности,

наличие водяного льда на астероидах и т.п.
Идея о возможном существовании среди АСЗ ядер потухших комет (т.е., исчерпавших свою

активность) была высказана Эпиком еще в 1963 г. [2]. В настоящее время таких переходных ме-
жду кометами и астероидами объектов (comet-asteroid transition objects), которые периодически
проявляют признаки кометной активности, известно несколько (см., напр., [3]). Это – 7968 Elst-

Pizarro = 133P/E-P в главном поясе, 4015 Wilson-Harrington = 107P/W-H среди АСЗ, C/2001

OG108 среди Дамоклоидов и другие. Динамическая эволюция (т.е., эволюция орбиты) таких объ-

ектов изучена больше, чем физическая (см., напр., [4]).
Основным механизмом пополнения популяции АСЗ является так называемый, резонансный

механизм, когда астероид главного пояса или его фрагмент размером D < 20 км, образовавшийся
в результате катастрофического разрушения родительского тела, под действием эффекта Ярков-

ского попадает в зону резонанса среднего движения с Юпитером 3:1 (или векового резонанса ν6),
где испытывает хаотическое возрастание эксцентриситета, в результате его орбита эволюциони-

руют так, что с течением времени начинает пересекать орбиты планет земной группы. Как пока-
зывают оценки, главный пояс астероидов является основным источником пополнения и поддер-

жания АСЗ-популяции в стабильном состоянии.

Возникает естественный вопрос, а какова же доля АСЗ кометного происхождения? Оценки,

полученные в прошлом веке (до 2000 г.), содержали практически весь спектр возможных значе-
ний. Так, Эпик [2] считал, что большинство из этих объектов как раз являются ядрами потухших
комет. Б.Ю. Левин и А.Н. Симоненко (Москва) в 1981 г. возражали против кометной природы
большинства АСЗ, поскольку последние являются родительскими телами метеоритов, которые не
могли сформироваться в ядрах комет. Г. Везерилл в США оценил долю АСЗ кометного происхо-

ждения в 40 % (1988 г.), а Р. Бинзел и др. в 1992 г. заключили ее в пределы от нуля до 40 %. В то
же время, Э. Тедеско и Дж. Градье в 1987 г. считали, что если кометные ядра и встречаются сре-
ди АСЗ, то крайне редко (ссылки на эти оценки содержатся в статье [5]).

Накопление большего количества данных о физических и орбитальных свойствах АСЗ и ко-

мет, безусловно, способствовало более точным оценкам доли кометных ядер среди астероидов,

сближающихся с Землей, появившихся в 2001 г. и позже.
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Физические характеристики комет и астероидов

Как известно, кандидаты на кометное происхождение должны, как правило, удовлетворять
следующим требованиям: а) это должны быть низкоальбедные астероиды D-, P- и C-типов, со-
держащие наиболее примитивное вещество, которое широко представлено во внешней части
пояса астероидов и на его периферии (группы Кибелы, Гильды, Троянцев); б) они должны иметь
более медленное осевое вращение по сравнению со средним значением, характерным для АСЗ, и
в среднем, более вытянутую форму; с) они также должны находиться на кометных орбитах и
быть связанными с метеорными потоками. Лупишко и Лупишко [5] провели сравнительный ана-

лиз физических свойств и типов минералогии АСЗ, астероидов главного пояса и, частично, ядер
комет, а также данных о возможной связи АСЗ с метеорными потоками и пришли к заключению,
что основным источником пополнения астероидов групп Амура, Аполлона и Атона является
главный пояс астероидов, а доля АСЗ кометного происхождения не превышает 10 %.

Определению и анализу геомеетрических альбедо и размеров АСЗ на кометоподобных орби-
тах посвящена статья [6]. Построенная авторами зависимость альбедо АСЗ и комет от величины
их постояной Тиссерана показывает резкий разрыв в точке Т = 3. В левой части зависимости
(Т < 3) оказались кометы и 9 из 10-ти низкоальбедных астероидов. В правой части (Т > 3) сосре-
доточены средне- и высокоальбедные АСЗ (35 объектов). Среднее альбедо для этих двух групп
объектов составляет:

0,038 ± 0,043 для Т ≤ 3, и
0,215 ± 0,147 для Т > 3.

На основании этих данных авторы делают вывод о том, что доля АСЗ кометного происхож-
дения является значительной и составляет, по крайней мере, 9 %.

В этом же 2001 г. была получена еще одна оценка [7]. Анализируя относительное количество
низкоальбедных объектов, обнаруженных к тому времени среди АСЗ и учитывая влияние наблю-
дательной селекции, автор оценивает долю кометных ядер в популяции АСЗ величиной порядка
5 %.

Предполагая пять основных областей, которые могут быть источниками АСЗ, в работе [8]

была построена динамическая модель, которая с учетом эффектов селекции хорошо описывает
распределение орбит и абсолютных звездных величин (до Н = 22

m
) популяции АСЗ. При этом

долгопериодические кометы и кометы галеевского типа, как источники АСЗ, не рассматривались.

Результаты моделирования показали, что группы Амура, Аполлона и Атона содержат 32±1 %,

62±1 % и 6±1 % объектов АСЗ популяции, соответственно. При этом, ∼61 % АСЗ приходят из
внутренней части главного пояса (а < 2,5 а.е.), ∼24% – из центральной (2,5 < а < 2,8 а.е.), ∼8 % –
из внешней (а > 2,8 а.е.) и 6 % – из комет семейства Юпитера [4, 8].

Еще одна оценка получена в работе [9]. Авторы проанализировали спектральные свойств
АСЗ разных типов и оценили распределение типов с учетом эффектов наблюдательной селекции.

При этом они использовали только два критерия, характеризующих кометную природу АСЗ, это
– постоянная Тиссерана (Т < 3) и соответствие спектра С, D или P-типу астероидов. Они пришли
к выводу, что доля ядер потухших комет среди АСЗ составляет 10–18 %.

Астероиды и кометы на орбитах галлеевского типа

Другой аспект проблемы кометных астероидов заключается в определении источника их
происхождения. Поскольку кометные астероиды – кометы, исчерпавшие кометную активность,

источник у кометных астероидов и комет должен быть один.

Особый интерес представляют астероиды и кометы на орбитах галлеевского типа. Эти тела
движутся на орбитах с параметром Тиссерана Т < 2 и периодом обращения вокруг Солнца 20 < P

< 200 лет. Поскольку эти объекты движутся по сильно наклоненным и обратным орбитам, их ис-
точником может быть только почти изотропное сферическое облако Оорта [10–12]. В работе [13]

на основании фотометрических наблюдений отмечалось, что дамоклоиды не могут происходить
из пояса Эджеворта–Койпера, следовательно их источник – облако Оорта. Сравнительный анализ
физических свойств галлеевских астероидов и комет может дать информацию о физических из-
менениях кометных ядер при их угасании. Применительно к кометам семейства Юпитера (КСЮ)
подобный анализ провести трудно, поскольку источником КСЮ может быть как пояс Эджевор-

та–Койпера [14, 15], так и облако Оорта [12, 16, 17]. Однако проведение такого анализа осложня-



Физика

Вестник ЮУрГУ, № 19, 200780

ется малым число обнаруженных дамоклоидов (около 35 с переигелийным расстоянием q < 5 а.е.)
и их большим периодом обращения вокруг Солнца. Мы рассмотрели угасание и разрушение ядер
комет галлеевского типа, захваченных из облака Оорта. Нами было получено, что на орбитах га-

леевсксого типа должно существовать ∼10 дамоклоидов, пересекающих орбиту Земли. Следова-
тельно малое число обнаруженных дамоклоидов объясняется не эффектами наблюдательной се-
лекции, а результатом физических процессов в ядрах комет, в результате чего на орбитах с q < 1
а.е. количество активных КГТ и дамоклоидов сопоставимо.

Заключение
Таким образом, можно подытожить, что последние оценки доли астероидов кометного про-

исхождения, которые могут сближаться и пересекать орбиту Земли, в среднем согласуются с ве-
личиной 10±5 %. Представляется, что эта величина может существенно зависеть от диапазона
размеров АСЗ. А это очень важно с точки зрения проблемы астероидно–кометной опасности: ли-

бо объект, который находится на трассе сближения с Землей и угрожает возможным столкнове-
нием, является фрагментом астероида главного пояса с объемной плотностью 2÷6 г/см3

, либо же
это ядро потухшей кометы со средней плотностью ~0,5 г/см3

, которое претерпит сильную фраг-
ментацию и испарение при входе в плотные слои земной атмосферы. Если принять во внимание,
что источником АСЗ кометного происхождения могут быть разные динамические группы комет,
то надо учитывать и такой фактор как связь физических характеристик комет (состав) с местами
их образования и/или эволюцией [18, 19]. Для распознания таких объектов и для более надежной
оценки их относительного количества необходимо знать и уметь определять характерные для них
физические характеристики. Такие исследования представляются в настоящее время исключи-

тельно актуальными.

Следует особо выделять исследование комет галлеевского типа и дамоклоидов, поскольку
только для этих объектов облако Оорта является основным источником пополнения. Из анализа
физических характеристик КГТ и дамоклоидов модно выделить особенности, характерные для
объектов из облака Оорта. Благодаря чему можем определить, какова доля комет семейства
Юпитера из облака Оорта и пояса Эджеворта–Койпера. Что в свою очередь даст нам ключ к по-
ниманию всей структуры внешней части Солнечной системы: пояс Эджеворта–Койпера, диск
рассеянных объектов, внутреннее и внешнее составляющие облака Оорта.

Емельяненко В.В. и Бирюков Е.Е. благодарят РФФИ (грант № 06-02-16512) за поддержку.
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УДК 537.633.2

ПОСТОЯННАЯ ХОЛЛА В ТОНКИХ ПЛЕНКАХ ГЦК МЕТАЛЛОВ

А.А. Соловьев, В.М. Березин, М.А. Ермакова

Экспериментально исследован эффект Холла в тонкопленочных образ-

цах ГЦК металлов, полученных методом термовакуумного напыления че-

рез маску на поликоровых подложках. Обнаружено расхождение постоян-

ной Холла с расчетными из модели свободных электронов в пленках сереб-

ра.

Эффект Холла в тонких пленках может использоваться при создании микросенсорных элек-
тронных устройств, а также как метод контроля технологических процессов производства микро-

и наноэлектронных приборов. В виду малой толщины пленочного образца, величина ЭДС Холла
может достигать достаточно больших величин в металлических образцах, изготовление которых
технологически проще, чем полупроводниковых.

Применение методов неразрушающего контроля толщины формируемых пленочных струк-

тур, их электронно-кинетических характеристик имеет большое значение в технологиях микро и
наноэлектронике. Одним из таких удобных и дешевых методов может быть метод эффекта Хол-

ла. Этот метод позволяет легко определить величину подвижности электронных (дырочных) но-

сителей тока. Оценки величины ЭДС Холла в металлической пленке толщиной 0,1 мкм, по из-
вестной эмпирической формуле, дают значение ~1 мВ. Однако это формула получена для объем-
ных образцов и не учитывает возможное влияние подложки на формирование ЭДС Холла.

В работе приводятся экспериментальные результаты измерения ЭДС Холла в тонкопленоч-

ных металлических образцах, сформированных на поликоровых подложках методом фотолито-
графии. Образцы имели форму прямоугольников с длинной a = 48 мм, шириной b = 10 мм.

Схема экспериментальной установки предоставлена на рис. 1.

Рис. 1. Схема экспериментальной установки
1 – каркас электромагнита; 2 – сердечник; 3 – обмотка; 4 – кювета для образца;

5 – держатель кюветы; 6 – регулятор положения кюветы; 7 – дюар;

8 – каркас для дюара; 9 – полиуретановая монтажная пена

Напряжение Холла измерялось с помощью микровольтметра с нижним пределом измерения
10 мкВ на постоянном токе. Ток через образец обеспечивался химическим источником.
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Напряжение эквипотенциальности учитывалось путем изменения направления течения тока
через образец. Линейная зависимость измеряемых напряжений между холловскими контактами
для измеряемых образцов от индукции магнитного поля соответствует эффекту Холла (рис. 2–4).

Рис. 2. Зависимость ЭДС Холла Рис. 3. Зависимость ЭДС Холла
от индукции поля (образец меди) от индукции поля (образец алюминия)

Рис. 4. Зависимость ЭДС Холла от индукции поля (образец серебра)

Величина расчетной постоянной Холла Rx определяется из формулы (1)

1
mR

en
= , (1)

где n – концентрацию носителей тока для исследуемого материала; и является отражением тео-

рии свободных электронов.

Формула

э
xd

R
IB

ε
= (2)

– позволяет рассчитать величину постоянной Холла, опираясь на экспериментальные значения,

полученные в ходе исследования и, таким образом, подтвердить или опровергнуть достоверность
данных о величине постоянной Холла, рассчитанной на основе теории свободных электронов.
Табл. 1 содержит данные о величине постоянной Холла рассчитанные по формуле (1).

Геометрическая толщина образца – d, определялась с помощью зондового сканирующего
микроскопа Solver Pro по результатам сканирования края пленки.
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Таблица 1
Значение постоянной Холла (теория свободных электронов)

Металл Cu Al Ag

Постоянная Холла RH, 10
–10 м3

/Кл –7,39 –3,45 –10,67

Здесь и далее знак минус говорит о наличие электронной проводимости в металле.
В табл. 2 приведены данные зависимости постоянной Холла от индукции магнитного поля,

рассчитанные по формуле (2).
Таблица 2

Зависимость постоянной Холла от индукции магнитного поля

Постоянная Холла RH, 10
–10 м3

/КлИндукция магнит-
ного поля, Тл Cu Al Ag

0,000 – – –

0,736 –7,55 – –3,69

0,926 –7,39 –3,28 –3,73

1,055 –7,34 –3,29 –3,68

1,138 –7,37 –3,29 –3,67

1,194 –7,39 –3,30 –3,68

1,249 –7,39 –3,28 –3,66

1,295 –7,35 –3,27 –3,65

Табл. 3 содержит среднее значение постоянной Холла, полученное в ходе эксперимента для
каждого образца.

Таблица 3
Среднее значение постоянной Холла (эксперимент)

Металл Cu Al Ag

Постоянная Холла RH, 10
–10 м3

/Кл –7,37 –3,29 –3,68

Табл. 4 отражает величину среднеквадратичного отклонения, с которым получено экспери-

ментальное значение постоянной Холла.
Таблица 4

Среднеквадратичное отклонение постоянной Холла

Металл Cu Al Ag

Погрешность ∆RН, 10
–10 м3

/Кл 0,48 0,15 0,26

Таким образом, в рамках данной работы, был произведен расчет величин mR и эR с учетом

погрешностей. Полученные результаты сведены в таблицу 5, также там отражены данные для mR

и эR , для сравнения, приведенные из источника [4], где постоянная Холла была измерена для
пленок ряда металлов, в том числе и использованных в настоящей работе, при комнатных темпе-
ратурах.

Таблица 5
Сводная таблица для постоянной Холла

Постоянная Холла RH, 10
–10 м3

/Кл

Теория свободных электронов ЭкспериментМеталл

Настоящая работа Источник [2] Настоящая работа Источник [2]

Cu –7,39 –7,4 –7,37 –5,6

Al –3,45 –3,4 –3,29 –3,0

Ag –10,67 –10,4 –3,68 –8,4
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Выводы и обсуждение

Несовпадение измеряемой и расчетной из модели свободных электронов постоянных Холла
для пленок серебра может быть связано со следующими обстоятельствами. Как показали иссле-
дования на зондовом сканирующем микроскопе, пленки серебра имеют существенно большую
шероховатость и столбчатую микроструктуру. Кроме того, эта пленка имела меньшую геометри-

ческую толщину (140 нм) по сравнению с пленками меди и алюминия используемыми в экспе-
рименте. Это может служить дополнительным фактором уменьшения эффективной толщины
пленки за счет поверхностных эффектов, прежде всего, на границе с подложкой. Оба приведен-
ных фактора приводят к занижению экспериментально определенной по формуле (2) постоянной
Холла, т.к. в этой формуле фигурирует геометрическая толщина d.
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Химия
УДК 145.540

МАССОПЕРЕНОС ПРИ ВЗАИМОДЕЙСТВИИ МЕЛКОДИСПЕРСНЫХ
ОКСИДОВ TiO2 – Cr2O3

Е.А. Белая, В.В. Викторов

Методом магнетохимического анализа исследован массоперенос при

окислении Cr2O3 в системе мелкодисперсных оксидов TiO2–Cr2O3 на возду-

хе в интервале температур 800–1000 °C Показано, что в процессе взаимо-

действия окисляется до 10 атомных слоев оксида хрома. Установлено, что

массоперенос носит стохастический, ступенчатый характер.

Мелкодисперсные системы (МДС) с размером частиц от нескольких сотен единиц до сотен
нанометров по сравнению с монолитными аналогичными объектами обладают специфическими,

а в ряде случаев уникальными физико-химическими свойствами. Типичными представителями
МДС являются мелкодисперсные оксиды р- и 3d- металлов, которые широко используются в ка-

честве неорганических пигментов, катализаторов химических реакций, магнитных порошков,

компонентов для получения пластмасс, керамики и др. Примером таких мелкодисперсных окси-

дов является система TiO2–Cr2O3, которая представляет интерес для технологии получения полу-
проводниковой керамики, огнеупорных изделий, а также как составная часть многокомпонент-
ных систем. Исходные оксиды независимо от условий получения и назначения продукта синтеза
чаще всего используются в мелкодисперсном состоянии. Оксиды TiO2 и Cr2O3 в мелкодисперс-
ном состояния обладают рядом уникальных физико-химических свойств, обусловленных их
сильно развитой поверхностью и специфическим состоянием приповерхностного слоя кристал-

ликов. В связи с этим исследованию процессов, которые развиваются при взаимодействии мел-
кодисперсных кристалликов, уделяется большое внимание [1–3].

На практике, как правило, приходится иметь дело с механической смесью мелкодисперсных
оксидов TiO2 и Cr2O3, а их совместный нагрев при высоких температурах является необходимым
этапом во многих технологических процессах. Ранее показано [4–7], что совместный нагрев на
воздухе Cr2O3 с TiO2 или Al2O3 приводит к окислению ионов Сr

3+ до Cr
6+

, что противоречит лите-
ратурным данным по термической стабильности CrO3. При этом наиболее интенсивное окисле-
ние происходит с анатазной модификацией диоксида титана [4, 5]. До настоящего времени не
существует единого мнения, о причинах окисления Сг3+ до Cr

6+ в мелкодисперсной системе
TiO2–Сr2О3. Вопрос о механизме окисления Cr2O3 в системе также остается открытым.

Целью настоящей работы является исследование кинетики массопереноса при взаимодейст-
вии мелкодисперсных оксидов TiO2 и Cr2O3 во время их совместного прокаливания на воздухе
при температурах 800–1000 °C.

Экспериментальная часть

Исходными препаратами для исследования взяты TiO2 марки х.ч. и Cr2O3 марки ч.д.а. Фазо-

вый состав и размер кристалликов, рассчитанный по ширине рентгеновских дифракционных мак-
симумов, следующие: для α-Cr2О3 d ≈ 700 Å; для TiO2 анатазной модификации d ≈ 200 Å.

Удельная поверхность оксидов для α-Cr2О3 равна 16 м2
/г, для анатаза 29 м2

/г.
В порошок TiO2 добавляли Сr2O3 и перемешивали в бюксах на валках, что позволило сохра-

нить исходную дисперсность и не нарушить состояния поверхности кристалликов в результате
механического воздействия. Кинетику массопереноса в период взаимодействия TiO2 и Cr2O3 при
их совместном прокаливании на воздухе, исследовали методом магнетохимического анализа на
образце состава 95 мас.% TiO2 и 5 мас.% Cr2O3.

Величину магнитной восприимчивости образцов, также как и в [7, 8], измеряли по методу
Фарадея. Относительная систематическая ошибка при измерении χ не превышала 2 %. Нагрев
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образцов в процессе исследования кинетики массопереноса осуществляли с помощью микропе-
чи, вмонтированной между полюсными наконечниками электромагнита. Колебания температуры
в зоне реакции не превышали ±1 °C.

Обсуждение результатов

На рис. 1 представлены зависимости магнитной восприимчивости смеси 95 мас.% TiO2 –

5 мас.% Cr2O3 от времени изотермической выдержки. Отличительной особенностью в ходе на-

блюдаемых кинетических зависимостей χ = ƒ(τ) является ступенчатость процесса взаимодействия
оксидов. Магнитная восприимчивость в процессе выдержки уменьшается, что указывает на окис-
ление Cr

3+ до Сr
6+

.

В процессе взаимодействия наблюдаются квазиравновесные состояния, длительность кото-

рых зависит от температуры изотермической выдержки.
За параметр, описывающий количественные изменения при взаимодействии оксидов, при-

нимали величину α, определяемую из равенства (1).

τ

ρ

χ χ
α

χ χΧ⋅

−
=

−
o

o

, (1)

где χo , τχ , ρχΧ⋅ – соответственно величины магнитной восприимчивости в начале процесса, в

период отсчета времени и в момент достижения химического равновесия между реагирующими
оксидами. Если считать, что зависимость магнитной восприимчивости от температуры описыва-

ется законом Кюри–Вейса, а постоянная Вейса в процессе взаимодействия меняется незначи-
тельно, равенство (1) можно преобразовать к виду

6

6

Cr

Cr

N

N

τ

ρ

α
+

+Χ⋅

= , (2)

где NτCr
6+

– число ионов Cr
6+

, образующихся к моменту времени τ; 6Cr
N

ρ +Χ⋅
– число ионов Cr

6
+,

образующихся в момент достижения химического равновесия между реагирующими оксидами.

Таким образом, величину α можно рассматривать как параметр, характеризующий число ионов
Cr

3+
, превращающихся в Cr

6+ при взаимодействии оксидов.

χ 109,

м3/кг

τ, мин

0,2

0,1

1

2

3

4

Рис. 1. Зависимости магнитной восприимчивости смеси TiO2–Cr2O3

от времени изотермической выдержки:
1 – 800 °С, 2 – 850 °С, 3 – 900 °С, 4 – 1000 °С
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В период окисления Сr2О3 в системе TiO2–Cr2O3 состояние поверхностного слоя кристалли-
ков Сr2О3 характеризуется величиной коэффициента перекрытия, определяемого из равенства

6Cr
Cr

SCr

N

N

τ +
Π = . (3)

Здесь NSCr – количество ионов Сr
3+ на поверхности кристалликов Cr2O3. Число ионов 6

Cr
N
τ

+ оп-

ределяли из равенства (2).

Таким образом, коэффициент перекрытия ПCr показывает количество поверхностных моно-
слоев Cr2O3, окисленных в результате взаимодействия с TiO2.

На рис. 2 представлены зависимости коэффициента перекрытия ПCr от времени изотермиче-
ской выдержки смеси TiO2–Cr2O3на воздухе при температурах 800–1000 °C.

Временной интервал ∆τ возрастает с увеличением температуры изотермической выдержки.

Квазиравновесное состояние на временном интервале ∆τ наступает после окисления первых
нескольких атомных слоев Cr2O3, причем количество этих слоев, так же как и количество окис-
ленных слоев в момент наступления химического равновесия в системе, экспоненциально воз-
растает с увеличением температуры изотермической выдержки. Величина кажущейся энергии
активации окисления Cr

3+ до Cr
6+ равна 86 кДж/моль. Небезынтересно сравнить найденную нами

величину кажущейся энергии активации с энергией активация диффузии ионов Cr
3+

. В работе [8]

дана энергия активации диффузии ионов хрома Cr
3+ в Cr2O3, равная 394 кДж/моль, т.е. намного

больше полученной. Если считать, что окисление Cr2O3 происходит в результате перехода трех
электронов иона Cr

3+ в валентную зону или зону проводимости TiO2, энергия активации, соглас-
но данным [9], будет равна

6

4

2
2

i

i

U

Nε
ε

=
Α Α=

∑
, (4)

где
6

4

i

i

U
=
∑ – сумма потенциалов ионизации 4, 5 и 6 электронов иона Cr

3+
, NA – число Авогадро;

ε – диэлектрическая проницаемость TiO2. Коэффициент 2 в (4) означает, что одна молекула Cr2O3

содержит два иона Сr
3+

. Энергия активации в этом случае равна 340 кДж/моль, т.е. также выше
вычисленной нами.
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ПCr, усл. ед.
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Рис. 2. Зависимость коэффициента перекрытия ПCr

от времени изотермической выдержки смеси TiO2–Cr2O3:

1 – 800 °С, 2 – 850 °С, 3 – 900 °С, 4 – 1000 °С
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Если окисление Cr
3+ до Cr

6+ связано с испарением хрома и конденсацией его на поверхности
кристалликов TiO2, где и происходит акт элементарного взаимодействия, то количество хрома,

которое может испариться с поверхности Cr2O3, может быть вычислено по формуле

исп SCr exp( / )N N E RTΑ′= − , (5)

где EΑ′ – энергия активации отрыва хрома с поверхности в газовую фазу.

Согласно [10], энергию активации данного процесса можно принять равной 2/3 теплоты ис-
парения Qисп.

Количество хрома, который может испариться с поверхности Cr2O3, и количество образо-

вавшихся ионов NΧ.ρCr
6+ в смеси состава 5 мас.% Cr2O3–95 мас.% TiO2 имеют зависимость от тем-

пературы изотермической выдержки, представленную в таблице.

Таблица
Зависимость количества испарившегося хрома Nисп с поверхности Cr2O3,

и количества образовавшихся ионов NΧ.ρCr
6+ от температуры изотермической выдержки

Температура, °C 800 850 900 1000

Nисп.·10
-19

0,352 0,354 0355 0,356

NΧ.ρCr6·10
-19

1,99 2,78 3,56 4,1

Эти данные не позволяют считать, что окисление Cr
3+ до Cr

6+ происходит в результате испа-

рения хрома. Более правильным, видимо, будет предположение, что Cr
3+ окисляется до Cr

6+ на
поверхности Cr2O3. Наличие квазиравновесных состояний в период окисления, вероятно, связано
с тем, что образующийся продукт реакции, покрывая поверхность кристалликов Cr2O3, задержи-
вает доступ кислорода к зоне реакции до тех пор, пока не произойдет растрескивание и отделе-
ние его от поверхности кристалликов Cr2O3. Отделение образующегося соединения Cr

6+ происхо-

дит из-за упругих напряжений на границе раздела. Этот процесс является стохастическим, по-
этому квазиравновесный временной интервал не имеет какой-либо закономерной зависимости от
температуры изотермической выдержки.

Выводы

1. Методом магнетохимического анализа исследована кинетика массопереноса при окисле-
нии хрома на воздухе в системе из мелкодисперсных оксидов TiO2–Cr2O3. Вычислена величина
кажущейся энергии активации окисления Cr2O3 при 800–1000 °C.

2. Установлено, что в процессе взаимодействия окисляется до 10 атомных слоев Cr2O3. Ква-

зиравновесное состояние на временном интервале τ ′∆ наступает после окисления первых не-
скольких атомных слоев Cr2O3, причем количество этих слоев, так же как и количество окислен-

ных слоев в момент наступления химического равновесия, экспоненциально возрастает с увели-

чением температуры изотермической выдержки.
3. Показано, что массоперенос при взаимодействии оксидов носит стохастический, ступен-

чатый характер, а окисление Cr
3+ до Cr

6+ происходит на поверхности кристалликов Cr2O3.

Работа выполнена при финансовой поддержке губернатора Челябинской области, грант
РФФИ-Урал № 07-03-96009.
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УДК 544

ИК СПЕКТРОСКОПИЯ И ПОВЕДЕНИЕ ВОДЫ В МОДЕЛЬНЫХ
СТЕКЛАХ СИСТЕМЫ Na2SiO3–NaAlSi3O8

В.Е. Еремяшев, В.Н. Быков

Методом ИК спектроскопии в ближней области изучено взаимодейст-

вие воды со стеклами системы Na2SiO3–NaAlSi3O8. Установлены основные

факторы, оказывающие влияние на растворимость воды в исследованных

стеклах. Предпринята попытка описать полученные результаты с позиции

теории ассоциированных растворов. Установлено, что растворение воды в

исследованных стеклах можно рассматривать как взаимодействие с двумя

составляющими их структуры: относительно деполимеризованной сили-

катной и высокополимеризованной алюмосиликатной. Сделан вывод о том,

что при взаимодействии высокощелочных алюмосиликатных стекол с во-

дой основным механизмом образования гидроксильных групп является

протонно-катионный обмен.

При рассмотрении процесса взаимодействия воды с силикатными и алюмосиликатными
стеклами предполагается возможность протекания двух различных механизма образования гид-

роксильных групп: с разрывом связей Si–O–Si (1) и протонно-катионный обмен (2) [1–5]

Si–O–Si + H2O ⇔ 2Si–OH, (1)

Si(Al)–O–Me + H2O ⇔ Si(Al)–OH + MeOH, (2)

где Me – Li
+
, Na

+
, K

+
.

Исследование структуры водно-силикатных стекол методами ЯМР и КР [6–8] позволило ус-
тановить, что в стеклах с высоким содержанием SiO2 реализуется механизм растворения H2O с
разрывом мостиковых связей Si–O–Si по реакции (1). Результаты, полученные в работе [9] для
каркасных алюмосиликатных стекол указывают на то, что в растворении воды главную роль иг-
рает протонно-катионный обмен, описываемый реакцией (2). Малоизученным является вопрос
взаимодействия воды с высокощелочными алюмосиликатными стеклами. В связи с этим нами
методом ИК спектроскопии в ближней области было изучено взаимодействие воды со стеклами
системы Na2SiO3–NaAlSi3O8.

Были синтезированы стекла состава: 21 мол.%Ms + 79 мол.%Ab (21 ms), 37 мол.%Ms + 63
мол.%Ab (37ms) и 49 мол.%Ms + 51 мол.%Ab (49 ms), где Ms – Na2SiO3 и Ab – NaAlSi3O8. Для
синтеза исходных безводных стекол использовались реактивы Na2CO3 квалификации хч и SiO2 и
Al2O3 квалификации чда. Исходные смеси плавили в платиновых тиглях в силитовой печи при
температуре 1350 °С в течении 48 часов. После гомогенизации расплава стекло отливали в гра-

фитовую форму и охлаждали на воздухе. Для приготовления шихты для опытов по гидратации
стекло измельчалось в вибромельнице. Опыты проводили в тонкостенных золотых ампулах объ-
емом от 3 до 7 см3

, в которые помещали навеску шихты фракции 0,1 мм массой 1000 мг и 0,1–0,5

мл дистиллированной воды. Контейнер с заваренными ампулами помещали в реактор с внешней
поддержкой давления при температуре 750 °С и давлении 250–1000 бар (см. таблицу). Продол-

жительность опытов составляла от 5 до 24 часов. Закалку производили в изобарических условиях
проточной водой со средней скоростью 4–5 °С/с. Из полученных образцов были изготовлены
плоскопараллельные пластины толщиной 0,5–3 мм для регистрации ИК спектров.

ИК спектры пропускания регистрировались на двухлучевом спектрометре Specord-61. Во
всех ИК спектрах в ближней области (4000–8000 см–1

) наблюдаются две полосы составных коле-
баний воды в гидроксильной и молекулярной формах: 4500 (OH-группы) и 5200 см–1

(H2O). От-
мечено присутствие дополнительной полосы с максимумом около 4100–4200 см–1

, которую ино-
гда связывают с колебаниями воды, но однозначной ее интерпретации нет. Используя методику
количественного определения содержания воды в разных формах по полосам 4500 и 5200 см–1 в
ИК спектрах [1, 10] была определена концентрация воды в молекулярной и гидроксильной фор-

мах во всех полученных стеклах. Для этого были использованы коэффициенты молярного по-

глощения ε 5200 = 1,61 литр·моль–1
·cм–1 и ε 4500 = 1,1 литр·моль–1

·cм–1
[10]. Результаты представ-
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лены в таблице. Общее содержание воды определялось как сумма концентрации воды в молеку-
лярной и гидроксильной формах.

Состав стекол, условия их гидратации и содержание воды в разных формах.

СоставОбразец
Na2O,

мол %

Al2O3,

мол
%

SiO2,

мол
%

Темпе-
ратура,

°С

Давле-
ние,
бар

Вре-
мя,

час

Общее со-

держание
воды, мас.%

Молеку-

лярная
вода,
мас.%

OH

группы,

мас.%

21ms 20,44 9,85 69,71 700 1000 24 5,08 3,44 1,64

700 500 24 3,48 1,98 1,50

700 270 4 2,70 1,30 1,40

37ms 27,57 7,85 64,58 700 1000 24 4,88 3,48 1,40

700 500 24 3,44 2,13 1,31

700 270 4 2,54 1,30 1,24

49ms 32,99 6,39 60,62 700 1000 24 4,60 3,40 1,20

700 500 24 3,18 1,98 1,20

700 300 4 1,88 0,77 1,11

Из таблицы видно, что растворимость воды в исследованных стеклах пропорциональна дав-
лению, что соответствует ранее установленным закономерностям [11–13]. Кроме этого, общее
содержание воды при каждом давлении зависит от состава и уменьшается с ростом Na2SiO3, т.е. с
уменьшением содержания Al в стекле. Зависимость концентрации молекулярной воды и гидро-
ксильных групп от общего содержания воды (см. рисунок) аналогична соответствующим зависи-

мостям для ранее изученных стекол состава NaAlSi3O8 [1, 2, 14].

Взаимодействие между компонентами силикатного стеклообразующего расплава могут быть
описаны в рамках модели идеальных или атермических ассоциированных растворов, состоящих
из силикатных или алюмосиликатных анионных комплексов, катионов металла, свободных ионов
кислорода, О2– и гидроксильных групп ОН. Это позволяет при расчете констант равновесия поль-

зоваться простыми уравнениями, не вводя дополнительных ограничений на поведение компонен-
тов. При расчете константы равновесия для стекол, которые рассматривались как расплавы, за-

мороженные вблизи температуры стеклования, было использовано следующее соотношение, со-

ответствующее реакции (1) с разрывом связей Si–O–Si:

2

2
Si OH

Si O Si Si OH H O Si OH

( )

( 0,5 ) ( 0,5 )

N
K

N N N N

−

− − − −

=
− ⋅ ⋅ − ⋅

. (3)

Расчет показал, что значения K для исследованных стекол разного состава различаются на
порядок. Это противоречит тому, что взаимодействие воды с алюмосиликатными расплавами и
стеклами осуществляется путем разрыва мостиковых связей Si–O–Si и предполагает другой ме-
ханизм образования гидроксильных групп в стекле, включающий обмен между протонами и ка-
тионами натрия, компенсирующими избыточный отрицательный заряд в тетраэдрах AlO4 или
координирующими немостиковые атомы кислорода.

Соответственно, константы равновесия K могут быть представлены следующими соотноше-
ниями:

2

2
Al OH

Na(Al) Al OH H O Al OH

( )

( ) ( )

N
K

N N N N

−

− −

=
− ⋅ −

, (4)

2

2
Si OH

Na O Si Si OH H O Si OH

( )

( ) ( )

N
K

N N N N

−

− − − −

=
− ⋅ −

. (5)
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Зависимость концентрации гидроксильных групп и молекулярной воды от ее общего содержания
○ – стекло состава 21 мол.%Ms+79мол.%Ab, ∆ – стекло состава 37мол.%Ms+63 мол.%Ab, □ – стекло состава 49
мол.%Ms + 51 мол.%Ab (закрашенные символы – гидроксильные группы, незакрашенные – молекулярная вода)

Расчет показал, что в обоих случаях константы равновесия K для стекол разного состава
также значительно различаются и взаимодействие воды с исследованными алюмосиликатными
стеклами имеет более сложный характер.

В исследовании [15] установлено, что при взаимодействии оксида натрия с расплавом и
стеклом альбитового состава NaAlSi3O8 имеет место селективная модификация полностью поли-

меризованной алюмосиликатной сетки, которую можно рассматривать как состоящую из двух
частей: одной – представленной относительно деполимеризованными силикатными анионами и
второй – высокополимеризованными алюмосиликатными группировками. В связи с этим взаи-

модействие воды с исследованными стеклами можно рассматривать как взаимодействие с этими
составляющими структуры, которые характеризуются своими константами равновесия. Констан-

та равновесия K для взаимодействия воды с каркасной алюмосиликатной частью структуры была
рассчитана по уравнению (4) по стеклу состава NaAlSi3O8, структура которого представляет пол-

ностью полимеризованной трехмерной алюмосиликатной сеткой. Ее значение равно 0,35. С этим
значением константы для стекол 21 ms, 37 ms и 49 ms была рассчитана доля воды, растворенной
только в этой части структуры, и ее распределение между молекулярной формой и гидроксиль-

ными группами. При этом мы исходили из того, что общая растворимость воды в алюмосиликат-
ных стеклах, главным образом, зависит только от PT условий и доли NaAlSi3O8 в составе стекла.
Концентрация воды в силикатной части была определена как разница между общим содержанием
воды и ее концентрацией в алюмосиликатной части структуры. Расчет константы равновесия для
этой части структуры на основании уравнения (5) показал, что ее значение близко к нулю, что
согласуется с данными [16] для силикатных стекол с высоким содержанием щелочей.

Таким образом, анализ полученных значений концентрации воды в молекулярной форме и
гидроксильных групп позволил установить, что в каркасной части структуры растворение воды
происходит в двух формах, и концентрация гидроксильных групп совпадает с их общем содер-
жанием. В то же время растворение воды в силикатной части происходит только в молекулярной
форме. То есть, при изменении состава от NaAlSi3O8 к NaSiO3 уменьшение концентрации гидро-

ксильных групп происходит за счет уменьшения доли алюмосиликатной части структуры. Сле-
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дует отметить, что вывод о протекании реакций протонно-катионного обмена при взаимодейст-
вии изученных щелочных алюмосиликатных стекол с водой не противоречит тому, что в стеклах
с высоким содержанием SiO2 реализуется механизм с разрывом мостиковых связей Si–O–Si.

Смена механизма при увеличении в стеклах содержания SiO2 связана с возрастанием числа мос-
тиковых связей и уменьшением содержание ионов Na в разных структурных позициях.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант 07-05-96008.
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АНАЛИЗ СТРУКТУРНЫХ ТЕРМИЧЕСКИХ ДЕФОРМАЦИЙ
ПИРОВАНАДАТА КАДМИЯ

М.В. Ротермель, А.Н. Чванова, Т.И. Красненко,
С.А. Петрова, Р.Г. Захаров, В.В. Викторов

Структурные термические трасформации Cd2V2O7 в области темпера-

тур от комнатной до 900 °C детально исследованы на основе анализа меж-

атомных расстояний и угловых характеристик кадмий-кислородных поли-

эдров, рассчитанных из результатов высокотемпературного рентгеногра-

фирования. Установлено влияние термической деформации полиэдриче-

ских составляющих структуры пированадата кадмия на формирование

структурно-чувствительных свойств – испарения и проводимости.

Пированадат кадмия Cd2V2O7 является перспективным материалом для создания твердотель-
ного источника атомов кадмия [1]. Интересно, что эмиссия атомов кадмия наблюдается в узком
температурном интервале: от 600 до 720 °C. Кристаллохимическая аттестация пированадата кад-

мия в более широком температурном интервале позволит выявить роль структурных трансфор-

маций соединения в формировании эмиссионного спектра.
Элементарная ячейка Cd2V2O7 принадлежит моноклинной сингонии, пр.гр.C2/m, с парамет-

рами а = 7,077(4) Е, в = 8,996(2) Е, с = 4,976(2) Е, β = 103,20(4)°, V = 303,5(2) Е3 при комнатной
температуре. Проекция кристаллической структуры Cd2V2O7 на плоскости ac и ab представлена
на рис. 1. Атомы ванадия окружены атомами кислорода по тетраэдру, которые сочленены по
центросимметричному закону в диортогруппы. Атом О1 является мостиковым, длина связи V –

O1 максимальна и составляет 1,762(1) Е. Расстояния V – O2 и V – O3 равны 1,675(9)х2 и 1,706(1)
Е соответственно. Угол разворота ванадий-кислородных тетраэдров V – O1 – V составляет 180° и
неизменен на всем исследованном температурном интервале (следствием чего является возмож-

ность участия ванадий-кислородных полиэдров как в тепловом расширении за счет изменения
длин связей ванадий-кислород, так и во вращении полиэдров вокруг оси ванадий-кислород-вана-
дий). Атомы кадмия координированы шестью атомами кислорода. Cd-октаэдры чередуются
вдоль оси с структуры со слоями из ванадиевых полиэдров. Связи Cd – O попарно равны. Рас-
стояния Cd – O2 и Cd – O3 близки и равны 2,285(2)х2 и 2,230(9)х2 Е соответственно. Связь Cd –
O′3 значительно длиннее и составляет 2,386(1)х2 Е при t = 25 °C. Кадмий-кислородные октаэдры
соединены друг с другом через общие рёбра, образуя зигзагообразные колонки, вытянутые вдоль
оси а. При этом CdO6-октаэдр через один соединён с соседним Cd'O6-октаэдром параллельной
цепочки через ребро, образуя пару. Таким образом, металл-кислородная подрешётка представля-
ет собой слои сотообразной структуры, лежащей в плоскости ab, бесконечно повторяющиеся

a

b c

b

a

c

а б

Рис. 1. Проекция кристаллической структуры Cd2V2O7: а – на плоскость ас; б –на плоскость ab.
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вдоль оси с. Плавится пированадат кадмия конгруэнтно при 1000±20 °C, полиморфные переходы
в Cd2V2O7 не обнаружены.

Необходимо отметить, что скорость изменения параметров элементарной ячейки с ростом
температуры различна (рис. 2). Наиболее подвержены изменениям параметры a и β, в то время
как ктр вдоль осей b и c на порядок ниже. Зависимости кристаллохимических параметров от тем-
пературы немонотонны: от 25° до 600 °С структура равномерно расширяется вдоль всех направ-

лений; в интервале 600–700 °С ктр вдоль осей a, b и с уменьшается незначительно, в то время как
скорость изменения угла моноклинности становится на порядок меньше, что свидетельствует о
резком уменьшении сдвиговой деформации решётки. При дальнейшем повышении температуры
до 780 °С изменениям подвергается только параметр a, сдвиговая компонента отсутствует; в ин-

тервале 800–900 °С вновь интенсифицируется расширение всех кристаллографических парамет-
ров. Укрупненно политермы параметров на участке 600–900 °С представлены на рис. 3.
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Рис. 2. Политермы параметров элементарной ячейки Cd2V2O7
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Для выяснения структурной обусловленности транспортных свойств были сделаны расчеты
межатомных длин связей Cd2V2O7. Наименьшим изменениям подвергается связь V – O3: на всем
температурном интервале она незначительно возрастает в пределах ошибки измерений. Длина
связи V – O2, направленной вдоль оси с, при нагреве от комнатной температуры до 600°С сокра-

щается, при дальнейшем нагревании до 900 °С остаётся постоянной. Наибольшим изменениям
подвергается связь V – O мост, параллельная оси а. С ростом температуры до 600 °С lV – O1 уве-
личивается, на втором участке 600–710 °С ктр вдоль этого направления уменьшается на порядок,

при дальнейшем повышении температуры увеличение длины связи постепенно интенсифициру-

ется. Тетраэдрические углы O – V – O с ростом температуры увеличиваются в среднем на 0,221°.

Исключение составляет сужающийся угол О3 – V – O2, изменения которого максимальны и со-
ставляют 0,46(8)°. Три из четырёх связей удлинняются, причём наибольшие изменения претерпе-
вает lO1 – O3 (α = 1,92·10

–5
1/град), лежащая в плоскости ab. Длина связи О3 – О2 незначительно

уменьшается, α = –1,22·10
–6

1/град. Сопоставление изменений в линейных и угловых параметрах
тетраэдров позволяет говорить, что с ростом температуры ванадий-кислородные диортогруппы
вытягиваются вдоль оси а, при этом происходит их разворот о чём свидетельствует изменения
угла О3 – Омост – О2 диортогруппы [V2O7] от 118,512° при комнатной температуре до 119,524°
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Рис. 3. Политермы параметров элементарной ячейки CD2V2O7

в интервале температур 600–900 °С
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при 900 °С. Расчет показал, что объём ванадий-кислородных тетраэдров с ростом температуры
возрастает на 2,53 %.

Анализ зависимостей длин кадмий-кислородных связей от температуры выявил следующее.
Наименьшим изменениям подвергается связь Cd – O1: на всём исследованном температурном
интервале она остаётся постоянной в пределах ошибки измерений. Скорость роста lCd – O2(3) при
нагревании различна. В интервале от комнатной температуры до 600 °С длины обеих связей уве-
личиваются, при этом ктр lCd – O3 на порядок выше. На втором участке от 600 до 720 °С изменений
длин Cd – O2 и Cd – O3 не происходит. Дальнейший рост температуры до 780°С интенсифициру-
ет расширение и lCd – O2, и lCd – O3. В предплавильной области 800–900 °С длина связи Cd – O2 ос-
таётся постоянной, увеличение же Cd – O3 происходит с ещё большим ктр. Октаэдрические углы
O – Cd – O при нагревании изменяются в среднем на 0,435°. Углы между атомом кадмия и ато-
мами кислорода, образующими рёбра, соединяющие октаэдры, [O2(O'2) – Cd – O3(O'3) и O1 – Cd

– O'1], с ростом температуры уменьшаются на примерно одинаковую величину – 0,682°. Увели-

чение развёрнутых углов [O'2(O2) – Cd – O3(O'3) и O'2(O2) – Cd – O1(O'3)] достигает 0,591°. Из-
менения оставшихся октаэдрических углов лежат в пределах ошибки измерений ±0,15°. Мини-
мальные изменения претерпевают длины рёбер О3(О'3) – О2(О'2) и О1 – О'1, связывающих CdO6-

октаэдры, ктр которых равны 6,13·10
–6 и –4,68·10

–6
1/град соответственно. Коэффициенты терми-

ческого расширения остальных О – О связей на порядок выше.
Длины связей Cd – Cd в парных полиэдрах увеличиваются при нагревании до 600 °С, при даль-

нейшем повышении температуры остаются постоянными в пределах ошибки измерений. Коэффици-

енты термического трансформаций расстояний Cd – Cd в колонках на порядок выше на всем темпе-
ратурном интервале. Кроме того, зависимость lCd – Cd от температуры немонотонна: от 25° до 600 °С
длина связи растёт, затем до 720 °С остаётся практически постоянной, на двух оставшихся темпера-
турных интервалах 720–780 °С и 780–900 °С рост Cd – Cd интенсифицируется.

Исходя из описанных выше изменений в кадмий-кислородных полиэдрах очевидно, что с ростом
температуры кадмий-кислородные колонки вытягиваются в направлении параллельном оси а, при
этом расстояния между ними уменьшаются, о чём свидетельствует уменьшение угла О3 – О1 – О3

между соединёнными в пары октаэдрами от 57,044° при комнатной температуре до 56,553° при
900 °С. Угол разворота кадмий-кислородных полиэдров, образующих колонки, О'2 – О3 – О'1 увели-

чивается от 82,052° при 25 °С до 82,591° при 900 °С, следовательно, их зигзагообразная форма стано-

вится менее выраженной с ростом температуры. Общее изменение структуры кадмий-кислородной
подрешётки с ростом температуры приводит к вытягиванию образуемых ими сотообразных полос-
тей, занятых ванадий-кислородными диортогруппами, что, по-видимому, и вызывает значительные
деформации «жёсткой» подрешётки, сопоставимые по величине с деформациями «мягких» кадмий-

кислородных полиэдров. В целом, за счёт разворотов и увеличения объёмов полиэдров структура
становится более компактной при повышенных температурах.

В масс-спектре испарения Cd2V2O7 идентифицированы природные изотопы кадмия в интер-

вале температур 600–720 °C. В этом температурном интервале минимальны изменения длин свя-
зей ванадий-кислород и кадмий-кислород, минимальна сдвиговая деформация структуры. При
нагреве образца пированадата кадмия в этом температурном интервале происходит эмиссия ио-

нов кадмия. Термоактивированный процесс выхода атомов кадмия с поверхности образца сопро-

вождается образованием дырок, или эквивалентным ему изменением зарядового состояния ионов
кислорода. Близость значений энергий активации проводимости, изменяющейся от 0,5 до 1,0 эВ
при температурах выше 600 °С и испарения изотопа кадмия 114

Cd, составляющей 0,4–0,7 эВ, сви-

детельствует о наиболее вероятном электронном характере процесса переноса заряда. Домини-
рующая дырочная проводимость обеспечивается, скорее всего, перераспределением электронной
плотности в «мягкой» металл-кислородной подрешётке. Рост межатомных расстояний Cd-Cd в
колонках обеспечивает уменьшение валентных усилий на кислород-кислородных связях в этой
подсистеме, что в свою очередь делает более вероятным образование дырок, переносимых в
электрическом поле вдоль этих направлений. Структурные трансформации, происходящие при
изменении температуры, определяют и величину электронной плотности на связях кадмий-

кислород и, соответственно, энергию связи и испарения ионов кадмия.
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Температурный
интервал

25–550 °C 600–700°C 720–780°C 800–900°C 25 – 900°С

αa, 1/град 1,61·10
–5

1,54·10
–5

5,11·10
–5

4,17·10
–5

2,21·10
–5

αb, 1/град 9,74·10
–6

6,63·10
–6

1,84·10
–6

1,10·10
–6

8,01·10
–6

αc, 1/град 3,44·10
–6

2,01·10
–6

–3,35·10
–6

6,02·10
–6

3,22·10
–6

αβ, 1/град 1,11·10
–5

4,81·10
–6

–1,60·10
–6

1,63·10
–5

1,18·10
–5

αV, 1/град 2,45·10
–5

1,44·10
–5

5,10·10
–5

3,81·10
–5

2,81·10
–5



Вестник ЮУрГУ, № 19, 2007100

УДК: 546.831+621.3.014

ЕДИНАЯ ФИЗИКО-ХИМИЧЕСКАЯ ПРИРОДА КОЛЕБАТЕЛЬНОГО
ДВИЖЕНИЯ В ОКСИГИДРАТНЫХ ГЕЛЯХ ПРИ ТОКОВЫХ
ВЫПЛЕСКАХ И КОЛЕБАТЕЛЬНЫХ ИЗМЕНЕНИЯХ
ДИНАМИЧЕСКОЙ ВЯЗКОСТИ

Ю.И. Сухарев, К.И. Носов

В статье проведено объединение идей слабого хаоса с экспериментально

обнаруженными нелинейными свойствами оксигидратных гелевых систем.

Введение
В гелевых образцах оксигидрата циркония наблюдается сложная система движения (как ли-

нейно-перемещательного и колебательно-вращательного) крупных макромолекулярных образо-

ваний (микроэлектрофорез) [1], так и ионного потокового направленного перемещения внутри
или вокруг них. Помимо молекулярно конформерного движения существует и поступательное
перемещение гелевых макромолекул иной природы (это установлено Дерягиным [2]). Поэтому
представляется вполне реальным возникновение разности потенциалов на платиновых электро-
дах и, следовательно, возможна экспериментальная регистрация микротоков в системе во време-
ни. Кроме того, эти динамические системы постоянно эволюционируют, вследствие развития в
оксигидрате циркония процессов полимеризации – деструкции, самопроизвольной гидратации,
дегидратации и т.д., в которых участвуют ионно-молекулярные потоковые выплески. Поэтому
наблюдается периодическое (колебательное) изменение динамической вязкости оксигидратных
систем, что продемонстрировано нами в [3]. Следует отметить, что форма геометрического объ-
ема геля (форма электрохимической ячейки), вероятно, очень сильно, если не определяюще, ха-

рактеризует величину возникающей разности потенциалов в гелевой системе, так как линейная
скорость зависит от нормального сечения электрохимической ячейки. Все названные явления
можно описать с единых физических позиций и математических представлений, которые исполь-

зуются для анализа квазикристаллического состояния [4]. В статье проведено компилятивно-

теоретическое объединение идей [4] слабого хаоса с экспериментально обнаруженными авторами
нелинейными свойствами оксигидратных гелевых систем.

Экспериментальные результаты

Методики синтеза оксигидрата циркония и наблюдение за его физико-химическим состояни-
ем описаны нами в [5–7].

При исследовании влияния времени созревания геля в маточном растворе, использовали
большую емкость реактора (20 л). Объем раствора оксихлорида циркония 2 л разбавляли водой
до 6 л. При постоянном перемешивании механической мешалкой из капельной воронки добавля-

ли раствор аммиака 1:9 (ρ = 0,987 г/см3
) по каплям до рН = 9,25. Свежеприготовленный гелеоб-

разный осадок выдерживали в маточном растворе при очень медленном перемешивании в тече-
ние 60 суток. Для исследования тока системы гель оксигидрата циркония через сутки отбирали
из общей емкости и помещали в электро-химическую ячейку.

Способ наблюдения за ионно-молекулярными потоками, характеризующими разрушение
ДЭС макромолекулярныъх конформеров при их течении (динамической вязкости) – опосредо-
ванный, так как представляет собой наблюдение изменений вязкостных характеристик с помо-

щью прибора Реотест-2, в котором в качестве регистрирующей системы используются коакси-

альные вращающиеся цилиндры. Вязкость гелевых оксигидратных систем, представляющих со-
бой неньютоновские жидкости, определяется взаимодействием изменяющихся ДЭС макромоле-
кул во времени, вследствие их конформерных трансформаций, а, следовательно, и взаимодейст-

вием ионно-молекулярных потоков при трении (при небольших напряжениях сдвига), как это
показано в работе [3].

Электрическую регистрацию характеристики вязкости стандартным прибором пришлось
видоизменить. Для этих целей установка Реотест-2 была переоборудована и оснащена электрон-
ным модулем Е-270 с частотой опроса исследуемой системы 5 раз в секунду. Модуль Е-270 [8]
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является современным универсальным программно-аппаратным устройством, которое использу-

ется со стандартной шиной USB и предназначено для построения многоканальных измеритель-

ных систем ввода, вывода и обработки аналоговой и цифровой информации в составе персональ-
ных IBM совместимых компьютеров.

Обсуждение результатов
В оксигидратных гелевых системах (оксигидрата циркония), как нами показано ранее [9], ко-

лебательно-вращателные ионно-молекулярные потоки вызываются огромным множеством отно-
сительно редких стохастических трансформаций макромолекул геля  (конформерные переходы),

которые, оставаясь координатно малоподвижными (если рассматривать координату их центра
масс) в пространстве ячейки (вследствие своей огромной массы), непрерывно «накачивают» по-
стоянно возобновляемые (колебательные) ионно-диффузионные потоки в геометрически вытяну-

том объеме геля. Эти потоки образуются из геометрически видоизменяющихся ДЭС, окружаю-

щих конформеры. В этом состоит смысл и своеобразие диффузии Арнольда в гелях. Эти перехо-
ды можно рассматривать как периодические толчки или возмущения гелевой системы.

Известно [4], что в общем случае любая динамическая система имеет неустранимую область
стохастичности в фазовом пространстве. Фактически это классические представления Ланжевена
[10]. Гамильтониан такой колебательно-вращательной ионно-молекулярной коллоидно-

химической системы можно записать в форме:

0( ) ( , , )H H I V I tθ= +∈ . (1)

Здесь ,I θ – N0-мерные векторы. Такая система имеет N = N0+1/2 степеней свободы, причем 1/2

относится к переменной t (время). В общем случае часть гамильтониана Н0(I) имеет сепаратрисы,

поэтому возмущение ∈V, разрушая их, образует стохастические слои при любых ∈. Дальнейшая
судьба стохастических траекторий определяется тем, какова топология слабого хаоса коллоидно-

химической системы в фазовом пространстве. Объединение всех стохастических слоев в фазовом
пространстве может образовать единую сеть – стохастическую паутину.

Как образуется стохастическая паутина в оксигидратной коллоидно-химической сис-

теме? КАМ – теория [10], определяющая условия сохранения инвариантных торов
гамильтоновских систем при действии на коллоидно-химические системы малого возмущения. В
соответствии с этой теорией количество разрушенных торов невелико, поэтому определенные
области, в которых лежат разрушенные торы, зажаты между инвариантными торами. Если торы,

вложенные друг в друга, могут пересекаться, то различные стохастические слои оказались бы
соединенными друг с другом, сетью каналов со стахостической динамикой внутри рис. 4. По
топологическим причинам такое пересечение возможно лишь при N > 2.

Рассмотрим для ионных потоков случай N = 2. Гамильтониан системы записывается в обыч-
ном виде:

0 1 1 1( ,..., ) ( , ;...; , )N N NH H I I V I Iθ θ= +∈ . (2)

Выделим резонансные торы, которые определяются уравнением

1

0
N

j j

j

n ω
=

=∑ , (3)

где jn – какие-либо целые числа, 0 0/ ( 1,..., )j jH I j Nω = ∂ ∂ = . Каждая частота динамической сис-

темы 1( ,..., )j j NI Iω ω= является функцией, вообще говоря, всех действий ( )jI . Каждое решение
(0)I определяет резонансный тор. С ним связано, с одной стороны, образование сепаратрисной

петли и, с другой стороны, ее разрушение и появление на ее месте стохастического слоя. При
этом предполагается отсутствие вырождения по частотам:

2
0det 0

i j

H

I I

 ∂
≠ 

∂ ∂  
.

Если перейти от переменных 1 2( , )I I к переменным 1 2( , )ω ω , то на континуальную энергети-

ческую поверхность можно записать в самом общем случае:

0 1 2( , )E H I I= .
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Это значит, что резонансные торы на заданной энергетической поверхности определяются
некой системой уравнений [10, с. 83], для каждой пары целых чисел 1 2( , )n n . Решениями этих

уравнений могут быть точки на плоскости 1 2( , )ω ω . Каждой точке соответствует один резонанс и
каждому резонансу соответствует стохастический слой, который создает на плоскости область
хаоса. Итак, возмущение коллоидно-химической системы под действием ∈V приводит к образо-

ванию областей фазового пространства, внутри которых динамика ионно-молекулярных потоков
(токовых выплесков) стохастическая. Слабый хаос может реализоваться или в виде стохастиче-
ских слоев (при N > 1), или в виде стохастической паутины (при N > 2). Естественно, визуализа-

ция этой динамики может дать нам определенные экспериментальные представления о структуре
самого геля. Анализ этих экспериментальных токовых выплесков, вероятно, позволит создать
новые принципы, новые методы структурного анализа коллоидного состояния вещества.

Заславским проведен анализ некоторой динамической системы вообще, возникающей в ре-
зонансном случае. Если подставить для 0H следующее выражение

0 0

2 2
1/ 20 0

0 0 02 2
( ) cos ( (2 / ) )cosn nH J k J k n I

k k

ω ω
ρ θ ω θ=∈ ∈ =∈ɶ , (4)

то можно получить систему гиперболических точек ( , )h hρ θ :
0
( ) 0,n hJ kρ = / 2hθ π= ± и эллипти-

ческих точек ,( )e eρ θ :
0

'
( ) 0,n eJ kρ = 0,eθ π= .

Семейство сепаратрис образовано 2n0 лучами и пересекающими их окружностями с радиу-

сами ( )s
hρ , где ( )s

hkρ – различные корни функции Бесселя
0nJ . В ячейках паутины, образованной

сепаратрисами, движение происходит по замкнутым орбитам вокруг эллиптических точек. Эти
точки расположены в центрах ячеек. Так описывается практически невозмущенное движение,
задаваемое гамильтонианом (2). По паутине ионно-молекулярные заряженные частицы переме-
щаются в радиальном направлении. Движение по радиусу ионно-молекулярных частиц возможно
только по сепаратрисам. При этом движение будет замораживаться вблизи гиперболических то-

чек.

Эти гиперболические области экспериментально хорошо выражены и прослеживаются на
рис. 1 (a, b), где представлены аттракторы второго возвращения гелей оксигидрата циркония и
смешанных гелей кремниевой кислоты и оксигидрата иттрия. Экспериментальное перекрывание
сепаратрис (или их разрушение) ионно-молекулярных потоковых движений выражается в фор-
мировании стохастических (зачерненных) областей в фазовой плоскости. Это наблюдается и для
токовых выплесков (рис. 1, a) и для колебательного изменения динамической вязкости (рис. 1, b).

Образование стохастичной связности сепаратрис благоприятствует радиальный диффузии ион-
ных потоков в геле и формированию связной паутины.

a) b)
Рис. 1. Экспериментальное перекрывание сепаратрис ионно-молекулярных потоковых движений и
формирование стохастических областей в фазовой плоскости для гелей оксигидрата циркония (a) и

смешанной кремниевой кислоты (b), образующих аттракторы второго возвращения
a) при этом возраст геля оксигидрата циркония составляет 32 суток, образец синтезирован при pH = 9,25,

n = 0,94 моль, L = 7 см, Н = 0 Э;

b) смешанный гель кремниевой кислоты и оксигидрата иттрия синтезирован в соответствии с [3]
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Примеры на рис. 6, 8, 9 демонстрируют сложную фрактальную структуру стохастической
паутины.

Для гамильтониана (4) продвижения по радиусу не происходит. Если принять во внимание
действие возмущения на ионно-молекулярные потоки

0

2
0
2

0 0

( , , ) ( )cos (1 )m

m n

m m
V I t J k t

n nk

ω
θ ρ θ ν

≠

 
=∈ − − 

 
∑ɶ , (5)

а для ρ использовать выражение 1/ 2
0 0(2 / )n Iρ ω= , то при этих условиях сепаратрисы разруша-

ются и на их месте образуются каналы с конечной шириной, в которых происходит стохастиче-
ская динамика, то есть внутри паутины образуются инвариантные П-торы, вместо К-торов.

Что же происходит внутри П-торовой паутины? Если рассмотреть для простоты доста-

точно удаленные от центра паутины области, то есть kρ > 1. Используя асимптотику функций

Бесселя 1/ 2( ) (2 / ) cos( / 2 / 4)nJ k k k nρ π ρ ρ π π− −∼ выделим фиксированную ячейку паутины и

опишем семейство траекторий внутри нее, сначала пренебрегая возмущением Vɶ . Тогда введен-

ный гамильтониан
cos cosw wH ω ξ θ= , (6)

где 1/ 2 3/ 2
0 0 0(2 / ) /( )w n kω σ π ω ρ= − ∈ , kξ ρ= ɶ , можно считать гамильтонианом паутинных торов

(П-торов). Величина wω является частотой малых колебаний для траекторий ионных потоков,

обматывающих П-торы. На сепаратрисах 0wH = . Тогда из (9) следует, что четыре сепаратрисы
определяются уравнениями: cos 0. / 2; cos 0; / 2ξ ξ π θ θ π= = ± = = ± ; Они соответствуют че-

тырем сторонам квадрата в приближении 0ρ ρɶ ≪ , рис.3. На двух горизонтальных сепаратрисах

следует уравнение движения 0sin th ( ) ; / 2w t tω ξ π = ± − = ±  , а на двух вертикальных:

0sin th 2 ( ) ; / 2w t tω θ π = ± − = ±  .

Замкнутые траектории являются сечениями инвариантных торов (сечения Пуанкаре, рис. 2),

если дополнить фазовое пространство ( ,I θ ) переменной «время» обычным способом, учитывая

периодическое по времени возмущение Vɶ . Инвариантные торы внутри паутины следует назы-

вать П-торами. Отличие от КАМ-торов прослеживается в зависимости периода от

∈ ( 1/wT ∈∼ ).

В случае КАМ-торов 1/ 21/T ∈∼ .

Рис. 2. Геометрия точечных множеств токовых
выплесков образцов оксигидрата циркония

Рис. 3. Различные сепаратрисные
ветви одной ячейки паутины
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Как происходит разрушение сепаратрис и образование на их месте стохастической пау-

тины? На участке траектории вблизи сепаратрисы АВ (рис. 3) имеем / 2kρ π=ɶ , cos(2 ) 1kρ = −ɶ .

Тогда имеем:
2

2 5/ 2 1/ 20
0 0 0 02

1
2 exp ( ) ( ) sin( )

2
H k t

k

ω π
π ρ ω

 ∆ = − − ∈ 
ɶ . (7)

Выражение (7) справедливо при движении частицы на участке вблизи одной из сепаратрис
АВ (рис. 3).

На рис. 4 приведен экспериментально полученный вид клюва Арнольда на приведенных
(выбранных) векторах параметров токовых выплесков оксигидратной системы циркония [10,

с. 156]. На рис. 4 указаны направления A, B и C, отвечающие трем механизмам разрушения резо-
нансного тора (и аттрактора, построенного на этих торах). На рисунке показаны следующие обо-

значения: 0l – линия рождения торов; 1l – линии касательной бифуркации циклов на торе, опре-

деляющие границы области синхронизации; 2l – линия потери устойчивости резонансным цик-

лом в области синхронизации; hl – линия гомоклинического касания многообразий uW и sW

[11]. В момент бифуркации длина инвариантной кривой в сечении тора становится бесконечной,

то есть тор разрушается. При дальнейшем движении по направлению А может образоваться
хаотический аттрактор либо в результате последовательности бифуркаций удвоения периода,

либо через разрушение тора, родившегося на линии 2l .

При движении по направлению В неустойчивое многообразие седлового цикла uW , обра-

зующее поверхность тора, искривляется по линии hl , происходит его гомоклиническое касание с

устойчивым многообразием sW . В этот момент образуется негрубая гомоклиническая кривая

0Г , а тор 2
Т разрушается. Таким образом, рассмотренные механизмы разрушения резонансного

тора приводит к образованию в окрестности тора хаотического множества, которое может стать
притягивающим (аттрактором или паутиной).

Выражение (7) одинаково на всех четырех ветвях ячейки в силу симметрии задачи. Меняют-
ся лишь моменты времени 0t , определяющие положение частицы при прохождение середины
участка орбиты вблизи каждой из четырех сепаратрис. Интервал времени между двумя последо-

вательными прохождениями вблизи середин сепаратрис равен одной четверти периода, то есть
( ) / 4wT H . Это позволяет описать динамику системы внутри одной ячейки, соответствующую

Рис. 4. Экспериментальный клюв Арнольда на приведенных (выбранных) векторах-

параметрах токовых выплесков (амплитуд, Аi) оксигидратной системы циркония,

определяющий механизм разрушения резонансных торов
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гамильтониану 0Hɶ  ( 0 0/ 0, / 0H I H θ∂ ∂ = ∂ ∂ =ɶ ɶ ), в виде отображения для переменных 0Hɶ и

( )wH tψ ω= , где

( ) 2 / ( )w wH T Hω π= (8)

есть частота нелинейных колебаний внутри сепаратрисной ячейки. Используя формулы (7) и (8),

имеем отображение вблизи сепаратрис паутины
2 1/ 2

2 5 / 20 0
1 ,2

1/ 2 2
3/ 2 1/ 20 0

1 2
0 1

( )
2 exp ( ) sin

2

( ) 2 1
( ) ln 4 ( ) .

2

n n n

n n
n

k
H H n

k

k

k Hk

ω ρπ
ψ

ρ ωπ
ψ ψ

π ρ

+

+
+

 
= − − 

∈ 

 
= − ∈ 

∈  

ɶ

ɶ

(9)

Условие стохастической динамики 1 / 1 1n nK ψ ψ+≡ ∂ ∂ − ≥ определяет границу cH стохасти-

ческого слоя, образующегося в окрестности сепаратрис. Из уравнений (9) при условии 1k = по-

лучаем, что толщина стохастической паутины равна 2 cH . Из анализа уравнений (9) следует, что
она экспоненциально мала по параметру ∈ и экспоненциально убывает по мере удаления от цен-

тра паутины (рис. 5, 6).

Таким образом, различные П-торы отделены друг от друга стохастической паутиной. Она
образует единую сетку с экспоненциально малой толщиной. В показателе экспоненты стоит

множитель 1/ ∈, а не 1/ ∈ , как в случае паутины Арнольда. Кроме того, сужение паутины с рос-

том энергии ионно-молекулярных частиц, то есть по мере удаления от центра паутины, затрудня-

ет диффузию по паутине на большие расстояния и практически обрезает ее.

Рис. 5. Геометрия стохастической паутины оксигидрата циркония по токовым выплескам,
где рН = 9,00, L = 0,01 см, Т = 286 К, время экспозиции 2 ч (координаты рисунка те же, что и в [7, 8 ,9])

Рис. 7. Геометрия отображения
второго возвращения оксигидра-

та циркония с подкручиванием
(по данным токовых выплесков)

Рис. 8. Равномерная паутина
смешанного геля кремниевой
кислоты и оксигидрата иттрия

Рис. 6. Геометрия формирования
стохастической паутины смешан-

ного оксигидрата иттрия и крем-
ниевой кислоты (по данным из-
менения динамической вязкости)
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Рассмотрим паутину, когда ширина паутины в среднем не изменяется на всей фазовой

плоскости. Такую паутину называют равномерной (рис. 8). Необходимо ввести новый вид ото-

бражения, сохраняющего меру, к которому нельзя непосредственно применить результаты КАМ-
теории. Рассмотрим отображения с подкручиванием (рис. 7). Эта паутина возникает при анализе
движения заряженных частиц (ионных потоков) в магнитном поле и поле перпендикулярного
волнового пакета с большим числом гармоник.

Исходные уравнения движения частицы имеет вид:

0

( )
( , )

x e
r E x t rB

m mc
 = +  

r rɺɺ rɺ , (10)

где ( , )r x y=
r

– вектор, лежащий в плоскости ( , )x y , E
r

– волновой пакет, распространящийся

вдоль оси x и направленный вдоль x , 0B
r

– постоянное магнитное поле, направленное вдоль оси
z . Отсутствие зависимости правой части (10) от y приводит к интегралу движения

0 const,yy v xω= = − +ɺ где 0 0 /( )eB mcω = есть циклотронная частота. Без ограничения общности

можно положить const 0= и тогда

0y xω= −ɺ . (11)

Для волнового пакета

0 0sin( ) sin( ) ( ),
n n

E E kx t nvt E T kx t t nTω ω δ
∞ ∞

=−∞ =−∞

= − − − = − − −∑ ∑
r r r

(12)

где 0E
r

направлено вдоль x и 2 /T π ν= . Тогда уравнение (10) с учетом (11) и (12) записывается
так:

2
0 0 sin( ) ( )

n

e
x x E T kx t t nT

m
ω ω δ

∞

=−∞

+ = − − −∑ɺɺ . (13)

Уравнение описывает линейный осциллятор, на который действуют короткие (δ -образные)
толчки с периодом Т (толчки конформерных перестроений коллоидно-химической системы). Для
перехода к разносным уравнениям введем обозначения:

,( )( 0), ( 0)n n n x n x nx x t x x tν= − = = −ɺ ɺ . Соотношения между величинами ,x xɺ слева и справа от

δ -функции имеют вид: ( 0) ( 0),n nx t x t+ = − 0( 0) ( 0) sin( ),n n n n

e
x t x t TE kx t

m
ω+ = − − −ɺ ɺ где nt nT= .

Эти соотношения приводят к следующему стандартному отображению при 0 0ω → :

,( 1) ,( ) 0

1 ,( 1)

( / ) sin( ),

( / ).

x n x n n

n n x n

v e m E T kx

x x T k

ν

ν ω

+

+ +

= +

= + −
(14)

Для этого отображения глобальный хаос возникает при условии
2

0( / ) 1K e m E kT= ≥ . (15)

При 1K ≪ , как показано ранее, в фазовом портрете узкие стохастические слои отделены
друг от друга инвариантными кривыми, препятствующими диффузии. Свойства отображения
(14) совсем иные. Наличие слагаемого в у равнениях 2T mω π≠ , где m – целое число, в аргумен-

те синуса уравнений (13), (14) имеет простой физический смысл. Если сделать замену
/x x n T kω= −ɶ , то из (14) следует, что частицы ускоряются. Изменение скорости на одном кон-

формерном толчке равно 0 /T kωω . Поэтому за время t скорость изменится на величину

0 ( / )v t kω ω∆ ∼ , где / kω – фазовая скорость волнового пакета. Ускорение обусловлено тем, что
волна регулярно «подталкивает» частицу. Если положим 0ω = , то есть исключим возможность
постоянного ускорения, то

0Tα ω= . (16)

Введем новые безразмерные переменные 0 0/ , /x yu kv v kv kxω ω= = = . Тогда уравнение (11)

переходит в следующее отображение:
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0

0

( sin )cos sin ,
:

( sin )sin cos

u u K v v
M

v u K v v
α

α α

α α

= + +


= − + +

⌢
, (17)

где индексы n и 1n + для простоты записи опущены, а 0 /K K α= . Отображение Mα

⌢
называет-

ся отображением с подкручиванием на угол α . В безразмерных переменных ,u v гамильтониан
задачи движения (13) при 0ω = имеет вид

2 2
0( ) cos ( ),

2 n

H u v K v n
α

δ τ
∞

=−∞

= + − −∑ (18)

/t Tτ = – безразмерное время и уравнения движения записываются следующим образом:

0 sin ( ),

.

n

du H
v K v n

d v

dv H
u

d u

α δ τ
τ

α
τ

∞

=−∞

∂
= = + −

∂

∂
= − = −

∂

∑
(19)

В переменных , ,u v τ осциллятор имеет частоту α , а толчки следуют через интервалы време-
ни τ∆ = 1. Резонанс в системе возникает тогда, когда за один период колебания осциллятора
2 /π α происходит целое число толчков q . Условием этого является равенство 2 / q qπ α = .

Или
2 /q qα π= . (20)

Резонансное условие (23) эквивалентно следующему 0 2 /q Tω π= . Частота возмущения

равна 2 /Tν π= . Отображение qM
⌢

в этом случае получается из Mα
⌢

, если в (17) подставить зна-

чение (20) для α :

0

0

( sin )cos(2 / ) sin(2 / ),
:

( sin )sin(2 / ) cos(2 / ).
q

u u K v q v q
M

v u K v q v q

π π

π π

= + +


= − + +

⌢
(21)

Рассмотрим некоторые частные случаи для qM
⌢

.

При 1q =  (один толчек конформера)

0
1

sin ,
:

.

u u K v
M

v v

= +
 =

⌢
(22)

Отсюда:

0 0 0 0const , sinnv v u u K n v= = = + . (23)

Отображение 1M
⌢

соответствует случаю основного циклотронного резонанса 0( )vω = , а ре-
шение (20) описывает ускорение вдоль оси x и n играет роль дискретного времени ( /n t T= ).

При 2q =  (двухтолчковая система) имеем из (18)

0
2

sin ,
:

.

u u K v
M

v v

= − −


= −

⌢
(24)

Этот случай соответствует полуцелому циклотронному резонансу. Два последовательных

отображения 2
2 2 2M M M=

⌢ ⌢ ⌢
:

0 02
2

sin 2 sin ,
:

.

u u K v u K v
M

v v v

= − − = +


= − =

⌢

Это выражение совпадает с (19) и поэтому имеет тоже решение (20), описывающее ускоре-
ние частиц. Начиная с 2q > система (21) уже не является интегрируемой и ее анализ усложняет-
ся. Рассмотренные случаи резонанса 1,2q = оказались очень простыми, то есть допускают точ-

ные решения.

Периодическая паутина.

Рассмотрим резонансы с q = 3, 4, и 6. Положим в (21) 4q = :
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4
0

,
:

sin .

u v
M

v u K v

=


= − −

⌢
(25)

Гамильтониан, соответствующий отображению 4M
⌢

, может быть получен из (21):

2 2
4 0

4

( ) cos ( );

/ 4.

n

H u v K v nω δ τ

ω π

∞

=−∞

= + − −

=

∑
(26)

Фазовый портрет отбражения 4M
⌢

приведен на рис. 9. На фазовой плоскости имеется неогра-

ниченная паутина, то есть область стохастической коллоидно-химической динамики, вероятно,
должна выглядеть аналогично. Внутри ячеек паутины основная часть семейства орбит представ-

ляет собой замкнутые периодические траектории, являющиеся сечениями инвариантных торов.

При малых значениях 0K паутина является тонкой и имеет вид, близкий к квадратной решетке. С

ростом 0K область стохастической динамики растет. Размер островков устойчивости внутри
ячеек уменьшается, однако их расположение по-прежнему сохраняет симметрию квадратной ре-
шетки (см. рис. 3).

Внутри каждого из малых островков имеется субструктура, зависящая от значений 0K .

Итерация (25) имеет вид

04
4

0

2 sin ,
:

2 sin .

u u K v
M

v v K u

= +


= −

⌢
(27)

Отображение (27) записано в форме, при которой оно сохраняет меру. Интервал времени

между двумя последовательными шагами отображения 4
4M

⌢
равен 4. Если записать для отобра-

жения (27) соответствующий гамильтониан 4H и соответствующие ему уравнения движения
,u vɺ ɺ :

4
0

4
0

1

1
sin ,

2

1
sin ( ).

2 4

n

i

H
u K v

v

H
v K u n

u

τ
δ

=

∂
= = −

∂

∂
= − = − −

∂ ∑

ɺ

ɺ

(28)

Если выделить в гамильтоновой сумме 4H член с 0n = , то первый член в гамильтониане

4H описывает нелинейные колебания с гамильтонианом (0)
4H :

(0)
4 44 (cos cos ) 2 cos( )cos( )

2 2

u v u v
H v u

+ −
= −Ω + = − Ω (29)

и с частотой 4 0 / 2KΩ = . Второй член в 4H можно рассматривать (по аналогии с (2)) как возму-

щение:

4 4

,
0

cos cos( )
2n

n

V u n
π

τ
∞

=−∞
≠

= −Ω ∑ . (30)

Рис. 9. Отображения оксигидрата циркония с подкручиванием, образование равномерной паутины
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Минимальная частота гармоник, входящих в 4V , равна 4. Поскольку по определению

4 4Ω ≪ , то возмущение является высокочастотным, то его влияние оказывается малым.

Достаточно ограничиться в (30) лишь гармониками с 1n = ± , то есть положить

4 42 cos cos( / 2)V u πτ≈ − Ω . (31)

Движение, описываемое гамильтонианом (29), позволяет получить следующие уравнения
движения:

4 4sin , sinu v v u= Ω = Ωɺ ɺ . (32)

Систему уравнений (35) можно записать в виде одного уравнения
2
4( sin 1/ 2sin 2 ) 0u C u u+ Ω − =ɺɺ , (33)

где величина cos cosC u u= + представляет собой безразмерный интеграл энергии.

Устойчивым положениям равновесия (эллиптическим точкам) соответствуют значения
2. , 2 ( 0, 1,...);C v n u m m n l lπ π= = = + = = ±

неустойчивым положениям равновесия (гиперболические точки) соответствуют значения
0. , 2 1 ( 0, 1,...);C v n u m m n l lπ π= = = + = + = ±

Сепаратрисы, проходящие через гиперболические точки, покрывают фазовую плоскость
квадратной сеткой, определяемой уравнениями

( ) 2 ( 0, 1, ...)v u l lπ π= ± + + = ± (34)

Траектории внутрисепаратрисных ячеек находятся интегрированием уравнений
(32) и (33). Это дает при 2C ≤

[ ]
[ ]

4

4

cos 1/ 2 (1 1/ 2 ) (1 1/ 2 ) ; ,

cos 1/ 2 (1 1/ 2 ) (1 1/ 2 ) ; ,

v C C cd C k

u C C cd C k

τ

τ

= + − + Ω

= − − + Ω
(35)

где (2 ) /(2 )k C C= − + и /cd cn dn= – отношение эллиптических функций Якоби. Траектории,

описываемые системой (32), представляют собой замкнутые орбиты. Период нелинейных коле-
баний равен

4

8
( ) ( ),

(1 / 2)
T C K k

C
=

Ω +
(36)

где ( )K k – полный эллиптический интеграл первого рода. При 2C → из (36) получаем

4(2) 2 /T π= Ω . Учет возмущения (31) приводит к слабой модуляции всей структуры на фазовой
плоскости.

Она хорошо видна на рис.7, 9. Однако наиболее сильное влияние возмущения проявляется
вблизи сепаратрисы, так как приводит к ее разрушению и к образованию стохастической паути-
ны.

Для этого следует рассмотреть высокочастотное возмущение (31), действующее на основное
движение (29). Оно приводит к образованию экспоненциально узкого стохастического слоя тол-

щиной порядка 0exp( const / )K− . Это и есть толщина паутины. Существование неограниченной
паутины имеет те же следствия, что и в случае диффузии Арнольда. Она имеет равномерную
толщину во всем фазовом пространстве и, следовательно, примерно одинаковую скорость диф-
фузии.

Резонансное условие 4 / 2ω π= играет исключительную роль в образовании паутины. Если
это условие не выполняется точно, то уже в нулевом приближении не возникает единой сепарат-
рисной сетки. Внутри ячеек сепаратрисы имеется своя система инвариантных кривых, островков
и сепаратрис. Последние отделены от основной сети инвариантными кривыми. Поэтому фазовый
портрет внутри ячеек во многом напоминает ситуацию в случае, когда применима КАМ-теория.

Вид фазового портрета во многом зависит от величины 0K . Увеличение 0K приводит к умень-

шению ячейки паутины. Одновременно внутри нее происходят бифуркации деления и образова-

ния ожерелий из различного числа островков меньшего размера.

Отображение (20) всегда имеет стационарную нулевую точку ( 0, 0u v= = ). Рассмотрим
матрицу:
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0'

0

cos cos sin
(0,0)

sin cos sin

K
M

K
α

α α α

α α α

+ 
=  − − 

⌢
.

Собственные значения λ матрицы ' (0,0)Mα

⌢
удовлетворяют уравнению:

2 ' 1 0.SpMαλ λ− + =
⌢

Точка (0,0) становится неустойчивой при ' 2SpMα >
⌢

, то есть при 0 2ctg( / 2)K α> .

При 4 / 2α α π= = условие неустойчивости имеет вид 0 2K > . Неустойчивость проявляется в

том, что эллиптическая точка (0,0) превращается в гиперболическую. 0 2K > Одновременно ро-

ждаются две новых эллиптических точки. Это обычная бифуркация удвоения островков (рис. 10).
Внутри островка можно видеть новый стохастический слой, образующийся на месте сепаратри-

сы, проходящей через седло (0,0). Это очень хорошо видно на эспериментально полученном кол-

лоидно-химическом аттракторе, полученном на геле оксигидрата циркония. Бифуркация удвое-
ния не исчерпывает разнообразия бифуркационной картины в отображении (25). При бифуркаци-

ях удвоения возникают и отщепляются ожерелья из островков, соответствующих резонансам вы-

соких порядков.

Выводы

Показано перманентное структурирование оксигидратных систем циркония, перемежаемое
формированием областей равномерной паутины. Установлена близость концепции слабого хаоса
экспериментально обнаруженным нелинейными свойствами оксигидратных гелевых систем, в
которых наблюдается сложная система движения, как линейно-перемещательного и
колебательно-вращательного крупных макромолекулярных образований (микроэлектрофорез),
так и ионного потокового направленного колебательного перемещения внутри или вокруг них.

Это обнаруживается при наблюдении изменений вязкостных характеристик гелей, а также при
обнаружении совершенно замечательного свойства оксигидратных гелей – пульсационного
выплеска ионных потоков.
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Рис. 10. Бифуркация удвоения островков (аттракторов) в результате рождения эллиптических точек в
гелях оксигидрата циркония (получено по результатам токовых выплесков), а также смешанных гелей
кремниевой кислоты и оксигидрата иттрия (получено по измерению динамической вязкости)
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ТЕРМИЧЕСКОЕ РАСШИРЕНИЕ Na2ZnV2O7

А.Н. Чванова, Т.И. Красненко, М.В. Ротермель, В.В. Викторов

Исследовано термическое расширение структуры двойного пирована-

дата натрия-цинка Na2ZnV2O7 в интервале температур 30–600 °С. Показано,

что коэффициенты термического расширения параметров кристаллической

решетки не меняются с ростом температуры. Наблюдается раширение

структуры вдоль оси с, при этом в плоскости a1a2 структура становится бо-

лее компактной. Определена роль ионов натрия в термических деформаци-

ях пированадата цинка.

Одной из наиболее важных служебных характеристик материалов, используемых в совре-
менной технике, является коэффициент термического расширения (ктр). В работе исследовано
термическое поведение двойного пированадата натрия-цинка. Na2ZnV2O7 кристаллизуется в тет-
рагональной сингонии, пр. гр. Р-421m с параметрами a = 8,2711(4) Å, c = 5,1132(2) Å, Z = 2 [1].

Структура Na2ZnV2O7 образована слоями соединённых по вершинам тетраэдров VO4 и ZnO4.
Межслоевое пространство занимают искажённые квадратные антипризмы NaO8. Проекция
структуры Na2ZnV2O7 на различные плоскости представлена на рис. 1.

Политермы параметров элементарной ячейки Na2ZnV2O7 в интервале температур от комнат-
ной до 600 °С приведены на рис. 2. Расширение структуры резко анизотропно, коэффициент тер-

мического расширения (ктр) вдоль оси с на порядок выше, чем вдоль оси а: 68 10 1a Kα −= ⋅ ,

631 10 1c Kα −= ⋅ , 646 10 1V Kα −= ⋅ . КТР остаются неизменными на всем исследуемом интерва-

ле температур.

Расчёт межатомных расстояний M – O, где M = Zn, Na, V, показал, что с ростом температу-
ры они увеличиваются с различными ктр. Наибольшим изменениям подвержены длины связей и
углы, лежащие в плоскости a1a2. Внутри слоя [ZnV2O7] уменьшение межполиэдрических углов
О – Oмост – О, V – O – V и Zn – O – V составляет ~0,5°, что вызывает разворот тетраэдрической
сети в плоскости a1a2 (рис. 3). Увеличение углов между слоями полиэдров Na – O – V и Na – O –
Zn на 0,27 ± 0,03° приводит к вытягиванию структуры вдоль оси с.

Таким образом, высокотемпературные рентгенографические исследования позволили про-

анализировать термические трансформации структуры двойного пированадата натрия-цинка с
точки зрения его полиэдрического представления. Установлено, что расширение кристалличе-
ской решетки Na2ZnV2O7 вдоль оси с происходит за счет термических трансформаций натрий-

Рис. 1. Проекция кристаллической структуры Cd2V2O7 на плоскости а1с (слева) и a1a2 (справа)
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кислородных полиэдров, трансформации структуры в целом обусловлены преимущественными
изменениями цинк-ванадий-кислородной подрешётки.

Работа выполнена при поддержке гранта ректора ЧГПУ профессора Латюшина В.В.
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Рис. 2. Политермы параметров кристаллической решетки Na2ZnV2O7
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ТЕРМИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ФАЗ СИСТЕМЫ Zn2V2O7 – Cu2V2O7

А.Н. Чванова, М.В. Ротермель, Т.И. Красненко,
О.В. Сивцова, В.В. Викторов

Методами дифференциально-термического и высокотемпературного

рентгенофазового анализа исследован фазовый состав системы Zn2V2O7 –

Cu2V2O7 в субсолидусной области. Определены границы областей сущест-

вования твердых растворов на основе всех модификаций пированадатов

меди и цинка, установлен их характер плавления.

В последние годы обнаружены и интенсивно исследуются сложные оксидные соединения с
близким к нулевому и отрицательным коэффициентом объемного термического расширения
(ОКОТР). Их применение возможно в устройствах, работающих в условиях перепада температур
и термических ударов. Однако близкое к нулевому и отрицательное объемное термическое рас-
ширение материалов при температурах выше комнатной и нормальном давлении встречается до-

вольно редко и характеризуется как аномальное. Нами обнаружено, что ОКОТР присущ пирова-

надатам меди Cu2V2O7 и цинка Zn2V2O7. Материаловедческий интерес, как к данным соединени-
ям, так и к твёрдым растворам на его основе определили цель настоящего исследования: изуче-
ние взаимной растворимости пированадатов меди и цинка и термических свойств твёрдых рас-
творов на их основе методами рентгенофазового и дифференциально-термического анализов.

Конгруэнтное плавление Cu2V2O7 происходит, согласно [1], при 780 °С, что не совпадает с
мнением авторов [2], полагающих, что пированадат меди плавится с разложением при 740 °С.

Исследования, проведённые в [3] показали, что в интервале температур от комнатной до 770 °С
пированадат меди кристаллизуется в трех полиморфных модификациях – α-Cu2V2O7, β'-Cu2V2O7

и β-Cu2V2O7, одна из которых, β-Cu2V2O7, является метастабильной и образуется при охлаждении
от температур выше температуры фазового α→β' перехода 715±5 °С. Низкотемпературная α-

модификация пированадата меди принадлежит орторомбической сингонии, пр. гр. Fdd2 [4], вы-
сокотемпературная β'-Cu2V2O7 [3], также как и закалочная β-фаза [5], кристаллизуется в моно-

клинной сингонии, пр.гр. C2/c. Плавящийся конгруэнтно при 890 °С Zn2V2O7, претерпевает фазо-

вый переход I рода при 610±5 °С [6, 7], кристаллизуясь ниже этой температуры в моноклинной
сингонии, пр. гр. С2/с, α-Zn2V2O7 [8], выше – также в моноклинной сингонии, но с пр.гр. С2/m, β-
Zn2V2O7 [9]. Сходство всех структурных модификаций Zn2V2O7 и Cu2V2O7 состоит в том, что ва-

надий-кислородные тетраэдры соединены попарно общим атомом кислорода, причем угол V –

Oмост – V равен 180° для β-Zn2V2O7 (структура тортвейтита), в остальных случаях он меньше раз-
вернутого (структура бихромата калия).

Необходимо отметить некоторые особенности синтеза пированадата меди: однофазные об-

разцы низкотемпературной α-Cu2V2O7 могут быть получены твердофазным способом при изо-

термическом отжиге при температурах, не превышающих температуру фазового α→β' перехода,
с последующим медленным (2°/мин) охлаждением [10–13]. Формирование β-Cu2V2O7 происходит
при быстром охлаждении от температур существования β'-Cu2V2O7 либо предварительно синте-
зированной α-Cu2V2O7, либо прокаленной при 730 – 750 °С в течение 10 часов стехиометриче-
ской смеси оксидов меди (II) и ванадия (V) [5, 12, 14].

Информация о фазовой диаграмме системы Zn2V2O7 – Cu2V2O7 в литературе отсутствует.
Прологом для ее построения могут служить фрагментарные сведения о формировании твердых
растворов на основе исходных ванадатов. Протяжённость твёрдого раствора на основе
α-модификации Cu2V2O7 по данным [15] составляет 7 мол.% Zn2V2O7, область гомогенности
α-Zn2–2xCu2xV2O7 при комнатной температуре ограничена 35 мол.% Cu2V2O7 [16]. Исследования,

проведённые при повышенных температурах показали, что до 700 °С атомы цинка практически
не замещают атомов меди в β-Cu2V2O7, тогда как замещение в α-Zn2V2O7 достигает 85 мол.%

Cu2V2O7 [17]. Дальнейшее повышение температуры приводит к образованию непрерывного твёр-

дого раствора замещения со структурой тортвейтита, пр.гр. С2/с. Однако в [18] показано, что се-
рия твёрдых растворов является непрерывной уже при комнатной температуре. Необходимо от-
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метить, что образцы Cu2–2xZn2xV2O5 в [18] были получены при температурах синтеза выше фазо-

вого перехода при (715±5) °C, расплавлены и затем закалены. Учитывая возможность инконгру-

энтного плавления пированадата меди [2] и твердых растворов на его основе, интерпретация ре-
зультатов авторов [18] может быть неоднозначной. В [17] также сообщается, что плавление об-

разцов твёрдых растворов Cu2–2xZn2xV2O5 сопровождается потерей кислорода.

Синтез образцов твёрдых растворов Cu2–2xZn2xV2O7 осуществляли твёрдофазным методом из
α-Cu2V2O7 и α-Zn2V2O7 при температуре отжига 650 °С. Последние получали из оксидов CuO

(ос.ч.), ZnO (ос.ч.) и V2O5 (ос.ч.), взятых в необходимых пропорциях по описанной выше методи-

ке и [19]. Образцы идентифицировали рентгенографически.

Для определения областей гомогенности твёрдых растворов системы Cu2V2O7 – Zn2V2O7 син-
тезировано 15 образцов с переменным шагом. Шаг 2,5 мол.% был выбран для составов, приле-
гающих к исходным пированадатам и в областях, где, согласно [15–17], проходит граница разде-
ла фаз между бихроматотоподобными структурами. Остальные образцы синтезированы с шагом
10 мол.%.

Согласно данным РФА (рис. 1), при комнатной температуре образцы с содержанием от 2,5 до
30 мол.% Cu2V2O7 принадлежат структуре α-Zn2V2O7. Интервал концентраций от 35 до

92,5 мол. % Cu2V2O7 является обла-

стью гомогенности твёрдого раствора
на основе β-Cu2V2O7. Разрыв смеси-

мости α-модификации Zn2V2O7 и β-
Cu2V2O7 происходит вблизи состава с
содержанием 32±2 мол.% Cu2V2O7.

Образец твёрдого раствора, содержа-
щий 2,5 мол.% Zn2V2O7, кристаллизу-

ется в структуре α-Cu2V2O7.

При нагревании исследуемых об-

разцов твёрдых растворов на кривых
ДТА в области температур 600–650 °С
обнаружены термические эффекты,

величины которых не превышают 10
кДж/моль (рис. 2). Эндотермические
эффекты для составов с 10 и 20 мол. %

Cu2V2O7, кристаллизующихся при
комнатной температуре в структуре
α-Zn2V2O7, наблюдаются при 610 и
612 °С соответственно. ДТА образцов,

содержащих от 40 до 90 мол.%
Cu2V2O7 из области сосуществования
твёрдого раствора на основе
β-Cu2V2O7 показал наличие эндоэф-
фектов с постепенно возрастающей от
602 до 618 °С температурой. На поли-

терме ДТА образца β-Cu2V2O7 обна-
ружен хорошо обратимый эндотерми-

ческий эффект при 628 °С соответст-

вующий, по-видимому, полиморфно-

му превращению β↔β'-Cu2V2O7. Та-
ким образом, допирование пирована-

дата меди катионами Zn
2+

, имеющими
больший радиус, приводит к пониже-
нию температуры фазового β→β' пе-
рехода, соответственно замещение
Zn

2+ катионами Cu
2+ в α-Zn2V2O7 ведёт

к некоторому повышению температу-
ры фазового α→β-Zn2V2O7 перехода.
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Рис. 1. Дифрактограммы образцов твёрдых растворов
системы Cu2V2O7 – Zn2V2O7 при комнатной температуре:

1 – β-Zn2V2O7; 2 – α-Zn2V2O7; 3 – 10 мол. % Cu2V2O7;

4 – 20 мол. % Cu2V2O7; 5 – 30 мол. % Cu2V2O7;
6 – 35 мол. % Cu2V2O7; 7 – 40 мол. % Cu2V2O7;
8 – 50 мол. % Cu2V2O7; 9 – 60 мол. % Cu2V2O7;

10 – 70 мол. % Cu2V2O7; 11 – 80 мол. % Cu2V2O7;
12 – 85 мол. % Cu2V2O7; 13 – 90 мол. % Cu2V2O7;

14 – α-Cu2V2O7; 15 – β'-Cu2V2O7 (740°C in situ); 16 – β-Cu2V2O7
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В предплавильной области на кривой ДТА пированадата меди фиксируется два значитель-

ных по величине (20–50 кДж/моль) эндотермических эффекта при 780±5 и (800±5) °С. Рентгено-

Рис. 2. Результаты термоаналитических исследований твёрдых растворов Cu2–2xZn2xV2O7:
, , – температуры термических эффектов на кривых ДТА,

– величина убыли массы при плавлении
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Рис. 3. Дифрактограмма образца пированадата меди, закалённого от 790 °С
β-Cu2V2O7, Cu3(VO4)2, α-Cu2V2O7, Cu3VO4
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фазовый анализ при комнатной температуре образца расплава Cu2V2O7 закалённого от 790 °С
(рис. 3) позволил идентифицировать следующие фазы: β-Cu2V2O7, Cu3(VO4)2, α-Cu2V2O7, Cu3VO4.

Следовательно, первый эффект (780±5) °С на политерме ДТА Cu2V2O7 соответствует началу ин-
конгруэнтного плавления, а второй (800±5) °С полному исчезновению твёрдой фазы.

Плавление образцов как чистого Cu2V2O7, так и твёрдых растворов на его основе сопровож-

дается необратимой убылью массы, величина которой постепенно уменьшается от 3,35% до нуля
с ростом концентрации пированадата цинка (см. рис. 2), что может быть обусловлено выходом в
газовую фазу компонентов соединения. Потеря массы и наличие двойных эндотермических эф-

фектов на кривых ДТА всех исследованных в настоящей работе твёрдых растворов на основе пи-

рованадата меди позволяет предположить, что они также плавятся с разложением. При плавле-
нии Zn2V2O7 и составов из области твердых растворов на его основе уменьшение массы не на-

блюдается.

Таким образом, в данной работе определены температурные и концентрационные пределы
существования твердых растворов на основе пированадатов меди и цинка, определен характер
плавления как исходных пированадатов, так и твердых растворов на их основе.

Работа выполнена при поддержке фонда РФФИ, проект № 07-03-01-063а.
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УДК 669.02:541.123.3

ФАЗОВЫЕ РАВНОВЕСИЯ В СИСТЕМЕ Fe – Fe3O4 – Fe2GeO4 – Ge∗

С.В.Штин, А.А. Лыкасов

Описаны условия равновесия твердого раствора германия в вюстите с

металлическими фазами системы Fe–Ge и шпинельными растворами. По-

строена фазовая диаграмма системы Fe–Ge–O при температуре 1273 К.

Сведения о фазовой диаграмме системы Fe–Ge–O ограничены. Бинарные системы Fe–Ge,
Fe–O и Ge–O подробно описаны в работах [1–3]. В работе [4] изучена растворимость диоксида
германия в вюстите, определена зависимость равновесного давления кислорода от состава гер-

манийзамещенного вюстита, построены изобары в вюститной области. Работа [5] посвящена ис-
следованию фазовых равновесий в системе Fe–Ge–O в малоизученных областях равновесия
твердых растворов германия в железе (α, ε и β) с вюститным раствором. В этой работе с помо-
щью рентгеноспектрального микроанализа доказано существование твердых растворов и опреде-
лены границы фазовых областей на диаграмме состояния системы Fe–Ge–O в исследуемой об-

ласти. Установлено, что на фазовой диаграмме в исследуемом интервале составов существует
три трехфазные и три двухфазные области с участием металлических фаз.

Исследования равновесий в системе Fe–Ge–O в настоящей работе выполнены методом изме-
рения ЭДС гальванических элементов с твердым кислородпроводящим электролитом при 1100–
1300 К с использованием методов химического, рентгенофазового и микрорентгеноспектрально-

го методов анализа. Сущность метода ЭДС, схема гальванической ячейки и конструкция полу-

элемента подробно описаны в работе [6].

Анализ данных по растворимости диоксида германия в вюстите [4] и результатов исследова-
ний условий равновесия вюститного раствора с сопряженными ему металлическими фазами [5]

позволили определить растворимость германия в вюстите различной степени окисленности. По
пересечению изобар кислорода вюс-
титной области с соответствующими
им конодами областей равновесия
вюститной и металлических фаз оп-
ределены координаты низкокисло-

родной границы вюститной области.

Граница при температуре 1273 К
показана на рис. 1.

При исследовании фазовых рав-

новесий в области существования
шпинельного и вюститного раство-
ров были построены зависимости
ЭДС гальванического элемента от
состава образцов. Из характера по-
лученных зависимостей установле-
но, что в этой системе имеют место
трехфазные равновесия с участием
вюститной и шпинельной фаз. Для
образцов, которые по результатам
электрохимических исследований
являются трехфазными, проведен
электронно-зондовый микроанализ и

обнаружено, что в этих образцах на их поверхности имеются три фазы. По соотношению компо-

нентов в этих фазах были рассчитаны приблизительные значения их составов.

∗ Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ-Урал и губернатора Челябинской области,
грант Г 2007 365
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Рис.1. Низкокислородная граница вюститной области
при температуре 1273 К

2+Sp W

2 4+β+Fe GeOW

Рис. 1. Низкокислородная граница вюститной области
при температуре 1273 К
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Одна из фаз оказалась вюститной фазой (W). Вторая фаза имеет состав, близкий к составу
шпинели 2 4Fe GeO , а третья фаза имеет степень окисленности, как у шпинели 2 4Fe GeO , но со-

держит гораздо меньшее количество германия (~ в 10 раз). Очевидно, это вторая шпинельная фа-
за. Таким образом установлено, что
Fe3O4 и Fe2GeO4 ограниченно рас-
творяются друг в друге, образуя две
шпинельные фазы: одна на основе
Fe3O4 (Sp1), другая – на основе
Fe2GeO4 (Sp2).

По результатам исследования
шпинельных растворов определены
границы фазовых областей двух- и
трехфазных равновесий и построен
фрагмент фазовой диаграммы в этих
областях (рис. 2). Пунктирными ли-

ниями в двухфазных областях прове-
дены коноды. Соответствующие им
давления кислорода даны в подписях
к рисункам.

На фазовой диаграмме системы
Fe–Ge–O вюститная область с высо-

кокислородной стороны граничит с
областями двухфазного равновесия

1+Sp W и 2+Sp W . Если изобары
кислорода вюститной области про-

вести до пересечения с конодами
указанных двухфазных областей, можно определить координаты высококислородной границы
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Рис. 2. Фрагмент фазовой диаграммы в области равновесия
шпинельных растворов при температуре 1273 К

-12,750 (1);

-12,797 (2);

-12,845 (3);

2Olg[ , атм]:P

2+Sp W1+Sp W

1+ 2+Sp Sp W
2 4Fe GeO3 4Fe O

2 4+β+ Fe GeOW

Рис. 2. Фрагмент фазовой диаграммы в области равновесия
шпинельных растворов при температуре 1273 К

c0,001 0,002 0,003

y

1,06

1,08

1,10

1,12

1,14 1
2

3
4

5

6

7

a

W

0

Рис.3. Область гомогенности германийзамещенного вюстита
при температуре 1273 К
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Рис. 3. Область гомогенности германийзамещенного
вюстита при температуре 1273 К
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области гомогенности германийзамещенного вюстита. На рис. 3 приведен фрагмент фазовой диа-
граммы в области существования вюститного раствора при температурах 1273 К.

Рис. 4. Изотермическое сечение диаграммы состояния системы Fe-Ge-O

при температуре 1273 К
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Пересечение высоко- и низкокислородной границ вюститной области дает значение пре-
дельной растворимости германия в вюстите (точка а на диаграмме). При температуре 1273 К
предельная растворимость германия отвечает катионной доле германия в вюститном растворе с =

= 0,0029, степень окисленности такого раствора у = 1,064. Таким образом, при повышении степе-
ни окисленности вюстита до у = 1,064 растворимость в нем германия увеличивается, а затем
уменьшается. С уменьшением температуры растворимость германия в вюстите понижается – при

Рис. 4. Изотермическое сечение диаграммы состояния системы Fe-Ge-O при температуре 1273 К
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1173 К с = 0,0024, причем степень окисленности такого раствора становится более высокой (у =

1,068).

Диаграмма состояния Fe–Ge–O при 1273 К, построенная по литературным данным [1–3] и по
результатам наших исследований, изображена на рис. 4.
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