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Математика
УДК 517.925

СПОСОБЫ ПОЛУЧЕНИЯ РЕЗОНАНСНЫХ РЕШЕНИЙ СИСТЕМ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ «НЕРЕЗОНАНСНЫМИ»
МЕТОДАМИ

А.В. Геренштейн, Е.А. Геренштейн

Рассматривается система нелинейных дифференциальных уравнений с
периодическими правыми частями. Предлагается метод получения перио-
дических решений в резонансном случае.

Ключевые слова: обыкновенные дифференциальные уравнения, периодиче-
ские решения, резонанс.

Введение
В работе [5] рассматривались методы нахождения T -периодических решений системы

обыкновенных дифференциальных уравнений вида:

( ) ( )
dx

A t x f x t
dt

= + , , (1)

где x – искомый n -мерный вектор; ( )f x t, – заданная n -мерная вектор-функция, ( )A t – квад-

ратная матрица порядка n . Для определенности считаем, что ( )A t и ( )f x t, непрерывны в облас-

ти своего определения, причем по аргументу t они непрерывны на всей числовой прямой и
удовлетворяют условиям:

( ) ( ) ( ) ( )A t T A t f x t T f x t+ = , , + = , . (2)

Пусть ( )P t – фундаментальная нормированная матрица решений системы

dx
Ax

dt
= , (3)

т.е.

( ) ( ) ( )
d

P t A t P t
dt

= , (4)

(0) ( )P E единичная матрица= , (5)

det ( ) 0P t ≠ , (6)

Обозначим
( )TP P T= . (7)

В нерезонансном случае множество T -периодических решений системы дифференциальных
уравнений (1) совпадает с множеством T -периодических решений системы интегральных урав-

нений:

1 1( ) ( )( ) ( ) ( ( ) )

t

T

t T

x t P t E P P f x dτ τ τ τ− −

−

= − , .∫ (8)

В нерезонансном случае матрица TE P− не вырождена.

В работе [5] установлены некоторые достаточные условия существования и единственности
T -периодического решения системы (8), связанные с сжимаемостью интегрального оператора в
правой части этой системы, и предложен алгоритм численного получения такого решения.

Резонансным случаем называется факт существования T -периодических решений систе-
мы (3), т.е. случай вырожденности матрицы TE P− .

1. Редукция резонансного случая к нерезонансному
В случае резонанса и в околорезонансном случае (когда определитель матрицы TE P−

близок к нулю) достаточные условия существования решения системы (8) не выполняются.
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В работе [5] получена система интегральных уравнений, соответствующая резонансному случаю,

однако, решение такой системы связано с аппаратом теории неявных функций, что затрудняет
дальнейшие теоретические и практические разработки. Но, тем не менее, за счет неких приемов
удается получить периодические решения таких систем с помощью «нерезонансных» методов.

Вместо системы (1) рассмотрим систему:

( ) ( )
dx

B t F x t
dt

= + , , (9)

где
( ) ( ) ( )F x t f x t A B x, = , + − , (10)

а для фундаментальной нормированной матрицы ( )Q t однородной системы

( )
dx

B t x
dt

= (11)

выполнялось бы условие:
det( ( )) 0E Q t a| − |≥ > . (12)

Пусть ( )q t – монотонно возрастающая дифференцируемая функция, определенная на всей
числовой прямой, причем, (0) 0q = , ( )S S t= – невырожденная квадратная матрица, элементы
которой дифференцируемы на всей числовой прямой. Положим

1( ) ( ) ( ( )) (0)Q t S t P q t S −= . (13)

Тогда матрица ( )B t примет вид:

1 1( )
( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )

dq dS t
B t S t A q t S t S t

dt dt

− −= + . (14)

Действительно:
1 1(0) (0) (0) (0) (0) (0)Q S P S S ES− −= = ,

1 1( ) ( ( )) ( )
( ( )) (0) ( ) (0)

dQ dS t dP q t dq t
P q t S S t S

dt dt dt dt

− −= + =

1 1( ) ( )
( ( )) (0) ( ) ( ( )) ( ( )) (0)

dS t dq t
P q t S S t A q t P q t S

dt dt

− −= + =

1 1 1( ) ( )
( ( ) ( ) ( ( )) ( ) ) ( ) ( ( )) (0) ( ) ( )
dS t dq t

S t S t A q t S t S t P q t S B t Q t
dt dt

− − −= + = .

При этом матрицу ( )S t и функцию ( )q t надо выбрать так, чтобы матрица ( )B t была T -

периодической.

Например, если 0 ( )S t – T -периодическая матрица, ( )tω – T -периодическая функция, то
можно положить:

1

0

( )

0( ) ( )

d

S t e S t

ω τ τ∫
= , (15)

1

0

( )
1

0 0( ) ( ) ( ) (0)

d

Q t e S t P t S

ω τ τ
−

∫
= . (16)

Тогда

1 10
0 0 0

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

dS t
B t S t A t S t t E S t

dt
ω− −= + + (17)

(здесь E – единичная матрица).

Если при этом A – постоянная матрица, то для любого положительного числа λ можно по-

ложить:
1

0

( )
1

0 0( ) ( ) ( ) (0)

d

Q t e S t P t S

ω τ τ

λ −
∫

= , (18)

тогда

1 10
0 0 0

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

dS t
B t S t A t S t t E S t

dt
λ ω− −= + + . (19)
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Если матрица ( )E P T− вырождена, то выполнение условия (18) достигается, в основном, за
счет того, что ( )q T T≠ .

Рассмотрим как работает данный метод на простом примере системы двух уравнений.

2. Пример. Рассматривается система:

1
( )

x y

y x f x t

ω

ω
ω

= ,



= − + , ,

ɺ

ɺ
(20)

где
( 2 ) ( )f x t f x tπ, + = , . (21)

Фундаментальная нормированная матрица системы (20):
cos sin

( )
sin cos

t t
P t

t t

ω ω

ω ω

 
= , − 

матрица коэффициентов линейной части системы:

0

0
A

ω

ω

 
= . − 

Если ω не является целым числом (нерезонансный случай), то периодические решения сис-
темы (20) совпадают с периодическими решениями системы интегральных уравнений:

2

2

1
( ) ( ( ) )cos( ( ))

2 sin

1
( ) ( ( ) )sin( ( ))

2 sin

t

t

t

t

x t f x t d

y t f x t d

π

π

τ τ ω τ π τ
ω ωπ

τ τ ω τ π τ
ω ωπ

−

−


= , − − ,



 = − , − − .


∫

∫
(22)

Если ω близко к целому числу, то знаменатель в правых частях системы (22) близок к нулю,

и итерационный процесс оказывается расходящимся.

1. Первый подход. Если ω близко к целому числу, то можно выбрать некоторое число ω

(близкое к полуцелому значению) и применить следующую процедуру:
1) Производим замену:

( ) 1 0

0

x x

y y
ω

ω

   = ,     
ɶ

в результате которой система (20) принимает вид:

2
1

( )

x y

y x f x t

ω

ω

ω ω

=



=− + , .


ɺ ɶ

ɶ

2) Полагаем ( )( )q t tω ω= ɶ ,
cos sin

( )
sin cos

t t
Q t

t t

ω ω

ω ω

 
=  − 

.

В итоге, вместо системы (20) рассматривается система

221
[( ) ( )]

x y

y x x f x t

ω

ωω ω
ω

=



=− + − + ,

ɺ ɶ

ɶ
(23)

(при этом по сравнению с системой (20) y yω ω= .

Система интегральных уравнений принимает вид:

22

2

2 2

2

1
( ) ( ( ( ) ) ( ) ( ))cos ( )

2 sin

1
( ) ( ( ( ) ) ( ) ( ))sin ( )

2 sin

t

t

t

t

x t f x x t d

y t f x x t d

π

π

τ τ ω τ ω τ π τω
ω ω π

ωτ τ ω τ ω τ π τ
ω ω π

−

−

= , + − − −

= − , + − − − .

∫

∫ɶ

(24)
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Ввиду наличия в правых частях системы (24) слагаемого 2 2( ) ( )xω ω τ− методы оценки пра-

вых частей, которые применялись для нерезонансного случая в работе [5], теперь оказываются
неэффективными.

2. Второй подход. В этом случае также выбирается число ω , близкое к полуцелому, и сис-
тема (20) записывается в виде

( )

1
( ) ( )

x y y

y x x f x t

ω ω ω

ω ω ω
ω

= − − ,



= − + − + , .

ɺ

ɺ
(25)

Система интегральных уравнений принимает вид:

2

2

2

2

2

2

1
( ) (( ( ( ) ) ( ) ( ))

2 sin

cos ( ) ( ) ( )sin ( )

1
( ) (( ( ( ) ) ( ) ( ))

2 sin

sin ( ) ( ) ( )cos ( )

t

t

t

t

x t f x x

t y t d

y t f x x

t y t d

π

π

ω
ωτ τ ωω τ

ω ω π ω

ω τ π ωω τ ω τ π τω

ω
ωτ τ ωω τ

ω ω π ω

ω τ π ωω τ ω τ π τω

−

−


= + − ×


 × − − + − − − ,


 = − + − ×



× − − − − − − .

∫

∫

(26)

Численный эксперимент показал, что более сильным является первый подход. С помощью
первого подхода решение с заданной точностью получалось за меньшее число итераций, чем при
использовании второго подхода. И если решение системы можно было получить вторым подхо-
дом, то первый тоже оказывался сходящимся, а наоборот – не всегда. Однако встает вопрос о на-

хождении условий, гарантирующих существование и единственность решения.
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ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ СОЛИТОНЫ В ДВУХЦЕПОЧЕЧНОЙ МОДЕЛИ
ДНК

Ф.К. Закирьянов, С.Р. Хамзин, К.Р. Юлмухаметов

Рассмотрена математическая модель нелинейной динамики ДНК. По-
лучены солитонные решения, описывающие конформационные изменения
в процессе функционирования ДНК. Проведено сравнение аналитических
решений с результатами численного эксперимента.

Ключевые слова: ДНК, нелинейная динамика, топологические солитоны.

Интенсивные исследования последних десятилетий показали, что в нелинейных системах
различной физической природы возможны коллективные возбуждения в виде нелинейных уеди-

ненных волн – солитонов. Уединенные волны обладают рядом замечательных свойств, сбли-

жающих их с частицами – сохранение формы и скорости движения после взаимодействия. Они
активно применяются для описания различных кооперативных эффектов в нелинейных динами-
ческих системах, в том числе молекулярных цепочках, например, таких как ДНК [1, 2]. Особый
интерес представляют квазилинейные молекулярные цепочки, характеризуемые как геометриче-
ским ангармонизмом, так и ангармонизмом потенциала междоузельного взаимодействия. Учет
этих факторов приводит к моделям, описываемым системами нелинейных дифференциальных
уравнений, решение которых крайне сложно получить аналитическими методами. Это приводит
к необходимости разработки методов компьютерного эксперимента для исследования динамики
подобного рода систем.

В работах [3, 4] изучена динамика топологических солитонов, описывающих образование
открытого состояния двойной спирали ДНК. Показано, что в двойной спирали ДНК могут появ-

ляться четыре типа топологических солитонов (см. рис. 4 из [3]). Изучены взаимодействия между
солитонами, их взаимодействие с неоднородностями цепи и устойчивость солитонов по отноше-
нию к тепловым колебаниям. Основным методом работ [3, 4] был вычислительный эксперимент
с использованием дискретной модели ДНК, основанный на разработанной авторами вариацион-
ной технике для нахождения солитонов. Вместе с тем такие же решения можно получить и ана-

литически для модели цепочек в континуальном приближении.

В данной работе использовали дискретную модель ДНК [3, 4], основанную на модели Инг-
лэндера [2]. На рис. 1 схематически представлена часть данной модели. Белые и черные прямо-
угольники соответствуют парам оснований AT или GC, а линии – скелету двойной спирали. Га-

мильтониан для этой модели имеет следующий вид:

( ) 1,1 ,1 1,2 ,22 2 2 2
1 ,1 2 ,2 1 2 ,1 ,2

1
sin sin ( , )

2 2 2

n n n n
n n n n

n

H I I V
ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ε ε ϕ ϕ
+ +− − 

= + + + + 
 

∑ ɺ ɺ ,

где ,1 ,2 1 ,1 1 ,2( , ) (1 cos ) (1 cos )n n n nV k kϕ ϕ ϕ ϕ= − + − 2 ,1 ,2(1 cos( ))n nk ϕ ϕ+ − − .

Здесь ,1nϕ и ,2nϕ – углы поворота азотистых оснований в п-х узлах первой и второй цепочки

соответственно, 1I и 2I – моменты инерции оснований первой и второй цепочки соответственно,

1ε и 2ε – коэффициенты упругой связи, 1k и 2k – жесткость взаимодействия соседних основа-

ний в одной и разных цепочках соответственно.

В основе численного метода поиска солитонного решения лежит нахождение условного ми-
нимума для лагранжиана системы с соответствующими граничными условиями [3, 4]:

1,1 ,1 1,2 ,2

,1 ,1 ,1 ,2

,

, .N N

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

−∞ −∞

∞ ∞

= =

= =
Найденные точки минимума служат начальными точками для решения системы уравнений

движения. Решалась система дифференциальных уравнений второго порядка (задача Коши)
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n nn
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dt

Hd
I

dt

ϕ ϕϕ

ϕ

ϕ ϕϕ

ϕ

∂
= −

∂

∂
= −

∂

( 0, 1, 2...).n = ± ±

Интегрирование уравнений движения проводи-
лось с помощью неявного метода Розенброка 2-го по-

рядка точности.

Кроме численного анализа дискретной модели на-

ми был проведен и теоретический анализ возможности
получения решений с использованием теории возму-

щений. В континуальном приближении с учетом дис-
персии длинноволновых колебаний динамика модели
описывается системой двух нелинейных дифференци-

альных уравнений в частных производных:
4 4

2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 2sin sin( ) 0

12 2
yyyy y yy yy

a a
I aττϕ ε ϕ ϕ ϕ ϕ κ ϕ κ ϕ ϕ

 
− − + + + − =  

 
,

4 4
2 2

2 2 2 2 2 2 2 1 2 2 1 2sin sin( ) 0
12 2

yyyy y yy yy

a a
I aττϕ ε ϕ ϕ ϕ ϕ κ ϕ κ ϕ ϕ

 
− − + + − − =  

 
.

Коэффициенты перед членом с высшей дисперсией 1yyyyϕ и членом, содержащим нелинейность

по пространственным производным,
2
2 2y yyϕ ϕ при малых скоростях являются малыми. С увеличе-

нием скорости характерный размер кинков, определяемых уравнением sin-Гордон, уменьшается.

В этом случае роль указанных слагаемых будет возрастать и особенно сильно проявляться имен-

но вблизи предельной скорости солитона.

Для упрощения теоретических выкладок нами рассмотрена модель однородной молекулы
ДНК, состоящей из двух одинаковых цепочек, где для простоты полагается 1 2I I I= = ,

1 2ε ε ε= = . Система классических уравнений движения после перехода к новым временным и

пространственным переменным путем замены 1t I kτ = и 1y x a kε= принимает вид:

21 1
1 1 1 1 1 1 1 2sin sin( ) 0

12 2
tt xx xxxx x xx

κ κ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ α ϕ ϕ

ε ε
− − + + + − = ,

21 1
2 2 2 2 2 2 1 2sin sin( ) 0

12 2
tt xx xxxx x xx

κ κ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ α ϕ ϕ

ε ε
− − + + − − = ,

где безразмерный параметр 2 1k kα = .

Покажем теперь, что рассматриваемая система уравнений допускает аналитические решения,

подобные полученным в работе [3] в ходе численного эксперимента.
Решения будем искать в виде ряда

1 0 1 2 2 0 1 2..., ...,ϕ ϕ ψ ψ ϕ ϕ ν ν= + + + = + + +
где 0ϕ – решение системы, не учитывающей взаимодействие цепочек. Без учета взаимодействия
цепочек (при 0α = ) рассматриваемая система приводит к известному уравнению sin-Гордон, ре-
шение которого в виде 2π -кинка имеет вид

0 4arctg exp( )zϕ = ,

где 2 1 2(1 )z s ξ−= − , s – скорость солитона, x stξ = − . Подставляя решение в виде ряда в рас-

сматриваемую систему, получим в первом приближении уравнения для возмущений 1ψ и 1ν :

21 1
1 1 1 0 0 0 0cos 0

12 2
xxxx x xx

κ κ
ψ ψ ψ ϕ ϕ ϕ ϕ

ε ε
′′− + − + =ɺɺ ,

21 1
1 1 1 0 0 0 0cos 0

12 2
xxxx x xxv v v

κ κ
ϕ ϕ ϕ ϕ

ε ε
′′− + − + =ɺɺ ,

Рис. 1. Фрагмент двойной спирали ДНК,
состоящей из трех пар оснований вида GC
или (АТ). Расстояние между основаниями
вдоль цепи а = 3.4 Å, расстояние между це-

пями h = 16.15 Å [3, 4]
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Рис. 2. Вид стационарных солитонов с тополо-
гическим зарядом q = (1, 1) при различных зна-

чениях безразмерной скорости солитона

Рис. 3. Вид стационарного солитона с тополо-
гическим зарядом q = (1, 1) при скорости

s = 0,592. К = 0,234 Н/м. Ширина 27 звеньев в каж-
дой цепочке. Тип оснований GC

Рис. 4. Вид стационарного солитона с топологи-
ческим зарядом q = (1, 1) при скорости s = 0,804.

К = 0,234 Н/м. Ширина 25 звеньев в каждой цепоч-
ке. Тип оснований GC

где 2
0cos 1 2 ch zϕ = − . Полученная система уравнений имеет следующее решение:

1 1 1
1 2 2 2 2

2

th 15 th

ch ch24 (1 ) 12 (1 )(1 )ch
2

ikzC z ik z
e dk

kz zs sk

κ κ
ψ

πε ε

+∞

−∞

−
= − +

− −+
∫ ,

2 1 1
1 2 2 2 2

2

th 15 th

ch ch24 (1 ) 12 (1 )(1 )ch
2

ikzC z ik z
e dk

kz zs sk

κ κ
ν

πε ε

+∞

−∞

−
= − +

− −+
∫ ,

где 1C и 2C определяются из условия разрешимости уравнений для возмущений второго порядка

малости (в нашем случае 1 0C = и 2 0C = ). Эти константы определяют сдвиг кинков друг относи-

тельно друга. В нашем приближении этот сдвиг не удается получить аналитически. Таким обра-

зом, взаимодействие цепочек изменяет только форму кинка.

Общий вид полученного решения представлен
на рис. 2 и качественно соответствует случаю (е) на
рис. 4 [3]. Заметим, что при приближении скорости
солитона к предельной ( 1s → ) теория возмущений
дает большие погрешности.

Солитонное решение задачи можно охарактери-

зовать топологическим зарядом q = (q1, q2), где

, ,( ) 2i i iq ϕ ϕ π∞ ∞= − ( 1,2)i = является целым числом

( 0, 1, 2,...)iq = ± ± . Для нахождения солитонного
решения с топологическим зарядом q нужно решить
задачу на минимум с граничными условиями:

,1 ,2 ,1 1 ,2 20, 2 , 2q qϕ ϕ ϕ π ϕ π−∞ −∞ ∞ ∞= = = = .

При компьютерном моделировании стационар-

ных солитонов с топологическим зарядом q = (1, 1)

получены результаты, представленные на рис. 3.
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Рис. 5. Зависимости энергий стационарных
солитонов с топологическими зарядами q = (1,
1) – Е1, q = (1, –1) – Е2 и q = (1, 0) – Е3 от безраз-

мерной скорости s (k1/ε = 0,1, α = 0,1)
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Рис. 6. Графики зависимости безразмерной энергии то-

пологического солитона (Е) от безразмерной скорости
(s), для оснований GC

Видно, что происходит сдвиг кинков между двумя цепочками, то есть в одной из цепи кинк
уходит немного вперед относительно другого кинка. Анализ показывает, что такой сдвиг проис-
ходит не при всех параметрах цепочки и скоростях уединенной волны, в частности, можно задать
параметры таким образом и выбрать скорость солитона так, что сдвиг будет отсутствовать на
всем протяжении движения солитона по цепи (рис. 4). Данный сдвиг объясняется неоднородно-

стью цепи – у разных пар азотистых оснований различные параметры взаимодействия, масса и
инерция, которые влияют на повороты углов в цепи. В случае теоретического исследования
сдвиг отсутствует, так как рассматривалась только однородная цепочка (рис. 2). Представленная
на рис. 4 динамика кинков без сдвига, имеет хорошее соответствие с аналитическими результа-

тами.
Зависимость энергии топологического солитона q = (1, 1) от его скорости, полученная анали-

тически, представлена на рис. 5 (Е1). В ходе численного эксперимента была получена зависи-

мость безразмерной энергии топологического солитона (Е) от безразмерной скорости (s) для всех
трех интересующих нас типов топологических зарядов q = (1, 1) , q = (1,0) и q = (0, 1), которая
представлена на рис. 6.

Видно, что графики зависимости безразмерной энергии от безразмерной скорости для топо-

логических солитонов q = (1, 0) и q = (0, 1) практически совпадают, так же как и при аналитиче-
ском решении.

Для получения аналитических решений, описывающих солитоны с топологическим зарядом
q = (1, –1), используем разложение

1 0 1 2 2 0 1 2..., ...,ϕ ϕ ψ ψ ϕ ϕ ν ν= + + + = − + + +
при этом в первом приближении получим для возмущений следующую систему уравнений:

21 1
1 1 1 0 0 0 0 0cos sin(2 ) 0

12 2
xxxx x xx

κ κ
ψ ψ ψ ϕ ϕ ϕ ϕ α ϕ

ε ε
′′− + − + + =ɺɺ ,

21 1
1 1 1 0 0 0 0 0cos sin(2 ) 0

12 2
xxxx x xxv v v

κ κ
ϕ ϕ ϕ ϕ α ϕ

ε ε
′′− + − + − =ɺɺ .

Её решение в виде стационарных волн имеет вид

1 1
1 2 2 2 2

2

15 th th
2

ch12 (1 ) 24 (1 ) (1 )ch
2

ikzz z ik
e dk

kzs s k

κ κ
ψ α α

πε ε

+∞

−∞

    −
= − + −   

− −    +
∫ ,

1 1
1 2 2 2 2

2

15 th th
2

ch12 (1 ) 24 (1 ) (1 )ch
2

ikzz z ik
e dk

kzs s k

κ κ
ν α α

πε ε

+∞

−∞

    −
= + − +   

− −    +
∫ .
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В итоге 1ϕ и 2ϕ имеет солитонные решения с топологическим зарядом q = (1, –1), представ-

ленные на рис. 7 и качественно соответствующие случаю (ж) на рис. 4 [3]. Зависимость энергии
топологического солитона q = (1, –1) от скорости солитона представлена на рис. 5 (Е2).

Рис. 7. Вид стационарного солитона с топологическим зарядом q = (1,–1)

для значения безразмерной скорости s = 0,9

Решения, полученные численно, и представленные на рис. 8, имеют качественное сходство с
аналитическими решениями (рис. 7). Отличие их связано с упомянутым выше влиянием неодно-

родности цепочек, приводящим к расхождению кинков с течением времени.

Рис. 8. Вид стационарного солитона с топологическим зарядом q = (1,–1), в разное время численного экспе-
римента (t – время в программе). Скорости s = 0,898. К = 0,234 Н/м. Ширина 32 звена в каждой цепочке. Тип осно-
вания GC. Солитон движется справа налево

Солитоны с топологическими зарядами q = (1, 0) и q = (0, 1) будем считать практически эк-

вивалентными, поскольку они соответствуют одной физической ситуации распространения кин-

ка по одной цепочке, сопровождаемого малым возмущением по другой цепочке. Отличие будет
только в значениях энергий рассматриваемых солитонов. Решение рассматриваемой модели в
данном случае ищется в виде разложения:

1 0 1 2 2 1 2..., ...,ϕ ϕ ψ ψ ϕ ν ν= + + + = + +
В первом приближении для возмущений 1ψ и 1ν имеем систему уравнений:
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Рис. 9. Вид стационарного солитона с топологиче-

ским зарядом q = (1,0) для значения безразмерной
скорости s = 0,9

Рис. 10. Вид стационарного солитона с топо-

логическим зарядом q = (1,0) при скорости s =
0,901. К = 0,8714 Н/м. Ширина 19 звеньев цепи.

Тип основания GC

21 1
1 1 1 0 0 0 0 0cos sin( ) 0

12 2
xxxx x xx

κ κ
ψ ψ ψ ϕ ϕ ϕ ϕ α ϕ

ε ε
′′− + − + + =ɺɺ ,

21 1
1 1 1 0 0 0 0sin( ) 0

12 2
xxxx x xxv v v

κ κ
ϕ ϕ ϕ α ϕ

ε ε
′′− + − + − =ɺɺ .

Полученная система уравнений имеет следующее решение:

1 1
1 2 2 2 2

2

3 th 1 th

ch 22 (1 ) 24 (1 ) (1 )ch
2

ikzz z ik
e dk

kzs s k

κ κ
ψ α

πε ε

+∞

−∞

  −
= − + 

− −  +
∫ ,

( )1 1
1 2 2 2 2

3 th
2 sh ln(2ch ) ch

ch6 (1 ) 6 (1 )

z
z z z z

zs s

κ κ
ν α

ε ε

 
= + − − 

− − 
.

Таким образом, взаимодействие цепочек изменяет только форму кинка, вид которого пред-

ставлен на рис. 9, качественно соответствующем случаям (а–г) на рис. 4 [3]. Численное модели-

рование (рис. 10) указывает на хорошее качественное соответствие с полученными аналитически
результатами. Зависимости энергии топологического солитона q = (1, 0) от его скорости, полу-

ченные аналитически и численно представлены на рис. 5 (Е3) и рис. 6.

Таким образом, теоретический анализ рас-
сматриваемой модели однородной ДНК показал,

что в системе могут быть решения в виде солитонов
со следующими топологическими зарядами:

1) q = (1, 0) (или q = (0, 1)) (по одной цепочке
распространяется возмущенный кинк, а по второй
цепочке – малое возмущение), соответствующие локальным движениям, возникающим при
транскрипции ДНК;

2) q = (1, 1) (по двум цепочкам распространяются в одном направлении и с одинаковыми
скоростями два одинаковых возмущенных кинка), который соответствует переходу ДНК из од-

ного конформационного состояния в другое;
3) q = (1, –1) (по двум цепочкам распространяются кинк и антикинк), который описывает

процесс репликации ДНК.

Получены зависимости энергии топологических солитонов от безразмерной скорости s .

При этом энергетически наиболее выгоден солитон с топологическим зарядом q = (1, 0) (рис. 5,
6). Проведено сравнение результатов численного и аналитического решений. Результаты показы-

вают, что решения, полученные аналитическим методом и численным экспериментом, имеют
качественное сходство.
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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ ФУНКЦИЙ ЛЮСТЕРНИКА

А.В. Кочнев
Рассмотрена связь функций Люстерника и специального случайного

процесса на локально-компактной группе. Получена предельная теорема
для этого процесса. Получен главный член асимптотического разложения
функций Люстерника.

Ключевые слова: асимптотические разложения, специальные функции, пре-
образование Фурье

I. Обозначения и определения. Нам будет удобно в дальнейшем для сокращения записи исполь-

зовать следующие обозначения:

1

, ,... , , ... , , ( ) .iyn n y
i i

ii
n

x

x y z x x x S x x

x

 
 ∈ ∈ = = = 
 
 

∑∏ℝ ℂ

Пусть
1 1

... , ... , ,i j

n n

k A

k A k A

k A

   
   = = ∈   
   
   

ℤ . Определим функции ( )kG z следующим образом:

1 1
1

1 1

...
( ) , .

( )! ( )! ... ( )!

n nk mA k mAk mA
n

k i
n nm m Z

z zz
G z z

k mA k mA k mA

+ ++

∈ ∈

⋅ ⋅
= = ∈

+ + ⋅ ⋅ +∑ ∑
ℤ

ℂ (1)

Функции (1), впервые определенные в [1], называются функциями Люстерника и являются
широким обобщением классических специальных функций математической физики – цилиндри-

ческих функций, в частности функций Бесселя, функций параболического цилиндра и др.

Пусть 1{ }n
i ie = – базис в аддитивной группе n

ℝ . Рассмотрим случайное блуждание, задаваемое
однородной переходной функцией ( , )P x y :

1

,
, : ( , ) (0, ) , 1

0,

n
j jn

j
j j

p y x e
x y P x y P y x p

y x e =

− =∀ ∈ = − = = − ≠
∑ℝ (2)

и рандомизованное пуассоновским процессом с параметром λ – количество Nτ переходов за
время τ дается соотношением

( )
{ } , 0, 1,...

!

s

P N s e s
s

λτ
τ

λτ−= = = . (3)

n
ℝ – абелева группа относительно операции сложения. Пусть nA∈ℝ – элемент с целыми коор-

динатами, { | }AH tA t= ∈ℤ – подгруппа, /n
AHℝ – факторгруппа. Элементами /n

AHℝ являются

«прямые» { }: , ,k n
AH r r k tA k t= = + ∈ ∈ℝ ℤ .

Случайное блуждание (2) – (3) индуцирует рандомизованное случайное блуждание на фак-

торгруппе /n
AHℝ с переходной функцией:

1

, :
*( , ) , 1

0,

n
j jk r

A A j

j

p m k r mA e
P H H p

в противном случае =

∃ ∈ − − == =


∑
ℤ

. (4)

Пусть ( )kP Hτ вероятность для индуцированного случайного блуждания за время τ попасть

из начала координат в k
AH . Известно [3], что

( )
( ) ( ).

( )!

k mA

k k

m

p
P H e e G p

k mA

λτ λτ
τ

λτ
λτ

+
− −

∈

= =
+∑

ℤ

(5)

II. Преобразование Фурье распределений. Далее везде предполагается, что, по крайней
мере, одна из компонент целочисленного вектора A равна 1.
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Если ( )F g – распределение на группе G , то его характеристическая функция, как известно
(например, [5]), дается соотношением

( ) ( ) ( )ig ig

G

M e e F dgθ θϕ θ = = ∫ .

Распределение на фактор группе /n
AHℝ , порожденное рандомизованным случайным

блужданием, является распределением случайной суммы1 Nτ независимых слагаемых

1 2 ... NY X X X
τ

= + + + ,

каждое из которых имеет одно и то же распределение (4).
Характеристическая функция распределения рандомизированного блуждания на фактор

группе /n
AHℝ дается соотношением ([6], с. 576)

( ) ( ( )),Pϕ θ φ θ=
где ( )P s – производящая функция рандомизирующей величины Nτ . Так как в нашем случае это
распределение Пуассона, то

( )

0

( )
( ) ( ) exp[ ( ( ) 1)].

!

k
k

k

e e e
k

λτ λτ λτ ϕ θλτ
ϕ θ φ θ λτ ϕ θ

∞
− − ⋅

=

 
= = ⋅ = −  

 
∑ (9)

Найдем характеристическую функцию ( )φ θ распределения (4).

Для упрощения дальнейших выкладок сделаем линейное преобразование, переводящее A в
последний базисный вектор ne . Распределение одного слагаемого в соответствии с переходной
функцией (2) будет иметь вид:

1{ } , { } , 1,..., 1, ... 1,n i i nP q p P e p i n p pξ ξ= = = = = − + + = (6)

где 1 2( , ,...,1)q A A= − − .

В новых координатах подгруппа AH – ось ne . В качестве представителей смежных классов

можно выбрать элементы, у которых 0 1nx≤ < , а точки 1 2( , ,...,0)x x и 1 2( , ,...,1)x x склеены. Таким

образом, факторгруппа /n
AHℝ эквивалентна 1 [0;1]n− ×ℝ .

Распределение слагаемого kX примет вид

1{ } , { } , 1,..., 1, ... 1.
iq n e i nP H p P H p i n p pξ ξ= = = = = − + + = (7)

Преобразование Фурье распределения (7) есть:

1 1 1 1 11

1

( ... )
1 1

[0;1]

( ) ( ) ... , , 1, 1,n n n

n

i i A Aii t
n je P dt e p e p e j n

θ θ θθθφ θ θ− − −

−

− − −
−

×

= = + + + ∈ = −∫
ℝ

ℝ (8)

III. Теорема обращения. Заметим, что ( )ϕ θ раскладывается в ряд Тейлора:

1
2 2

1 1 1 1 1 1 1 1

1

1 1 1
2 2

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

1 1
( ) (1 ...) (1 ( ... ) ( ... ) ..)
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( ( ... ) ) ( ( ... ) ) ...
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p i p A A p p A A p
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θ θ θ θ θ θ
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=

− − −

− − − −
= = =

= + − + + + − − − − − − − + =

= + + − − − − + − − − +

∑

∑ ∑ ∑
(10)

Введем обозначения 1 1 1 1( ,..., )n n n np A p p A pρ − −= − − . Рассмотрим преобразование Фурье век-

тора
1

N

i

i

τ

τη ξ λτρ
=

 
= −  

 
∑ :

0( ) exp[ ( ( ) 1)].e iλτρθψ θ λτ ϕ θ ρθ−= = − − (11)

Отсюда
1

1 1 1 1

2 1

( ) 1 ( ( ... ) ).
!

s n
s s

j j n n n

s j

i
i p p A A

s
ϕ θ ρθ θ θ θ

∞ −

− −
= =

− − = + + +∑ ∑ (12)

1 Т.е. суммы случайного – в рассматриваемом случае пуассоновского – числа слагаемых.



Кочнев А.В. Асимптотические разложения
функций Люстерника

Серия «Математика, физика, химия», выпуск 12 17

Для характеристической функции случайного вектора 1

N

i

i

τ

τ

ξ λτρ

ζ
λτ

=

 
−  

 =
∑

получаем:
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При λτ → ∞ имеем
1
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1 1 1 1

1

1
( ) exp ( ... ) .

2

n

j j n n n

j

p p A Aω θ θ θ θ
−

− −
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∑∼

Справедливо утверждение ([2]).

Теорема. Пусть случайная величина ξ - дискретное распределение на решетке с шагом по

осям 1,..., nh h и одним из узлов 0 1( ,..., )nb b b= . Тогда вероятности
1 2, ,..., nk k k kp p= того, что век-

тор ξ примет значение 0 1 1 1( ,..., )n n nb b k h b k h= + + , могут быть получены из соотношения:
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где ( )ϕ θ преобразование Фурье для ξ .

Рассмотрим теперь вектор 1
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ζ
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∑

. Он имеет решетчатое распределение с узлом

ρ λτ− и шагами вдоль каждой оси. В соответствии с последней теоремой заключаем:
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где ( )ω θ – преобразование Фурье случайного вектора τζ . Заменим подынтегральную функцию
асимптотикой, получим:

1
2 2

1 1 1 11 2
1

1 2

1 2
( ... ) ( )// /

2

/ / /

1
... .

(2 )

n

j j n n nn
j

n

i
p p A A khh h

k n

h h h

p e d

θ
θ θ θ λτρππ π

λτ

π π π

θ
π λτ

−

− −
=

 
 − + + + − −
 
 

− − −

∑
∫ ∫ ∫∼ (15)

Теперь сделаем линейную замену переменных QTθ = , такую что:
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Обозначим [ ]Q j – j -й столбец матрицы Q .
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Отсюда:
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(18)

Тогда интеграл (15) равен:
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2
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Интеграл стоящий в скобках, есть интеграл Пуассона по области τ∆ , которая является обра-

зом ( 1)n − -мерного куба Dτ со стороной 2π λτ , при линейном невырожденном преобразова-

нии QTθ = . Но lim nDτ
λτ→∞

= ℝ , откуда аналогично lim n
τ

λτ→∞
∆ = ℝ . Поэтому интеграл в скобках при

λτ → ∞ стремиться к ( 2 )nπ . Отсюда:
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exp .
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λτπλτ

−
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(20)

Теперь осталось вычислить матрицу Q . До замены переменных в интеграле, в показателе
степени в экспоненте стояла квадратичная форма:

1
2 2

1 1 1 1
1

( ... ) ( ) ,
n tt

j j n n n n
j

p p A A B p c cθ θ θ θ θ
−

− −
=

+ + + = +∑ (21)

где 1 1( ,..., )nθ θ θ −= , 1 1( ,..., )nB diag p p −= , 1 1( ,..., )nC diag A A −= – выражены в исходных условиях

задачи. Условие
1 1

2 2 2
1 1 1 1

1 1

( ... )
n n

j j n n n j

j j

p p A A Tθ θ θ
− −

− −
= =

+ + + =∑ ∑ налагает на матрицу Q условие:

( ) .t t
nQ B p c c Q E+ = (22)
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ASYMPTOTIC EXPANSION OF LUSTERNIK’S FUNCTIONS

The relation between Lusternik's functions and special kind of random walk on local-compact group

was considering in article. Limit theorem for this random walk was proofed. Basic term of asymptotic

decomposition of Lusternik's functions was found.
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УДК 517.948

ОЦЕНКА ПРИБЛИЖЁННОГО РЕШЕНИЯ ОДНОЙ ДВУМЕРНОЙ
ГРАНИЧНОЙ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ ТЕПЛОВОЙ ДИАГНОСТИКИ
МЕТОДОМ КВАЗИОБРАЩЕНИЯ1

А.С. Кутузов

В статье показана эффективность применения метода квазиобращения
для решения одной граничной обратной задачи тепловой диагностики на
кольце. Впервые этим методом для такого рода двумерных задач получена
зависимость погрешности приближённого решения от погрешности задания
входных данных.

Ключевые слова: граничные обратные задачи, некорректно поставленные

задачи, метод квазиобращения, оптимальные по порядку оценки.

Одним из методов, предназначенных для численного решения некоторых классов граничных
обратных задач, некорректных по Адамару, является метод квазиобращения, описанный в моно-

графии [1]. Основная идея метода квазиобращения заключается в надлежащем изменении опера-

торов, входящих в задачу. Это изменение может быть произведено, например, введением доба-

вочных дифференциальных членов, которые достаточно «малы», то есть могут быть устремлены
к нулю. Основная ценность метода квазиобращения состоит в возможности сведения исходной
некорректно поставленной задачи к другой задаче – «близкой» к исходной, но являющейся уже
корректной по постановке. Приближённые решения, получаемые таким образом, уже являются
устойчивыми.

1. Постановка граничной обратной задачи на кольце. Рассмотрим дифференциальное
уравнение

( , , )
( , , ),

u x y t
u x y t

t

∂
= ∆

∂
(1)

в котором ,x y K∈ , K – кольцо, ограниченное окружностями 1Γ и 2Γ с радиусами 1r и 2r соот-

ветственно, 0t ≥ ,
2 2

2 2x y

∂ ∂
∆ = +

∂ ∂
– оператор Лапласа. Пусть известны следующие начальные и

граничные условия:

( , ,0) 0, , ,u x y x y K= ∈ (2)

1
0, 0,u tΓ = ≥ (3)

{ }
0

2 2 2
0 0 1 0 2( ); , : , , 0,u f t x y K x y r r r r t

Γ
= Γ = ∈ + = < < ≥ (4)

а граничное значение
2

u Γ функции ( , , )u x y t подлежит определению.

Будем искать решение этой задачи, являющееся осесимметричным, то есть таким, что

( )2 2
( , , ) , .u x y t u x y t= + (5)

Выполним замену переменной 2 2z x y= + . Тогда задача (1)–(4) сводится к следующей:

2

1 22

( , ) ( , ) 1 ( , )
0, ,

u z t u z t u z t
t r z r

t z zz

∂ ∂ ∂
= + ≥ ≤ ≤

∂ ∂∂
(6)

1 20
0, ,

t
u r z r= = ≤ ≤ (7)

1
0, 0,

z r
u t= = ≥ (8)

0
1 0 2( ), 0, ,

z r
u f t t r r r= = ≥ < < (9)

а определить требуется
2

0 2( , ), 0
z r

u u r t t= = ≥ .

1 Работа поддержана грантом РФФИ № 07–01–96001_ р_урал_а
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Для решения задачи (6)–(9) необходимо сначала рассмотреть вспомогательную задачу на отрезке

[ ]1 0,r r . Найдя её решение методом разделения переменных, можно затем вычислить значение

функции
1z r

u

z =

∂
∂

и, решая полученную задачу Коши, найти искомое решение
2z r

u = . Однако, за-

дача дифференцирования является некорректной по постановке (см. [2]), значит и задача (6)–(9)

является некорректно поставленной.

Предположим, что при [ )0 2( ) ( ) 0,f t f t L= ∈ ∞ существует точное решение 0 2( , ) 0u r t ≡ по-

ставленной задачи, которое принадлежит пространству [ )1
2 0,W ∞ , причем для этого решения

0 2( ,0) 0u r = и существует число 2T > такое, что при t T≥

0 2( , ) 0.u r t = (10)

Кроме того, 0 2( , ) ,ru r t M∈ где

[ ){ }1
2

21 2
0 2 00, : .r W

M u W u r= ∈ ∞ ≤ (11)

Однако точное значение 0( )f t нам неизвестно, а вместо него даны некоторое приближение

[ )2( ) 0,f t Lδ ∈ ∞ и уровень погрешности 0δ > такие, что

2
0 .

L
f fδ δ− ≤ (12)

Требуется, используя исходные данные , ,fδ δ и rM задачи (6)–(9) построить приближенное

решение ( )u tδ и оценить его уклонение
2

0 L
u uδ− от точного решения 0 0 2( ) ( , ).u t u r t=

Благодаря условию (10), можно показать, используя сведения из теории бесселевых функций [см.

3], что к задаче (6)–(9) можно применять интегральное преобразование, на полупрямой [ )0,t ∈ ∞
аналогичное преобразованию Фурье, в предположении, что

( , ) 0 при 0.u z t  t= < (13)

2. Точное решение задачи (6)–(9). Учитывая (13), в качестве рабочего пространства H

возьмем комплексный вариант [ )2 0,L ∞ над полем действительных чисел, то есть его элементы

имеют вид ( ) ( )u t iv t+ , где [ )2, 0,u v L∈ ∞ и норма в нем определяется по формуле

2 2

2 2 2

H L L
u iv u v+ = + . Тогда пространство H будет гильбертовым, а преобразование Фурье

на нем определим формулой

0

2
[ ( )] ( ) , 0.i tF u t u t e dtτ τ

π

∞
−= ≥∫ (14)

Лемма. Преобразование F , определённое формулой (14), изометрично.

Доказательство. Обозначим ɵ( , ) [ ( , )]u z F u z tτ = , тогда из (13) и (14) следует, что

ɵ 0

0

2
( , ) , 0,

( , )
2

( , ) , 0.

i t

i t

u z t e dt

u z

u z t e dt

τ

τ

τ
π

τ

τ
π

∞
−

∞


≥


= 

 <


∫

∫

Тогда получаем, что ɵ ɵ ɵ ɵ

2

22 2 2

( , )
0 0 0

( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , )
L

u z u z d u z d u z dτ τ τ τ τ τ τ
∞ ∞ ∞

−∞ ∞
= + =∫ ∫ ∫ , поскольку

очевидно, что ɵ ɵ( , ) ( , )u z u zτ τ= .

Кроме того, из теоремы Планшереля, сформулированной в [4], следует, что

ɵ
22

2 2

( , )( , )
( , ) ( , )

LL
u z u z tτ −∞ ∞−∞ ∞

= ,
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откуда и получаем утверждение леммы.

Применяя к уравнению (6), с учетом условия (13), преобразование Фурье F , получаем
ɵ ɵ

ɵ
2

1 22

( , ) 1 ( , )
( , ); 0, .

d u z du z
i u z r z r

z dzdz

τ τ
τ τ τ+ = ≥ ≤ ≤ (15)

Для уравнения (15) поставим задачу, добавив условия
ɵ

1( , ) 0, 0,u r τ τ= ≥ (16)

ɵ µ
0( , ) ( ), 0,u r fτ τ τ= ≥ (17)

где µ ( ) [ ( )]f F f tτ = .

Из (15)–(17) требуется определить ɵ ɵ
02( , ) ( ), 0.u r uτ τ τ= ≥

Выполним замену

ɵ
1

2( , ) ( , ) ,u z v z zτ τ
−

= ⋅ɵ (18)

предложенную в [3, с. 131], чтобы привести уравнение (15) к нормальному виду.
После преобразований задача (15)–(17) сводится к следующей:

2

1 22 2

( , ) 1
( , ) ( , ); 0, ,

4

d v z
v z i v z r z r

dz z

τ
τ τ τ τ+ = ≥ ≤ ≤

ɵ
ɵ ɵ (19)

1( , ) 0, 0,v r τ τ= ≥ɵ (20)

µ
0 0( , ) ( ) , 0.v r f rτ τ τ= ≥ɵ (21)

Далее, пусть
µ

1 1, ( , ) ( , ).z r v r wθ θ τ θ τ= + + =ɵ (22)

Тогда из (19)–(21) имеем
µ

µ µ
2

2 12 2
1

( , ) 1
( , ) ( , ); 0, 0 ,

4( )

d w
w i w r r

d r

θ τ
θ τ τ θ τ τ θ

θ θ
+ = ≥ ≤ ≤ −

+
(23)

µ(0, ) 0, 0,w τ τ= ≥ (24)

µ µ
0 1 0 1 0 2( , ) ( ) , 0, .w r r f r r r rτ τ τ− = ≥ ≤ ≤ (25)

Тривиальным является факт того, что решение задачи (23), (24) линейно зависит от решения
задачи

2

2 12 2
1

( , ) 1
( , ) ( , ); 0, 0 ,

4( )

d e
e i e r r

d r

θ τ
θ τ τ θ τ τ θ

θ θ
+ = ≥ ≤ ≤ −

+
(26)

(0, ) 0, 0,e τ τ= ≥ (27)

' (0, ) 1, 0,e θ τ τ= ≥ (28)

то есть имеет место соотношение
µ [ ]2 1( , ) ( ) ( , ), 0, 0, ,w l e r rθ τ τ θ τ τ θ= ≥ ∈ − (29)

где ( )l τ – произвольная функция.
Используя (25), находим

µ
0

0 1

( )
( ) , 0.

( , )

f r
l

e r r

τ
τ τ

τ
= ≥

−
(30)

Из (18), (22), (29), (30) следует, что

ɵ
µ

[ ]
1

0 2
1 1 2

0 1

( )
( , ) ( , ) , , , 0.

( , )

f r
u z e z r z z r r

e r r

τ
τ τ τ

τ

−
= − ∈ ≥

−
(31)

Тогда при 0τ ≥ ɵ
µ

0
2 2 1

0 1 2

( )
( , ) ( , ).

( , )

f r
u r e r r

e r r r

τ
τ τ

τ
= −

−
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Далее рассмотрим пространство [ ]0 2 0 10,H L r r= − над полем комплексных чисел ( 0 1r r> ) и

оператор 1 0 0:A H H→ , определяемый формулами
2

1 12 2
1

1
, ( )

4( )

d u
A u u u D A

d rθ θ
= + ∈

+
, где { }1 1 0 0 1( ) : , , (0) ( ) 0D A u u A u H u u r r= ∈ = − = (32)

Непосредственной проверкой убеждаемся, что оператор 1A самосопряжен, поэтому согласно ус-

ловиям и теоремам, например, из [4, 5], 1( )Sp A ⊂ R .

Нетрудно установить, что при условии 0

1

2 1
r

r
π< + оператор 1A является отрицательно опре-

деленным и нулевая точка не лежит в спектре оператора 1A .

Тогда, как и в [6], справедлива
Теорема 1. При условии 0 1 2 1r r π< + функция ( )l τ , определенная формулой (30) непре-

рывна при 0τ ≥ .

Перепишем уравнение (26) в виде
2

2 2
1

( , ) 1
( , ) ( , )

4( )

d e
i e e

d r

θ τ
τ θ τ θ τ

θ θ
− = −

+
. Решая полученное

уравнение методом вариации постоянных и используя условия (27), (28), сведем задачу (26)–(28)

к следующему интегральному уравнению

0 0

2
0 0 10

( ) 1
( , ) ( , ) ,

4( )

sh sh
e e d

r

θ
µ τθ µ τ θ ξ

θ τ ξ τ ξ
µ τ µ τ ξ

−
= −

+∫ (33)

где [ ]0 2 1

1
(1 ), , 0,

2
i r rµ θ ξ= + ∈ − .

В статье [6] доказана
Теорема 2. Существуют числа 0 0τ > , 1 20, 0c c> > такие, что для любого 0τ τ≥ выполняется

неравенство:

0 2 1 0 2 1
1 2 1 2

0 0

( ) ( )
( , )

sh r r sh r r
c e r r c

µ τ µ τ
τ

µ τ µ τ

− −
≤ − ≤ . (34)

Кроме того, там же выводятся следующие оценки:

0 3( ) ( )l l cδ τ τ δ− ≤ при [ ]00,τ τ∈ . (35)

и

0 4( ) ( )l l cδ τ τ δ− ≤ при 0τ τ≥ (36)

Итак, согласно (29), образ точного решения можно найти в виде
µ [ ]0 0 2 1( , ) ( , ) ( ), 0, 0,w e l r rθ τ θ τ τ τ θ= ≥ ∈ − ,

где функция 0 ( )l τ определяется формулой (30), в которой µ µ
0( ) ( )f fτ τ= , ( , )e θ τ – решение инте-

грального уравнения (33).

Согласно статье [6], задачу можно свести к следующей операторной форме

µ
0 0

2 1

1
( ) ( )

( , )
w l

e r r
τ τ

τ
=

−
ɵ , (37)

в которой *
0 0( ) ( )l Q lτ τ=ɵ , а *Q – оператор, сопряженный с изометрическим оператором

2 1

2 1

( , )
( )

( , )

e r r
Q

e r r

τ
τ

τ

−
=

−
.

3. Метод квазиобращения. Для построения устойчивого приближённого решения задачи
(1)–(4) с приближённо заданными значениями функции ( )f t рассмотрим вспомогательную зада-

чу для гиперболического уравнения с малым параметром:
2

2

( , , ) ( , , )
( , , ),

u x y t u x y t
u x y t

tt
ε

∂ ∂
+ = ∆

∂∂
(38)
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в котором ,x y K∈ , K – кольцо, ограниченное окружностями 1Γ и 2Γ с радиусами 1r и 2r соот-
ветственно, 0t ≥ . Кроме этого зададим

( , ) 0, , ,u x y x y K= ∈ (39)

1
0, 0,u tΓ = ≥ (40)

{ }
0

2 2 2
0 0 1 0 2( ); , : , , 0,u f t x y K x y r r r r tδΓ

= Γ = ∈ + = < < ≥ (41)

а граничное значение
2

uδ Γ и оценка
2

0 L
u uδ− функции ( , , )u x y t подлежат определению.

Здесь 0ε > – постоянная времени. Задача (38)–(41) поставлена корректно. Её решение на по-

лупрямой (после предварительной замены (5)) можно найти методом Римана, изложенным,

например, в [7].
В качестве приближённого решения задачи (1)–(4) будем рассматривать функцию

2

( )u t uε
δ δ Γ

= , где ( , , )u x y tε
δ удовлетворяет задаче (38)–(41) и ( )ε ε δ= .

Выполняя с задачей (38)–(41) действия, абсолютно аналогичные изложенным в предыдущем

пункте, получаем образ приближённого решения в виде µ ( , ) ( , ) ( )w e lδ δθ τ θ τ τ= , где ( , )e θ τ – ре-
шение задачи Коши

2
2

2 12 2
1

( , ) 1
( , ) ( , ) ( , ); 0, 0 ,

4( )

d e
e i e e r r

d r

θ τ
θ τ τ θ τ ετ θ τ τ θ

θ θ
+ = − ≥ ≤ ≤ −

+
(42)

(0, ) 0, 0,e τ τ= ≥ (43)

' (0, ) 1, 0e θ τ τ= ≥ . (44)

Функция ( )lδ τ определяется формулой (30), в которой µ µ( ) ( )f f δτ τ= .

Для функции ( )lδ τ , определённой таким способом, справедлива теорема, аналогичная тео-

реме 1.
Задача Коши (42)–(44) сводится к следующему интегральному уравнению

2 2

22 2
10

sh sh ( ) 1
( , ) ( , )

4( )

i i
e e d

ri i

θ
τ ετ θ τ ετ θ ξ

θ τ ξ τ ξ
ξτ ετ τ ετ

− − −
= −

+− −
∫ . (45)

Аналогично теореме 2, имеет место следующая оценка для любого 0τ τ≥

2 2
2 1 2 1

1 2 1 2
2 2

sh ( ) sh ( )
( , )

i r r i r r
c e r r c

i i

τ ετ τ ετ
τ

τ ετ τ ετ

− − − −
≤ − ≤

− −
. (46)

Переобозначим за 0τ – максимальное из чисел, начиная с которых выполняются оценки (34)

и (46).

Также как и в статье [6], сводим задачу к операторному уравнению

µ

2 1

1
( ) ( )

( , )
w l

e r r
δ δτ τ

τ
=

−
ɵ , (47)

где *
1( ) ( )l Q lδ δτ τ=ɵ , а *

1Q – оператор, сопряженный с изометрическим оператором

2 1

1

2 1

( , )
( )

( , )

e r r
Q

e r r

τ
τ

τ

−
=

−
.

Обозначим за Rε оператор, регуляризующий задачу (1)–(4) и определяемый формулой (47).

Рассмотрим оценку погрешности приближённого решения задачи (1)–(4) на логарифмиче-
ском классе равномерной регуляризации, то есть на множестве

µ [ ) µ

[ ]
µ

[ ]2 2

2 2
1 2

2
0, 0,

0, : 'a
L L

M w W w w a
∞ ∞

 = ∈ ∞ + ≤ 
 

.
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Поскольку µ
0 aw M∈ , µ

0 0

0

2
( ) ( ) i tw w t e dtττ

π

∞
−= ∫ и µ µ

00 0

0

2
' ( ) ( ) ( )i tw i w t e dt i wττ τ τ τ

π

∞
−= =∫ , то по-

лучаем, что µ
2

2 2
01 w aτ+ ≤ .

На отрезке [ ]00,τ τ∈ оценка погрешности приближенного решения в силу (35) имеет вид:

µ µ
0 3w w cδ δ− ≤ .

Потому далее будем рассматривать промежуток 0τ τ> .

В качестве характеристики точности построенного приближённого решения будем использо-
вать величину

µ µ µ{ }0 0 0 4sup : ,aw w w M l l cδ δ δ∆ = − ∈ − ≤ɵ ɵ .

Зависимость ( )ε δ выбирается из условия минимальности погрешности полученного приближён-

ного решения (квазиоптимальный выбор параметра регуляризации).

Если обозначить
µ

µ

0

0 01 sup

aw M

R l wε
∈

∆ = −ɵ и ( )
0 4

02 sup
l l c

R l l
δ

δε
δ− ≤

∆ = −
ɵ ɵ

ɵ ɵ , то получим очевидную

оценку

1 2∆ ≤ ∆ + ∆ . (48)

Оценим величину 2∆ .

µ

µ

0 4

2 0 4sup
l l c

R l l c R
δ

δε ε
δ

δ
− ≤

∆ ≤ − ≤
ɵ

ɵ .

0
0 0

2 22 2

2 1 2 1
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Таким образом,
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2 2

0

c
R e ε
ε

τ
≤ .

Окончательно получаем, что
1

2
2 5c e εδ∆ ≤ , (49)

где 5 2 4 0c c c τ= .

Оценим величину 1∆ .
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Легко видеть, что
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1
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τ
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 −+  

Используя оценки (34) и (46), преобразуем выражение под знаком sup :
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Далее находим

1 6c ε∆ ≤ , (50)

где 6 2 1( )c c c a= .

Значит, величина невязки
1

2
6 5c c e εε δ∆ ≤ + . (51)

Выбирая зависимость ( )ε δ из условия минимальности оценки погрешности 1 2∆ + ∆ , полу-

чаем оценку:
1 1

2 26 6

5 5

4 4
ln ln

c c

cc c
ε

δ δ

− −
      

≤ ≤      
         

,

где 0 1c< < .

Таким образом, погрешность приближённого решения на множестве aM имеет при 0δ →
порядок

2 6
6

5

4
ln

c
c

c δ

−  
∆  

 
∼ . (52)

С учётом оценки погрешности оптимального по порядку метода решения задачи (1)–(4) на
множестве aM , полученной в [8], доказана

Теорема 3. Метод приближённого решения задачи (1)–(4), связанный с задачей (38)–(41),

оптимален по порядку на классе aM .

Далее остаётся проделать обратное преобразование Фурье и все обратные замены перемен-
ных.

Оценка погрешности приближённого решения поставленной задачи (1)–(4) сохранится, толь-

ко с другой константой на месте 6c перед логарифмом.

Таким образом, с использованием метода квазиобращения оказалась решена двумерная об-

ратная граничная задача тепловой диагностики. Оценка (52) характеризует зависимость постро-

енного устойчивого решения от погрешности задания входных данных и является точной по по-

рядку на логарифмическом классе решений. Устойчивость построенного приближённого реше-
ния позволяет применять для его поиска обычные численные методы решения задач математиче-
ской физики.
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УДК 515.128

О ВЛОЖЕНИИ БЭРОВСКОГО ПРОСТРАНСТВА B(k)
В АБСОЛЮТНЫЕ А-МНОЖЕСТВА

С.В. Медведев

В статье доказывается теорема о вложении бэровского пространства
B(k) в абсолютные А-множества в качестве замкнутого подмножества.

Ключевые слова: абсолютные A-множества, бэровское пространство.

Все пространства, рассматриваемые в статье, предполагаются метрическими.
В теории А-множеств важную роль играет пространство иррациональных чисел I, поэтому

интересен вопрос о том, когда некоторое пространство содержит копию I. В 1928 г. Гуревич вы-

яснил условия, при которых сепарабельное абсолютное А-множество содержит замкнутую копию
пространства I, и, соответственно, сепарабельное абсолютное СА-множество содержит замкну-
тую копию пространства рациональных чисел Q. В 1976 г. А.В. Островский доказал теорему о
том, что несепарабельное не σ-компактное абсолютное А-множество содержит замкнутую копию
пространства I. Несепарабельным аналогом пространства I является бэровское пространство В(k)

веса k, ведь пространство В(ω) гомеоморфно I. В статье [1] описано пространство Q(k) веса k, ко-
торое можно рассматривать как обобщение пространства рациональных чисел Q на несепара-

бельный случай; в частности, пространство Q(ω) ≈ Q. Топологическая характеристика простран-
ства Q(k) даётся следующей теоремой.

Теорема 1 [1]. Пусть X – метрическое σ-дискретное однородное по весу пространство веса k.
Тогда X гомеоморфно Q(k).

В настоящей статье обобщается теорема Гуревича на случай несепарабельных пространств; а
именно, доказывается следующая теорема 2 (определения и обозначения даны ниже):

Теорема 2. Пусть дано А-множество Y в полном метрическом пространстве X и Z = X–Y.

Тогда следующие условия эквивалентны:

1) множество Y не представимо в виде Y = Y1∪Y2, где Y1 – множество типа Fσ в пространстве X, а
Y2 является σLW(<k)-пространством;

2) множество Z не представимо в виде Z = Z1–Z2, где Z1 – множество типа Gδ в пространстве X, а
Z2 является σLW(<k)-пространством;

3) существует такое замкнутое множество M ⊂ X, что M∩Y ≈ В(k), M∩Z ≈ Q(k), M ≈ В
*
(k), а мно-

жества M∩Y и  M∩Z всюду плотны в M.

Основные определения и обозначения – стандартные [3]. Запись X ≈ Y означает, что X и Y –

гомеоморфные пространства. w(X) – вес пространства X. Чертой сверху F обозначается замыка-

ние clXF множества F в пространстве X. Для индексированной системы множеств A ={Uα: α∈A}

из пространства X через | A | обозначается мощность этого семейства, È A = È {Uα: α∈A} – тело

семейства A , mesh( A ) – мелкость семейства (верхняя грань диаметров множеств из A ).

Под ординалом α понимается множество {β – ординал: β < α}, а под кардиналом – наимень-

ший ординал данной мощности; в частности, ω = {0, 1, 2, …} – наименьший бесконечный карди-
нал. Через k+ обозначается кардинал, непосредственно следующий за кардиналом k. Для множе-
ства X через Xn обозначается множество упорядоченных последовательностей (кортежей) s = 〈x0,

x1,…, xn–1〉 длины n элементов из X; в частности, 〈x–1〉 = Λ – единственный кортеж нулевой длины.

Если длина lhs кортежа s равна n и i < n, то sΥi – это начальный фрагмент 〈x0, …, xi–1〉 длины i

кортежа s. Если s∈Xn и xn∈X, то кортеж s^xn = 〈x0, x1,…, xn〉. Пусть X<ω
= È {Xn

: n∈ω}. Через В*
(k)

обозначаем бэровское пространство В(k)=kω веса k при k <ω или канторово множество С при k =

= ω. Если кортеж s = 〈i0, i1,…, in–1〉∈ωn
, то положим |s| = i0 + i1+…+ in–1; по определению |Λ| = –1.

Пусть P – некоторое топологическое свойство, тогда мы говорим, что пространство X нигде

не P, если никакое непустое открытое множество из X не обладает свойством P. Пространство X

называется LW(<k)-пространством [6], если у каждой точки из X найдется окрестность веса < k.
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Пространство X называется σLW(<k)-пространством [6], если оно представимо в виде X = È {Xn:

n∈ω}, где каждое Xn является LW(<k)-пространством. В частности, σLW(< ω)-пространства – это
просто σ–дискретные пространства. Стоун [6] доказал, что бэровское пространство В(k) нигде не
является σLW(<k)-пространством. σ-дискретное семейство B называется σ-дискретной базой [4]

для семейства A в пространстве X, если каждое множество из A является объединением некото-

рых множеств из B. Хансел доказал, что σ-дискретное семейство B можно представить в виде

B = ∪{Bn: n∈ω}, где каждое семейство Bn εn-метрически дискретно для некоторого εn > 0. Ото-

бражение f:X→Y называется ко-σ-дискретным [4], если образ любого дискретного семейства
множеств из X имеет σ-дискретную базу в Y.

Множество Y называется А-множеством в пространстве X, если оно допускает представле-
ние вида Y = ∪{∩{F(tΥn): n∈ω}: t ∈ωω

}, где каждое множество F(tΥn) замкнуто в X. Если про-

странство X фиксировано, то через Fσ, Gδ и Lk обозначаются соответственно семейства всех Fσ-

множеств, Gδ-множеств и σLW(<k)-множеств из пространства X.
Теорема 2 была анонсирована автором в [2].

Доказательство теоремы 2. Проверим, что 3) ⇒ 1). Допустим, что условие 1) не выполняет-
ся, т.е. Y = Y1∪Y2, где Y1 – множество типа Fσ в пространстве X, а Y2 – σLW(<k)-пространство. Ес-
ли предположить, что Y1 =∅, то получим M ≈ В

*
(k)∈Lk, а это противоречит теореме Стоуна [6].

Итак, Y1 ≠ ∅. Тогда множество M–Y1 является абсолютным Gδ-множеством, которое содержит
всюду плотное подмножество M∩Z ≈ Q(k), следовательно, M–Y1 является однородным по весу
пространством веса k. Для k > ω по теореме Стоуна [5] это означает, что (M–Y1) ≈ В(k); в то же
время по построению (M–Y1)∈Lk. Получили противоречие, ведь В(k)∉Lk. Для k = ω множество

M–Y1 оказывается σ-дискретным абсолютным Gδ-множеством без изолированных точек, что так-

же невозможно. Итак, импликация 3) ⇒ 1) доказана.
Равносильность условий 1) ⇔ 2) проверяется очевидным образом.

Докажем 1) ⇒ 3). Рассмотрим множество FL = ∪{U – открытое подмножество Y: множество
U представимо в виде объединения σLW(<k)-множества и множества типа Fσ из X}. Учитывая,

что: а) если множество локально имеет тип Fσ, то оно и в целом имеет тип Fσ, б) если множество
является локально σLW(<k)-пространством, то оно и в целом будет σLW(<k)-пространством [6],

приходим к выводу, что множество D = Y–FL не пусто, замкнуто в Y и нигде не типа Fσ+Lk, т.е.

никакое непустое открытое в Y множество не представимо в виде F∪L, где F∈Fσ(X), L∈Lk.

Изучим свойства множества E = D Y− = D –D, где D – замыкание множества D в X.

Очевидно, что Y∩E = ∅. Покажем, что E всюду плотно в D . Допустим, что нашлось непустое

открытое в D множество U, которое не пересекается с E. Тогда множество U∩D = U∩ D имеет
тип Fσ в X, что противоречит свойствам множества D. Далее, множество E нигде не типа Gδ–Lk,

т.е. никакое непустое открытое в E множество не представимо в виде G–L, где G∈Gδ(X), а L∈Lk.

Действительно, пусть открытое в E множество U = G–L, где G⊂ D , L⊂ D , G – множество типа Gδ

в D  (значит, и в X), а L∈Lk. Возьмём такое открытое в D множество V, что U = V∩E, тогда мно-

жество V∩Y=(V–G)∪(V∩L) имеет тип Fσ+Lk, что противоречит свойствам множества D.

Искомое множество М будет принадлежать множеству D , поэтому в дальнейшем, для упроще-

ния обозначений, мы будем считать, что X = D , Y = D, Y нигде не типа Fσ+Lk, Z = E и Z  = X.

Лемма А. В условиях теоремы 2 существует нульмерное полное метрическое пространство Т

и такое непрерывное отображение ϕ:T→Y, что ( )Tϕ = X и для любого открытого множества V⊂T,

V≠ ∅, верно следующее: ϕ(V) нигде не σLW(<k)-пространство и ( )Vϕ ∩Z ≠ ∅ (замыкание в X).

Доказательство леммы А. Пусть τ = w(Y). По теореме 4.1 [4] возьмём непрерывное ко-σ-

дискретное отображение ϕ:B(τ)→Y, причём ϕ(B(τ)) = Y. Назовём открытое множество U⊂B(τ)
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особым, если ϕ(U)⊂ F∪L ⊂ Y, где F∈Fσ(X), L∈Lk. Покажем, что открытое множество Т1 = ∪{U:

U – особое множество в B(τ)} само является особым. Возьмём σ-дискретное покрытие γ множе-
ства Т1 из особых множеств. Тогда семейство {ϕ(U): U∈γ} имеет σ-дискретную базу B = ∪{Bn:

n∈ω}, где каждое семейство Bn εn-метрически дискретно для некоторого εn > 0. Для каждого

В∈B зафиксируем некоторое UВ ∈γ так, что В⊂ϕ(UВ) ⊂ FB∪LB ⊂ Y, где FB∈Fσ(X), а LB∈Lk. Мно-

жество F*
= ∪{ B ∩FB: В∈B} имеет тип Fσ в X, так как оно является счётным объединением мно-

жеств локального типа Fσ. Множество L*
= ∪{ B ∩LB: В∈B} является σLW(<k)-пространством как

счётное объединение локальных σLW(<k)-пространств. По построению F*∪L* ⊂ Y. Покажем, что
ϕ(Т1) ⊂ F*∪L*

. Возьмём произвольную точку x∈Т1 и найдём особое множество U∈γ, содержащее
точку x. Так как ϕ(U) = ∪{В: В∈B0} для некоторого подсемейства B0⊂B, то найдётся элемент

Вx∈B0, содержащий точку ϕ(x). Тогда ϕ(x)∈Вx ⊂ Bx ∩(FBx∪LBx) ⊂ F*∪L*
.

Итак, ϕ(Т1) ⊂ F*∪L* ⊂ Y, следовательно, Т1 – особое множество. Так как Y нигде не типа
Fσ+Lk, то множество Y–(F*∪L*

) не пусто и всюду плотно в Y. Без ограничения общности [6] мож-

но считать, что множество L* имеет тип Fσ в Y; тогда прообраз T = ϕ–1
(Y–(F*∪L*

)) имеет тип Gδ в
B(τ) и по теореме Александрова–Хаусдорфа множество T метризуемо полной метрикой.

Возьмём произвольное непустое открытое в T множество V; пусть V = W∩T, где W – открыто в

B(τ). Тогда ϕ(W) = ϕ(V)∪ϕ(W–T) ⊂ ( )Vϕ ∪(F*∪L*
). Множество ( )Vϕ замкнуто в X, множество W

не особое, поэтому множество ( )Vϕ –Y = ( )Vϕ ∩Z не пусто. Далее, пусть существует открытое в

ϕ(V) множество U∈Lk. Возьмём открытое в B(τ) такое множество H, что ϕ–1
(U) = H∩T, тогда

ϕ(H)⊂ U∪(F*∪L*
) ⊂ Y, следовательно, H – особое множество. Поэтому H⊂Т1, значит, пересече-

ние H∩T пусто, тогда и U = ∅. Итак, ϕ(V) нигде не σLW(<k)-пространство. Лемма А доказана.

Продолжаем доказательство теоремы. Пусть ρ – полная метрика на X, d – полная метрика на T,

причём diam(X) ≤ 1 и diam(T) ≤ 1, где пространство T взято из леммы А.

Сначала рассмотрим случай cf(k) > ω. Индукцией по n, n∈ω, построим точки z(s; α)∈Z, от-
крытые в X базы {U(s^i; α): i∈ω} в точках z(s; α), открытые в X множества V(s; α), относительно
дискретные системы U(s; α)={V(s^i; α^αn): i∈ω, αn∈k}, открыто-замкнутые множества T(s; α)⊂T и

дизъюнктные системы множеств I(s; α) = {ϕ(T(s^i; α^αn)): i∈ω, αn∈k}, связанные следующими

соотношениями при любых фиксированных s∈ωn
, α∈k n

, n∈ω:

1) z(s; α)∈( Z∩ ( ( ; ))T sϕ α ) – ∪{V : V∈ U(s; α)};

2) clX(∪{V: V∈ U(s; α)}) = {z(s; α)}∪ (∪{V : V∈ U(s; α)});

3) clX(∪{W: W∈ I(s; α)}) = {z(s; α)}∪ (∪{W : W∈ I(s; α)});

4) diam(V(s; α)) ≤ 2
–|s|–n

, diam(T(s; α)) ≤ 2
–n

;

5) ( ( ; ))T sϕ α ⊂ V(s; α), причём V(s; α) = U(s^
0; α);

6) ^( ( 1); )U s i α+ ⊂ U(s^i; α) для любого i∈ω, причём H(s^i; α)∩ϕ(T(s; α)) ≠ ∅,

где H(s^i; α) = U(s^i; α)– ^( ( 1); )U s i α+ ;

7) ^ ^( ; )
n

V s i α α ⊂ H(s^i; α) и T(s^i; α^αn) ⊂ T(s; α) для любых i∈ω и αn∈k;

8) семейство {V(s^i; α^αn): αn∈k} дискретно в X для любого i∈ω;

9) ( ; )V s α ∩ ( ; )V t β = ∅, если (s; α) ≠ (t; β), где t∈ωn
, β∈k n

.

База индукции n = 0. Положим T(Λ; Λ) = T, V(Λ; Λ) = X, а в качестве z(Λ; Λ) возьмём любую

точку из непустого пересечения ( )Tϕ ∩Z. В точке z(Λ; Λ) выберем такую базу {U(i; Λ): i∈ω}, что

V(Λ; Λ) = U(0; Λ) и ( 1; )U i + Λ ⊂ U(i; Λ), причём множество H(i; Λ) = U(i; Λ)– ( 1; )U i + Λ ≠ ∅ для

каждого i∈ω. По лемме А для любого i∈ω множество H(i; Λ)∩ϕ(T(Λ; Λ))∉Lk, поэтому существу-

ет такое метрически дискретное в X семейство {V(i; α): α∈k} из открытых в X множеств диаметра
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≤ 2
–1–i

, что каждое ( ; )V i α ⊂ H(i; Λ). Множество ϕ(T(Λ; Λ)) = ϕ(T) всюду плотно в Y, ϕ – непре-

рывное отображение, поэтому для любых i∈ω и α∈k в прообразе ϕ–1
(V(i; α)) найдутся такие не-

пустые открыто-замкнутые множества T(i; α)⊂T(Λ; Λ) диаметра ≤ 2
–1

, что ( ( ; ))T iϕ α ⊂V(i; α). Не-
трудно проверить, что для n = 0 все условия 1-9 выполняются.

Индуктивный переход. Для фиксированных n∈ω, s∈ωn
, α∈k n возьмём любую точку z(s; α)∈

Z∩ ( ( ; ))T sϕ α и построим для неё базу {U(s^i; α): i∈ω} из открытых множеств так, чтобы выпол-

нялось равенство V(s; α) = U(s^
0; α) и условие 6. Множество H′ = H(s^i; α)∩ϕ(T(s; α)) ≠ ∅ по по-

строению, тогда по лемме А имеем H′∉Lk, значит, для любого фиксированного sn∈ω существует

такое метрически дискретное в X семейство {V(s^i; α^αn): αn∈k} из открытых в X множеств диа-

метра ≤ | | 1
2

s i n− − − −
, что V(s^i; α^αn)∩ϕ(T(s; α)) ≠ ∅ и ^ ^( ; )

n
V s i α α ⊂ H(s^i; α) для ∀αn∈k. Далее стро-

им систему {T(s^i; α^αn): sn∈ω, αn∈k} из открыто-замкнутых множеств, для которой выполняются
условия 5, 7 и 4. Из условий 9, 8, 6 и 5 вытекают условия 2 и 3. Индуктивный переход завершён.

Для любого n∈ω положим Zn = {z(s; α): s∈ωn
, α∈k n

}; пусть Z*
= ∪{Zn: n∈ω}. Ясно, что Z*⊂Z.

Из условия 9 следует, что каждое множество Zn относительно дискретно, поэтому Z будет σ-

дискретным множеством мощности k. Возьмем произвольно точку z∈Z*
, тогда z = z(s; α) для не-

которых s∈ωn
, α∈k n

, n∈ω. Из условий 1, 2, 6, 7 и 8 следует, что любая окрестность точки z со-

держит дискретное множество мощности k, следовательно, вес окрестности ≥ k. Тогда по теореме
1 пространство Z* гомеоморфно Q(k).

Для любого n∈ω положим Pn = ∪{ ( ( ; ))T sϕ α : s∈ωn
, α∈k n

} и Mn = ∪{Zi: i ≤ n}∪Pn+1. Опреде-

лим множество M =∩{Mn: n∈ω}. Из условий 1 и 7 следует, что Z*⊂Mn и Mn+1⊂Mn, поэтому Z*⊂M.
Лемма В. Множество M замкнуто в X и гомеоморфно бэровскому пространству В(k).

Доказательство леммы В. Проверим, что множество Z* всюду плотно в M. Возьмём точку x∈M–

Z* и её окрестность U в пространстве X радиуса 2
–n для некоторого n∈ω. Так как x∈Mn, то

x∈ ( ( ; ))T tϕ β ⊂Pn+1 для некоторых t∈ωn+1
, β∈kn+1

. Из условий 1, 5 и 4 следует, что расстояние

ρ(x, z(t; β)) ≤ diam(V(t; β)) ≤ 2
–|t|–n–1

, следовательно, z(t; β)∈ Z*∩U. Итак,
*Z =M. Так как Z*≈ Q(k), а

Q(k) – однородное по весу пространство веса k, то и M – однородное по весу пространство веса k.
Покажем по индукции, что каждое множество Mn замкнуто в X. По условию 3 множество M0

замкнуто в X. Предположим, что множество Mn–1 замкнуто в X, и проверим замкнутость множе-

ства Mn. Так как Mn⊂Mn–1, то nM ⊂Mn–1. Возьмём точку x∈ nM . Если x∈Z*
, то x∈Mn. Если x∉Z*

, то

x∈ ( ( ; ))T sϕ α ⊂Pn для некоторых s∈ωn
, α∈kn

; из условий 5 и 9 следует, что эти кортежи s и α оп-

ределяются однозначно. Тогда, учитывая условия 7 и 3, получаем следующую цепочку:

x∈ ( ( ; ))T sϕ α ∩ 1nP + ⊂ clX(∪{ϕ(T(s^i; α^αn)): i∈ω, αn∈k}) = {z(s; α)}∪ (∪{W : W∈I(s; α)}).

Из дизъюнктности семейства I(s; α) вытекает, что x∈ ^ ^( ( ; ))
n

T s iϕ α α для некоторых i∈ω и

αn∈k, следовательно, по определению x∈ Pn+1 ⊂ Mn. Итак, каждое множество Mn замкнуто в X.

Но M =∩{Mn: n∈ω}, следовательно, множество M замкнуто в X. Так как X – полное метрическое
пространство, то и M – полное метрическое пространство.

Докажем, что dimM = 0. Для каждого n∈ω множество Sn = {s∈ω<ω
: |s| + lhs = n+1} конечное;

например, S2 = {〈2〉, 〈1,0〉, 〈0,1〉, 〈0,0,0〉}. Рассмотрим семейство nA ={U(s^i; α): lhs = lhα, i∈ω,

s^i∈Sn, α∈k<ω
}. Возьмём два разных множества U1 = U(s^i; α) и U2 = U(t^j; β) из семейства nA .

Если lhs = lht, то 1 2U U∩ = ∅ согласно свойствам 9, 6 и 5. Если lhs < lht, то найдём m = max{l∈ω:

s^iΥl = t^jΥl}. Так как lh(s^i)<lh(t^j) и |s^i| ≤ |t^j|, то случай m = lh(s^i) невозможен. Значит, m <
< lh(s^i). Из свойств 5, 6 и 7 вытекает, что U1⊂V(s^iΥ(m+1); αΥ(m+1)) и U2⊂V(t^jΥ(m+1); βΥ(m+1)).

Следовательно, по свойству 9 1 2U U∩ = ∅, ведь s^iΥ(m+1) ≠ t^jΥ(m+1). Случай lhs > lht разбира-

ется аналогично. Итак, замыкания в X множеств из семейства nA попарно не пересекаются.

Из свойств 5, 6 и 7 вытекает, что семейство 1n+A вписано в семейство nA для любого n∈ω.
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Проверим, что Mn⊂∪ nA для любого n∈ω. Возьмём точку z(s; α)∈ Z*⊂ Mn. Если |s|+lhs = n, то

z(s; α)∈ ( ( ; ))T sϕ α ⊂ U(s^
0; α), значит, s^

0∈Sn и z(s; α)∈∪ nA . Если |s|+lhs = i > n, то z(s; α)∈∪ iA

⊂ ∪ nA . Если |s|+lhs = i < n, то z(s; α)∈U(s^
(n–i); α)∈ nA . Итак, доказано, что Z*⊂∪ nA . Покажем,

что Pn+1⊂∪ nA . Возьмём множество ( ( ; ))T sϕ α ∈Pn+1 для некоторых s∈ωn+1
, α∈kn+1

. Если

s=〈0,0,…,0〉, то по свойствам 7 и 5 ( ( ; ))T sϕ α ⊂U(s; αΥn), значит, ( ( ; ))T sϕ α ⊂∪ nA . Если s – не-

нулевой кортеж, то |s|+lhs = i > n+1 и ( ( ; ))T sϕ α ⊂U(s^
0; α))∈ iA , тогда ( ( ; ))T sϕ α ⊂∪ iA ⊂∪ nA .

Итак, доказано, что M⊂ Mn ⊂ Z*∪Pn+1 ⊂∪ nA для любого n∈ω. С учётом свойств 4 и 5 делаем вы-

вод о том, что для любого n∈ω семейство {U∩M: U∈ nA } образует открытое в M дискретное по-

крытие множества M мелкости ≤ 2
–n

. Тогда по теореме 7.3.1 [3] получаем, что dimM = 0.
В целом, мы доказали, что M – нульмерное однородное по весу полное метрическое про-

странство веса k, причём в нашем случае k > ω, следовательно, по теореме Стоуна [5] M гомео-
морфно бэровскому пространству В(k). Лемма В доказана.
Проверим, что M–Z*⊂ Y. Возьмём точку y∈M–Z*

, тогда y∈Pn для любого n∈ω. Из условий 5 и 9

следует, что для любого n∈ω существуют и единственные такие кортежи s(y,n)∈ωn
, α(y,n)∈k n

,

что y∈ ( ( ; ))T sϕ α . С учётом свойства вложенности 7 построим единственные последовательности

λ∈ωω и δ∈kω так, что λΥn = s(y,n) и δΥn = α(y,n) для любого n∈ω. По теореме о вложенных ша-

рах 4.3.8 [Eng] в полном метрическом пространстве T пересечение ∩{ϕ(T(λΥn; δΥn)): n∈ω} не
пусто и состоит из одной точки  x. Тогда ϕ(x) = y∈Y.

Итак, множество Z*
= M∩Z ≈ Q(k). Множество Z* имеет тип Fσ в полном метрическом про-

странстве M и всюду плотно в нём, тогда множество M∩Y = M–Z* по следствию 2.4 [5] гомео-

морфно пространству В(k). Теорема доказана полностью для случая cf(k) > ω.

Укажем изменения в доказательстве для случая k > ω, cf(k) = ω. Пусть k = sup{kn: n∈ω}, где cf(kn)

> ω и kn < kn+1 для любого n∈ω. При построении точек z(s; α) и множеств U(s^i; α), V(s; α) и T(s;

α) кортежи α длины n мы будем брать из индексного множества k0×k1×…×kn–1, а не из множества
kn

, как было выше. Доказательства всех свойств множества M изменяются незначительно; напри-

мер, множество M∩Y будет гомеоморфно счётному произведению k0×…×kn×… в тихоновской
топологии, которое по теореме Стоуна [5] гомеоморфно пространству В(k).

Для k = ω доказательство упрощается; укажем на основные изменения. Вместо точек z(s; α) и
множеств U(s^i; α), V(s; α) и T(s; α) строим точки z(s) и множества U(s^i), V(s) и T(s), удовлетво-

ряющие условиям 1-9, если везде пропустить второй индекс α. Для любого s∈ωn последователь-

ность {z(s^i): i∈ω} сходится к точке z(s), поэтому Z*
– счётное множество без изолированных то-

чек и по теореме Серпинского Z* гомеоморфно пространству рациональных чисел Q. Для любого
ε > 0 найдём такое n, что 2

–n <ε. Множество Sn ={s∈ω<ω
: |s|+lhs = n+1} конечное, поэтому семейст-

во nA ={U(s^i): i∈ω, s^i∈Sn} является конечным покрытием множества M мелкости <ε. Тогда M –

вполне ограниченное замкнутое множество в полном метрическом пространстве X, следователь-

но, M – компакт. Так как dimM = 0 и Z* всюду плотно в M, то по теореме Брауэра M ≈ С. По тео-

реме Мазуркевича множество M∩Y гомеоморфно пространству иррациональных чисел.
Доказательство теоремы 2 окончено.

Следствие. Пусть дано А-множество Y в полном метрическом пространстве X и Z = X–Y. То-

гда следующие условия эквивалентны: 1) множество Y не является множеством типа Fσ в
пространстве X; 2) множество Z не является множеством типа Gδ в пространстве X; 3) существует
такое замкнутое множество M ⊂ X, что M гомеоморфно канторову множеству С, M∩Y гомео-

морфно пространству иррациональных чисел, а M∩Z гомеоморфно пространству рациональных
чисел Q.
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УДК 681.3.057: 518.5

БЕЗОШИБОЧНОЕ РЕШЕНИЕ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

А.В. Панюков, М.И. Германенко

В статье приведены теоретические и экспериментальные результаты
по применению безошибочных вычислений для решения систем линейных
алгебраических уравнений. В частности показано, что вычислительная би-

товая сложность решения систем линейных алгебраических уравнений с
невырожденной матрицей не превышает O(l

7/2
), а вычислительная слож-

ность нахождения нормального псевдорешения системы линейных алгеб-
раических уравнений не превышает O(l

5
log2 l), где l – число бит требуемых

для представления исходных данных. Для уменьшения времени, требуемого
для решения данной задачи целесообразно использовать параллельные вы-

числения. Показано, что при этом осуществляется ускорение в N раз, где N
– число компьютеров, на которых решается задача.

Ключевые слова: безошибочные дробно-рациональные вычисления, система
линейных алгебраических уравнений, псевдообращение матриц, параллельные

вычисления, вычислительная сложность.

Введение
Решение систем линейных алгебраических уравнений является одной из фундаментальных

задач математики. В частности, она возникает при решении краевых задач для дифференциаль-

ных и интегральных уравнений, к которым сводятся реальные проблемы техники, физики, эко-
номики, математики [1] и др.

Некоторые методы решения данной задачи, такие как метод Гаусса, метод Жордана-Гаусса,

метод прогонки, прямое использование формул Крамера и др., определены в терминах точных
вычислений. Но использование стандартных типов данных известных языков программирования,
существенно сужает множество рациональных чисел, представимых без погрешности. Таким об-

разом, арифметические операции приходится выполнять приближенно, что часто дает неудовле-
творительные результаты решения задач.

Интересно заметить, что в последнее время теория и практика решения плохо обусловлен-

ных линейных систем развивается в направлении разработки алгоритмов, устойчивых к погреш-

ностям округления промежуточных результатов [2]. Примерами таких методов являются: метод
вращений, метод отражений и др. Они содержат операции извлечения квадратного корня, вы-

числение синуса, косинуса и прочих иррациональных функций, т.е. ориентированы на вычисле-
ния с приближенными числами. Методы, не ориентированные на безошибочные вычисления,
как правило, не распознают случаи, когда система имеет бесконечное множество решений или
не имеет их вообще, выдавая ошибочные ответы. При вычислениях с округлениями, возможно,

что 1) не будет найдено ни одного подходящего решения, даже если оно имеется; 2) найдены
корни при их отсутствии; 3) найдено только одно решение, при их бесконечном множестве. При
безошибочных вычислениях все три случая легко идентифицировать.

Общеизвестные алгоритмы решения систем линейных алгебраических уравнений: метод Га-

усса, метод Жордана-Гаусса, метод прогонки, – для преобразования данных используют только
основные арифметические операции. Но на сегодняшний день нам не известно языков програм-

мирования, представляющих программисту целочисленные типы данных с более чем 64 двоич-

ными разрядами. Однако, при использовании в указанных алгоритмах безошибочных вычисле-
ний будут исключены все возможные методические погрешности решения (так как все промежу-

точные операции будут выполняться точно, без округлений), останутся только погрешности,

обусловленные неточностью исходных данных.

Использование популярных программ, таких как MS Excel и MathCAD, не ориентированных
на безошибочные и символьные вычисления соответственно, приводит к получению неверного
результата даже при решении систем линейных уравнений порядка 15. Например, при решении
системы Hx = He, где
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очевидно, что x должен быть единичным вектором.

Результаты, полученные при n=15, с использованием
программ MS Excel и MathCAD, приведены на рис. 1.

Следует отметить, что данные программы даже не
выдают сообщения, что полученный результат может
быть неверным [3,4].

Используя символьное программирование, япон-

ские программисты К.Ш. Тан, В.-Х. Стиб, Й. Харди
[5] разработали класс, позволяющий выполнять опе-
рации со сверхдлинными числами.

Возможность обеспечения безошибочных вычис-
лений в программах пользователя дает библиотека
GMP [6]. Она разработана под операционные системы

Unix, Linux и подобные малопопулярные системы в
нашей стране, ее использование требует компиляции
и дополнительных знаний, что затрудняет использо-

вание данной библиотеки для рядового программиста.

Стоит также отметить, что для объектов GMP не пре-
доставляется возможность их использования в парал-
лельных вычислениях.

1. Программное обеспечение выполнения безошибочных дробно-рациональных операций

Для обеспечения безошибочных дробно-рациональных вычислений были разработаны клас-
сы overlong [7] и rational [8]. Класс overlong, который существенно расширяет логические воз-
можности целочисленных вычислений: диапазон представимых чисел расширяется до (-(2

16
)

65536
,

+(2
16

)
65536

). Таким образом, имеется возможность представлять целые числа, имеющие более
600 000 десятичных разрядов.

Ранее доказано [9], что битовая пространственная сложность результата арифметической
операции { }, , /,∈ + − ×o над рациональными числами p, q не превосходит величины

( ) ( ) ( )L p q L p L q≤ +o . Проведенный анализ битовой вычислительной сложности, при выполне-

нии алгоритма столбиком, показал что имеет место следующее неравенство

( ) ( ) ( ).С p q L p L q≤ ⋅o При использовании быстрого алгоритма умножения [10] вычислительная

сложность операций с дробно-рациональными числами не будет превосходить значения

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )2logO L p L q L p L q+ ⋅ + .

Класс rational, который дает потенциальную возможность использовать в программах поль-

зователя безошибочное выполнение основных арифметических операций над полем рациональ-

ных чисел. По определению, тип данных rational представляет собой пару <nmr, dmr>. Здесь nmr

– целочисленная переменная типа overlong, обозначающая числитель, а dmr – целочисленная пе-
ременная типа overlong, обозначающая знаменатель. Минимальный шаг дискретизации пред-

ставляемых чисел существенно лучше, чем у стандартных типов данных и равен 2
-1048575

. Прове-
денное практическое исследование, показало, что наиболее оптимальный метод сокращения –
попарно сократить операнды до выполнения операции.

Пусть A – (n×m)-матрица, максимальную длину элемента матрицы A обозначим чрез MA, то-

гда число цифр, в используемой системе счисления, достаточное для представления матрицы А
равно

( )
1.. , 1..

A A

i n j m

L A M n m M
= =

= = ⋅ ⋅∑ .

Если A, B – (n×m)-матрицы, тогда очевидно, что

( ) ( ) ( ) ,L A B L A L B+ ≤ + ( ) ( ) ( )2logA B A BC A B n m M M M M+ ≤ ⋅ ⋅ + ⋅ + , ( )A B A BM M M+ ≤ + .

=x=x

Рис. 1. Результаты эксперимента, при
использовании программ

MS Excel и MathCAD

MS Excel (n = 15) MathCAD (n = 15)
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Если A – (n×m)-матрица, B – (m×l)-матрица, тогда

( ) ( ) ,A BL A B nml M M⋅ ≤ +

( ) ( ) ( )( ) ( )22
2log , .A B A B A B A BC A B O nm l M M M M M m M M⋅⋅ ≤ + + ≤ ⋅ +

Разработан класс matrix [4], который предназначен для облегчения программирования и
улучшения визуального восприятия программ, использующих матричные вычисления. В данный
класс встроены методы решения систем линейных уравнений с заданной матрицей, нахождения
обратной матрицы и нахождения обобщенной обратной матрицы. Добавлена возможность ис-
пользования параллельных вычислений.

2. Применение безошибочных вычислений для решения невырожденных линейных
систем

Для безошибочного вычисления, как обратной матрицы A–1
, так и решения x системы урав-

нений можно использовать метод Жордана–Гаусса. Фрагменты листинга его программной реа-

лизации приведены на рис. 2. Система хранится в матрице m, включая столбец свободных чле-
нов.

#define N 500 

#include <stdio.h> 

#include <iostream> 

#include "rational.h" 

using namespace std; 

rational m[N][N+1]; 

int rowN[N]; 

void SubLine(int i, int j) { 

rational R,z; 

R=m[rowN[i]][j];

for(int k=j; k < N+1; k++) { 

z=R*m[rowN[j]][k];

m[rowN[i]][k]-=z;

}

}

void DivLine(int i) { 

rational R; 

R=m[rowN[i]][i];

for(int l=i ;l<N+1; l++)

m[rowN[i]][l]/=R;

}

void Swap(int i, int j){ 

k=rowN[i]; rowN[i]= rowN[j];

rowN[j]=k;

}

int Solve() { 

rational zero; 

int i,j,k; 

// Инициализация rowN 

for (i=0; i<N; i++) rowN[i]=i; 

for (i=0; i<N; i++){ 

j=i;

// Поиск ведущей строки

while((m[rowN[j]][i] ==zero) 

          &&(j<N)) j++;

if (j==N) break;//Определитель0

if (i!=j) Swap(i,j); 

//Нормализация ведущей строки

DivLine(i);

// Ведущее преобразование

for (k=0;k<i;k++)SubLine(k,i); 

for(k=i+1;k<N;k++)SubLine(k,i);

}

return (j!=N); 

}

int main(){ ReadFile(); 

if (Solve()) WriteResult(); 

else cout << "Det=0\n"; 

return 0; 

}

Рис. 2. Алгоритм решения систем уравнений методом Жордана–Гаусса

Для строк матрицы вводятся состояния: открытая, закрытая и ведущая. Открытыми стро-
ками будем называть строки с номером j, у которых на i-м шаге выполнения алгоритма модифи-

цированный номер rowN[j] ≥ i. Первый цикл в теле функции Solve() выполняет присваивания
rowN[j] = j, что соответствует присваиванию всем строкам статуса открытая. Число выполнений
тела второго цикла равно числу переменных. При i-м выполнении тела цикла из открытых строк
выбирается строка j, имеющая ненулевой элемент в столбце i. Найденной строке присваивается
статус ведущая, при необходимости производится модификация значений rowN[j] и rowN[i]. Да-

лее с помощью процедуры DivLine() производится нормировка ведущей строки, а с помощью
процедуры SubLine() осуществляется ведущее преобразование других строк матрицы, состоящее
в обнулении элементов i-го столбца, не принадлежащих ведущей строке. После этого ведущая
строка переводится в состояние закрытой.

При использовании класса rational возможно исключить все методические погрешности. Из-
вестно, что алгоритм Жордана–Гаусса имеет алгебраическую пространственную сложность О(n2

)

и алгебраическую вычислительную сложность О(n3
). Данные оценки позволяют определить ко-

личество переменных, требуемых для решения задачи и количество арифметических операций с
этими переменными. При использовании безошибочных вычислений длина переменной зависит
от представляемого ей значения, следовательно, количество переменных не позволяет оценить
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ресурсы, необходимые для нахождения результата. Для практического использования алгоритма
требуется определить количество бит, требуемых для нахождения результата, а также количество
операций с битами. Ответ на данный вопрос дают теоремы изложенные ниже.

Теорема 1 [9]. Пусть Ax b= – система линейных алгебраических уравнений, A – невырож-

денная матрица n × n с рациональными элементами, b – n-мерный вектор с рациональными эле-
ментами,

, 1,2,.., 1,2,..,
max max ( ), max ( )ij i

i j n i n
m L a L b

= =

 =  
 

,

тогда

2
2

1

( ) ( ) 2 (log (2 1) )
n

i

i

L x L x n n n m
=

= ≤ + +∑ .

Теорема 2 [9]. Пусть даны невырожденная n × n система уравнений Ax b= с рациональными

коэффициентами, являющаяся приближением некоторой n × n системы уравнений Ax b= ɶɶ ɶ ; матри-

цы абсолютных погрешностей:

( ) ( ): , 1,2,...,A ij ij ij iji j n a aδ δ∆ = ∀ = ≤ − ɶ , ( ) ( ): 1,2,...,b j j j jj n b bδ δ∆ = ∀ = ≤ − ɶ ;

а также верхняя оценка числа бит, требуемых для одного элемента исходных данных

{ } { }
, 1,2,.., 1,2,..,

max max ( ), ( ) , max ( ), ( )ij ij i i
i j n i n

m L a L L b Lδ δ
= =

 =  
 

.

Тогда, для нахождения как решения x, так и гарантированной нормы погрешности x x x∆ = − ɶ

потребуется не более O(n4m) бит памяти и не более O(n7m2) битовых операций.

Пусть l – число бит, требуемых для представления исходных данных. При ограниченном m
будем иметь l = Θ(n2m). Из теоремы 2 следует, что в этом случае зависимость битовой простран-

ственной сложности от величины l не превосходит величины O(l2
), а зависимость битовой вы-

числительной сложности (при использовании быстрых алгоритмов умножения) от величины l не
превосходит O(l7/2

).

Если A – (n×n)-матрица, то найти обратную матрицу или доказать ее отсутствие можно по-

средством редукции матрицы (A|E), где E − единичная матрица, к форме (E|B) с помощью метода
Жордана–Гаусса. В редуцированной матрице B=A–1

. Пространственная и вычислительная слож-
ность такой редукции [9] не превосходит O(l2

) и O(l7/2
) соответственно.

3. Применение безошибочных вычислений для вычисления нормального псевдорешения
линейных систем

При решении практических задач система уравнений может быть недоопределенной, пере-
определенной и несовместной. В этом случае за решение системы принимается ее нормальное
псевдорешение

{ }*

R
arg min | Arg min

x
x x x Ax b

∈
= ∈ − .

Для его нахождения можно использовать обобщенную обратную матрицу A+
, называемую

также матрицей Мура–Пенроуза. В этом случае x*
=A+b.

Известно множество методов нахождения матрицы Мура–Пенроуза. Теоретический расчет
битовой сложности алгоритмов и практические эксперименты [4] показали, что наиболее опти-

мальным методом для вычисления обобщенной обратной матрицы является метод Эрмита [12].

Алгоритм Эрмита
Вход: A – исходная (n×m)-матрица системы;

Выход: A+
– матрица псевдобратная к A;

Шаг 1. Положить C=A·AT, B=C·C.

Шаг 2. Методом Жордана–Гаусса провести редукцию матрицы (B | E), где E − единичная мат-
рица, к форме

0 0

rE R
P

 
 
 

,
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где rE − единичная матрица ранга r .

Шаг 3. Методом Жордана–Гаусса провести редукцию матрицы
0

0

r

T

E
E

R

 
   

,

где E − единичная матрица, к форме

0

0 0

rE
Q

 
 
 

.

Шаг 4. Вычислить матрицу

.TA A P Q C+ = ⋅ ⋅ ⋅

Шаг 5. Вернуть A+
.

Конец алгоритма.

Теорема 3 [4]. Пусть l – число бит, требуемых для кодирования всех элементов исходной

матрицы A. Тогда, для нахождения обобщенной обратной матрицы Мура–Пенроуза алгорит-
мом Эрмита потребуется не более O(l 4

) бит памяти и не более O(l 5
log2 l) операций с ними.

Многие реальные задачи имеют большую размерность n, следовательно, вычислительная и
пространственная сложность этих задач будет достаточно большой, поэтому и время, требуемое
для решения, будет большим. Увеличить скорость решения во многих случаях позволяет исполь-

зование параллельных вычислений на нескольких компьютерах одновременно, при этом сокра-

тятся как количество операций, выполняемых на одном компьютере, так и память, требуемая для
хранения промежуточных результатов.

4. Параллельные вычисления при решении линейных систем

Для увеличения скорости решения реальных задач было принято решение адаптировать раз-
работанные классы overlong, rational и matrix к параллельным вычислениям. При организации
параллельных вычислений было принято использовать MPICH, которая поддерживает стандарт
MPI и имеет GNU лицензию [15].

Передача класса rational между узлами внутренними средствами MPI невозможна, так как
данный класс содержит два объекта класса overlong, которые в свою очередь содержат длину
массива и указатель на массив содержащий число. Поэтому объявить структуру rational по стан-
дарту MPI не возможно по двум причинам:

• необходимо хранить указатель;

• каждый объект rational может иметь произвольную длину, которая может измениться при
следующей математической операции – невозможно создать универсальную структуру.

Очевидными решениями будет упаковка rational в буфер с целью дальнейшей передачи. Дан-
ный вариант позволяет обойтись одной транзакцией, и поэтому взят за основу модификации. Для
передачи типов overlong, rational были переопределены стандартные методы передачи данных в
среде MPI [3].

Из описания последовательного алгоритма (рис. 2) следует, что следует распараллелить про-
цесс инициализации, поиск ведущей строки и ведущее преобразование. Из этого следует, что
наиболее предпочтительной является декомпозиция исходных данных по строкам, т.е. разрезание
матрицы системы на горизонтальные полосы, содержащие примерно равное число строк (рис. 3).
При этом, каждая полоса загружается в соответствующий компьютер: нулевая полоса – в нуле-
вой компьютер, первая полоса – в первый компьютер, и т. д., последняя полоса - в последний
компьютер.

В начале параллельной реализации производим инициализацию переменных и выделение
памяти под обрабатываемый локальным процессом фрагмент матрицы системы, ведущую стро-

ку, массив модифицированных номеров, массив флагов открытых строк и буфер передачи дан-

ных. Внешний цикл функции Solve() выполняется для каждой переменной системы уравнений.
При i-м выполнении тела цикла в каждом процессе из открытых строк выбирается строка j,

имеющая максимальный по абсолютной величине элемент в столбце i локального фрагмента
матрицы системы.
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Затем определяется ведущий процесс, в котором находится максимальный по модулю эле-
мент столбца i. Если модуль максимального элемента равен 0, то выполнение программы пре-
кращается с выводом сообщения «Det = 0». В противном случае строке j ведущего процесса при-

сваивается статус «ведущая» и устанавливается модифицированное значение rowN[j] = i.
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Рис. 3. Декомпозиция данных

Далее в ведущем процессе производится нормировка ведущей строки и ее рассылку осталь-

ным процессам. Функция SubLine() осуществляется ведущее преобразование строк матрицы, со-

стоящее в обнулении элементов i-го столбца, не принадлежащих ведущей строке. После этого
ведущая строка переводится в состояние закрытой.

Если исходными данными является n×n матрица, m – количество бит, требуемых для пред-

ставления одного элемента исходной матрицы, и задача решается на N компьютерах, тогда уско-

рение параллельной реализации алгоритма Жордана–Гаусса при использовании параллельных
вычислений составит [3]:
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Если исходными данными является n1×n2 матрица, m – количество бит, требуемых для пред-

ставления одного элемента исходной матрицы, тогда коэффициент ускорения параллельной реа-

лизации метода Эрмита, выполняемого на N компьютерах не будет превышать ускорения на уча-

стке с наибольшей вычислительной сложностью [4]:
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5. Вычислительный эксперимент

Вычислительный эксперимент проводился на кластере кафедры ЭММиС ЮУрГУ. Данный
кластер состоит из основного и восьми вспомогательных узлов, объединенных в локальную сеть
посредством коммутатора Allied Telesyn AT-FS716E 100Base-TX. Параметры узлов сети пред-
ставлены в таблицах 1 и 2.
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Таблица 1.
Конфигурация вспомогательного узла

Процессор P4 Intel® Celeron® 2,40 ГГц,
256 kb cache (FSB533МГц)

ОЗУ PC3200 DDR 512Mb

Жесткий
диск

Seagate IDE 80Gb
(7200 rpm)

Сетевая
карта

RealTek RTL8139 100 M

Таблица 2
Конфигурация основного узла

Процессор P4 Intel® Pentium® Core 2 Duo
2,80 Ггц, cache 1 Mb

ОЗУ PC3200 DDR 512Mb

Жесткий
диск

Seagate SATA-150 160Gb
(7200 rpm)

Сетевая
карта

Intel(R) PRO/1000

Примерная расчетная пиковая производительность кластера в соответствии с данными, взя-

тыми с сайта производителя, составляет величину ПРППК = 8·2,4·2+2·2,8·2 = 49,6 Gflops. На уз-
лах кластера присутствуют только средства необходимые для функционирования среды MPI. На
основном узле установлены оконные менеджеры XFCE4 и GNOME, а также другие пакеты необ-

ходимые для написания, отладки и запуска программ.
Для апробации разработанного программного обеспечения и анализа практической дости-

жимости полученных оценок вычислительной сложности был проведен вычислительный экспе-
римент. Эксперимент состоял в решении систем линейных алгебраических уравнений Ax = b,

где ( )
, 0

1/ 1
n

i j
A i j

=
=  + +   – матрица Гильберта, [ ] 0

1
n

i
b == .

Результаты вычислительного эксперимента
приведены на рис. 4.

Проведенные вычислительные эксперимен-

ты подтвердил теоретически рассчитанные ко-

эффициенты ускорения (при достаточно боль-
ших объемах исходных данных скорость вычис-
ления увеличится в N раз, где N – количество
компьютеров, на которых решается задача).

Результаты аналитического исследования и
проведенного вычислительного эксперимента
показывают, что использование параллельного
программирования существенно уменьшает вре-
мя, требуемое для безошибочного решения сис-
тем линейных уравнений.

Заключение

1. Разработанные классы overlong, rational и matrix позволяют решать плохо обусловленные
невырожденные системы линейных алгебраических уравнений точно за время не более
O(l7/2

). При решении систем с приближенными данными имеется возможность оценки по-

грешности полученного решения.

2. Применение вычислений без округления позволяют использовать алгоритм Эрмита для вы-
числения псевдообратной матрицы за время не более O(l 5

log2l). Это позволяет строить ус-
тойчивые алгоритмы решения линейных некорректно поставленных задач.

3. Проведенные теоретические исследования и практические эксперименты показывают воз-
можность и необходимость безошибочного решения систем уравнений. Возможность значи-
тельного увеличения скорости при использовании безошибочных вычислений дает использо-

вание параллельных вычислительных технологий.
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EXACT SOLVING OF A LINEAR EQUATIONS SET

Theoretical and experimental results of application of exact computation for solving of linear alge-

braic equations are presented in the paper. In particular it is demonstrated that computational bit com-

plexity of solving of a linear algebraic equations set with non-degenerate matrix are not exceeding O(l
7/2

), and computational bit complexity of computing of normal pseudo solution are not exceeding

O(l 5
log2 l), where l is bit volume of input data. For computational speedup it is reasonably to use multi-

processing. It is illustrated that computational speedup for considered problems under of exact computa-
tion equal to number of processors.

Keywords: exact rational computation, linear algebraic equations set, pseudoinversion of matrix;

parallel computation, computational complexity.
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УДК 517.9

ПРИМЕНЕНИЕ ДВАЖДЫ НЕПРЕРЫВНО
ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОГО S-СПЛАЙНА

Д.А. Силаев, Д.О. Коротаев, С.В. Капустин

Данная работа посвящена использованию сглаживающих S-сплайнов
5-й степени. Такие сплайны являются кусочно-полиномиальной функцией,

причем первые три коэффициента каждого полинома, определяются усло-
виями гладкой склейки до второй производной включительно, а осталь-

ные три – методом наименьших квадратов. С помощью таких сплайнов
строятся квадратурные формулы 6-го порядка для вычисления одно- и
двухмерных интегралов, а также решается задача Дирихле для уравнения
Пуассона в односвязной области. Получены соответствующие оценки схо-
димости.

Ключевые слова: аппроксимация, сплайн, численные методы, квадратуры,
математическая физика, метод конечных элементов

1. Дважды непрерывно дифференцируемый S-сплайн
Рассмотрим на отрезке [a, b] равномерную сетку ,kx a kh= + 0,...,k K= , ( ) /h b a K= − – шаг

сетки. Разобьем отрезок [a, b] на группы, для этого введем ещё одну равномерную сетку

l a lHξ = + , ,H mh= m Z∈ . Таким образом, переходя из одной группы в другую, мы осуществ-

ляем сдвиг системы координат и рассматриваем каждый l -й полином на отрезке [0,H]. Пусть

значения приближаемой функции на этой сетке ( ) 1
0 1, , , RK

Ky y y y += ∈… . Обозначим:

2
0 1 2

3

: ( )
n

n i
S i

i

P u u x a a x a x a x
=

  = + + + 
  

∑
множество полиномов степени n с фиксированными коэффициентами 210 ,, aaa . Рассмотрим

функционал:

2

0

( ) ( ( ) )
M

l

l ml k

k

u u kh yξ +
=

Φ = + −∑ .

В классе n

SP ищется такой полином lg , который минимизирует функционал

2

0

( ) ( ( ) )
M

l

l ml k

k

u u kh yξ +
=

Φ = + −∑ → ),...,,min( 43 naaa

и удовлетворяет следующим условиям:

( ) ( ) ( )0 1 1 1 1 1 2 1

1
( ), , ,

2

l l l

l l l l l la g g H a g H a g Hξ ξ− − − − −′ ′′= − = = = при 0, , 1l L= −… . (1)

Здесь при l = 0 ( ) =− Hg l 1 ( )Hg L 1− есть условие периодичности S-сплайна. Так как

( ),00 l

l ga = ( ),01 l

l ga ′= ( ) 2/02 l

l ga ′′= , то условия (1) есть условия гладкой склейки двух последо-

вательных полиномов. В непериодическом случае начальные коэффициенты 0 0 0
0 1 2, ,a a a задаются

начальными условиями 0 0,y y′ , 0 / 2y′′ 1
. Можно предполагать, что значения заданной функции ky

известны с некоторой точностью, например, они есть результаты каких-либо измерений. Будем
предполагать тогда, что с уменьшением шага h будет увеличиваться точность измерения, а

1 В случае если функция задана таблицей, то 00 , yy ′′′ можно вычислить с помощью формул чис-

ленного дифференцирования высокого порядка аппроксимации, например,
51

0 0 1 2 3 4 5 660
(147 360 450 400 225 72 10 ) / ( ),y y y y y y y y h O h′ = − − + − + − + +

2 41
0 0 1 2 3 4 5 6180

(812 3132 5265 5080 2970 972 137 ) / ( )y y y y y y y y h O h′′ = − + − + − + +
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именно, будем предполагать, что если периодическая функция 6[ , ]f C a b∈ задана в узлах равно-

мерной сетки ,kx a kh= + 0,...,k K= своими значениями ky , то 6( )k ky f x Ch ε+− ≤ , ε > 0. Здесь

L – число групп, на которые разбита исходная таблица значений приближаемой функции С 6[ , ]a b

или число полиномов, составляющих сплайн. Кроме того, здесь M+1 – количество точек осред-

нения, 1m + – количество точек, входящих в область определения l-го полинома lg , lξ – точка

привязки полинома lg , 1M m− + – число таких точек, значения которых участвуют при опре-
делении двух соседних полиномов, составляющих S-сплайн, 1M m≥ + . В дальнейшем степень
полинома 5n = .

Определение. S-сплайном назовем функцию ( )
n
m MS x, , которая совпадает с полиномом ( )lg x

на отрезке 1l lxξ ξ +≤ < .

2. Существование и единственность S-сплайна
Теорема 1. Пусть числа m и M 3≥ таковы, что собственные числа матрицы U не равны

корню степени L из единицы (здесь L –число полиномов, составляющих сплайн). Тогда для любой

периодической функции ( )f x , заданной на отрезке [ , ]a b своими значениями ky в точках

, ( ) /kx a kh h b a K= + = − , существует и единственен периодический сплайн , [ ]( )m MS y x .

Для непериодического случая условия на собственные числа матрицы U не требуется.

3. Сходимость S-сплайна

Теорема 2. Пусть периодическая функция ( )f x ∈С 6[ , ]a b и пусть выполнены предположения

6( )k kf x y Ch ε+− ≤ , ε > 0 . (2)

Пусть, кроме того, собственные числа матрицы U по модулю меньше единицы. Тогда периоди-

ческий сплайн
5

, ( )m MS x с узлами на равномерной сетке имеет дефект 3 (т.е. 5
, ( )m MS x ∈С ],[2 ba )

и для [ , ]x a b∈ справедливы следующие оценки:

( ) ( )pf x − 5
, ( )

p

m Mp

d
S x

dx

6 p
pC h −≤ ,

0,1,2,3,4,5p = ; lx ξ≠ при 3,4,5p = .

Аналогичные оценки справедливы и для непериодического случая.

Теорема 3. Пусть */m Mζ ζ= < . Тогда при достаточно малых m и больших M собствен-

ные числа матрицы устойчивости по модулю меньше единицы.

Это условие устойчивости S-сплайнов аналогично условию устойчивости для кубического
случая [1]. Для случая малых значений M (при 3 20M≤ ≤ ) в результате расчета были получены

значения собственных чисел матрицы U . Оказалось, что при */ 1m M ζ≤ < все собственные
числа матрицы U меньше единицы. Некоторые наиболее интересные полученные значения m и
M , при которых достигаются наименьшие значения max iλ и аппроксимация S-сплайнами ус-

тойчива, представлены в таблице.

4. Фундаментальный S-сплайн
Фундаментальный S-сплайн ( )jB x – это периодический или непериодический S-сплайн, по-

строенный по данным 1
0 1( ) RK

Ky y y … y += , , , ∈ и
0

Ry′ ∈ , 0y′′ ∈R вида: { }; , 0, ,i ijy i j Kδ= = … .

Легко видеть, что линейная комбинация
0

( ) ( )
K

j j

j

y B x S x
=

=∑ является S-сплайном, приближаю-
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щим начальные данные { }0iy i … K, = , , . Заметим, что непериодические фундаментальные сплай-

ны дополняются сплайнами с начальными условиями 0y′ 0, y′′ , принимающими значения 0 или 1.

Таблица
Собственные числа матрицы U

M M λ1 λ2 λ3 max |λi| m/M

4 2 –0,008 –0,231–0,131i –0,231+0,131i 0,265 0,25

5 3 –0,005 0,0549–0,201i 0,0549+0,201i 0,207 0,60

6 2 0,0266 –0,285–0,129i –0,285+0,129i 0,312 0,33

6 3 –0,008 –0,263–0,0463i –0,263+0,0463i 0,266 0,50

7 2 0,0732 –0,167–0,305i –0,167+0,305i 0,347 0,285

7 4 –0,0069 –0,0737–0,214i –0,0737+0,214i 0,226 0,571

7 6 0,00218 0,116–0,207i 0,116+0,207i 0,237 0,857

8 4 –0,0079 –0,265–0,031i –0,265+0,031i 0,266 0,50

8 5 –0,00403 0,101–0,178i 0,101+0,178i 0,204 0,625

8 7 0,00180 –0,0466–0,229i –0,0466+0,229i 0,233 0,875

9 5 –0,00734 –0,124–0,201i –0,124+0,201i 0,235 0,555

9 8 0,00134 –0,205–0,118i –0,205+0,118i 0,236 0,888

10 5 –0,0078 –0,263–0,0407i –0,263+0,0407i 0,266 0,50

10 6 –0,0055 0,0182–0,213i 0,0182+0,213i 0,213 0,60

11 7 –0,00322 0,141–0,147i 0,141+0,147i 0,203 0,636

5. Одномерные квадратурные формулы 6-го порядка

Рассмотрим интеграл ( )

B

A

f x dx∫ . Аппроксимируем подынтегральную функцию S-сплайном

6

0

( ) ( ) ( ),
K

j j

j

f x y B x O h
=

= +∑ где ( )jy f A jh= + . Подставим его выражение через фундаментальные

сплайны в интеграл:

0 0 0

( ) ( ) ( ) ,

B B BK K K

k k k k k k

k k kA A A

S x dx y B x dx y B x dx y c
= = =

= = =∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫

где
1 5

1

0 0

( )
1

B nkL
ii

k k

n iA

a
c B x dx H

i

−
+

= =

= =
+∑∑∫ – искомые коэффициенты квадратуры. Здесь nk

ia – i-й коэф-

фициент n-го полинома в k-м фундаментальном сплайне. Данные формулы имеют 6-й порядок
аппроксимации.

6. Двумерные квадратурные формулы 6-го порядка для односвязных областей
На плоскости рассматривается область Ω с границей γ, где γ задана параметрически. В облас-

ти рассматривается гладкая функция ( , )f r ϕ . Поместим область в круг радиуса R и введём поляр-

ную сетку. Рассмотрим интеграл:

( , )f r rdrdϕ ϕ

Ω
∫∫ .

Представим подынтегральную функцию в виде разложения по фундаментальным S-сплайнам
5-й степени:

1 2

6 6

0... 1 0...

( , ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )ij i j

i K j K

f r y C D r O h S r O hϕ ϕ ϕ
= − =

= + = +∑ ∑ .

Подставив ( , )S r ϕ в искомый интеграл, получим квадратурные формулы:

1 21

0 0

( , )
K K

ij
ij

i j

S r rdrd c yϕ ϕ
−

= =Ω

= ∑ ∑∫∫ , где ( ) ( )ij
i jc C D r rdrdϕ ϕ

Ω

= ∫∫ . (3)
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Точность приближения квадратурных
формул для круга

Точность приближения квадратурных
формул для астроиды

Рис. 1. Астроида

Для вычисления коэффициентов ijc воспользуемся формулой Грина в полярной системе ко-

ординат:

( )∫∫∫
Ω









∂
∂

−
∂
∂

=+ ϕ
ϕ

ϕ ϕ

γ

ϕ rdrd
P

r
rQ

rr
drQdrP r

r

11
.

Для нашего случая положим 0),( ≡ϕrPr , ∫=
r

ji dtttDC
r

rQ
0

)()(
1

),( ϕϕϕ , тогда

( ) )()(
1

rDCrQ
rr

ji ϕϕ =
∂
∂

и для квадратурных коэффициентов мы получаем формулы:

ϕϕ
γ

ddtttDCc
r

ji

ij ∫ ∫ 







=

0

)()( . (4)

Пусть выполнены условия устойчивости матрицы U, т.е. 1 1 *m M ς< , 2 2 *m M ς< и пусть
6 ( )f C δ∈ Ω , где δΩ ⊃ Ω , т.е. предполагается, что функция f непрерывна и шесть раз дифферен-

цируема в несколько большей области. Пусть также 1 2max( , )h h h= . Поместим область δΩ в круг
K радиуса R. Введём полярную систему координат, взяв за начало координат центр круга K. Про-

должим функцию f в \K δΩ тождественным нулём. Обозначим ( , )S rϕ – rϕ − – сплайн, при-

ближающий таким образом продолженную функцию f на круге K. Доказана следующая теорема:

Теорема 4. Пусть ( , )S rϕ – rϕ − – сплайн, приближающий функцию f, пусть

( ) ( , )M m h δρ γ γ− ≤ . Здесь ( , )δρ γ γ – расстояние между границами областей δΩ и Ω соответст-
венно. Тогда справедлива оценка:

Кол-во
полиномов

Точность
полученной
формулы

Коэфф-т
улучшения

5 76,47 10−×
10 81,198 10−× 54,3

20 102,033 10−× 59

40 124,26 10−× 48

Кол-во
полиномов

Точность
полученной
формулы

Коэфф-т
улучшения

5 21,28 10−×
10 42,69 10−× 47,5

20 64,77 10−× 56,4

40 71,03 10−× 46,3
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1 21 1
6

0 0

( , )
K K

ij
ij

i j

f r d c y Chϕ
− −

= =Ω

Ω − ≤∑ ∑∫∫ .

Здесь ( , )ijy f rϕ= – значения функции f в узлах сетки, весовые коэффициенты ijc определе-

ны формулой (4), суммирование производится лишь по тем индексам, для которых ( , )i jrϕ ∈ Ω δ .

7. Решение задачи Дирихле для уравнения Пуассона в односвязной области
Рассмотрим уравнение Пуассона в области D:

2

2 2

1 1
( , ),

u u
r p r

r r r r
ϕ

ϕ

∂ ∂ ∂  + = − ∂ ∂ ∂ 
( , )r Dϕ ∈ . (5)

С граничными условиями:

( , ) ( , )
D

u r f rϕ ϕ∂ = , (6)

где граница области D задана параметрически:

Рис. 2. Область D, погруженная
в круг радиуса 1

1, [0, ]

1
( ) , [ ,5 / 3]

3sin( ) cos( )

3
, [5 / 3,2 ]

sin( ) 3 cos( )

r

ϕ π

ϕ ϕ π π
ϕ ϕ

ϕ π π
ϕ ϕ




∈
= − ∈

+

− ∈
 −

Поместим D в круг радиуса 1. Далее, будем рассматривать полярную систему координат с
центром в центре круга. Построим полярную сетку по r и по ϕ .

Представим решение уравнения в виде:
1 21 1

0 1

( , ) ( ) ( )
K K

ij i j

i j

u r u C D rϕ ϕ
− −

= =

= ∑ ∑ , (7)

где ( )iC ϕ и ( )jD r – периодический и непериодический фундаментальные одномерные сплайны

на отрезках [0,2 ]π и [0, 1] соответственно. Домножим исходное уравнение на r. Теперь будем

домножать полученное уравнение скалярно на ( ) ( )l kC D rϕ , где пары индексов l, k пробегают все

значения 1 20, , , 1, , 1l K k K= = −… … , но такие, что 1 2( , )h k h l D∈  (т.е. только для внутренних то-

чек области D). Получим уравнение:
2 2

2

2 2

1
( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) .l k l k

D D

u u u
r C D r rdrd p r C D r r drd

r rr
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

 ∂ ∂ ∂ + + = − ∂∂ ∂  
∫∫ ∫∫

Подставим в левую часть выражение (7):
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( )2

,

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( ) .

ij i j i j i j l k

i j D

l k

D

u C D r r C D r r C D r C D r drd

p r C D r r drd

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

 
′′ ′ ′′+ + =  

 

−

∑ ∫∫

∫∫
(8)

Здесь существенно, что выражения, стоящие под знаком интеграла в левой части является
произведением функции от переменной r на функцию от переменной ϕ , поэтому, применяя
формулу интегрирования по частям, можно избавиться от производных высоких порядков (на-

пример, при решении уравнения 2 ( , ) ( , )u r f rϕ ϕ∆ = , под знаком интеграла появятся производные
3-го и 4-го порядка от фундаментальных сплайнов, в то время как существует лишь непрерывная
производная 2-го порядка, но интегрируя по частям, можно свести подынтегральное выражение к
такому, в котором будут лишь производные 1 и 2 порядка).

Последнее уравнение ввиду произвольности выбора l и k представляет собой систему для оп-

ределения коэффициентов iju . Чтобы сделать систему полной, необходимо учесть граничные

условия, которые дадут недостающее число уравнений:

,

( ) ( ) ( , ).ij i j

i j
D

u C D r f rϕ ϕ

∂

=∑ (9)

Интегралы в (8) вычисляются при помощи квадратурных формул для области D, коэффици-

енты которых находятся по формулам:

1 2( ) ( )1 5 / 3 2

0 0 0 5 / 3 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

r r
ij

i j i j i jc C rD r dr d C rD r dr d C rD r dr d

ϕ ϕπ π π

π π

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
    
   = + +           

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ,

где 1

1
( ) ,

3 sin( ) cos( )
r ϕ

ϕ ϕ
= −

+ 2

3
( )

sin( ) 3 cos( )
r ϕ

ϕ ϕ
= −

−
.

Из системы уравнений (8) и (9) получаем коэффициенты iju разложения решения (7) по фун-

даментальным сплайнам, т.е. искомое приближенное решение.
Вышеописанным методом решалась задача:

2

2 2

2 2 2

1 1
1, ( , )

( , ) sin ( ) ( 1) / 4
D

u u
r r D

r r r r

u r r r

ϕ
ϕ

ϕ ϕ∂

 ∂ ∂ ∂  + = ∈  ∂ ∂ ∂ 
 = − −

.

При 1 212, 6K K= = точность решения составила 40,7927 10−× . График решения представ-

лен на рис. 3.

Рис. 3. Решение уравнения Пуассона на области D
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APPLICATION OF TWICE CONTINUOUSLY DIFFERENTIABLE S-SPLINE

This article is dedicated to an application of 5
th

order smoothing S-splines. Such splines are piece-

wise polynomial functions. First three coefficients are defined by condition of smoothing of 2
nd

order,

while another three coefficients – by method of minimal quads. These splines are used for building of a

6
th

order quadrature formulas. Also, here is presented a method and example of solving of Puasson's
equation for simply connected domain by using these splines. Corresponding estimations are also given.
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Физика
УДК 546.38

ФИЗИКО-ХИМИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ УСЛОВИЙ ОБРАЗОВАНИЯ
И РОСТА ПОПЕРЕЧНЫХ ТРЕЩИН В ЭКРАННЫХ ТРУБАХ

В.Е. Гладков, В.М. Березин, К.М. Бондарь

По результатам электронно-зондового сканирования поверхностей эк-

ранных труб котла БКЗ-420-140-5 установлены особенности поражения ме-
талла в зависимости от эксплуатационных факторов. Представленные экс-
периментальные результаты и их обсуждение позволяют считать, что заро-
ждение и рост поперечных трещин при организации нормального теплового
режима связаны с условиями формирования первичных шлаковых отло-
жений и количеством теплосмен, претерпеваемых экранными панелями.

Ключевые слова: термохимические напряжения, трещины в трубах, корро-
зия.

Введение
Опыт эксплуатации энергетических котлов показал, что в условиях пылеугольного (факель-

ного) сжигания повреждение топочных экранов в основном связано с зарождением и ростом по-
перечных трещин на наружных поверхностях труб, обращенных к факелу. Выявление роли от-

дельных физико-химических процессов, развивающихся на поверхности экранных труб при экс-
плуатации, в образовании трещин было предметом многочисленных исследований [1–6], однако
до настоящего времени данный вопрос остается недостаточно изученным. Задачу настоящей ра-

боты составлял комплексный анализ роли эксплуатационных факторов и физико-химических
процессов, развивающихся на поверхности экранных труб при формировании первичных отло-

жений, в процессах зарождения и роста поперечных трещин при работе котлоагрегатов БКЗ-420-
140-5.

Объекты и методы исследования
Исследованию подвергали образцы труб, вырезанные из экранов в районе горелок у четырех

котлоагрегатов. Эксплуатационные показатели, характеризующие время наработки, общее коли-

чество теплосмен (пусков-остановов котлов), воспринятых тепловыми экранами, количество
промежуточных промывок и место вырезки образцов, представлены в таблице.

Анализ структуры металла, отложений и распределения элементов в границах раздела ме-
талл–продукты коррозии–шлаковые отложения проводили на установке «Camebax», а фазовый
анализ на дифрактометре ДРОН–УМ–1 в CoKα излучении. Остаточные напряжения определяли
методом пенетрации с использованием стандартного оборудования: интерферометра СИН–1, ла-
зера ЛГ–75 с λ = 0,6329·10

–3 мм. В качестве детектора излучения использовали фотопластинку
типа ВР–Л с чувствительностью 0,02 ед. ГОСТ и разрешающей способностью 1500 лин/мм.

Результаты и их обсуждение
При анализе металла труб со сторон, обращенных к факелу и тылу качественных и количест-

венных изменений в микроструктуре металла по сравнению с таковой в состоянии поставки не
установлено. Сферодизации перлита и других структурных изменений, связанных, согласно [6], с
нарушением теплового режима в период эксплуатации не наблюдали. При пенетрации поверхно-
сти металла труб, зачищенных от наружных шлаковых отложений, установлено наличие растяги-

вающих остаточных напряжений, главные оси которых совпадают с таковыми для образцов труб.

Максимальное отклонение от представленных в таблице средних значений, выраженных в долях
от предела текучести металла труб (σТ), не превышало 15 % для σθ

ост
 (радиальных) и 30 % для

σZ
ост

 (осевых), чему в абсолютных единицах соответствуют величины 0,05σТ и 0,07σТ соответст-

венно. При пенетрации поверхности металла труб в состоянии поставки установлено наличие
остаточных напряжений сжатия в пределах величин σθ

ост
= (0,2 ÷ 0,25)σТ и σZ

ост
= (0,15 ÷ 0,2)σТ.

Эти результаты, а также данные, представленные в таблице, позволяют считать, что смена знака
остаточных напряжений происходит в период эксплуатации. При этом величина остаточных на-
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пряжений растяжения возрастает со временем наработки и, достигнув значений σθ
ост

= 0,35σТ и
σZ

ост
= 0,29σТ, начинает уменьшаться за счет их релаксации при образовании трещин.

Внутренняя поверхность труб покрыта слоем отложений (рис. 1), по фазовому составу пред-
ставляющих гетерогенную смесь из дисперсных частиц CaCO3 и Fe3O4, а также частиц меди и ее
кислородных соединений. При электронно-зондовом сканировании наблюдали кислородные со-

единения на основе элементов Mg, Si, Al, но не более 2 мас. %. Зависимости толщины внутрен-
них отложений от времени наработки не установлено. Согласно результатам электронно-

зондового сканирования в составе отложений наблюдали до 40 об. % частиц меди и ее кисло-

родных соединений. Этот экспериментальный факт позволяет считать, что кинетические пара-

метры формирования внутренних отложений (в рассматриваемом случае) зависели не только от
условий подготовки котловой воды и периодичности химических промывок, но и от условий раз-
вития коррозии элементов системы регенерации турбоагрегата, обеспечивающей различное со-

держание дисперсных частиц меди в котловой воде.
Таблица

Влияние эксплуатационных параметров на состояние
внешней и внутренней поверхностей экранных труб

Номер котлоагрегата 1 2 3 4

Наработка, ч 67 063 65 282 54 926 43 935

Количество теплосмен*
(пусков-остановов) 149 45 129 24 101 23 109 25

Количество химпромывок Одна Нет Нет Одна

Место отбора образцов
7 панель
труба 29

7 панель
труба 18

7 панель
труба 19

7 панель
труба 11

σZ 0,14σТ
**

0,24σТ 0,28σТ 0,29σТОстаточные
напряжения σθ 0,28σТ 0,32σТ 0,35σТ 0,35σТ

Внутренних 100 75 110 100Толщина отложе-
ний, мкм Наружных ≤ 300 ≤ 300 ≤ 300 ≤ 300

Линейная плотность трещин, шт./см 40 31 4 6

Средняя глубина трещин, мкм 250 130 60 60

Примечания:
* Числитель – полное число пусков-остановов, знаменатель – аварийные остановы;
**
σТ – предел текучести металла труб.

Шлаковые отложения, сформировавшиеся на поверхности труб, обращенной к факелу, по фазо-

вому составу представлены магнетитом (Fe3O4). При электронно-зондовом анализе установлено,

что в структурном каркасе данных отложений отсутствуют межчастичные прослойки из силика-
тов, а их валовой состав близок к 100 мас. % Fe3O4. Морфологические особенности структуры
каркаса отложений, а также отсутствие зависимости их толщины от времени наработки (табли-

ца), позволяют считать, что они сформированы при взаимодействии частиц горящего пирита
(FeS2) непосредственно с поверхностью металла труб. Взаимодействие пирита с оксидной плен-

кой (Fe2O3), неизбежно присутствующей на поверхности труб, можно рассматривать как двух-

стадийный процесс, описываемый следующими реакциями:

7FeS2 + 2Fe2O3 = 11FeS + 3SO2 (1)
FeS + 10Fe2O3 = 7Fe3O4 + SO2 (2)

FeS2 + 16 Fe2O3 = 11Fe3O4 + 2SO2 (3)

Из зависимости энергии Гиббса от температуры для суммарной реакции (3)
∆G0

T = 423434 – 653T (Дж/моль) (4)

следует, что она начинается при t ≥ 380 °C, которая соответствует температуре наружной по-

верхности труб (t = 380 ÷ 390 °C) при нормальном тепловом режиме. Следовательно, вне зависи-
мости от того, горела, либо не горела частица пирита при ее механическом закреплении на по-

верхности трубы, реакция (3), сопровождающаяся значительным выделением тепла, будет про-

ходить до конца. В результате теплообмена и химического воздействия, в локальных границах
раздела горящий пирит–оксид–металл, последний будет участвовать в реакции, а его температу-
ра может возрастать вплоть до появления жидкой фазы FeS (tпл = 988 °C) и на основе эвтектиче-
ской композиции FeS–FeO–Fe (tпл = 910 °C) [7], образование которых обеспечивает формирова-

ние плотного, хорошо сцепленного с трубой слоя отложений из Fe3O4.
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Рис. 1. Морфологические особенности внутренних отложений:
а) е+ микроскопическое изображение в поглощенных электронах;

б) CuKα характеристическое излучение меди,
белый фон – присутствие элемента

Отсутствие на поверхности отложений участков, обогащенных силикатными золовыми час-
тицами, указывает на то, что формирования очагов вторичного шлакования (шлакование-
саморасшлаковка) не происходило. Отмеченная ранее зависимость толщины слоя наружных от-
ложений от времени наработки может быть связана с тем, что взаимодействие частиц горящего
пирита с поверхностью образовавшегося слоя магнетитовых отложений не сопровождается за-
креплением частиц, ввиду невозможности образования жидкой фазы на основе эвтектических
композиций FeS–FeO–Fe, FeS–FeO– SiO2 (tпл ≈ 910 °C), из-за отсутствия металлического железа и
оксида кремния.
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Рис. 2. Морфологические особенности структуры:
а) граница раздела металл–отложения;

б) структура поверхности наружных отложений,
микроскопическое изображение

Анализ рельефа границ раздела наружные отложения–металл показал (рис. 2), что разруше-
ние последнего связано с развитием коррозионных процессов и образованием поперечных тре-
щин. Продуктом коррозии является магнетит (Fe3O4), а следствием ее развития – образование на
поверхности труб коррозионного рельефа. Самостоятельных фаз, образованных с участием серы,

либо других элементов, в составе продуктов коррозии в таких зонах не наблюдали. По величине
объема образовавшихся продуктов коррозии на границе наружные отложения–металл в зависи-
мости от времени наработки, можно отметить, что средняя скорость коррозии на всех котлоагре-
гатах не превышала 0,16 мм/год.
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Рис. 3. Морфологические особенности структуры вершин поперечных трещин:
а) е+ микроскопическое изображение в поглощенных электронах;

б) SKα характеристическое излучение серы, белый фон – присутствие элемента
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Развитие коррозии на поверхностях возникающих поперечных трещин приводит к образова-

нию параболических полостей (см. рис. 2 и 3). При анализе таких полостей на оптическом мик-

роскопе и в поглощенных электронах продукты коррозии характеризуются темно-серым цветом
и лишь только в центральной части от основания до вершины наблюдается узкая светло-серая
полоса. Иногда, наряду с одной светло-серой полосой, имеются рядом более узкие полосы, но
такого же цвета и направления. Согласно [5, 8], темно-серый цвет отвечает фазе Fe3O4, светло-
серый – фазе Fe2O3, а, следовательно, коррозию в полостях поперечных трещин авторы рассмат-
ривали как кислородную. Однако такие представления не согласуются с результатами электрон-

но-зондовых исследований. На рис. 3 представлены микрофотографии фрагментов коррозионных
полостей, полученных в поглощенных электронах (e+

) и в характеристическом излучении серы
(SKα) (белый фон – присутствие элемента), характеризующих распределение серы. Сопоставление
данных результатов с количественной оценкой кислорода (менее 30 мас. %) в темно-серой фазе и
серы (менее 35 мас. %) в светло-серой фазе, приводит к однозначному выводу о том, что в обра-
зующихся параболических полостях развиваются два вида коррозии: кислородная и сульфидная.
При этом продукты кислородной и сульфидной коррозии пространственно разделены, а величина
их концентрационного соотношения колеблется в пределах 0,5 ≤ (Fe2O3 + Fe3O4) / FeS ≤ 8.
Контраст рисунка, характеризующий распределение серы в вершинах трещин, подобен размер-

ной стрелке (см. рис. 3) и сохраняется после ее раскрытия. Это позволяет считать, что сера кон-

центрируется в вершине параболической полости на границе раздела оксид-металл и, проникая в
последний, способствует его охрупчиванию. Поскольку процесс перераспределения серы и ки-
слорода после продвижения трещины повторяется, участки между концами стрелок, характери-

зующими распределение серы по длине трещины, можно рассматривать как расстояние, на кото-

рое она продвигается за один цикл раскрытия (см. рис. 3).

Заключение
При анализе причин зарождения и роста поперечных трещин в экранных трубах в [2–6] роль

физико-химических процессов, развивающихся на границах разделов металл–наружные и внут-
ренние отложения–газовая фаза, рассматривают со следующих позиций. При наличии первичных
отложений в [3] основное внимание уделяют условиям формирования на их базе очагов вторич-

ного шлакования, разрушение которых по мере нарастания (саморасшлаковка) обеспечивает
циклические колебания температуры металла, а, следовательно, и развитие процесса термиче-
ской усталости, приводящего к разрушению труб. Роль внутренних отложений, обеспечивающих
повышение термического сопротивления труб в [2–4] рассматривают как определяющую в кине-
тике зарождения и роста трещин. Это связано с тем, что по мере их нарастания, возрастает ам-

плитуда циклических колебаний температуры металла с одновременным снижением его физико-

химических свойств, определяющих усталостную прочность в целом. Коррозию внешней по-

верхности труб рассматривают как следствие взаимодействия газовой фазы с металлом и связы-
вают, в основном, с уменьшением толщины стенки труб за счет окисления ускоряющегося по
мере повышения амплитуды циклических колебаний температуры. При комплексном воздейст-
вии указанных факторов, зарождение трещин отмечалось через 40…60 тыс.ч работы [2–4].

Экспериментальные результаты, представленные в настоящей работе, также показывают (см.

таблицу), что после 40 тыс.ч наработки действительно происходит зарождение и рост трещин.

Однако, из ряда вышеизложенных факторов, определяющих кинетику их зарождения и роста, для
анализируемого случая повреждений поверхности экранных труб, роль внутренних отложений и
образования очагов вторичного шлакования можно исключить по следующим причинам. Макси-

мальная толщина внутренних отложений не превышает 0,12 мм, а, следовательно, их влиянием
на процесс теплообмена (при установленном фазовом составе) можно пренебречь. На поверхно-
стях труб, обращенных к факелу, следов от очагов вторичного шлакования не обнаружено, а со-

стояние микроструктуры металла и фазовый состав наружных отложений указывает на отсутст-
вие нарушений в тепловом режиме работы. При этом, количественная оценка повреждений по-
верхностного слоя металла труб, в зависимости от эксплуатационных параметров, показывает
следующую тенденцию (см. таблицу). При сравнимом количестве теплосмен (котлоагрегаты 4 и
5), уменьшение диаметра труб за счет коррозии тем больше, чем больше время наработки. На-

против, линейная плотность трещин и их размеры, при сравнимом времени наработки (котлоаг-
регаты 1 и 2), тем больше, чем больше количество теплосмен, воспринятых тепловыми экранами.
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При разнице в количестве теплосмен менее чем на 10 %, но сравнимом времени наработки, ли-
нейная плотность трещин и их глубина отличаются, примерно, в 1,3 и 1,9 раза соответственно.

Экспериментальные результаты, представленные в данной работе, и их анализ, позволяют
считать, что зарождение и рост поперечных трещин, при организации нормального теплового
режима, связаны, в основном, с условиями формирования первичных наружных отложений и ко-
личеством теплосмен (пусков-остановов котлоагрегатов), претерпеваемых тепловыми экранными
панелями.
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THE PHYSICAL AND CHEMICAL ANALYSIS OF CONDITIONS OF APPEARANCE
AND INCREASE OF TRANSVERSE DEFECTS IN SHIELD PIPES

By results of electron probe analysis of surfaces of shield pipes of boiler БКЗ–420–140–5 features

of defeat of metal depending on exploitation factors are established. The presented experimental results
and their discussion allow to consider, that appearance and increase of transverse defects at the organiza-

tion of a normal thermal regime are related with conditions of formation of primary slag sedimentation

and amount thermal-changes undergone by shield panels.

Keywords: thermomechanical stresses, pipe crack, corrosion.
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УДК 532.135

ОБЩАЯ МОДЕЛЬ РЕОМЕТРИЧЕСКИХ ТЕЧЕНИЙ
В ВЕРТИКАЛЬНОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ

И.В. Елюхина, Т.С. Кочурин, Р.А. Апакашев,
И.А. Берсенева, Г.Ф. Кузнецов, Н.В. Широкова

Обсужден общий подход к вискозиметрическому описанию неньюто-
новских сред в системе коаксиальные вертикальные цилиндр–цилиндр. В
качестве примера выделены различия в поведении вязкоупругих образцов с
преобладанием свойств жидкости или твердого тела при движении в них
зонда по инерции или в процессе развития течения при действии момента.

Ключевые слова: коаксиальные цилиндры, нестационарная реометрия.

Часто в реометрии используют установки, где течение жидкости инициируется, например,

относительным движением вокруг вертикальной оси симметрии концентрических круговых ци-
линдров (рис. 1). В зависимости от предельных величин свойств объектов их частными вариан-

тами являются плоское или напорное течение, система дисков или длинных цилиндров, крутиль-

ный вискозиметр и пр. При этом спектр требований к модели
описания варьируется от чрезмерно упрощенных до полных
математических формулировок (например, по ротационному
методу см. [1–8] и мн. др.). Поэтому удобно иметь в распоря-

жении общую модель таких гидродинамически подобных сис-
тем, конкретные ситуации которой характеризуются путем
изменения числовых значений ее коэффициентов, ответствен-

ных за кинематику и геометрию потока. Помимо прочего, та-
кое позволяет развить единые теоретические основы парамет-
рической идентификации, включая процедуры поиска
оптимальных опытных условий.

Математическое описание основано на следующих общих
теоремах динамики исследуемого жидкого образца и соприка-

сающихся с ним абсолютно твердых тел.

I. Уравнения для жидкости:
1) уравнение баланса массы (скалярное)

0=⋅∇ V ; (1)

2) уравнение баланса импульса (векторное)

по FF
V

+=
Dt

D
ρ ; gF ρ=о ; TF ⋅∇=п ; σ1T +−= p ; (2)

3) реологическое уравнение состояния (тензорное): например,

3.1) модель Ньютона
Dσ νρ2= , (3)

3.2) модель Бингама–Шведова
( ) 00 при/'2 σσρν ≥+= σD Dσ IIII ; 0при0 σ<= σD II , (4)

3.3) верхняя конвективная модель Максвелла

Dσσ νρλ 2=+
∇

. (5)

II. Уравнения для внешнего ( 1=i ) и внутреннего ( 2=i ) сосудов:

уравнения баланса момента импульса

iii KP /Σ=αɺɺ , (6)

где момент сил, приложенных со стороны жидкости






















 −−+−−= ∫∫ =−−=−−−

drradzRP
i

i

i R

ihНH
z

ihHН
z

R

H

ri
i 2

0
)2)(()2)((0

0

2

1121
)1(22)1( ϕϕϕ σσπσπ . (7)

1H2H

h

1R

2R

Z

rO

I

II

Рис. 1. Схема методов

III



Физика

Вестник ЮУрГУ, № 10, 200956

III. Начально-краевые условия:
1) начальные условия

:0=t 0=== zr ϑϑϑ ϕ ; (8)

варианты:

а) 0αα = , 0/ =dTdα , б) 0=α , 0/ ≠dTdα ,

в) ),0( 0tt ∈ : 0f ≠P для а) или б), 0tt ≥ : 0f =P . (9)

Граничные условия
0=r ( [ ]hHНz −−∈ 21;0 , [ ]11 ;НhНz −∈ ): 0/ =∂== rd zr ϑϑϑ ϕ ;

2Rr =  ( [ ]hНhHНz −−−∈ 121 ; ): 0== zr ϑϑ , 22Rαϑϕ ɺ= ;

1Rr =  ( [ ]1;0 Нz ∈ ): 0== zr ϑϑ , 11Rαϑϕ ɺ= ;

0=z  ( [ ]1;0 Rr ∈ ): 0== zr ϑϑ , r1αϑϕ ɺ= ;

1Hz =  ( [ ]1;0 Rr ∈ ): 0== zr ϑϑ , r1αϑϕ ɺ=  ( 2=a ) и 0// ==∂∂=∂∂ zr zz ϑϑϑ ϕ  ( 1=a );

hHНz −−= 21 и hНz −= 1  ( [ ]2;0 Rr ∈ ): 0== zr ϑϑ , r2αϑϕ ɺ= . (10)

В модели (1)–(10) a – число торцов (в частности, 1=a для случая свободной поверхности);

ijA – ij -я компонента некоторого тензора A ;
2/1

)2/(∑= ijij AAII A – второй инвариант A ;

( )TVVD ∇+∇= 5,0 – тензор скоростей деформации; 1H – высота столба жидкости (геометриче-

ские характеристики – см. рис. 1); по FF + – результирующая внешних сил: объемных и поверх-

ностных на единицу объема и поверхности; K – момент инерции пустой подвесной системы от-
носительно оси цилиндра; ),,( zr ϑϑϑ ϕV – вектор скорости; p – давление; T – тензор напряжения

Коши; f0 PPPP ++=Σ – суммарный момент внешних сил относительно оси вращения (при их

наличии); re0 PPP += – момент сил, действующих на систему и в отсутствии среды, eP – упру-

гий момент (например, кручения подвеса), rP – момент сил сопротивления (обусловленных на-

личием газовой среды вокруг прибора и пр.; rP =0 при 2=i ); fP – переменное внешнее воздейст-

вие (в режиме затухающих колебаний 0f =P ); iα – угловое смещение сосудов из равновесного
(при колебательном режиме) или начального положений; g – ускорение свободного падения; λ

– время релаксации; v – кинематическая вязкость; 'ν – пластическая вязкость; ρ – плотность;

0σ – предел текучести; σ – тензор избыточных напряжений; рассматривается осесимметричный

случай, const=ρ , (10) отвечает отсутствию вала для 2=i при [ ]11 ;НhНz −∈ (в группе ци-

линдр–цилиндр 0~h ); ⋅∇ – дивергенция; DtD / – субстанциональная производная; индекс ∇
– верхняя конвективная производная.

Возможны и иные, чем в модели (6)–(10), варианты реализации потоков в геометрии рис. 1, в
частности, течение в кольцевом канале, вызванное осевым градиентом давления. При проскаль-

зывании образца на поверхности цилиндров вводится скорость скольжения sV , в общем случае
являющаяся функцией напряжения сдвига, например, степенной ([9–11] и пр.). Так, если поддер-

живается неподвижным внутренний, а вращается с угловой скоростью ω внешний длинные ци-

линдры, то для зоны I  (см. рис. 1) в условиях (10) ϕϑ ( 2R )= 2sϑ , ϕϑ ( 1R )= 1Rω 1sϑ− ,
c
rs b ϕσϑ = ,

где cb, – модельные коэффициенты. Проскальзывание между слоями образца (например, при его
существовании при одинаковых скоростях сдвига или напряжениях в различных микроскопиче-
ских состояниях) описывается моделями с неаффинными деформациями [12]. При численном
моделировании вязкопластичности в (1), (2), (4), (6)–(10) использованы основные регуляризован-

ные модели [13–15]. В целом численное решение аналогично таковому в [16], т.е. отвечает си-
туационным задачам для 1) осесимметричных течений (модель (1)–(10)); 2) традиционных допу-

щений (как, например, для случая крутильной вискозиметрии в [17]); 3) упрощенных моделей:

3.1) с нестационарным неоднородным распределением в одном направлении (вектор состояния
системы помимо времени зависит только от одной координаты) и 3.2) для стационарных случаев.
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Численное решение проводится в случае 1 с использованием МКО [18], SIMPLE, SIMPLED

[18], SIMPLEC [19] алгоритмов, в случаях 2 и 3 – МКР: для 2 методами расщепления [20] с пере-
ходом в т.ч. с целью распределенных вычислений и развития унифицированного базового ресур-
са к задачам типа 3.1, где применяется метод прямых (например, [21–23]), в т.ч. с фиксацией гра-

ниц подстановкой [24], в рамках которого проводится качественный анализ уравнений. Точные
решения, адекватные для практических приложений, находятся для стационарного вращения или
установившегося режима колебаний (например, регулярного режима в ньютоновском случае).
Ряд частных решений, полученных при определенных допущениях, в частности, для областей I –

III  (см. рис. 1), предельных случаев, когда ∞→1R , 02 →H и пр., и которые могут быть исполь-

зованы в начальном приближении, имеется, помимо уже отмеченных источников, например, в
[25–35] и мн. др. Так, для зоны I , заполненной ньютоновской средой, при рассмотрении неста-

ционарных задач: регулярных режимов крутильных малых колебаний или переходных процес-
сов, например операторными методами, решение гидродинамической задачи включает цилинд-

рические функции: 1211 KCIС +=ϕϑ , где 11,KI – функции Бесселя первого и второго рода перво-

го порядка. Константы интегрирования 21,CС определяются из граничных условий и в т.ч. явля-

ются нулевыми в пределах внешней или внутренней задач соответственно, т.е. для вращающего-

ся в безграничной жидкости зонда присутствует только второе слагаемое. Для стационарного
вращения решение имеет вид 3 4 /C r C rϕϑ = + , и в формулу для расчета скорости среды, запол-

няющей длинный цилиндр, входит только первое слагаемое. При отсутствии инерционного сла-

гаемого в уравнении движения (2) решения могут быть получены в терминах напряжений, и в

общем варианте реостабильных сред 0/)(
2 =∂∂ rr rϕσ ,

2
5 / rCr =ϕσ , где ϕσ r вводится как

функция скорости сдвига, после интегрирования которой выражается ϕϑ .

Для нестационарных экспериментов, в которых не проводится построение кривой течения и
оценка выполняется из прецизионных измерений параметров колебаний, точные решения, с дос-
таточной степенью точностью отражающие протекающие процессы, могут быть получены для
линейных, прежде всего ньютоновских, сред. В периодических течениях линейно вязкоупругих
сред в вискозиметрические уравнения вместо ньютоновской вводится комплексная вязкость, а с
помощью методики [36] система измерения свойств в терминах эффективной вязкости, усред-

ненной по характерному промежутку времени и смачиваемой поверхности вискозиметра, легко
распространяется на нелинейные образцы, в т.ч. и на переходные режимы колебаний.

Модель адаптирована, в частности, к исследованию неньютоновских свойств металлических
расплавов крутильным вискозиметром и биологических сред с проскальзыванием ротационным
методом, описанию свойств псевдоожиженного слоя в системе цилиндр–диск при наличии осе-
вого движения ожижающего агента, в опытах с затухающим течением по инерции к измерению
слабо упругих свойств оксидных расплавов и такой модельной жидкости, как вода.

Пример. Особенности поведения вязкоупругих и упруговязких сред в вискозиметрах инер-

ционного типа.
Для измерения упругих свойств служат нестационарные эксперименты, когда предпочти-

тельным, в т.ч. с позиций чувствительности, является режим вынужденных колебаний. При от-
сутствии внешнего воздействия для внутренней гидродинамической задачи, например, крутиль-

ного вискозиметра [17], такие условия малоэффективны для наблюдения слабо упругих свойств,

например, в связи узким диапазоном частот колебаний, более длительных и включающих значи-
тельные периодические составляющие переходных процессов и пр. (см. [37]). При движении
зонда в жидкости, в частности, возрастает глубина проникновения течения для псевдопластич-

ных, вязкоупругих сред, т.е. размеры сосуда, отвечающие безграничной жидкости, когда к тому
же при работе в таком режиме после преодоления предела текучести движение не возобновляет-
ся, на чем с другой стороны основывается линейка приборов с постепенным нарастанием момен-

та. Вискозиметры инерционного типа [38] обладают тем преимуществом, что позволяют проде-
монстрировать само наличие даже весьма слабо выраженных упругих свойств, хотя и не свобод-
ны от иных особенностей, связанных со сложностью адекватного учета существенных факторов
в теории эксперимента, поддержания устойчивого вращения, отфильтровкой эффектов, обуслав-

ливающих возвратные потоки, но не определяемых упругими свойствами, анализом нормальных
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компонент тензора напряжений и т.д. Модели течения в подобных системах достаточно изучены
(см., например, [39–44], ссылки в них, в [37] и мн. др.), а здесь обратим внимание на различия в
поведении материалов с преимущественно вязким или упругим характером (например, для по-

следних складываются напряжения, вызываемые этими компонентами), существенные именно
для таких опытов. Далее рассмотрим линейные среды, нулевые в т.ч. по напряженному состоя-
нию начальные условия, управление в опыте моментом, а не угловой скоростью, интерпретацию
поведения для наглядности выполним в рамках двухэлементных моделей. При этом вязкостные,
геометрические характеристики фиксированы, изучаются проявления сдвиговой упругости в
опытах с крутильным движением зонда, цилиндра в т.ч. и бесконечно малой высоты, в жидкости,

в общем случае ограниченной стенками иного коаксиально расположенного сосуда.

Известно (см., например, ссылки по течениям неньютоновских сред в [37]), что после при-
ложения к идеально твердому телу Гука напряжения следует мгновенная деформация, а при его
снятии мгновенно восстанавливается первоначальная форма. Для идеально вязкой жидкости
Ньютона деформация возрастает постепенно, линейно, а при снятии нагрузки сохраняется. В вяз-
коупругом материале, или вязкоупругой жидкости, напряжения сдвига в вязком и упругом эле-
ментах равны, а деформации аддитивны. При возникновении напряжения деформация скачкооб-

разно увеличивается ввиду наличия упругости, а затем постоянно растет в связи с наличием вяз-
кости. При мгновенном снятии напряжения деформация мгновенно снижается до некоторой да-
лее независимой от времени величины. Упруговязкий материал, или вязкоупругое твердоподоб-

ное тело, обладает способностью удерживать свой вес без видимых искажений формы по сравне-
нию с первыми, для которых требуется ограничение стенками. В вязком случае энергия, обу-
славливающая растекание, например, по горизонтальной поверхности, полностью переходит в
теплоту и не восстановима, а бесконечно тонким слой стать не может в связи с наличием поверх-

ностного натяжения объекта. Упруговязкие среды не обнаруживает беспредельного невосстанав-

ливаемого вязкого течения в отличии от вязкоупругих, когда аналогично чисто вязкой жидкости
проявляет непрерывное установившееся течение заданном напряжении. В первом случае дефор-

мированный образец может «релаксировать» при поддерживаемом постоянным напряжении, а во
втором случае общая деформация равна сумме таковых, обусловленных вязкой и упругой компо-
нентами. Различие в характере поведения этих систем проявляется и в упомянутых опытах.

При существенно выраженной вязкой компоненте: чисто вязкой среде или ее предельных
случаях упруговязкого тела при высоких временах запаздывания θ или вязкоупругой жидкости
при малых временах релаксации λ при постоянном внешнем моменте угловая скорость враще-
ния ω растет до некоторого постоянного значения 0ω  (кривая 1 на рис. 2), когда внешний мо-

мент const~M уравновешивается таковым со стороны жидкости P  (без учета иных потерь). В
случае выраженной упругой компоненты: в пределе при малых временах запаздывания или более
высоких, но не в предельном случае модели идеальной жидкости, временах релаксации, для жид-

коподобных систем угловая скорость ω колеблется около значения 0ω , асимптотически при-

ближаясь к нему (кривая 2 на рис. 2), а для твердоподобных угловая скорость стремится к нулю
(кривая 3 на рис. 2). Эта важная особенность в различии поведения позволяет построить не толь-

ко теорию выявления типа образца, но идентификации его свойств по параметрам затухающих
колебаний, следуя таковому, например, в крутильной вискозиметрии. Экстремумы на рис. 2 от-
вечают случаю ~P M : начиная от момента времени 0~t величина P постепенно возрастает и
для чисто вязкой жидкости (см. рис. 2) затем остается постоянной, равной M , когда как упругая
компонента в переходных процессах обуславливает дополнительный рост напряжения.

Важным также представляется то обстоятельство, что предыстория деформирования влияет
на выбор времени прекращения действия момента для раскрутки среды. Так, при достаточно
кратковременной длительности его приложения различным временам T выхода на режим с

0=M отвечают различные кривые затухания, т.е. для корректной идентификации свойств объ-

екта следует рассматривать и диапазон от запуска до отключения M . Из рис. 3, отвечающего
вязкоупругой жидкости, видно, что чем большее напряжение реализовывалось в среде на момент
прекращения внешней нагрузки, тем более интенсивны возвратные упругие реакции и больше
амплитуда колебаний ω . Также отметим, что время выхода на стационарный режим вращения
при действии M соизмеримо с таковым для процедуры затухания при его отсутствии (см.
рис. 3), а для твердоподобной среды в диапазоне наблюдаемых свойств обычно это выход на ре-



Елюхина И.В., Кочурин Т.С., Апакашев Р.А., Общая модель реометрических течений
Берсенева И.А., Кузнецов Г.Ф., Широкова Н.В. в вертикальной цилиндрической геометрии

Серия «Математика, физика, химия», выпуск 12 59

жим с 0=ω . Для такого материала даже при включенном моменте M угловые отклонения α

( ωα =ɺ ) в установившем режиме с уменьшением времени запаздывания стремятся к начальному
положению (на рис. 4 кривая 1 для меньшего θ , чем кривая 2), а α , отвечающие рис. 3, отмече-
ны на рис. 5. При периодической, например, гармонически изменяющейся величине M , помимо
прочего, по процессам до установившегося режима с постоянными параметрами колебаний мож-

но выполнить качественное заключение об отношении характерного времени жидкости к вынуж-

дающей частоте и оптимизировать условия эксперимента для лучшей наблюдаемости требуемых
эффектов (см., например, кривую 3 на рис. 4 для относительно высоких λ ). Выявленные особен-

ности использованы при развитии системных основ теории экспериментов с инерционным вис-
козиметром над вязкоупругими средами, а также при развитии иных подходов к интерпретации
таких опытных данных, например, при действующем моменте.

Работа выполнена при поддержке РФФИ–Урал (проект № 07-02-96016).
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THE GENERAL MODEL OF A RHEOMETRIC FLOW
IN THE VERTICAL CYLINDRICAL GEOMETRY

The general approach to a viscometric description of the non-Newtonian fluids in the system of co-

axial vertical cylinder–cylinder is considered. As an example, the differences in a behavior of the vis-
coelastic samples with domination of liquid or solid properties when the probe in it moves mechanically

or in the processes of a flow evolution because of the torque effect are marked.

Keywords: coaxial cylinder, non-stationary rheometry, non-Newtonian fluid, inertial viscometer.
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УДК 532.137

ПРАКТИКУМ С КРУТИЛЬНЫМ ВИСКОЗИМЕТРОМ
В ЕСТЕСТВЕННО-НАУЧНОМ ЦИКЛЕ ДИСЦИПЛИН

И.В. Елюхина

Рассмотрены научно-методические аспекты формирования виртуаль-

ной лаборатории по выбору и реализации с обучающими целями задач ли-

нейной и нелинейной крутильной вискозиметрии и им сопряженных.
Ключевые слова: крутильный вискозиметр, виртуальная лаборатория.

Крутильная вискозиметрия является предпочтительной техникой измерения свойств высоко-

температурных сред, в основном жидких металлов. Поэтому лабораторный практикум при обу-

чении специалистов соответствующих специальностей на старших курсах включает такую опыт-
ную часть, выполняемую в рабочем режиме, как, например, в УГТУ. Обратим внимание, что кру-

тильная вискозиметрия демонстрирует широкую предметную область, в частности, по разделам
механики, физико-химических методов исследования расплавов, теплопередачи и пр., что дает
возможность использовать ее и при получении базовых сведений в естественно-научных дисцип-

линах. В этом случае преимуществом обладает виртуальный вариант лабораторного практикума в
рамках подготовки к работе с прецизионной техникой эксперимента, позволяющий, помимо проче-
го, в полном объеме получить знания, навыки и умения использования математического аппарата.

Особый интерес подобные циклы приобретают с учетом значимости описания жидкометал-

лического состояния как при фундаментальных исследованиях свойств и структуры расплавов,

так и в промышленном плане, что наиболее полно поставлено в металлургии, системообразую-
щей отрасли нашего региона. Одной из основных задач при развитии лаборатории здесь является
оптимизация с позиций доступности и доходчивости этой непростой для восприятия темы даже
начальном этапе обучения различных технических специальностей, что, кроме того, благоприят-
ствует вовлечению новых решений и современной теории эксперимента в образовательный про-

цесс. Возможность максимально приблизить занятие к реальной интерпретации опытных данных
в крутильной вискозиметрии, адекватно реализуемая в образовательном аспекте, позволяет осу-

ществить проблемный, эвристический, репродуктивный подходы к обучению. Далее остановимся
на научно-методической стороне вопроса, наиболее существенной здесь.

В практикуме развиты следующие разделы: 1) линейная вискозиметрия: 1.1) традиционная
интерпретация в рамках ньютоновских сред, 1.2) модели вязкоупругого поведения; 2) нелинейная
вискозиметрия: 2.1) реостабильные среды, 2.2) общий случай с упругостью; 3) сопряженные теме
задачи: 3.1) общие теоремы динамики, 3.2) радиационно-конвективный теплообмен, 3.3) элемен-

ты вычислительной математики. Общими базовыми пунктами является решение как обратной,
так и после внесения шума прямой задачи вискозиметрии, и обязательный элемент любого физи-

ческого практикума – статистическая обработка. Принципиальная схема установки включает ци-

линдр, подвешенный вдоль своей оси на упругой нити, зеркальце на подвесе, оптический луч и
линейку, а в более полном варианте системы термостатирования, вакуумирования и пр.

Выделим особенности взаимодействия пользователя с обучающим модулем и имитационно-
го математического моделирования физического эксперимента. Так, по блоку 1.1 через web-
интерфейс выполняется ввод исходных данных, в СГС: в очерченной области задается геометрия
вискозиметра, включая наличие свободной поверхности расплава, температурные характеристи-
ки, выбирается из списка образец для исследования. Далее программно устанавливаются темпе-
ратурные кривые вязкости v объекта из базы по достаточно широкому спектру систем, в т.ч. ста-

лей и чугунов, для среднестатистических из имеющихся в литературе значений, вложенных в ре-
сурс. Выполняется проверка величин отношения A момента инерции замороженной среды в
тигле и пустой подвесной системы, отношения ξ радиуса тигля к толщине пограничного слоя, и
отношения χ высоты заполнения к радиусу в рекомендуемых, в т.ч. с позиций чувствительности,

для такой лабораторной работы диапазонах (от 0,01 до 0,2, от 8 до 25 и от 1 до 5 соответственно),

причем, по ξ интервал несколько расширяется при прохождении всей области температур T .

Запускаемый обучаемым процесс моделирования закона колебаний выполняется с учетом
выбора в программе оптимальных упрощений и численных решений для конкретных приложе-
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ний, прежде всего, с позиций затраты/точность. Результаты отражаются в виде числовых значе-
ний или встроенного графика. Придавая малые изменения параметрам установки и колебаний, до
~0,1 %, программно рассчитываются функции чувствительности и ошибки с учетом их взаимо-
действия. Полученные величины углового отклонения обрабатываются пользователем, в т.ч. на-

ходятся период τ и декремент затухания δ из прямых измерений, например, амплитуд колеба-

ний или в общем случае процедурами анализа данных. Для расчета v по виртуально измеренным
экспериментальным данным в одном из вариантов предлагается использовать упрощенную фор-
мулу для слабовязкой области, когда введенные коэффициенты интерполируются на всю рас-
сматриваемую область и решение вискозиметрического уравнения выполняется методом после-
довательных приближений вручную, далее проводится сравнение с точным решением, встроен-
ным в оболочку, а температурной кривой с табличными величинами. Интерфейс позволяет опре-
делить влияние ошибок, неточностей от приближений и сравнить с найденными самостоятельно.

Для затухающих колебаний может быть проанализировано влияние начальных условий на
интенсивность переходных процессов и точность прямых измерений принимаемых для расчета
параметров колебаний, включая случай предварительного режима вынужденных колебаний.

Приводятся результаты расчетов доверительных интервалов оценки v , построенных различными
способами, в т.ч. отвечающих одновременному учету максимальных отклонений параметров ус-

тановки и колебаний в какую-либо сторону, которые по упрощенной методике находятся также и
самим пользователем. Диапазон значений v в пакете определяется при чувствительности к
ошибкам для v , равной оценке. Реализован как общий вариант вискозиметра конечной высоты,

так и упрощенный, и, в частности, для получения более быстрого и точного численного решения
расчет проводится для длинного тигля, что также позволяет реализовать цели работы.

По п. 1.2 процедуры аналогичны и в основу положены точные соотношения в терминах ком-

плексной вязкости η . Пользователем выбирается количество и тип соединения вязких и упругих

элементов для моделирования в обратной задаче. При выданных значениях τ и δ и следующей
из этого оценки свойств образца выполняется сравнение наблюдаемости эффектов, характерных
именно для этого типа среды, при обсуждении адекватности всех моделей вязкоупругого поведе-
ния. В усложненном варианте студент самостоятельно получает выражение для η и такое виско-

зиметрическое уравнение для регулярного режима. Сравнение проводится и с результатами по
численной модели, позволяющей показать, например, в рамках переходных процессов спектр
возникающих частот и особенности сложения колебаний: биения и пр., как и то, что в предель-
ном случае слабо вязких свойств эти процессы почти не затухают и каковы их отличия от тако-

вых для чисто вязких сред. Введенный в ресурс модуль построения зависимостей τ и δ от ξ

важен при качественном обсуждении чувствительности, а также дает возможность установить
соотношения между длинами вязкой и упругой волн и радиусом тигля (в расширенном варианте
и высотой), обеспечивающими максимумы (в т.ч. глобальный здесь и единственный для чисто
вязкой и близкой к ней среде) затухания колебаний. Наиболее широко задача измерения вязкоуп-

ругих свойств представлена для адекватного этому режима вынужденных колебаний.
В п. 2.1 ошибка вносится на основе генератора псевдослучайных чисел для каждой опытной

точки i с максимально допустимым отклонением, а также системно. Демонстрируется конгру-

энтность кривых для зависимостей τ и δ от номера колебания, получаемых при различных на-

чальных a угловых отклонениях α тигля (в общем случае, начальных условиях). Придание
одинакового отклонения для всех i приводит к подобным кривым, и ошибка может
нивелироваться этим переходом от ошибок в τ и δ для i -й точки к таковым в a и слабой
чувствительностью тогда к ним. Предусматриваются варианты построения функции качества
расчетных данных опытным по α при непрерывном измерении α или при дискретных выборках
τ и/или δ , когда приняты также относительный, абсолютный варианты, с учетом весовых
коэффициентов по параметрам колебаний и доверия к каждой точке. Для найденных
реологических моделей и их констант строятся кривые течения в опытном диапазоне скоростей
сдвига. В комплексе анализируется распределение областей твердотельного течения, как в
рамках простейшего случая длинного тигля, так и общего варианта для осесимметричных
течений, возникновение хаотических режимов колебаний для сред с неаналитическим
поведением. В п. 2.2 по параметрам колебаний из их качественных особенностей выполняется
заключение о реологическом типе образца. Модификация распространяется на характер
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движения зонда в иных внутренних и внешних задачах гидродинамики. Выбор сценария опреде-
ляет функциональность и круг вопросов исследования. Рассматривается изменение параметров
колебаний при постепенном возрастании T , когда в начале τ и δ отвечают таковым для тигля,

заполненного твердым ядром, затем следует гетерогенная зона солидус–ликвидус с нелинейным
характером колебаний, а впоследствии вне переходных процессов устанавливаются регулярные
колебания. Частные комплексы по п. 1 и 2 представляют интерес и для практических приложе-
ний в натурных экспериментах, а здесь дополнены необходимыми визуализациями процессов,
например, течений. Возможно также расширение лаборатории на удаленный доступ к реальным
приборам на основе графических систем программирования.

В п. 3.1 рассматривается теорема об изменении момента импульса тигля, принимаемого аб-
солютно твердым телом, относительно оси вращения, об изменении импульса механической сис-
темы в рамках подхода Эйлера или Лагранжа для описания жидкостей. В рамках раздела по ди-

намике твердого тела реализуется виртуальное измерение моментов инерции I неоднородных и
однородных тел неправильной геометрической формы по способу крутильных колебаний, I

подвесной системы крутильного вискозиметра из наблюдения за периодом колебаний пустой
системы, не нагруженной и нагруженной известным эталоном при близкой опытной нагрузке на
нить. Обширный блок посвящен теории колебаний, в т.ч. нелинейных. Помимо уже отмеченного
выше, здесь рассматриваются вынужденные, свободные, в т.ч. затухающие, колебания, переход-

ные процессы, их характеристики и, в частности, совместно с п. 2.1 влияние присоединенной
массы при росте твердотельного течения в процессе затухании колебаний тигля на их период.

В п. 3.2 проводится расчет температурных полей в задаче радиационно-конвективного пере-
носа теплоты с учетом всех компонент, включая теплопроводность, естественную и вынужден-

ную, из-за движения тигля, конвекцию. Определяются значения T на оси, внешней и внутренней
стенках тигля и корпуса вискозиметра, в схеме варьируется геометрия, в т.ч. количество экранов
и расстояния между ними, выбирается печь с засыпкой или камера с охлаждающей рубашкой.

Спектр задач сложного теплообмена здесь достаточно широк, но в ресурсе охватываются лишь
некоторые от вопросов металлургической теплотехники, например, по расчету тепловой мощно-
сти нагревателя, плотности лучистого потока к экрану, потерь в окружающую среду и пр., до
расчета рекуператоров с водяным охлаждением и нахождения распределения T по длине канала,
расхода и скорости движения агента, потерь тепла и пр. Алгоритмы могут быть расширены в це-
лом на тепломассообменные процессы с фазовыми переходами. В рамках вычислительного теп-

лообмена в отдельном блоке вложен программный ресурс по выявлению влияния на колебания
тигля температурных неоднородностей в образце, инертной среде, на твердых поверхностях, воз-
никающих, например, при утечке теплоты, а простейший случай отвечает установившемуся теп-
ловому режиму. Решение системы адекватно реализуется и с помощью продуктов семейства Ansys.

По п. 3.3 это, прежде всего, блок по приложению методов условной и безусловной миними-

зации в прямой и обратной задачах вискозиметрии. Для вязкой модели обсуждаются неоднознач-

ность оценок v и плотности ρ , отвечающих величине глобального минимума, и важность во-

просов чувствительности в корректной теории оценивания, когда возможна ошибка в ρ в тысячи

процентов. Изучается, что при фиксированных параметрах установки и разных v на плоскости
( τδ , ) возникает овраг, т.е. пары δ или τ для конкретной среды произвольно не воспроизводят-

ся. Сравниваются результаты одномерного поиска v или ρ с таковыми для одновременного, ко-

гда ошибки коррелируют. Рабочие методы практикума включают базовые схемы локальных и
глобальных, детерминированных и случайных методов, в т.ч. эффективных именно для овраж-

ных ситуаций. В отличии от п. 1 и 2, где численные процедуры заданы оптимальным образом,
здесь возможно варьирование их параметров: точности, минимального и максимального шагов,

размерности пространства, начальной точки и т.д. Могут быть вынесены на обсуждение особен-

ности идентификации при значительном числе коэффициентов, например, многоэлементных мо-
делей вязкоупругой среды в п. 1.2, модели нелинейной вязкопластичной среды в п. 2.1, оценки
свойств в п. 2.2. Анализ алгоритмов адекватен в плане минимизации овражистой функции с не-
унимодальным поведением оси оврага, например, при оценке предела текучести σ и пластиче-
ской вязкости бингамовских сред в опытах с низкой их наблюдаемостью, в частности, точностью.

Материал в рамках неньютоновских сред демонстрирует также подходы к построению точ-
ных и численных решений нестационарных дифференциальных уравнений в частных производ-
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ных, например, рабочих уравнений нестационарной вискозиметрии, описанию вязкопластиков.

Аналогичное может быть выполнено, в частности, в спецкурсах в т.ч. в рамках 3D–модели при
изучении влияния нелинейностей в уравнении Навье–Стокса при росте амплитуды колебаний,

изменения геометрии зон для сред с σ , зависимости решений от параметров, устойчивости дви-

жений при высоких частотах, бифуркации решений и пр. Для быстроты и наглядности реализо-
ван случай длинного тигля, когда функция состояния зависит от времени и лишь одной коорди-

наты. Для сравнения предложены различные методы решения, в т.ч. характерные именно для не-
линейных задач, в частности, метод прямых, что дает возможность обратиться также к особенно-
стям решения ОДУ, а более ограниченный блок включает подобное для случая двух координат.
Интерфейс развит до уровня, позволяющего выбрать одну или несколько из основных схем дис-
кретизации в МКР и ввести их основные параметры, предполагается расширение на МКО. Пред-

ставленное отвечает циклам, посвященным математическому моделированию, вычислительным
экспериментам и пр. в совокупности с вопросами параметрической идентификации. Заметим, что
задачи здесь являются сопряженными: как в гидромеханике рассматривается движение тигля,

непосредственно связанное с инициируемым им движением образца, так и для теплопереноса
выписываются граничные условия сопряженности различного рода.

При расширении ресурс без модификации основы может быть использован в таких областях
как вычислительная и теоретическая гидромеханика и теплообмен, прежде всего нелинейные,
численные методы их описания, основы программирования, в т.ч. параллельных вычислений,

реализуемых, например, с помощью загрузчика WTM ЮУрГУ; реология, когда пересечение до-

верительных интервалов свойств, получаемых таким образом с помощью иных реометодик, оп-

ределяет более узкий их диапазон с последующим уточнением; разделов по явлениям переноса и
т.д. На настоящее время практикум является частью общего ресурса по реометрии, где в т.ч. для
нелинейных сред, помимо тиксотропных, рассматриваются вибрационный метод затухающих и
вынужденных колебаний, ротационный метод с измерительными системами Серле и Куэтта для
CR- и CS-реометров типа коаксиальных цилиндров и выполняется развитие лабораторной мето-

дики на псевдослучайные воздействия в рамках фурье-реологии, для различных типов измери-

тельных ячеек. По части задач (измерение моментов инерции твердых тел, изучение затухающих
колебаний и пр.) комплекс адекватен начальным разделам курсов теоретической механики и об-

щей физики для очного и заочного обучения с элементами дистанционного образования, в ряде
случаев в совокупности с натурной схемой, упрощенной, например, для низких температур.

Методические указания помимо традиционных пунктов: этапы выполнения, форма отчета и
пр., включают теоретическую часть с интерактивными и мультимедийными элементами: ссылки
на внутренние и внешние электронные библиотеки, глоссарий, видео или анимации в компакт-
ной версии, а также контрольный модуль: вопросы, тесты для самопроверки и допуска к работе.
Организационно-методические аспекты практикума отвечают [1], при разработке использованы
материалы и публикации, отмеченные, в частности, в [2], в т.ч. представленное на physics.susu.ru.

Работа выполнена в рамках проекта № 07-02-96016 (РФФИ–Урал).
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К ТЕОРИИ ВЛИЯНИЯ МАЛЫХ ДОБАВОК ПАЛЛАДИЯ
НА РАСТВОРИМОСТЬ ВОДОРОДА В ЖЕЛЕЗЕ
И ФЛОКЕНООБРАЗОВАНИЕ В СТАЛЯХ

Д.А. Мирзаев, И.В. Кашуков, А.А. Мирзоев, К.Ю. Окишев

С позиции учета ближнего порядка в расположении атомов Pd и H дано
объяснение причины значительного повышения растворимости водорода в
кристаллической матрице железа, а также резкого снижения опасности об-
разования флокенов при введении в сталь малых добавок палладия (эф-

фект Архарова).
Ключевые слова: водород в железе, растворимость, теория, флокены.

Введение
Как известно [1, 2], растворимость водорода в железе существенно уменьшается при пони-

жении температуры. Именно это обстоятельство является причиной образования ниже 100 °С
специфических дефектов стали – флокенов – микротрещин, заполненных водородом [3]. Помимо
температуры, растворимость водорода зависит от парциального давления

2Hp газа H2 в окру-

жающей образец атмосфере. Эта зависимость известна как закон Сивертса (закон
2Hp ). Наибо-

лее достоверные на наш взгляд формулы, описывающие указанный закон и основанные на изме-
рениях Геллера и Сунь, приведены в [3]:

для α-железа

[ ]
2 2

3

H H
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α α
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для γ-железа
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Допустим, что железо или его сплав был насыщен водородом при высокой температуре до

концентрации 0
HC , а затем резко охлажден до некоторой температуры T в районе 300–500 К и

изотермически выдержан. Тогда, вследствие падения растворимости водорода начнется процесс
его выделения в любую возможную пору (пустоту). Если указанная малая пора изолирована от
внешней атмосферы, то давление водорода в ней будет определяться условием равновесия с рас-
творенным в стали газом (1):
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α  Λ = ⋅ − ⋅ 
 

,

где ( )TαΛ  (здесь и в формуле (1)) представляет растворимость водорода в α-железе при рассмат-
риваемой температуре и давлении p = 1 атм. Если учесть, что выделение газообразного водоро-

да в порах конечного размера несколько уменьшает его концентрацию в металле [4], то можно
получить более точную оценку давления водорода внутри полости

2

0
H

H 2

8
1 1

4 ( )

RT f C
P

f RT

α

α

β

β

 Λ ⋅ = + −
Λ  

, (3)

где f – объемная доля пор в металле, а β = 7,018·10
–4

– численный коэффициент. Но и в этом

случае величина давления зависит от параметра ( )TαΛ .



Мирзаев Д.А., Кашуков И.В., К теории влияния малых добавок палладия на растворимость
Мирзоев А.А., Шабуров Д.В. водорода в железе и флокенообразование в сталях

Серия «Математика, физика, химия», выпуск 12 67

Влияние всех факторов (T , f , 0
HС ,

αΛ ) на величину давления водорода в порах было сис-
тематически изучено в работе [4]. Например, при понижении температуры давление изменяется
по кривой с максимумом при некоторой температуре mT , равной примерно 370 К, причем точное

ее положение зависит от значений остальных параметров ( f , 0
HС ,

αΛ ). Увеличение растворимо-

сти водорода в стандартном состоянии αΛ вызывает значительное уменьшение давления. Оно

снижается также при возрастании f , или уменьшении 0
HС . Однако эти параметры являются сла-

боуправляемыми в обычных металлургических технологиях., если только расплав стали не под-
вергают целенаправленному вакуумированию. Такая операция резко снижает исходное содержа-

ние водорода в стали 0
HС и, соответственно, опасность флокенообразования, но является очень

затратной.

Из формулы (3) виден иной способ устранения флокенов – на основе повышения раствори-

мости αΛ . Но так как при стандартном состоянии внешнее давление фиксировано, то добиться
уменьшения давления в порах можно только одним способом – легированием стали элементами,
резко повышающими растворимость водорода. К сожалению, за исключением относительно ста-

рых монографий П.В. Гельда [1, 3], в литературе почти отсутствуют интересующие нас сведения
о влиянии легирующих элементов на растворимость водорода.

Однако о сильном воздействии одного элемента – палладия – известно довольно хорошо бла-

годаря работам В.И. Архарова [5, 6]. Было показано, что малые добавки палладия (< 0,5 ат. %) в
значительной мере, если не полностью, подавляют флокенообразование. Для объяснения этого
удивительного результата авторы предположили, что атомы палладия сильно притягивают к себе
атомы водорода. Поскольку атомы палладия адсорби-

руются на поверхностях зерен, то туда же стекаются и
атомы водорода. Отметим, что до сего момента нет
убедительных данных о сегрегации атомов палладия
по границам зерна α-железа. Однако, в последующих
статьях [7, 8], В.И. Архаров показал, что добавки пал-
ладия существенно повышают растворимость водо-

рода в стали. Данные Архарова о растворимости во-

дорода приведены в таблице с небольшими поправ-

ками по [3] на содержание легирующих элементов.
Известна [9] теория растворения водорода в сплавах,

разработанная В.П. Бурылевым. Применительно к
рассматриваемой проблеме основное уравнение его теории для

2H 1P = атм. имеет следующий

вид:

( )
Pd

спл α-Fe Fe-PdH
H H Pd Pdα-Fe

H

ln ln ln 1Pd

QC
C C x x x

RTC
= + ⋅ + − ,

где QFe-Pd – энергия взаимообмена атомов Fe и Pd в бинарном растворе.
По данным [10] и [3] растворимость водорода в чистом палладии и железе при 673 К соот-

ветственно равны 523 и 0,37 см3
/100 г. Поэтому второе слагаемое, равное 0,019, может обеспе-

чить увеличение растворимости водорода в сплаве в 1,019 раз по сравнению с чистым железом,

тогда как по экспериментальным данным [7] это увеличение происходит почти в полтора раза.
Учет третьего слагаемого только ухудшает результат, поскольку атомы Fe и Pd образуют упоря-
доченные растворы, а значит QFe–Pd < 0.

Попытки использовать данную формулу для аналитического описания результатов В.И. Ар-

харова для всех других температур также оказались безуспешными. Был сделан вывод, что
теория Бурылева применима лишь в случае незначительного различия потенциалов взаимодейст-
вия с водородом атомов железа и атомов примеси замещения, тогда как в данном случае
взаимодействие атомов палладия с атомами водорода оказалось очень сильным. Можно предпо-

ложить, что атомы палладия являются ловушками для атомов водорода. В этом случае, по-
видимому, следует отказаться от модели с усредненным взаимодействием атомов, а попытаться
построить модель на основе учета локальных межатомных связей.

Таблица
Растворимость водорода в двойном

сплаве Fe+0,26 ат.%Pd при давлении
окружающей атмосферы водорода 1 атм. [7]

T , K CH , см3
/100 г

973 1,98

873 1,30

773 1,08

673 0,56
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Статистическая модель тройного раствора
Ниже представлена статистическая модель тройного твердого раствора Fe–Y–H, в основе ко-

торой лежат следующие допущения:

а) атомы палладия, которые для общности будут обозначены Y, образуют с железом раствор
замещения. Каждый атом основной решетки окружен Z1, 2 тетраэдрическими порами (Z1, 2 = 24), в
которых могут располагаться атомы водорода. Но каждая тетрапора и, соответственно, располо-

женный в ней атом водорода, окружены Z21 = 4 атомами основной решетки. Таким образом каж-

дая тетрапора принадлежит атому основной решетки на (1/Z21) часть. Откуда, как и следовало

ожидать, получаем число пор, приходящихся на один атом решетки равное 12
21

1
6Z

Z
ν = ⋅ = .

Атомы палладия могут мигрировать по основной решетке при высокой температуре аустени-

зации, гомогенизации или горячей деформации. Но при температурах ниже 500 °С перераспреде-
ление атомов палладия становится кинетически невозможным, поэтому равновесный ближний
порядок устанавливается за счет диффузии атомов водорода;

б) Основной вклад в потенциальную энергию подсистемы атомов водорода дает взаимодей-

ствие пар ближайших соседей Fe–H и Y–H; их энергии связи обозначены 1 Fe Hε ε −= и 2 Y Hε ε −= .

Если, как мы предполагаем, 1 2ε ε<< , то атомы водорода должны накапливаться около атомов

палладия. Для характеристики ближнего порядка будем использовать параметры

Fe H
1 Fe H 0

21 H

N
P P

Z Nν θ

−
−= =

⋅ ⋅ ⋅
; (5а)

Y H
2 Y-H 0

21 H

N
P P

Z Nν θ

−= =
⋅ ⋅ ⋅

, (5б)

впервые введенные М.А. Штремелем [11]. Здесь F HN − и Y HN − – количество пар ближайших со-

седей, 0
Hθ , а также Yθ и Feθ – атомные доли соответствующих элементов в подрешетках внедре-

ния и замещения, N общее число атомов в системе. Поскольку 0
Fe H Y H H 21N N N Zθ ν− −+ = ⋅ ⋅ ⋅ , то

имеем:

1 2 1P P+ = . (6)

Потенциальную энергию связи атомов водорода с окружением можно записать следующим
образом:

[ ]0
Fe H 1 Y H 2 21 H 1 2 2 1( )E N N N Z Pε ε θ ε ε ε− −= ⋅ + ⋅ = ⋅ + − ; (7)

в) находящиеся в растворе атомы водорода удобно разделить на две подгруппы: атомы, ок-

руженные только атомами железа (обозначим их число H
IN ), и атомы водорода, содержащие в

своем окружении хотя бы один атом Y (их количество – H
IIN ). Поскольку концентрация приме-

сей замещения Y считается малой, менее 2–3 ат. %, то вероятность перекрытия координационных

сфер тетрапор, ближайших для двух соседних атомов Y, будет мала. Фактически, каждый из H
IIN

атомов водорода контактирует лишь с одним из атомов Y, и можно считать, что возникает H
IIN

пар Y–H. Следовательно, параметры 2P и H
IIN оказываются пропорциональными:

H
2 0

21 H

IIN
P

N Z θ ν
=

⋅ ⋅ ⋅
. (8)

Термодинамическая вероятность распределения H
IIN атомов по Y 12N Zθ⋅ ⋅ возможным пози-

циям равна

12 Y
2

H 12 Y H

( )!

( )!( )!
II II

Z N
W

N Z N N

θ

θ

⋅ ⋅
=

⋅ ⋅ −
. (9)

Остальные H
IN атомов водорода расположены исключительно в окружении атомов железа,

количество таких тетрапор – Y(1 )Nν θ⋅ − . Термодинамическая вероятность распределения этой
группы атомов водорода:
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( )12 Y
1

H 12 Y H

(1 ) !

!( (1 ) )!
I I

Z N
W

N Z N N

θ

θ

⋅ −
=

⋅ − −
. (10)

Теперь, использовав полученные выше выражения для E , 1W и 2W , можно определить ту
часть свободной энергии тройного раствора, которая зависит от присутствия водорода:

1 2lnF E kT W W= − ⋅ . (11)

Заметим, что в этом выражении не учтены слагаемые, отражающие кинетическую энергию
атомов водорода и перераспределение зарядов вблизи них, а также изменение колебательной эн-
тропии. Однако, эти слагаемые в первом приближении зависят только от общего числа атомов
водорода.

Как известно [12], свободная энергия равновесного состояния должна быть минимальной,

поэтому потребуем, чтобы:

HH
H 21 2 , ,, ,

1
0

II
H T N NT N N

F F

N Z PN θ ν

   ∂ ∂
= =     ⋅ ⋅ ⋅ ∂∂   

. (12)

Используя формулу Стирлинга для расчета функции F и ее производной, а также соотно-

шение (12), находим соотношение, определяющее параметр ближнего порядка 2P , или пропор-

циональную ему величину H
IIN :

0
H H H

0
H Y H H

( )( )
ln ,

(1 )

Y

kT

ε θ θ θ θ

θ θ θ θ

− −− =
− − +

(13)

где 0H
H 2 H

21

,
IIN

P
Z N

θ θ
ν

= ≡ ⋅
⋅ ⋅

а 1 2ε ε ε= − .

Как правило, количество атомов легирующего элемента значительно превышает число ато-

мов водорода, поэтому 0
Y Hθ θ>> и 0

Y H H(1 ) ( )θ θ θ− >> − , что позволяет упростить уравнение (13):

H Y
0

YH H

(1 )
ln

( )kT

ε θ θ

θθ θ

−= ⋅
−

. (14)

Удобно ввести параметр

Y

Y

exp
(1 ) kT

θ ε
λ

θ

 = ⋅  −  
, (15)

и преобразовать (14) в соотношение:
0
H

H
1

λθ
θ

λ
=

+
, (16)

которое считается типичным уравнением захвата атомов водорода ловушками [13]. Действи-

тельно, если T → 0, то при ε > 0 параметр λ → ∞, а тогда 0
H Hθ θ→ , т.е. все атомы захвачены

ловушками. Но, если T → ∞, то Y

Y1

θ
λ

θ
=

−
, а 0

H Y Hθ θ θ= ⋅ , т.е. атомы водорода равномерно рас-

пределены по решетке.

После подстановки (16) в выражение (11) в последнем исчезают члены, содержащие H
IN и

H
IIN , что позволяет легко рассчитать химический потенциал атомов водорода [1, 3]:

Fe Y

H
H , ,T N N

F

N
µ

 ∂=  ∂ 
. (17)

Проведя дифференцирование свободной энергии, получим:

( )0 0
H H 21 Y Yln ln 1 exp( / )

H
kT kT Z kTµ µ θ θ θ ε= + − ⋅ ⋅ − + , (18)

где 0
H Fe HZµ ε −= есть химический потенциал стандартного состояния – бесконечно разбавленно-

го раствора, однако величина 0
Hµ должна включать еще вклад от кинетической энергии и колеба-

тельной энтропии атомов водорода. При расчете на моль константу k следует заменить на R .



Физика

Вестник ЮУрГУ, № 10, 200970

2. Расчет растворимости водорода.
Растворение водорода в металлах и сплавах описывается реакцией [12, 13]

( ) [ ]1
22 газ Me

H H= , (19)

где MeH – водород, растворенный в металле. Равновесие этой реакции соответствует равенству
химических потенциалов:

2

1
H H2

µ µ= , (20)

где
2Hµ – химический потенциал молекулы H2 в газообразном состоянии, а Hµ – определенный

выше химический потенциал растворенного в сплаве водорода. Для газа [12, 13]

2 2 2

01 1 1
H H H2 2 2

lnRT fµ µ= + , (21)

где
2Hf – фугитивность (или летучесть) газа, а

2

0
Hµ – химический потенциал для стандартного

состояния.

Приравняв выражения (18) и (21), найдем

2

2

0 01
H H20 1/ 2

H 21 Y Y Hln ln 1 exp lnZ f
RT kT

µ µ ε
θ θ θ

−   = + ⋅ − + +    
. (22)

Удобно перейти от концентрации водорода 0
Hθ в атомных долях к концентрации 0

HC , выра-

женной в практических единицах 3см 100 г при нормальных условиях. Связь этих величин про-

стая:
0 5 0
H Fe H8,923 10 A Cθ −= ⋅ ⋅ или 0 0

H Hln ln 5,3016.Cθ = −
Вместо (22) тогда получим

2

2

0 01
H H20 1/ 2

H 21 Y Y Hln 5,3016 ln 1 exp lnC Z f
RT kT

µ µ ε
θ θ

−   = + + ⋅ − + +    
. (23)

При не слишком высоких давлениях 2H фугитивность совпадает с давлением, поэтому по-

лученная формула отражает закон Сивертса для сплава Fe-Y-H. В случае 0Yθ = она должна пе-
рейти в уравнение (1а) растворимости водорода в α-железе, что позволяет сразу найти неизвест-

ное первое слагаемое: ( )2

0 01
H H2

1,4402 3269,8RT Tµ µ− = − − . Следовательно,

2

0 1/ 2
H 21 Y Y H

3269,8
ln 3,8614 ln 1 exp lnC Z f

T kT

ε
θ θ

  = − + ⋅ − + +    
. (24)

В.И. Архаров проводил измерения растворимости при давлении p = f = 1 атм, поэтому при
анализе его результатов последнее слагаемое в (24) следует обратить в ноль. Как следует из (24)

величина растворимости водорода в сплаве оказывается зависящей только от одного параметра
ε , равного разности энергий связи атомов водорода с железом ( H Feε − ) и водорода с примесью

замещения ( H Yε − ), в данном случае с палладием. Чтобы оценить величину ε для сплава с 0,26

ат. % Pd (изучен Архаровым), была рассчитана серия кривых растворимости для разных ε

(Дж/моль), а на поле температура-концентрация нанесены экспериментальные данные (см.

рис. 1). Наилучшее согласие эксперимента с теорией получается при ε = 22 500 Дж/моль. Экспе-
риментальные точки довольно точно расположены вдоль кривой, что позволяет говорить о согла-

сии теории с экспериментом. Важно обратить внимание на особенность поведения кривых рас-
творимости водорода в сплаве Fe–Pd при понижении температуры по сравнению с чистым желе-
зом. Для железа растворимость водорода непрерывно уменьшается при снижении температуры.

Растворимость водорода в сплаве с палладием тоже снижается с понижением температуры до
примерно 450 К, но затем начинается её рост по мере приближения к 0 К. Аналитически причина
роста понятна; он обусловлен возрастанием функции ( )exp RTε при стремлении 0T → . Физи-

ческая причина заключается в том, что атомы водорода всё в большей степени захватываются
атомами палладия, а тепловое движение уже не в силах преодолеть такое взаимопритяжение.
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Но для проблемы флокенов осо-

бенно важно то, что у сплавов с пал-

ладием резко возрастает концентрация
растворенного водорода при темпера-

туре mT , для которой максимально
давление в микропорах, что дает ос-
нование предполагать, что уровень
этого давления для сплава с Pd будет
существенно меньшим.

Для расчетов давления молеку-

лярного водорода в порах в зависимо-

сти от температуры было использова-

но уравнение (3). Если в выражении
(24) положить

2 2H H 1P f= = , то функ-

ция 0
HC оказывается равной αΛ , вхо-

дящей в уравнение (3). При решении
уравнения (3) была внесена поправка

по [12], ибо при очень высоких давлениях 1/ 2
HP следует заменить на

2

1/ 2
Hf .

Как и следовало ожидать, кривые температурной зависимости давления в порах
2HP имеет

резкий максимум. Ниже мы рассматриваем влияние различных факторов только на максимальное
давление, которое наиболее опасно с точки зрения возникновения флокенов.

Рис. 2 иллюстрирует влияние атомной доли палладия и исходного содержания водорода на
максимум давления. Прежде всего бросается в глаза резкое уменьшение давления при добавле-

нии палладия. Например, при введении 0,26 ат. % Pd в сплав, содержащий 5 3см 100 г водорода,

максимальное давление, равное для железа 10
9 Па, уменьшается до 2·10

7 Па. Оно оказывается

даже ниже, чем у железа, содержащего 1 3см 100 г водорода, а в таком железе (стали) флокены
обычно не обнаруживаются. Возрастание исходной концентрации водорода, конечно, повышает
давление, но эффективное воздействие палладия проявляется для любой исходной концентрации
водорода. Влияние концентрации палладия и объемной доли пор на максимальное давление ил-

люстрирует рис. 3. Для железа максимальное давление заметно зависит от объемной доли пор.
Но достаточно добавить примерно 0,2 % Pd, чтобы эта зависимость исчезла.

Рис. 1. Теоретические кривые растворимости водорода в сплаве
Fe+0,26 ат. % Pd при различных значениях параметра ε в срав-

нении с экспериментальными данными [7]

Рис. 2. Влияние концентрации палладия и ис-

ходного содержания водорода на максималь-
ное давление водорода в порах (f = 0,005)

Рис. 3. Влияние концентрации палладия и
объемной доли пор на максимальное давле-

ние в микропорах ( )0 35 см 100 гHC =
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Общие выводы
1. Разработана статистическая модель тройного раствора, содержащего сильно взаимодей-

ствующие растворенные атомы внедрения и замещения, например, водорода и палладия.

2. В рамках этой модели получено уравнение растворимости водорода в сплаве Fe–Pd, по-
зволившее аналитически описать экспериментальные данные В.И. Архарова.

3. Температурная зависимость растворимости водорода в сплаве Fe–Pd–H имеет важную
особенность – наличие минимума. В отличие от железа, где при 0T → растворимость водорода
стремится к нулю, в сплавах Fe–Pd она возрастает.

4. Этот эффект накопления водорода около ловушек-атомов является причиной резкого
снижения давления водорода в микропорах по сравнению с железом и сталями и является причи-

ной подавления образования флокенов при легировании стали малыми добавками палладия (эф-

фект Архарова).
5. Существует, по-видимому, возможность введения других, менее дорогих добавок эле-

ментов, создающих столь же сильное взаимодействие с водородом, как палладий, и тем самым
предотвращающих образование в стали флокенов.

Работа поддержана грантом 2.1.1/1776 целевой программа «Развитие научного потенциала
высшей школы» Минобрнауки РФ.
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THEORY OF IMPACT OF SMALL ADDITIVES OF PALLADIUM ON THE
HYDROGEN SOLUBILITY AND ON THE FLAKE FORMATION IN THE STEEL

Taking into account the short-distance order in the arrangement of Pd and H atoms, the authors ex-

plain the reasons of the considerable increase of hydrogen solubility in the crystalline matrix of iron as

well as of quick decrease of risk of the flakes formation when introducing small additives of palladium

into the steel.
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ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ
ИЗЛУЧЕНИЯ СО СРЕДОЙ С НАНОЧАСТИЦАМИ

Н.Р. Садыков, Н.А. Скоркин

На основе полученной системы материальных уравнений смоделиро-
ван процесс усиления в резонаторе СВЧ-излучения с длиной волны
λ ~ 10 см. Показано, что можно достичь плотности энергии излучения
W ~ 1000 Дж/м3

. Накачка среды производится с помощью стационарного
электрического поля при наличии в среде проводящих наночастиц. Оцене-
на необходимая для этого массовая концентрация наночастиц и величина
накачиваемого поля. Предлагается с помощью стационарного электриче-
ского поля способ получения активной среды для усиления СВЧ-излучения
в диапазоне длины волны λ ~ 10 см. Для этого нужно распылить удлинен-

ные электропроводящие наночастицы.

Ключевые слова: СВЧ-излучение, наночастицы, стационарное электриче-
ское поле.

Введение. В настоящее время проводятся интенсивные исследования, связанные с наличием
пылевых частиц в нейтральной газовой среде, в ионизированном газе. Это направление является
перспективным в связи с различными технологическими приложениями: процессы горения,

плазменные технологии, физика атмосферы, управляемый термоядерный синтез. В случае плаз-
менных технологий большой интерес вызывает кристаллизация пылевых частиц в газоразрядной
плазме – образование упорядоченных структур [1, 2]. Вызывает определенный интерес процессы,

связанные со взаимодействием излучения со средой, содержащей наночастицы и наноструктуры
[3, 4]. В данной работе на основе полученной системы материальных уравнений моделируется
процесс усиления в резонаторе СВЧ-излучения с длиной волны λ ~ 10 см. Накачка среды произ-
водится при наличии в ней проводящих наночастиц с помощью стационарного электрического
поля. Оценена необходимая для этого массовая концентрация наночастиц и величина накачивае-
мого поля. Приступим к рассмотрению сформулированной задачи.

Вывод системы материальных уравнений. Пусть имеется неограниченная область, состоя-
щая из вытянутых наночастиц (содержащая удлинен-

ные наночастицы) концентрации n . Пусть через такую
область распространяется электромагнитное излучение.
Электрическое поле обозначим как ( , )tE r . Для того
чтобы описать механизм взаимодействия таких частиц
с электромагнитным излучением, аппроксимируем эти
частицы двумя одинаковыми проводящими шарами
радиуса R и массы m  (см. рис. 1).

Будем считать, что шары соединены проводящим
тонким стержнем длины L , коэффициентом упругости

kɶ и электрическим сопротивлением 0r . Пусть 1( )g t и

2( )g t соответственно заряды на первом и втором ша-

рах. Будем считать, что диполи параллельны электри-

ческому полю волны. Поляризация в общем случае бу-

дет складываться из линейной 0P и нелинейной 1P поляризаций
(0) (0) (0)1 1 1

0 2 1 1 2 1 2 12 2 2
( ), ( ) ( ),P n L g g P n x g g n x g g= − = − − − (0) (0) (0)

2 1 2 1( ) ( ) ( ),x x t x t x t x x x= = − = − , (1)

где 0 1,P P − соответственно амплитуды векторов 0 1,P P ; n − концентрация наночастиц в области;

( )x t − быстро осциллирующая в масштабе времени изменения разности зарядов величина, кото-

рая характеризует изменение расстояния между шарами за счет упругих сил; x L<< ;
(0) (0)

1 2 1 2g g g g+ = + ; (0)x − характеризует дополнительную деформацию за счет упругих и куло-

новской сил двух предварительно заряженных шаров с зарядами (0) (0)
1 2,g g при наличии E

L

2 ,g m

1,g m

0,k rɶ E
r

Рис. 1. Аппроксимация наночастицы гантелью

R

Рис. 1. Аппроксимация
наночастицы гантелью
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(0) (0) (0) (0)
2 1 2 1( ) ( ) / 2k x x g g E− = −ɶ . (2)

Нетрудно заметить, что 1P характеризует изменение нелинейной поляризации при соответ-

ствующем изменении зарядов. В (2) линейность 0P следует из того факта, что при R L<< имеет

место соотношение 2 1( ) /g g R LE− = , т. е.

2
0

1

2
P nRL E Eχ= = , (3)

где электрическая восприимчивость равна 2 / 2 constnRLχ = = .

С учетом полученных соотношений уравнение поля в резонаторе с распыленными наноча-

стицами с учетом полученных соотношений запишется ([5], с. 75) как
2 2

2 1
02 2

1 4

tt t

π
ω

τ ε

∂ ∂ ∂
+ + = −

∂∂ ∂
E E P

E , (4)

где 1 4ε πχ= + − диэлектрическая проницаемость. В (4) предполагается, что поляризация 1P , за-

висящая от поля резонатора, имеет такое же пространственное распределение, как и нормальная
мода поля резонатора.

В случае отсутствия излучения при R L<< энергия системы будет равна
(0) 2 (0) 2

1 1 2( ) ( ) / 2W n g g R = +  , (5)

где (0) (0)
1 2,g g − заряды на шарах в начальный момент времени.

В присутствии поля излучения в произвольный момент времени энергия системы будет равна
2 2

2 1 2 / 2W n g g R = +  , (6)

где (0) (0)
1 2 1 2 0.g g g g+ = + =
Из (5) и (6) получим, что при наличии излучения энергия системы меняется на величину

2 1 0 ,W W W N N= − = −
2

2 1( )

4

n g g
N

R

−= ,
(0) (0) 2
2 1

0

( )

4

n g g
N

R

−
= , (7)

где при выводе (7) учтено, что будет иметь место соотношение
2 2 (0) 2 (0) 2 (0) (0)
1 2 1 21 2 1 2( ) ( ) 2 2g g g g g g g g+ − − = − .

При усилении поля будет иметь место 0 0, 0N N N t− < ∂ ∂ > . Если 1E P t⋅ ∂ ∂ , то поле будет
совершать положительную работу и энергия поля будет уменьшаться. Поэтому для увеличения
энергии поля необходимо выполнение условия 1E P t⋅ ∂ ∂ .

С учетом сказанного, при наличии электромагнитного поля СВЧ-излучения закон сохране-
ния энергии с помощью введенных величин 1,N P запишется так:

1
0

1

1
( )

N P
N N E

t T t

∂ ∂
+ − = −

∂ ∂
, (8)

Уравнение (8) представляет собой одно из двух материальных уравнений ([5], с. 75). Следует
отметить, что величина N является медленно меняющейся в масштабе собственных малых коле-

баний осциллятора с коэффициентом упругости kɶ . При этом сами колебания осциллятора в опи-

сываемой здесь модели будут определять поправку к поляризации (нелинейную поляризацию).

Поскольку величина N и амплитуда колебаний осциллятора (колебания нелинейной поляриза-

ции) будут характеризоваться относительным расстоянием между двумя шарами, то в нашем
случае относительное изменение расстояния между двумя центрами будет описываться двумя
функциями, которые характеризуются разными масштабами изменения. Первая функция опреде-
ляет величину N , которая меняется медленно, но при этом величина изменения достигает значи-

тельных величин. Вторая величина – это нелинейная поляризация, которая является быстро ос-

циллирующей функцией относительно переменной N , но при этом амплитуда колебаний незна-

чительна в масштабе изменения первой функции. Такое «временное» отличие функций позволяет
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выделить два уравнения. Первое уравнение – уравнение (8). Получим второе материальное урав-
нение – уравнение для нелинейной поляризации

Относительно обобщенной координаты 2 1x x x= − , где 1 2,x x − соответственно координаты
центров шаров, будет иметь место уравнение движения

2 1

1
( )

2
x k x g g Eµ + = −ɶɺɺ , (9)

где / 2mµ = − приведенная масса, 2 2/x d x dt=ɺɺ .

С учетом сил трения и соотношения (1) из (9) получим
(0) (0)2 2

2 2 (0) (0)1 1 2 1 2 1
1 2 12

2

2 ( )
( )

4 2

g gP P g g
P n E n x x

T tt µ

−∂ ∂ −
+ + Ω = − Ω −

∂∂
, (10)

где 2 /k µΩ = ɶ . При выводе (10) учтено, что

1 2ln ln ln
~

g g x

t t t

∂ ∂ ∂
<<

∂ ∂ ∂
.

С учетом (2) уравнение (10) запишется в виде
2

21 1
1 02

2

2
( )

P P R
P N N E

T tt µ

∂ ∂
+ + Ω = −

∂∂
, (11)

где 0,N N определены в (7); второе слагаемое в (11) характеризует диссипативные процессы, на-

пример, трение, обусловленное взаимодействием шаров со средой, например, воздухом.
Уравнения (4), (8) и (11) представляют собою систему материальных уравнений в резонато-

ре, где роль среды выполняют удлиненные наночастицы, распыленные в газовой среде. В данной
работе наночастицы аппроксимированы удлиненными электропроводящими гантельками. Вели-

чины N и 1P в (8) и (11) выполняют соответственно роль разности населенностей уровней и по-

ляризации (см. ([5], с. 75) или [6]).

Рассмотрим когерентное излучение в резонаторе

( )1 1

1
exp компл. сопряж

2
P P i tω= − +ɶ , ( )1

exp компл. сопряж.
2

E E i tω= − +ɶ (12)

и запишем систему материальных уравнений относительно 1,P Eɶ ɶ .

Предположим, что резонатор настроен так, что 0ω ω= Ω = . Из (11) с учетом (12) получим

1
1

2

1

2

P
P i NE

t T ω

∂ Λ+ = −
∂

ɶ
ɶ ɶ ɶ , 1

1 2

2

E
E i P

t

π ω

τ ε

∂ + =
∂

ɶ
ɶ ɶ , (13)

где 0/ ,R N N NµΛ = − = − ɶ и при выводе второго уравнения в (13) учтено, что в случае усиления
излучения напряженность поля и нелинейная поляризация направлены в противоположных на-

правлениях.

Из (8) с учетом (12) получим

( )1 1
1

1

4

N
N i EP E P

t T

ω ∗ ∗∂ + = −
∂

ɶ
ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ . (14)

Из первого уравнения (13) в квазистационарном случае 1 1 2/ /P t P T∂ ∂ <<ɶ ɶ следует

2
1 1

2

T N
P i E Eχ

ω

Λ= − =
ɶ

ɶ ɶ ɶ . (15)

Подставим (15) в (8). В результате получим
2

2

1

1

4

N T N
N E

t T

∂ Λ+ = −
∂

ɶ ɶ
ɶ ɶ . (16)

Из второго уравнения (13) с учетом (15) следует
2

2 2
21 2E T N

E E
t

π

τ ε

∂ Λ
+ =

∂

ɶ ɶ
ɶ ɶ . (17)
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Результаты численного моделирования. На основе материальных уравнений (13) и (14) про-

ведена серия расчетов по определению усиления СВЧ-излучения в нестационарном пространст-
венном резонаторе – аналоге плазменных образований. Уравнения (13) и (14) являются нелиней-
ными обыкновенными дифференциальными уравнениями жесткого типа. Для их численного ре-
шения была использована подпрограмма решения жестких дифференциальных уравнений
DIVPAG из библиотеки стандартных программ IMSL языка программирования FORTRAN 90.
Эта подпрограмма решает задачу Коши методом Гира – дифференцирования назад с автоматиче-

ским выбором шага интегрирования. В расчетах полагалось (см. [7]): 810 м,R −= 1ε = , 310 сτ −= ,

3 32 10 кг/мρ = ⋅ − плотность шаров радиуса R , 20L R= , 4
2 10Tω = , 10 12 10 сω −= ⋅ 7

2( 5 10 с)T −= ⋅ ,

2 3
0 /8 10Дж/мE π = − плотность энергии электростатического поля, с помощью которого произво-

дится накачка среды, состоящей из распыленных наночастиц, 3 3
0 8 / 3 10с R nπ −= = − объемная

концентрация гантелек.

Из приведенных выше данных следует, что 2 12/ 3/(2 ) 2,4 10 м/кгR Rµ πρΛ = = ≈ ⋅ . В данной
работе в отличие от работы [7] вместо графита взят кремний, в результате чего получено значе-

ние 7
1 4 10 сT −≈ ⋅ . Поскольку для графита 15

1 ~ 10 сT − , то в этом случае время электрического раз-

рядника должно быть меньше 15~ 10 с− , но разрядники с такими параметрами нельзя реализовать
на практике. Величина «разности инверсии населенностей» в начальный момент времени в соот-

ветствии с (7) будет равна
22 2

2 0 3
0 0 20

3
3Дж/м

4 4 8t

EnRL L
N E c

R π=
= = =ɶ .

Многократная накачка при численном моделировании осуществлялась следующим образом.

Через интервал времени t∆ величина Nɶ в точке nt n t= ∆ полагалась равной начальной 3
n

N =ɶ ,

величины 1,E P брались с правого конца интервала ( 1)n − накачки. На рис. 2, 3 и на рис. 4 приве-
дены соответственно зависимости усиления плотности энергии излучения

2 2

0( ) /8 ( ) / 2W E t E tπ ε= ⋅ =ɶ ɶ , нелинейной поляризации 1Pɶ и величины накачки среды Nɶ от вре-

мени t в случае двукратной накачки с помощью стационарного электрического поля.

Начальная плотность энергии поля равнялась 4 3( 0) 4,4 10 Дж/мW t −= = ⋅ . Из рис. 4 видно, что

в случае первых двух накачек величина Nɶ быстро возрастала в небольшом интервале времени,

отсчитываемом от точки nt , а потом медленно стремилась к асимптотическому значению – нулю.

, Дж/мW 3

t,с

Рис. 2. Зависимость плотности энергии излучения
W от времени t при двукратной накачке

1
| | В/мPɶ

t,с

Рис. 3. Зависимость модуля нелинейной

поляризации 1| |Pɶ от времени t
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В одном акте усиления характерный масштаб времени по полувысоте имеет порядок 7~ 4 10 с−⋅ .

В случае многократной накачки при больших значениях времени у величины Nɶ , поляризации и
мощности излучения появляются осцилляции. Если в уравнении (17) пренебречь вторым слагае-
мым, то рост мощности излучения за один акт усиления будет определяться интегралом от вели-

чины Nɶ . Это подтверждается результатами численного моделирования.

На рис. 5 приведены зависимости усиления плотности энергии излучения с интервалами

времен для одной накачки 65 10 сt −∆ = ⋅ , 62,5 10 сt −∆ = ⋅ и 61,5 10 сt −∆ = ⋅ . Максимальные значе-
ния энергии излучения достигались соответственно при 4600-кратной накачке, 5400-кратной на-

качке и 5600-кратной накачке. При 65 10 сt −∆ = ⋅ плотность энергии излучения достигает макси-

мальной величины 3
max 598Дж/мW = за время max 0,023сt = , при 62,5 10 сt −∆ = ⋅ достигает мак-

симальной величины 3
max 1200Дж/мW = за время max 0,0135сt = и при 61,5 10 сt −∆ = ⋅ достигает

максимальной величины 3
max 2028Дж/мW = за время max 0,0084сt = . Такая закономерность объ-

ясняется тем, что в приведенных на рис. 5 расчетных величинах интеграл от Nɶ практически ос-
тается постоянной величиной при различных значениях и интервалах времени накачки. Соответ-
ственно будут отличаться время и значение W в стационарном режиме.

В правой части уравнения (17) коэффициент при 2| |Eɶ , имеющий размерность обратного значе-
ния времени, будет равен

2 7 10
21

2,3 10 сt
T N

T

π

ε

−=
Λ

= ≈ ⋅
ɶ

.

Видно, что T ≈ 4,4·10
–8

c значительно меньше периода колебаний излучения (период элек-

тромагнитных колебаний равен 2 /π ω ≈ 3,14·10
–10

 c
–1

).

Заключение. Полученная система материальных уравнений описывает в пространственном
резонаторе (аналоге плазменных образований) процесс усиления СВЧ-излучения. При ω =
= 2·10

10 с–1 и объемной концентрации наночастиц c0 = 10
–3 для однократной накачки характерное

время усиления для удлиненных наночастиц L ≈ 20R составило T ~ 10
–8 ÷ 10

–7
c. В результате

многократной накачки плотность энергии излучения можно довести до W ≈ 2000 Дж/м3 за время
tmax = 0,008 c(см. рис. 5).

Известно, что в случае квазистационарного поля длительностью (1 ÷ 3)·10
–9 с величина поля

разряда определяется значением E0 = 1,5·10
7 В/м [8–10], что составляет плотность энергии поля

W ≈ 1000 Дж/м3
. Такую плотность энергии излучения в нашей задаче можно достигнуть за время

2 0,01 0,1 сt∆ ≈ ÷ .

3,Дж/мNɶ

,сt

Рис. 4. Зависимость величины накачки среды Nɶ

от времени t при двукратной накачке

W, Дж/м3

Рис. 5. Зависимость плотности энергии излуче-

ния W от времени t :  Line 1 – 65 10t c−∆ = ⋅ ; Line 2 –

62.5 10t c−∆ = ⋅ ; Line 3 – 61.5 10t c−∆ = ⋅ .
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Рассмотренный в работе теоретический подход позволяет также рассмотреть процесс усиле-
ния бегущей волны – усиление СВЧ-излучения.

Работа выполнена при частичной поддержке грантом РФФИ, проект № 07-01-96011.
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PHYSICO-MATHEMATICAL MODEL OF INTERACTION BETWEEN
RADIATION AND MEDIUM CONTAINING NANOPARTICLES

On the basis of the obtained system of the constitutive equations the authors simulate the process of

gaining in the resonator of the microwave-radiating with the λ ~ 10 cm wavelength. They demonstrate
that it is possible to gain W ~ 1000 J/m

3
radiation density. Medium pumping is carried out by means of

the stationary electric field with the conducting nanoparticles. The authors also measure the necessary

weight concentration of the nanoparticles and the dimension of the pumping field. They offer a method
of the active medium producing for the microwave-radiation gaining within the wavelength range λ ~ 10

cm and using the stationary electric field.

Keywords: microwave-radiation, nanoparticles, stationary electric field.
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ВЛИЯНИЕ ОДНООСНОГО РАСТЯЖЕНИЯ НА ФАЗОВЫЕ
ПРЕВРАЩЕНИЯ ПЛЕНОК ИЗ ПОЛИВИНИЛИДЕНФТОРИДА

П.С. Семочкин, В.П. Андрейчук, Л.А. Песин, С.Е. Евсюков,
О.В. Корякова, Е.А. Беленков, И.В. Шахова

Рассмотрены изменения рентгеновских дифракционных и ИК-спектров
пленок поливинилиденфторида при одноосном механическом удлинении.

Показано, что при одноосном растяжении ПВДФ происходит аморфизация
образца, уменьшение содержания α- и увеличение β-фазы, при этом пло-
щадь СН полосы может выполнять роль нормировочного параметра при
количественном анализе ИК-спектров образцов, отличающихся по площади
исследуемой поверхности

Ключевые слова: одноосное растяжение пленок поливинилиденфторида

(ПВДФ), дегидрофторирование (ДГФ), ИК-спектроскопия

Введение
Исследование модификации поливинилиденфторида (ПВДФ) представляет научный интерес,

поскольку этот полимер широко используется в современных технологиях [1–7]. Не менее важ-

ным является изучение возможности синтеза одномерных углеродных структур (карбиноидов) на
основе ПВДФ. Равное количество атомов фтора и водорода в основной цепи исходного полимера
дает перспективу достижения значительной степени карбонизации за счет их элиминирования в
виде молекул фтористого водорода. Одним из наиболее доступных методов синтеза карбиноидов
в настоящее время представляется химическое дегидрофторирование (ДГФ) ПВДФ [8].

Дегидрофторирующая смесь проникает внутрь пленки постепенно. Поэтому степень карбо-

низации ПВДФ максимальна на поверхности пленки и уменьшается с глубиной проникновения в
результате уменьшения фактического времени взаимодействия более глубоких слоев образца со
смесью и ослаблением эффективности последней вследствие уменьшения содержания в ней ак-

тивных веществ. Следовательно, значительная часть пленки при ДГФ, как правило, остается в
исходном состоянии [9]. Глубина реакции обычно зависит от ее продолжительности и от степени
кристалличности исходного полимерного материала.

При одноосном растяжении происходит уменьшение толщи-

ны пленки, что позволяет уменьшить долю непрореагировавшего
ПВДФ, не увеличивая времени ДГФ и глубины проникновения
дегидрофторирующей смеси. Возникающие при растяжении
пленки механические напряжения могут изменить степень кри-

сталличности исходного образца, что способно оказывать влия-

ние на эффективность карбонизации ПВДФ [10]. Фазовое пре-
вращение ПВДФ (α→β) при одноосном растяжении пленки [11]

также может способствовать увеличению эффективности ДГФ
[12].

Целью настоящей работы является изучение влияния одно-

осного растяжения на изменение характеристик молекулярной
структуры пленки ПВДФ.

1. Синтез и подготовка образцов, методика эксперимента
Исследовались образцы исходного и одноосно растянутого

ПВДФ. Образцы были приготовлены из частично кристалличе-
ского ПВДФ марки Kynar 720 (исходная толщина ~ 50 мкм).
Для одноосного растяжения пленок ПВДФ при комнатной тем-

пературе была создана специальная установка (рис. 1).

Установка состоит из основания, подвижного и неподвижно-
го зажимов. Образец фиксируется зажимами, затем с помощью колкового механизма произво-

дится медленное натяжение прикрепленной к подвижному зажиму проволоки и растяжение об-

разца.
Изготовление растянутых пленок проводилось дважды. Каждый раз получали три пленки с

коэффициентами удлинения (отношениями конечной длины образца к первоначальной) 1,5; 2 и

Рис. 1. Схема установки для
одноосного растяжения пленок

ПВДФ:
1 – основание; 2 – зажимы;

3 – пленка; 4 – проволока;
5 – колковый механизм
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4. Образцы, приготовленные в результате первой серии растяжений, в тексте далее обозначены в
соответствии с коэффициентами удлинения 1,5а; 2а и 4а. Они, а также нерастянутая исходная
пленка (образец 1) использовались как для измерения спектров рентгеновской дифракции, так и
для регистрации инфракрасных (ИК) спектров. Для оценки однородности растянутых пленок об-

разцы, полученные во второй серии опытов по растяжению, разрезались на две части и в даль-

нейшем обозначены 1,5б; 1,5в; 2б; 2в; 4б и 4в. Эти 6 образцов растянутых пленок использовались
только для измерения ИК-спектров.

Измерения рентгеноструктурных параметров проводились с помощью рентгеновского ди-

фрактометра ДРОН-3 (Cu Kα-излучение, геометрия на отражение). Погрешность гониометра не
превышала ±0,05°. Спектроскопия ИК-излучения проводилась на спектрометре «Speсtrum One B»
фирмы Perkin Elmer Instrument в интервале волновых чисел 400–4000 см–1 в двух режимах – про-

пускания и нарушенного полного внутреннего отражения (НПВО). Погрешность прибора не пре-
вышала ±0,5 см–1

. Идентификация пиков осуществлена на основании литературных данных [13,
14].

2. Экспериментальные результаты и их
обсуждение

На рис. 2 представлены спектры рентгенов-

ской дифракции исследуемых образцов. Для ис-
ходного полимера наблюдается три явно разли-

чимых пика при углах дифракции 17,77; 18,46 и
20,02°, обозначенные на рис. 2 штриховыми ли-

ниями и римскими цифрами I, II и III, соответст-
венно, а также размытый максимум в интервале
25–29°.

При одноосном растяжении пленки проис-
ходит прогрессивное увеличение ширины пиков
рентгеновской дифракции (рис. 2), что свиде-
тельствует об уменьшении степени кристаллич-

ности полимера. Из рис. 2 видно, что растяжение
пленки также приводит к смещению пиков в
сторону больших углов. Результаты обработки
спектров рентгеновской дифракции представле-
ны в табл. 1.

Таблица 1

Угловое положение и кристаллографическая идентификация пиков
рентгеновской дифракции ПВДФ и одноосно растянутых пленок

Угол дифракции, градМаркировка об-

разца Пик I (100) Пик II (020) Пик III (110)

1 17,77 18,46 20,02

1,5а 17,90 18,52 20,04

2а 18,10 18,62 20,23

4а 20,29

Данные из [13]
для α-фазы

17,88 18,40 20,14

Данные из [13]

для β-фазы
20,84

Анализ данных табл. 1 показывает, что наблюдаемое при одноосном растяжении смещение
пика III в сторону больших углов и уменьшение интенсивности пиков I и II, связано с фазовым
превращением ПВДФ (α→β) [11]. Угловые положения пиков рентгеновской дифракции для ис-

Рис. 2. Спектры рентгеновской дифракции образцов
исходного ПВДФ и одноосно растянутых пленок

(кривые 1; 1,5а; 2а и 4а). Здесь и далее обозначение
кривых совпадает с маркировкой образцов
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ходной пленки ПВДФ удовлетворительно согласуются с характерными для α-фазы. Отличия
рентгеноструктурных параметров образца 4а и β-фазы ПВДФ, по-видимому связаны с остаточ-

ным содержанием α-фазы в исследуемом образце. В пользу этого предположения косвенно сви-

детельствует аномально большая ширина пика III, что может быть следствием наложения не-
скольких пиков с близкими угловыми положениями.

Рис. 3. ИК-спектры образцов 1 и 4а, измеренные в режиме пропускания.
Стрелками и цифрами 1–7 обозначены пики, характерные для α- и β-фаз ПВДФ

В ИК-спектрах образцов 1, 4а, 4б и 4в в областях слабого поглощения наблюдается интерферен-

ция ИК-излучения, возникающая вследствие плоскопараллельности поверхностей пленок. Ана-

лиз интерференционной картины позволяет оценить их оптическую толщину [12].

Результаты измерений оптической толщины по методике, описанной в [12], для исходного
образца и трех образцов с коэффициентом удлинения 4 представлены в табл. 2. В ИК-спектрах
всех остальных образцов интерференция отсутствует, что свидетельствует о нарушении плоско-

параллельности вследствие неоднородного растяжения различных участков пленки.
Таблица 2

Образец 1 4а 4б 4в

Оптическая толщина, мкм 44 15 16 15

Из табл. 2 видно, что при одноосном растяжении происходит уменьшение оптической тол-

щины пленки. Это, разумеется, связано с уменьшением толщины пленки и, возможно, с измене-
нием показателя преломления.

На рис. 3 стрелками и цифрами 1–3 и 4, 5 отмечены характерные спектральные особенности
соответственно α- и β- фаз полимера: 1 – δCF2, 2 – δCF2 – δ׳CCC, 3 – lCH2, 4 – rCF2+rCH2, 5 –

δCF2. Пики 6 (νsCH) и 7 (νaСH) формируют полосу поглощения СН2-групп. Изменение формы
спектров качественно свидетельствует об изменении молекулярной структуры образца, связан-

ной с фазовым превращением ПВДФ (α→β).
Количественные оценки при анализе спектров пропускания затруднены тем, что проходящее

через растянутую пленку ИК-излучение поглощается меньшим числом атомов вследствие
уменьшения толщины пленки при растяжении. К тому же растяжение при комнатной температу-
ре происходит сложным образом и, пленка, как правило, растягивается неоднородно. Поэтому
для количественной оценки содержания α- и β-фаз в растянутых образцах были использованы
спектры, полученные методом НПВО, в котором глубина проникновения излучения в исследуе-
мый полимер во всем интервале волновых чисел существенно меньше толщины образца. Тем не
менее, геометрический фактор в спектрах НПВО все же играет роль: интенсивности линий зави-

сят от площади образца [15]. Поскольку при одноосном удлинении не происходит изменения
концентрации СН связей в образце, а в CH полосе присутствуют линии характерные как для α-,
так и β-фазы полимера, можно использовать площади линий поглощения СН связей в качестве
внутреннего эталона для нормировки интенсивности ИК-спектров исследуемых образцов. На
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рис. 4 представлены результаты вычисления площадей пиков 766 и 840 см–1
, характерных, соот-

ветственно, для α- и β-фаз [16]. Площади всех пиков нормированы на площади СН полос соот-
ветствующих образцов.

Из рис. 4 видно, что при удлинении об-

разцов происходит фазовое превращение
ПВДФ (α→β) [13]. Неоднородность удли-
нения различных участков пленки проявля-

ется в значительном разбросе эксперимен-

тальных данных, наименьшем в случае мак-

симального растяжения. Последний факт
согласуется с наличием интерференции в
образцах 4а-в, и, скорее всего, объясняется
большей площадью поверхности данной
растянутой пленки, что позволило вырезать
из нее достаточно однородные по степени
растяжения участки.

Выводы
1. При одноосном растяжении ПВДФ происходит аморфизация образца, уменьшение кон-

центрации α- и увеличение β-фазы.

2. Площадь СН полосы может выполнять роль нормировочного параметра при количест-
венном анализе ИК-спектров (НПВО) образцов, отличающихся по площади исследуемой поверх-

ности.
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IMPACT OF THE UNIAXIAL MECHANICAL EXTENSION ON THE PHASE
TRANSMUTATIONS IN THE POLYVINYLIDENE FLUORIDE FILMS

The authors analyze the modification of the x-ray diffractive and infrared spectra of polyvinylidene
fluoride films during the uniaxial mechanical extension. They prove that the sample amorphisation, de-

lusion of the α-phase and densification of the β-phase take place during the uniaxial tension of the PVDF

while the space of the CH belt can be a normalization parameter during the quantitative analysis of the
IR-spectra samples which differ in their square from the one of the analyzing surface.

Keywords: uniaxial mechanical extension of polyvinylidene fluoride films (PVDF), dehydrofluori-

nation (DHF), IR-spectroscopy.
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ИОННОСТИМУЛИРОВАННЫЙ ПЕРЕНОС АТОМОВ ЖЕЛЕЗА
И МЕДИ НА ПОВЕРХНОСТЬ КАРБОНИЗОВАННОЙ ПЛЕНКИ
ПОЛИВИНИЛИДЕНФТОРИДА

О.В. Слободчиков, C.С. Чеботарев, Л.А. Песин, С.Е. Евсюков,
И.В. Грибов, Н.А. Москвина, В.Л. Кузнецов

Разработана оригинальная модификация метода ионностимулирован-

ного переноса атомов Fe и Cu на поверхность пленки ПВДФ при одновре-
менной радиационной карбонизации ее ионами Ar

+ в сверхвысоковакуум-

ной камере РФЭС спектрометра.

Ключевые слова: РФЭС, ПВДФ, ДГФ, ионностимулированный перенос, мо-
лекулярные магнетики

Введение
В последнее время научный и практический интерес к магнитоактивным материалам: сор-

бентам, магнитным жидкостям, медицинским препаратам, сочетающим действие магнитных по-

лей и лекарственных веществ, возрастает благодаря свойствам магнитоуправляемости [1]. Маг-
нитоуправляемость позволяет решать ряд экологических задач по локализации и сбору загрязне-
ний природных ресурсов и некоторые медицинские задачи, когда необходимо обеспечить транс-
порт лекарственных препаратов, удаление воспалительных образований, в диагностических и
других целях [2]. Кроме того, такие материалы находят широкое применение в СВЧ технике, оп-

тоэлектронике, аппаратуре магнитной записи и т.д. [3].
Большое количество работ посвящено проблемам внедрения в полимеры (преимущественно

путем растворения и смешивания) различных ферромагнитных примесей [4–7], в том числе и в
поливинилиденфторид (ПВДФ) [8, 9].

В данном исследовании с целью получения магнитоактивных материалов объединены не-
сколько направлений работы: 1) на поверхности пленки поливинилиденфторида ПВДФ под воз-
действием мягкого рентгеновского излучения синтезируется наноразмерный слой обогащенного
углеродом вещества, в котором могут присутствовать его различные структурные модификации,

в том числе и линейные карбиновые цепочки; 2) с помощью оригинальной модификации метода
ионностимулированного переноса на поверхность пленки ПВДФ осаждаются атомы Fe и Cu при
одновременной радиационной карбонизации ее ионами Ar

+ в сверхвысоковакуумной камере
РФЭС спектрометра; 3) осуществляется непрерывный мониторинг химического состояния по-

верхности в течение всего времени эксперимента методом РФЭС.

Образцы и условия эксперимента
Радиационной карбонизации подвергались пленки ПВДФ марки Kynar (тип 720, толщина 50

мкм), произведенные фирмой Atofina (Франция) методом выдувной экструзии. Пленка содержит
около 50% кристаллической фазы, погруженной в аморфную. Свойства последней подобны тако-

вым переохлажденной жидкости. Доминирующий тип конформации цепей и той и другой фазы ¬

альфа [10]. Кристаллическая часть материала состоит из пластинчатых кристаллов толщиной по-

рядка 10
–6 см и длиной 10

–5см.
Измерения проводились с помощью спектрометра ЭС ИФМ-4 [11]. Спектры электронной

эмиссии возбуждались немонохроматическим рентгеновским излучением алюминиевого анода,

отфильтрованного алюминиевой фольгой. Энергия фотонов Al Kα, доминирующих в этом излу-
чении, составляет 1486,6 эВ. Спектрометр оснащен комбинированной электронно-ионной пуш-

кой, позволяющей осуществлять бомбардировку образцов частицами различных энергий. Давле-
ние остаточных газов в камере спектрометра не превышало 10

–9 мм. рт. ст. Образцы, подвергае-
мые дегидрофторированию (ДГФ), представляли собой прямоугольные пленки ПВДФ размером
10х8 мм2

, при этом проходят через энергоанализатор спектрометра электроны, рожденные в об-

ласти 8х2 мм2
.
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Пучок ионов Ar
+ бомбардировал железную пластину, ионы после отражения вместе с атома-

ми железа попадали на поверхность пленки ПВДФ. Ионная бомбардировка осуществлялась в 3

этапа со ступенчатым нарастанием дозы: 1 час + 2 часа + 2 часа (соответственно, дозы 1 – 3 ).

Результаты и обсуждение
Обнаружено существенное изменение химического состава поверхности образца: кроме

дефторирования с увеличением времени воздействия ионов увеличивается интенсивность
фотоэлектронных линий Fe и Cu, что свидетельствует об увеличении содержания этих элементов.
Атомы меди выбиты из медного держателя образца. Измерена относительная атомная
концентрация этих элементов из отношений интегральных интенсивностей соответствующих
спектральных линий к 1s-линии углерода: Fe3p/C1s, F1s/C1s и Cu3p/C1s. В дальнейшем, с
увеличением экспозиции Al Kα-излучением происходит значительное уменьшение концентрации
железа от 7 % до 2,7 % при одновременном возрастании интенсивности сателлита
энергетических потерь (рис. 1) электронов Fe3p(3/2). Возможным объяснением этого факта
может быть диффузия атомов железа вглубь пленки, стимулированная локальным разогревом
вещества в области воздействия рентгеновского излучения.

Обнаружено значительное уширение F1s линии при увеличении относительной атомной
концентрации железа Fe/C выше 6 %, не связанное с неоднородной зарядкой поверхности
образца (см. рис. 2): ширина C1s линии при этом остается постоянной (см. рис. 3). Такое
уширение, скорее всего, обусловлено формированием химической связи атомов железа и фтора,

при этом возможно появление химического сдвига F1s-линии фтора. Используемое разрешение
спектрометра не позволило выделить пик F1s-электронов, энергия связи которых претерпела
химический сдвиг, однако наличие обсуждаемого эффекта очевидно.
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Рис. 1. Участок фотоэлектронного спектра,
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пушки ( ), и последующей экспозиции AlKα

фотонами (■)
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При дальнейшем увеличении ионного облучения образца (доза 3) обнаружено сужение
уширенной F1s линии, незначительный рост отношений интенсивностей F1s/C1s, Fe3p/C1s,

Cu3p/C1s линий и уменьшение интенсивности сателлита энергетических потерь. Одним из
возможных объяснений данных фактов может быть вызванная ионным травлением эрозия
вещества, которая приводит к тому, что измерения РФЭС производились с более глубоких слоев
образца, в которых уже внедрены атомы железа и содержится большее количество атомов фтора.

Выводы
Приведенные результаты демонстрируют перспективность метода ионностимулированного

переноса атомов переходных металлов на поверхность пленки ПВДФ при ее одновременной ра-
диационной карбонизации для синтеза молекулярных магнитоактивных материалов.
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THE ION-ASSISTED OF IRON AND COPPER ATOMS TRANSFER TECHNIQUE ON
THE SURFACE OF CARBONIZED POLY(VINYLIDENE FLUORIDE)

An original modification of ion-assisted Fe and Cu atom transfer technique on the surface of a
PVDF film accompanied by its simultaneous radiative carbonization with Ar

+
ions inside the ultrahigh

vacuum chamber of the XPS spectrometer has been elaborated.

Keywords: PVDF, XPS, DHF, ion-assisted atoms transfer, molecular magnetic.
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УДК 539. 25

ИЗЛУЧЕНИЕ ОБЪЕМНЫХ ВОЛН ПРИ РАСПРОСТРАНЕНИИ
РЭЛЕЕВСКОЙ ВОЛНЫ В ОСТРОУГОЛЬНОМ КЛИНЕ

Х.Б. Толипов

Получено решение задачи определения рассеянного акустического поля
объемных волн на наклонной плоской границе, образованной резким изломом
поверхности (среда имеет форму остроугольного клина), по которой распро-
страняется неоднородная волна.

Ключевые слова: неоднородная волна, дифракция, метод перевала, клиновидная
среда, акустика.

Введение
Данное сообщение является продолжением и развитием идей, опубликованных ранее в рабо-

тах [1–3]. Как выяснилось, фазовая и групповая скорости поверхностной волны имеют различные
направления, что свидетельствует об акустической анизотропии на границе сред. Это явилось
причиной необычных явлений, возникающих при отражении волны от граней клина [4, 5]. В силу
неоднородности падающей на наклонную поверхность волны, возникают как поверхностные, так
и объемные волны. Целью данной заботы является исследование закономерностей трансформа-

ции объемных волн при малых углах клина.
Построение решения
Пусть по поверхности верхней грани клина до излома распространяется рэлеевская волна

(рис. 1). Волновое поле исходной волны записывается в системе координат (ε, η), а исследование
волнового поля после излома проводится в системе координат (x, z), которая может быть получе-
на путем поворота исходной системы координат на угол β.

Поверхностная волна с амплитудой U1, рас-
пространяясь по верхней грани клина, вызовет
неоднородное возмущение части поверхности
на другой грани, которое будет являться источ-

ником вторичных волн U2 на нижней грани
клина (рис. 1). Образовавшиеся волны Рэлея на
этой грани в свою очередь создадут акустиче-
ское поле на противоположной грани клина.

Таким образом, при отражении поверхност-
ных волн от поверхностей клина последова-

тельно возникают отраженные волны на одной
и на другой грани клина.

Определим амплитуду смещений в объемных волнах на нижней грани клина при однократ-
ном отражении. Решение должно удовлетворять стандартным уравнениям акустики для изотроп-

ного твердого тела[2]:
2 0,U k U∆ + =ℓ ℓ ℓ

2 0,t t tU k U∆ + = (1)

с граничными условиями при z = 0:

0
,xz

xz

UU

x z
µ σ

∂∂ + = − ∂ ∂ 
0

2 .xz z
zz

UU U

z x z
µ λ σ

∂∂ ∂ + + = − ∂ ∂ ∂ 
(2)

Здесь / , / ,t tk c k cω ω= =ℓ ℓ cℓ , ct – волновые числа и скорости распространения соответствен-

но продольных и поперечных волн, ω – круговая частота, 0
xzσ и 0

zzσ – напряжения, вызываемые
смещениями исходной рэлеевской волной на поверхности второй грани, λ, µ – постоянные Ламэ.

Таким образом, система уравнений (1) с граничными условиями (2) полностью описывает
пространственную структуру поля на второй грани клина.

Используя методику решения, предложенную в [1], получим выражения для определения
амплитуд расходящихся объемных волн

U1

U2

θ

β

z

η

ε

x Рис.1. Система координат.
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и сдвиговых:
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где: γ – азимутальный угол, отсчитываемый от оси z, с обозначениями, принятыми в [1],

2 2 2 2 2 2
4sin cos sin (2sin 1)D γ γ γ ε γ= − − −ℓ ,

2 2 2 2 2 2 2
4sin cos sin (2sin )tD γ γ γ ε γ ε= − − − , / tc cε = ℓ , / tc cε = ℓ .

Полученное решение описывает объемные волны при неизменных параметрах и пространст-
венной структуры падающей волны Рэлея. Этот подход справедлив только для больших углов
[1], при этом вся энергия падающей волны расходуется на возбуждение вторичных волн на дру-

гой грани клина. В рассматриваемом случае, возбужденная волна Рэлея на любой грани клина,
наводит вторичные волны на противоположной грани. И этот процесс будет продолжаться до тех
пор, пока амплитуды волновых возмущений упадут до нуля, т.к. наведенные объемные волны с
каждым отражением будут уносить энергию. Таким образом, по каждой грани будет двигаться
акустическая волна. В силу пространственной симметрии задачи, можно считать, что энергия
падающей волны распределится поровну между волнами на этих гранях клина. Следовательно,

как следует из энергетических соображений структура поверхностных и объемных волн на ниж-

ней и верхней гранях клина будет идентична, с амплитудами смещений равные половине полу-

ченного выше решения.
Следует также отметить, что выполнен-

ное исследование совпадает с решением, по-

лученным в [1] (следует отметить, что в [1] на
рис. 2 отложена угловая координата θ, а не
угол клина α - см. рис.1 ). В самом деле, в по-
становке задачи должны измениться только
проекции векторов. Однако, как для боль-

ших, так и для малых углов проекции векто-

ров пробегают одни и те же значения.
Так, в частности, проекция на ось х

( )1 cos sinx r rk k iqθ β β= + для больших углов

0 90β≤ ≤o oизменяется для действительной
части выражения от максимальных значений
до минимальных, а в полученном решении

для малых углов 90 180θ≤ ≤o o эта проекция пробегает те же значения, но только в обратном на-

правлении.

На рис. 2 представлены расчетные (для образца из алюминия) зависимости амплитуд смеще-
ний в продольных и сдвиговых волнах. Ранее было выяснено [5], что при угле клина θm амплиту-
да смещений рэлеевской волны принимает минимальное значение, что свидетельствует о наи-

большем трансформации поверхностных волн в объемные. Это утверждение согласуется с рас-

1

2

3020 40 50 60 70 80
θ , град.

U/U
ℓ

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

Рис. 2. Распределение амплитуд смещений в объем-
ных волнах в зависимости от угла клина:

1 – продольные волны, 2 – сдвиговые волны.
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считанной угловой зависимостью амплитуд смещений в объемных волнах – при этом угле клина
смещения принимают максимальные значения. Также отметим, что при значениях угла клина
меньших θ0 проекция на вторую грань клина волнового вектора падающей на ребро волны боль-
ше векторов сдвиговой и продольных волн (kℓ < kt <k ≤ kr). Скорость волновых возмущений на
поверхности при этом меньше фазовых скоростей сдвиговой и продольных волн в среде, но
больше скорости поверхностной волны Рэлея. Однако, при распространении поверхностной вол-

ны, состоящей из сдвиговых и продольных составляющих, происходит взаимная трансформация
продольных волн в сдвиговые и энергия волны будет монотонно падать, т.к. сдвиговая волна
движется медленнее продольной. Это приводит также к монотонному уменьшению скорости
движения до тех пор, пока скорости продольной и сдвиговой составляющих не выровняются со-

ответственно до скорости рэлеевской волны. Объемная волна в этом случае не формируется.
Этот эффект является специфическим в твердых телах и не имеет аналогов в других средах.

Выводы
В данном сообщении были рассмотрены физические аспекты возникновения поля объемных

волн, вызываемых неоднородной волной на наклонной плоскости. Однако полученные формулы,

правильно описывая это явление, содержат и другую полезную информацию. Исследование ди-

фракции поверхностных волн выявило интересные эффекты, позволившие глубже понять свой-

ства неоднородных рэлеевских волн и наблюдать их новые проявления.
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ДИСПЕРСИОННЫЕ СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ КУБИЧЕСКИХ
КРИСТАЛЛИЧЕСКИХ РЕШЕТОК В МОДЕЛИ ДИПОЛЬ-ДИПОЛЬНЫХ
ВЗАИМОДЕЙСТВИЙ

В.Е. Холодовский, И.О. Мачихина, Е.А. Кульченков

В работе исследуются колебания моноатомных кристаллических ре-
шеток, вызванные Ван-дер-Ваальсовскими силами. Построена динамиче-
ская модель и получены уравнения, описывающие колебания моноатомных
кубических решёток в адиабатическом приближении. Выражены силовые
константы динамической модели через упругие константы вещества и по-
лучены дисперсионные соотношения без каких-либо свободных парамет-
ров. Приводятся теоретические и экспериментальные дисперсионные кри-

вые для Na и Al.

Ключевые слова: динамическая модель, диполь, кристаллическая решетка,
упругие константы, дисперсионные соотношения, дисперсионные кривые.

Введение
Как известно, динамические процессы, происходящие в веществе, так или иначе определя-

ются тем, каким образом взаимодействуют между собой отдельные атомы. Поэтому для теорети-

ческого исследования свойств вещества возникает необходимость адекватного количественного
описания механизма межатомного взаимодействия, позволяющего построить динамическую мо-

дель и произвести необходимые расчеты.

В настоящее время существует два подхода к построению такого описания – первопринцип-
ный и полуэмпирический. Первый основан на определении волновых функций электронов в кри-

сталле и последующем решении уравнения Шредингера для системы электронов и ядер (или
ионных остовов) всего кристалла. Однако решение подобной задачи осложняется наличием ог-
ромного числа взаимодействующих частиц и практически невозможно без каких-либо упроще-
ний и привлечения эмпирических поправок или свободных параметров. Все это так или иначе
приводит к исчезновению самой сути первопринципного подхода.

Полуэмпирический подход имеет ряд возможностей для своей реализации и, тем самым, со-
храняет свою актуальность по сей день. Традиционные подходы предполагают задание для каж-

дого вещества функций межатомных взаимодействий [1–2] или функции распределения элек-

тронной плотности в кристалле или в молекуле [3]. И те и другие определяются исследователем
из физических соображений, а входящие в них параметры находятся из условий совпадения рас-
считанных и экспериментально измеренных физических характеристик исследуемого вещества.

Оба рассмотренных подхода не лишены противоречий. Основное противоречие состоит в
том, что для описания свойств какого-либо вещества необходимы экспериментальные данные об
этом веществе. При этом отсутствует возможность привлечения микроскопических первоприн-

ципных методов для расчета параметров моделей.

Из сказанного следует, что при использовании полуэмпирического подхода важно опреде-
лить механизм межатомного взаимодействия таким образом, чтобы, во-первых, построенная на
его основе динамическая модель не приводила к сверхсложным расчетам, а ее выводы давали
достаточно хорошее совпадение с экспериментом, и, во-вторых, не исключалась возможность
расчета параметров модели из первых принципов.

В настоящей работе исследуются колебания моноатомных кубических кристаллических ре-
шеток, при силовом взаимодействии между отдельными атомами, имеющем Ван-дер-

ваальсовский характер. Атом кристалла рассматривается как структуризованный объект, состоя-
щий из ионного остова и электронов на внешних оболочках. Считается, что остов колеблется как
единое целое, а колебания электронов на внешних оболочках сводятся к колебаниям их центра
заряда. Исходные предпосылки построения такой модели для металлов заключаются в следую-
щем.
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1. Количество валентных электронов, находящихся в зоне проводимости, мало по сравнению
с количеством тех валентных электронов, которые адиабатически связаны с колеблющимися ос-
товами. Данное предположение анализируется в работах [4, 5].

2. Электронная плотность валентных электронов, связанных с остовом отдельно взятого ато-

ма определяется взаимным расположением последнего с остовами соседних атомов из первой и
второй координационных сфер. При этом центр заряда внешней электронной оболочки атома не
обязан совпадать с положением его остова. Это значит, что в атоме наводится дипольный мо-

мент, плечо которого зависит от взаимного расположения его остова и остовов соседних атомов.

3. Дипольный момент, наводимый в атоме со стороны остовов атомов из первой координа-

ционной сферы, зависит не только от радиального, а также и от тангенциального взаимного пе-
ремещения остова рассматриваемого атома и остовов его соседей. Присутствие тангенциальной
составляющей дипольного момента приводит к возникновению сил нецентрального характера,

действующих на остовы, что позволяет объяснить нарушение соотношения Коши в кубических
металлах. Согласно этому соотношению, для кубических кристаллов, в которых действуют толь-

ко центральные силы, должно выполняться равенство 4412 CC = . Однако, экспериментом уста-

новлено, что во всех металлах это условие нарушено. В работе [6] это обстоятельство объясняет-
ся наличием многоионного взаимодействия.

4. Наводимые в атомах динамические дипольные моменты излучают электромагнитную
энергию. Излучаемую атомом энергию можно рассматривать как результат работы силы реакции
на излучение по перемещению его остова. В первом приближении, с учетом размеров плеча ди-

поля, сила реакции пропорциональна плечу диполя. В адиабатическом приближении можно счи-

тать, что энергия, излучаемая атомом за некоторый временной промежуток, равна энергии, по-

глощаемой им за счет излучения остальных атомов решетки. Данное условие будет выполнено,
когда сила реакции на излучение диполя атома уравновешивает внешние силы, в том числе куло-

новские, действующие на его остов со стороны остальных атомов решетки. Последнее предпо-

ложение существенно упрощает построение динамической модели.
5. Согласно принципу длинных волн, сформулированному М.Борном [1–2], уравнение коле-

баний остовов атомов решетки в предельном случае сводится к классическому уравнению рас-
пространения волн упругих деформаций в кубических кристаллах, что позволяет выразить сило-

вые константы модели через упругие константы рассматриваемого вещества.
Все указанные выше предпосылки позволили построить динамическую модель и произвести

расчеты фононных спектров и дисперсионных кривых для ряда элементов 1 – 5 групп таблицы
Д.И. Менделеева, без каких бы то ни было подгоночных параметров.

§1. Общие принципы построения динамической модели на основе диполь-дипольного
взаимодействия

Рассмотрим моноатомную кристаллическую решетку. Каждый атом решетки мы будем пред-
ставлять как структуризованный объект, состоящий из остова (ядро и внутренние электронные
оболочки) и электронов на внешних электронных оболочках (в. э. о.) считая, что остов совершает
колебания как единое целое, а колебания электронов на в. э. о. сводятся к колебаниям их центра
заряда. Обозначим через µ – массу остова, через q – его заряд, и пусть 0

2
4/ πεβ q= .

Пусть Λ − какое-нибудь множество индексов, с помощью которого можно занумеровать все
атомы решетки. Для каждого Λ∈ξ обозначим через ξA соответствующий атом решетки, через

ξP узел, являющийся положением равновесия атома ξA , а через ξu смещение остова атома ξA

из положения равновесия в некоторый момент времени t. Обозначим, далее, через )(ξmS − мно-

жество индексов из Λ , нумерующих атомы решетки, находящиеся на m-й координационной сфе-
ре атома ξA . Пусть ξ ′A − атом, соседний с атомом ξA . Перемещение остовов атомов ξA и

ξ ′A относительно друг друга вызывает изменение степени перекрытия орбиталей их в. э. о., что

приводит к возникновению у этих атомов соответствующих дипольных моментов. Будем счи-

тать, что перекрытие орбиталей может происходить у атомов, лежащих друг относительно друга
на первой и второй координационных сферах. Причем, для атомов, лежащих друг относительно
друга на первой координационной сфере изменение степени перекрытия орбиталей будет проис-
ходить как при радиальном, так и при тангенциальном (вращательном) перемещении их друг от-
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носительно друга. Для атомов же, лежащих друг относительно друга на второй координационной
сфере, изменением степени перекрытия их орбиталей при тангенциальном перемещении мы бу-

дем пренебрегать. Обозначим через
ξξ ′e единичный направляющий вектор вектора

ξξ ′PP ,

а через ξξ ′w =
ξξ uu −′ − вектор относительного перемещения остовов атомов

ξA и
ξ ′A .

Пусть ><= ′′′′ ξξξξξξξξ weer , − радиальная, а ξξξξξξ ′′′ −= rwτ − тангенциальная состав-

ляющая вектора −=′ξξw ξξ ′w , где в скобках обозначено скалярное произведение векторов ξξ ′e и

ξξ ′w . Тогда плечо дипольного момента, ξξ ′p , наведенного в атоме ξA со стороны атома ξ ′A , ле-

жащего на его первой и второй координационной сферах соответственно можно определить
формулами

1 1p τr tξξ ξξ ξξσ σ′ ′ ′′ ′= +r 1 1 1( ) e ,w e wr t tξξ ξ ξ ξξ ξ ξσ σ σ′ ′ ′ ′′ ′ ′= − < > + , (1)

2 ,rξξ ξξ ξ ξ ξξσ′ ′ ′ ′′= < >p e w e , (2)

где r,1σ ′ , t,1σ ′ , r,2σ ′ − числовые параметры, постоянные для данного кристалла.

Плечо ξp полного дипольного момента, наведенного в атоме ξA со стороны всех его сосе-

дей, вычисляется путем суммирования по всем соседним атомам из первой и второй координаци-

онных сфер

∑∑
∈′

′
∈′

′ +=
)()( 21 ξξ

ξξ

ξξ

ξξξ

SS

ppp . (3)

Атом ξA , представляющий собой систему подвижных зарядов, излучает электромагнитную

энергию. Излученную атомом энергию на некотором временном промежутке [t0, t] можно рас-
сматривать как результат работы силы ξR реакции на его излучение, приложенной к обоим по-

люсам внутриатомного диполя и имеющей на них противоположные направления. Тогда энергия,

теряемая атомом за счет излучения, выразится интегралом ∫
t

t

d

0

ξξ PR . На внутриатомный диполь

атома ξA также действует сила ξF , вызванная излучением остальных атомов решетки и внеш-

ними факторами. При этом энергия, поглощаемая атомом за счет действия внешних сил на вре-

менном промежутке [t0, t] равна ∫
t

t

d

0

ξξ PF . В результате действия сил ξR и ξF плечо дипольного

момента, наведенного в атоме ξA , получает некоторое приращение ξq и становится равным

ξξξ qpP += .

В состоянии термодинамического равновесия средняя по достаточно малому объему энергия,

излучаемая атомами решетки должна совпадать с энергией, поглощаемой ими. Следовательно, не
принимая во внимание отдельные флуктуации, можно считать, что в рассматриваемом случае на
любом временном промежутке [t0, t] справедливо равенство

0,

000

=>+<=+ ∫∫∫
t

t

t

t

t

t

ddd ξξξξξξξ PFRPFPR (4)

которое будет выполнено, если считать, что силы ξR и ξF уравновешивают друг друга. В этом

случае 0=ξq , так что справедливо равенство ξξ pP = .

Наведенный в атоме ξA дипольный момент создает электрическое поле, которое в случае

термодинамического равновесия действует на его остов с силой

ξξ
α

β
pD −= , (5)

где α − поляризуемость атома.
При этом, уравнение движения его остова принимает вид
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ξξξ
α

β
µ pDu −==ɺɺ (6)

§ 2. Метод сведения к одноцепочечной модели и основные дисперсионные соотношения
Рассмотрим кристалл, имеющий объемно-центрированную кубическую (ОЦК) или гранецен-

трированную (ГЦК) кристаллическую решетку. Будем считать, что он имеет форму куба, содер-

жащего n3 элементарных кубических ячеек и обозначим через a параметр решетки. Положим N

= {1,2…,2n}. Зададим в пространстве систему кристаллографических координат Oxyz с единич-

ными направляющими векторами zyx eee ,, координатных осей так, чтобы положение каждого

узла P = ijkP решетки могло быть задано по формуле:

)(
2

zyxijk lji
a

OP eee ++= , (7)

где i, j, l ∈ N – некоторый набор чисел. Обозначим через Λ подмножество в N 3
, образованное

всеми такими наборами (i,j,l), для которых формула (7) определяет узел решетки. Тогда для ОЦК
решетки – Λ = { (i,j,l ) ∈ N 3  i,j,l – все нечетные или все четные числа }, а в случае ГЦК решет-
ки – Λ = { (i,j,l ) ∈ N 3 сумма lji ++ нечетна }.Индексы, нумерующие атомы решетки, в дан-

ном случае представляют собой наборы чисел Λ∈= ),,( ljiξ , которые удобно рассматривать и как
векторы, считая, что

zyx lji eee ++=ξ .Будем искать решение уравнения (6) в виде бегущих волн,

заданных формулой
g)sin(),( tt ω−= Krru , (или ))cos(),( gKrru tt ω−= ,

где g − единичный вектор, указывающий направление поляризации волны,
2

a
=r ξ − радиус-

вектор узла решетки, а )(
2

zzyyxx kkk
na

eeeK ++=
π

− волновой вектор. Для сокращения записи

положим zzyyxx kkk eeek ++= ; тогда. kK
na

π2
=  .При этом для того, чтобы были выполнены

условия цикличности Борна-Кармана, можно считать, что zyx kkk ,, = 0,…, n–1. Поскольку ска-

лярное произведение Kr определяет фазу колебаний, плоскости постоянной фазы задаются
уравнением mlkjkik zyx =++=kξ , где m натуральное число, постоянное для данной плоско-

сти, которую мы обозначим mQ . Колебания любых двух атомов ξA и ξ ′A , узлы которых нахо-

дятся на плоскости mQ совпадают и задаются формулой

gguu ξξ )sin()( t
n

m
tum ω

π
−=== ′ . (8)

Рассмотрим произвольный атом ξA , и пусть kξ=m ; тогда mQA ∈ξ . Пусть )(ξξ hS∈′ ,

2,1=h ; положим zyx eeeξξε lljjii ′′′′ ++=−′= εεεξξ , ξk ′=′m и ξξξξ ′′ = kεd ; тогда ξξ ′+=′ dmm .

Векторы ξ ′u , ξξ ′w и ξξ ′e теперь можно выразить так:

gu mu ′′ =ξ , gw )( mm uu ′′ −=ξξ
, ξξξξξξ ρ ′′′ = /εe ,

где 2222
lljjii ′′′′ ++= εεερ ξξ .

Для каждого атома ξ ′A соседнего атому ξA обозначим через
ξ ′A атом, соседний к ξA , рас-

положенный противоположно атому ξ ′A и пусть m ′ − номер плоскости, на которой находится

атом
ξ ′A . Тогда ξξξξ ′′ −= εε и потому

ξξ ′−=′ dmm . Положим

ξξξξξξ ′′′ +− −−= dmdmmdm uuuu 2, . (9)

Подставляя (8) в (9), получим

n

d
uu mmd

2
sin4

2 ξξπ

ξξ

′=
′

. (10)

Учитывая формулы (1), (2) и (4), приходим к равенствам:
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)(
2

sin4 ,11
2 gεpp tm g

n

d
u σσ

π
ξξξξ

ξξ

ξξξξ ′+′=+ ′′
′

′′ (11)

ξξξξ
ξξ

ξξξξ

π
σ ′′

′
′′ ′=+ εpp g

n

d
umr

2
sin2

,2 , (12)

где >=< ′′ gε ,ξξξξg ,
2

,1,11 /)( ξξρσσσ ′′−′=′ tr .

Пусть Λ∈= ),,( kjiξ . Обозначим через )(ξhS ′ − какую-нибудь полусферу координационной

сферы )(ξhS , 2,1=h , для которой справедливо равенство ∑∑
′∈′

′′
∈′

′ +=
)()(

)(
ξξ

ξξξξ

ξξ

ξξ

mm SS

ppp .Тогда

формула (3) представляется в виде:

∑∑
′∈′

′′
′

′∈′
′′

′ ′+′+′=
)(

2
,2,1

)(

1
2

21

)
2

sin)(
2

sin4(
ξξ

ξξξξ
ξξ

ξξ

ξξξξ
ξξ

ξ

π
σσσ

π

S

rt

S

m g
n

d
g

n

d
u εgεp (13)

Положим ασβσ /11 rr ′= , ασβσ /11 tt ′= , ασβσ /22 rr ′= , ασβσ /11 ′= .Подставляя (13) в урав-

нение (6), приходим к уравнению

∑∑
′∈′

′′
′

′∈′
′′

′
++=

)(

2
,2,1

)(
1

22

21
2

sin)(
2

sin4
ξξ

ξξξξ

ξξ

ξξ
ξξξξ

ξξ π
σσσ

π
µω

S
rt

S

g
n

d
g

n

d
εgεg , (14)

которое распадается на систему уравнений в проекциях на координатные оси следующего вида:

xzyyzxx ggbgbga λ=++ ,

yzxyyxz ggbgagb λ=++ , (15)

zzzyxxy ggagbgb λ=++ ,

где 4/2µωλ = .

Полученная система линейных уравнений является однородной и имеет симметрическую
матрицу. Следовательно, ее собственные числа λ действительные, а собственные векторы

zeeeg zyyxx ggg ++= , отвечающие различным собственным числам, ортогональны. Для нахож-

дения собственных чисел матрицы системы (15) необходимо решить характеристическое уравне-
ние

02)()()())()((
222 =+−−−−−−−−− zyxzzyyxxzyx bbbabababaaa λλλλλλ . (16)

Таким образом, по заданному волновому вектору K , направление и величина которого оп-

ределяются набором чисел zyx kkk ,, , уравнение (16) позволяет найти соответствующие частоты
2

mω λ µ= , а система (15) – соответствующие три ортогональных направления векторов поляри-

зации mg , 3,2,1=m .

Наиболее просто уравнение (16) и система (15) могут быть решены, если направление волно-
вого вектора совпадает с каким-то из основных кристаллографических направлений. В этом слу-

чае можно получить явную зависимость между величиной волнового вектора и направлением
поляризации с одной стороны, и частотой соответствующей бегущей волны – с другой. Такая
зависимость носит название дисперсионного соотношения. В предельном случае длинных волн
полученные соотношения переходят в дисперсионные соотношения, известные из теории упру-

гости [8], где фигурируют упругие константы. Данное обстоятельство позволило выразить сило-

вые константы динамической модели через упругие константы рассматриваемого вещества, взя-
тые из [9]. Ниже будут получены дисперсионные соотношения для ОЦК и ГЦК решеток. в выра-

жении через упругие константы. для основных кристаллографических направлений, продольных
и поперечных поляризаций соответственно:

в направлении [111] :продольные волны

)
34

22sin)
4411

(
34

32sin)
1244

2(
34

2sin)
1244

2((
22 Ka

CC
Ka

CC
Ka

CC
a

−+++−=
µ

ω ,

32
sin)42( 2

441211
2 Ka

CCC
a

++=
µ

ω ,

поперечные волны
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в направлении [110] продольные волны
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sin4(
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поперечные, поляризованные вдоль оси Oz
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поперечные, поляризованные в плоскости Oxy

2 2
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в направлении [100] продольные волны

)
2

sin)(
4

sin4(
2 2

4411
2

44
2 Ka

CC
Ka

C
a

−+=
µ

ω ,

)
2

sin)32(
4

sin)3(4(
2

2
441211

2
4412

2 Ka
CCC

Ka
CC

a
−−++=

µ
ω ,

поперечные волны
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На рис. 1 и 2 приводятся дисперсионные кривые для Al , Na в направлениях [111], [110],

[100] для продольной и поперечной поляризации при температуре 78 К. Сравнение полученных
дисперсионных кривых для Na и Al c экспериментальными данными из [7], как это видно из
приведенных рис. 1, 2, показывает хорошее соответствие теоретических кривых эксперименталь-

ным данным (экспериментальные данные нанесены точками).
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Рис. 1. Кривые дисперсии фононов в Al

ν, THz
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DISPERSION RELATIONS FOR CUBICAL CRYSTAL LATTICE
IN THE DIPOLE-DIPOLE INTERACTIONS MODEL

The authors researched oscillations of monoatomic crystal lattices, caused by the Van der Waals

forces. They developed a dynamic model and obtained equations depicting the oscillations of the

monoatomic cubic lattices in the adiabatic approach. The authors evaluated forced constants of the dy-

namic model through the elastic constants of the substance and obtained the dispersion relations without
any free parameters. The authors also provide the theoretical and experimental dispersion curves for Na

and Al.
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curves.
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УДК 539.43+532.783

ДЕЛЕНИЕ ОТКЛИКА ЯДЕРНОЙ СПИНОВОЙ СИСТЕМЫ
АМОРФНОГО ПОЛИМЕРА НА УПРУГИЙ, ВЯЗКИЙ
И ВЯЗКО-УПРУГИЙ

В.М. Чернов

По аналогии с реакцией полимерного материала на механическое воз-
действие отклик ядерной спиновой системы на радиочастотные импульсы
разделен на упругий, вязкоупругий и неупругий. Дан анализ экспериментов
по измерению спадов поперечной намагниченности и времен ядерной маг-
нитной релаксации Т1, Т2, Т1ρ и Т2ef. Показано, что в аморфных полимерах
при высоких температурах в отклике спиновой системы усиливается упру-

гая составляющая.

Kлючевые слова: ядерная магнитная релаксация, упругий, вязкоупругий и

неупругий отклики спиновой системы, спектр времен корреляции, намагничен-
ность, импульс, солид-эхо.

Введение
Известно, что данные по ядерной магнитной релаксации в аморфных полимерах описывают-

ся теорией Бломбергена, Парселла и Паунда [l], модифицированной введением спектра времени
корреляции (СВК) [2–6]. Форма СВК определяется динамикой движения полимерных молекул.

Поэтому для получения детальной информации о характере этого движения необходимо как
можно точно определять форму СВК. Первой целью данной работы является нахождение связи
между поведением ядерной спиновой системы полимеров выше температуры стеклования в им-

пульсном ЯМР-эксперименте и формой спектра времен корреляции. Аналогом СВК в релаксаци-
онной спектрометрии является спектр времен релаксации механического напряжения. В свою
очередь, в релаксационной спектрометрии [7] отклик полимерного образца на механическое воз-
действие в зависимости от температуры и периода или времени действия нагрузки может ока-
заться либо упругим, либо неупругим (вязким), либо вязкоупругим. В связи с этим вторая цель
нашего исследования заключается в том, чтобы показать, что отклик ядерной спиновой системы
на импульсное воздействие радиочастотного поля также может быть разделен на упругий, вязкий
и вязкоупругий. Такой подход позволит не только терминологически сблизить различные методы
исследования, но и рассматривать их результаты с единых позиций.

Теория
Теоретическое рассмотрение начнем с предположения, что спиновая система однородна и

описывается одним для всех ядерных спинов временем корреляции τс, то есть нормированная
функция корреляции представляет собой простую экспоненту

( ) ( )exp cF t t τ= − . (1)

Предположим далее, что процесс модуляции диполь-дипольного взаимодействия ядер является
гауссовым. Тогда нормированный спад поперечной намагниченности (СПН) А2(t) согласно [8]

будет иметь вид:

( ) 2 2
2 exp 1 c

t

τ
c

c

t
A t σ τ e

τ

−  
  = − − +
  

  

, (2)

где σ² – второй момент жесткой решетки в частотных единицах. Функция (2) при t < τc является
гауссовой

( )
2 2

2 exp
2

σ t
A t

 
= −  

 
, (3)

а при t > τc – экспоненциальной

( )2
2

exp
t

A t
T

 
= −   

, (4)
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где T2 = 1/(σ²τc). Вид функции (2) приведен на рис. 1. Переход от гауссовой формы к экспоненци-

альной, как видно из рис. 1, происходит в момент t = τc (в полулогарифмическом масштабе гаус-
сова кривая представляет собой параболу, а экспонен-
та – прямую). Гауссова форма СПН характерна для
твердого (неупорядоченного) тела [6, 9], а экспоненци-

альная – для жидкости. Также как и при рассмотрении
реакции материала на механическое воздействие от-
клик спиновой системы при малых временах наблюде-
ния, когда t < τc, будем считать упругим, а при боль-

ших, когда t > τc – неупругим или вязким.
Теперь выясним, как ведет себя спиновая система

при действии твердотельных последовательностей им-

пульсов (ТПИ) 90
о
–τ–90°90 и MW-4: 90°0–τ–(90°90–2τ)n,

где τ – интервал времени между радиочастотными им-

пульсами, n – количество циклов, подстрочный индекс
– фаза высокочастотного поля в градусах. В твердых
телах такие последовательности импульсов вызывают
появление сигналов солид-эхо [10], а в жидкостях нет.
Согласно [11], время T2ef, характеризующее затухание
огибающей сигналов в последовательности MW-4, оп-
ределяется выражением

2

2

1
1 thc

c
ef c

τ τ
σ τ

T τ τ

 
= − 

 
. (5)

Из (5) следует, что при коротких раздвижках между импульсами, когда τ < τc, благодаря возник-

новению сигналов солид-эхо, время T2ef > T2 (T2 = (σ
2
τc)

–1
) и зависит от τ. Напротив, при больших

раздвижках между импульсами, когда τ > τc, сигналов солид-эхо не возникает, время Т2еf = Т2 и не
зависит от τ. С учетом выражения (2) делаем заключение, что сигналы солид-эхо возникают
только в том случае, когда второй импульс ставится на гауссову часть СПН, и отсутствуют, когда
второй импульс достаточно удален от первого, и СПН имеет экспоненциальную форму. В терми-
нах, принятых в релаксационной спектрометрии, возникновение сигналов солид-эхо, равно как и
зависимость Т2еf от интервала τ при τ < τc, соответствует упругому, в то время как отсутствие со-

лид-эхо при τ > τc – неупругому отклику спиновой системы.
Аналогичное разделение отклика спиновой системы на упругий и неупругий можно сделать

и для времен спин-решеточной релаксации как в лабораторной Т1, так и во вращающейся систе-
мах координат Т1ρ. В таблице произведена систематизация откликов спиновой системы в различ-
ных импульсных ЯМР-экспериментах. В этой таблице ω0 и ω1 – резонансная частота в лабора-

торной и вращающейся системах координат, соответственно.
Таблица

Деление отклика ядерной спиновой системы на упругий и неупругий
при движении, характеризуемом одним временем корреляции τc

Характер откликаВид или пара-

метр отклика
упругий (условие) неупругий (условие)

Т1, Т1ρ

T2ef

T2

Т1,1ρ ~ ω
2

0,1τc (ω0,1τc >1)

T2ef ~ τc/τ
2 (τc > τ)

Т2 = const (τc > σ
–1)

Т1,1ρ ~ τc
–1 (ω0,1τc < 1)

T2ef ~ τc
–1 (τc < τ)

T2 ~ τc
–1 (τc < σ

–1)

форма A2(t) гауссова (t < τc) экспоненциальная (t > τc)

наличие сигнала
сoлид-эхо

есть (τc > τ) нет (τc < τ)

Перейдем к рассмотрению поведения ядерной спиновой системы при движении, описывае-
мом непрерывным спектром времен корреляции. В литературе имеются данные о поведении
времен ядерной магнитной релаксации при введении в рассмотрение спектров времен корреля-

Рис. 1. Спад поперечной намагниченности
A2(t), построенный согласно (2) в полуло-

гарифмическом масштабе. σ
2
=10

10с-2

0 10 20 30 40 50 60
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ции той или иной формы [2–4]. Однако анализ влияния спектров времен корреляции на спад по-
перечной намагниченности в литературе отсутствует. Поэтому исследование связи формы СВК с
формой спада поперечной намагниченности проведем в данной работе. Параллельно с этим рас-
смотрим вопрос о влиянии спектра времен корреляции на отклик спиновой системы при дейст-
вии твердотельных последовательностей.

Как и прежде будем исходить из того, что модуляция ядерного диполь-дипольного взаимо-

действия является гауссовой и спиновая система однородна. Однако теперь в отличие от (1)

функция корреляции является неэкспоненциальной и имеет вид

( ) ( )
0

expc c
c

t
F t G τ dτ

τ

∞  
= − 

 
∫ , (6)

где G(τc) – нормированная функция распределения времен корреляции. С учетом принятых пред-
положений СПН примет вид:

( ) 2 2
2

0

exp ( ) ( 1 )c

t

τ
c c c

c

t
A t G τ σ τ e dτ

τ

∞ − 
 = − − +
 
 

∫ . (7)

Разобьем шкалу времен корреляции на сколь угодно малые, но равные участки δτc и перепи-

шем функцию (7) в виде:

( ) 2 2
2 exp ( ) ( 1 )

ci c

c

ci

tτ δτ
τ

c c c
ci τ

t
A t G τ σ τ e dτ

τ

+ − 
 = − − +
 
 

∑ ∫ . (8)

Положим далее, что функция

2 2 1 c

t

τ
c

c

t
R σ τ e

τ

− 
 = − +
 
 

является ступенчатой: изменяется скачком в точках τci, но в пределах каждого интервала δτc оста-
ется неизменной. Тогда после введения обозначения

( )
ci c

ci

τ δτ

i c c

τ

p G τ dτ

+

= ∫ (9)

функция (6) преобразуется к виду

( ) 2 2
2 exp 1 ci

t

τ
i ci

cii

t
A t σ p τ e

τ

−  
  ≈ − − +
  

  
∑ . (10)

Перепишем (10) в более удобной для анализа форме

( ) ( )2 2i

i

A t A t≈ ∏ , (11)

где

( ) 2 2
2 exp 1 ci

t

τ
i i ci

ci

t
A t p σ τ e

τ

−  
  = − − +
  

  

. (12)

Согласно (11) СПН состоит из произведения различных по форме компонент A2i(t). Компоненты,

для которых piσ²τci² > 1, имеют гауссову форму, а компоненты с piσ²τci² < 1 затухают по экспонен-
циальному закону. В итоге, результирующая функция А2(t) имеет форму, промежуточную между
гауссовой и экспоненциальной. С точки зрения релаксационной спектрометрии СПН обладает
одновременно как упругими, так и неупругими свойствами, то есть является вязкоупругим.

Гауссовы компоненты–сомножители произведения (11), отражающие твердотельные или уп-

ругие свойства спиновой системы, при действии ТПИ образуют сигналы солид-эхо. При этом
время затухания огибающей сигналов солид-эхо каждой i-той компоненты T2efi превышает время
Т2i этой же компоненты и зависит от временного интервала между импульсами τ (Т2еfi ~ τ

–
²), что

соответствует упругому отклику. Напротив, экспоненциальные сомножители спада (11) отража-
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ют жидкостные или неупругие свойства спин-системы. Поэтому при действии ТПИ возникаю-

щий сигнал совпадает с СПН (то есть T2еfi = Т2i) и время Т2i не зависит от τ. Результирующая оги-

бающая сигналов солид-эхо, представляющая собой вязкоупругий отклик, будет затухать по за-
кону T2еf ~ τ

–α
, где α (в зависимости от формы СВК) заключено в пределах от 0 до 2. Из изложен-

ного выше следует, что сигналы солид-эхо возникают только в том случае, когда второй импульс
в ТПИ прикладывается в такой момент времени, когда спад поперечной намагниченности после
первого импульса имеет гауссовоподобную форму.

Представим спектр G(τc) в форме F(S), где
S = ln(τc/τc0), (13)

τc0 – наивероятнейшее время корреляции. При этом G(τc)dτc = F(S)dS и F(S) = τcG(τc). Теперь по-
кажем, как форма СПН связана с формой таких спектров времен корреляции, которые со стороны
больших времен корреляции содержат медленнозатухающее крыло. Такими свойствами облада-

ют спектры Фуосса–Кирквуда, Кола–Кола и Гаврильяка–Негами. На таком крыле функция рас-
пределения имеет вид

F(S) ~ e–βS
, (14)

где β, являясь, с одной стороны, параметром ширины спектра, определяет скорость затухания
этого крыла. Расчет, проведенный нами для спада поперечной намагниченности согласно (7) при
наличии спектров Фуосса–Кирквуда, Кола–Кола и Гаврильяка–Негами в случае, когда τ2

c0σ
2

<< 1,

дал
1

2 2
2 0

2lg 2
( ) exp

β
β β
cA t aσ τ t

π

−
−

  ≈ −  
   

. (15)

где a = 1, sin(βπ/2) и δsin(βπ/2) для спектров Фуосса–Кирквуда, Кола–Кола и Гаврильяка–Негами,

соответственно; δ – второй параметр ширины в спектре Гаврильяка–Негами.
Согласно (15) при увеличении β от 0 до 1, соответствующем переходу от бесконечно широ-

кого спектра к бесконечно узкому, форма СПН изменяется от гауссовой до экспоненциальной.

Если определить время T2, как время уменьшения A2(t) в е раз от своего начального значения
А2(0), то из (15) получим, что

2
2 0

β

β
cT ~ τ
−

− . (16)

Как известно [2], параметр β определяет частотную зависимость параметров Т1, Т1ρ и Т2еf, а имен-

но, при выполнении условий ω0τс0 << 1, ω1τс0 << 1, τс0 << τ соответственно имеет место
T1 ~ ω0

1–β
τс0

–β, Т1ρ ~ ω1
1–β
τс0

–β , Т2еf ~ τ
β–1
τс0

–β
. (17)

Из (15) и (17) следует, что форма СВК, определяемая параметром β, оказывается однозначно свя-

занной как с формой СПН, так и с частотными зависимостями времен релаксации Т1, Т1ρ и Т2еf.

Кроме того, из соотношений (15)–(17) следует, что форма спектра определяет зависимость пара-

метров Т1, Т1ρ, Т2еf и Т2 от τс0 и, следовательно, от температуры. Очевидно, что если СBK может
быть представлен зависимостью (14) с изменяющимся вместе с S значением β, то соответствую-

щие изменения произойдут как в частотных и температурных зависимостях времен релаксации
Т1, Т1ρ, Т2еf и Т2, так и в форме СПН. В практическом плане важно то, что параметр β, определяю-
щий кривизну СПН в момент времени τ – момент приложения второго 90°-ного импульса в по-

следовательности МW-4, определяет и наклон зависимости lgT2ef(lgτ) в тот же самый момент τ.

Легко показать, что при наличии спектров времен корреляции, имеющих быстро затухающие
низкочастотные крылья (спектр Кола–Давидсона, прямоугольный и lоg-гауссовый спектры), ко-

гда τ
2
c0σ

2
<< 1, сигналы солид-эхо образовываться не должны, а СПН должен иметь экспоненци-

альную форму.

Обобщая литературные данные и используя результаты нашего исследования, мы составили
перечень характерных особенностей поведения ядерной намагниченности при одновременном
выполнении условий τ

2
c0σ

2
<< 1, ω0τс0 << 1, ω1τс0 << 1 в зависимости от формы низкочастотного

крыла спектра времен корреляции. При наличии СВК с медленно затухающим низкочастотным
крылом вида (14) (спектры Фуосса–Кирквуда, Кола–Кола, Гаврильяка–Негами) отклик является
вязкоупругим и имеют место: а) частотная зависимость (дисперсия) времен релаксации Т1, Т1ρ и
Т2еf; б) зависимость между временами релаксации Т1, Т1ρ, Т2еf, Т2 и обратным временем корреля-
ции τс0

–1 не является прямо-пропорциональной, в) гауссовоподобная форма СПН; г) возникнове-
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ние сигналов солид-эхо при действии ТПИ; д) отсутствие равенства между временами релакса-
ции Т1, Т1ρ, Т2еf, Т2, а именно: Т2 < Т1ρ < Т1 или Т2 < Т2еf < Т1. Для спектров же с крутым низкочас-
тотным крылом (спектр Кола–Давидсона, прямоугольный и lоg-гауссовый спектры) отклик явля-

ется неупругим и в этом случае: а) отсутствует дисперсия времен релаксации Т1, Т1ρ и Т2еf и их
равенство друг другу; б) наблюдается прямо-пропорциональная зависимость между временами
Т1, Т1ρ и Т2еf и τс0

–1
; в) СПН экспоненциален; г) сигналов солид-эхо не возникает. Для иллюстра-

ции изложенного выше на рис. 2 приведены результаты расчета функции спада поперечной на-

магниченности A2(t) и релаксационной функции продольной намагниченности в условиях спин-
локинга А1ρ(t) для спектров log-прямоугольного и Фуосса–Кирквуда одинаковой ширины на по-

лувысоте при условии, что τ2
c0σ

2
<< 1.

Сравнение с экспериментом
Теперь проанализируем результаты экспериментов, проведенных нами ранее [5, 9, 14], и

изучим действие твердотельных последовательностей импульсов в аморфных полимерах: поли-

изобутилене (ПИБ) с молекулярной массой M ≈ 2·10
5
, натуральном каучуке (НК) с M ≈ 10

6 и

цис-1,4-полибутадиене (ПБД) с M ≈ 10
5 в широком температурном диапазоне – от температуры

стеклования до температур, при которых полимеры находятся в высокоэластическом состоянии.
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Рис. 2. Спад поперечной намагниченности A2(t) (1) и релаксационная функция продольной

намагниченности А1ρ(t) (2) в условиях спин-локинга (ω1 = 2,67·10
4 рад/с) для двух спектров времен

корреляции одинаковой ширины на полувысоте: loq-прямоугольного (рис. 2а) с lq∆ = 2 и Фуосса–
Кирквуда (рис. 2b) с β = 0,42, σ

2
= 10

10 с–2
, τс0 = 10

–7с.

Во всех изученных объектах во всем исследуемом интервале температур при действии ТПИ
возникают сигналы солид-эхо, наблюдается дисперсия времен релаксации Т1, Т1ρ и Т2еf на высо-

котемпературной ветви минимумов Т1, Т1ρ и (или) Т2еf. При низких температурах зависимость
времен Т1ρ и Т2еf от частоты слабая с параметром β в (14), имеющим значения 0,7, 0,8 и 0,8 для
ПИБ, НК и ПБД, соответственно. Время Т1 такую слабую зависимость от частоты имеет на всем
протяжении высокотемпературной ветви минимума. При более высоких температурах в доста-

точно широком диапазоне частотная зависимость Т1ρ и Т2еf становится более сильной, чему отве-
чает меньшее, чем ранее значение параметра β: 0,5, 0,5 и 0,55 для ПИБ, НК и ПБД, соответствен-

но. Усиление частотных зависимостей времен релаксации Т1ρ и Т2еf в согласии с (17) и (16) корре-
лирует с ослаблением температурных зависимостей Т1ρ и Т2еf и Т2, построенных в аррениусовых
координатах. Как и следовало ожидать, вызванное уменьшением параметра β ослабление темпе-
ратурного наклона времени T2 сопровождается тем, что СПН принимает ярко выраженную гаус-
совоподобную форму. Значения β, вычисленные из СПН согласно (16) при температурах, когда
зависимость Т2(Т) ослабевает (после излома на температурной зависимости T2), равны 0,45, 0,5 и
0,6 для ПИБ, НК и ПБД, соответственно, и практически совпадают со значениями, полученными
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из дисперсионных зависимостей Т1ρ и Т2еf и приведенными выше. Имеющие место при высоких
температурах факты уменьшения параметра β, усиления частотных зависимостей времен релак-

сации Т1ρ и Т2еf, ослабления температурных зависимостей Т1ρ, Т2еf и Т2 и появления ярко выражен-
ной гауссовоподобной формы СПН свидетельствуют об усилении упругой составляющей в вяз-
коупругом отклике спиновой системы полимерных образцов и об ослаблении степени затухания
спектра времен корреляции при увеличении S. Это подтверждают СВК, построенные на основе

данных по ЯМР-релаксации в образцах ПИБ и цис-1,4-полиизопрена с M ≈ 10
6 в работах [5, 14],

приведенные на рис. 3 и 4. Приведенные СВК очень похожи на спектры времен релаксации ме-
ханического напряжения НL [12], которые также содержат излом на низкочастотной ветви.

В заключении отметим, что это исследование было основано на предположении, что спино-

вая система является однородной, хотя данные импульсного ЯМР-эксперимента указывают на
элементы неоднородности [9, 13], проявляющиеся, в частности, в появлении медленнозатухаю-

щих неэкспоненциальных участков в конце спадов поперечной намагниченности. Однако эта не-
однородность не сказывается на временах релаксации Т1, Т1ρ, Т2еf и, как показано в [5, 14], в пер-
вом приближении при описании начальной формы СПН и определении времени Т2 ею можно
пренебречь.
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Выводы
1. Показано, что отклик спиновой системы полимерного образца может быть разделен на

упругий, неупругий и вязкоупругий в зависимости от времени наблюдения и расстояния между
радиочастотными импульсами в последовательности MW-4 и сопоставлен с определенной
степенью затухания спектра времен корреляции молекулярных движений.

2. Проведем анализ результатов импульсных ЯМР-экспериментов, выполненных в
гибкоцепных полимерах высокой молекулярной массы выше температуры стеклования с точки
зрения вязкоупругого поведения отклика спиновой системы. Установлено, что дисперсионные и
температурные зависимости времен релаксации Т1ρ, Т2еf, форма и время спада поперечной
намагниченности проявляют упругое и вязкоупругое поведения. При высоких температурах,

когда полимерные образцы переходят в высокоэластическое состояние, в отклике спиновой
системы усиливается упругая составляющая. Этому переходу в спектре времен корреляции
соответствует переход к медленному затуханию.

Рис. 3. Спектр времен корреляции, получен-
ный в [5] подгонкой теоретических Т2, Т1 и
T1ρ(ω) под экспериментальные для образца

ПИБ с M ≈ 2·10
5
. СВК составлен из двух

спектров с параметрами β, равными 0,7 и 0,4,
и сдвинутыми друг относительно друга на
∆S = 11,5

Рис. 4. Спектр времен корреляции, полученный в [14] под-

гонкой теоретических Т2, Т1 и T2ef (τ
–1

) под эксперименталь-

ные для образца цис-1,4-полиизопрена с M ≈ 10
6
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DIVIDING OF NUCLEAR SPIN SYSTEM RESPONSE OF AMORPHOUS
POLYMERS ON ELASTIC, VISCID AND VISCOELASTIC ONES

Nuclear spin system response on radio-frequency pulses can be elastic, viscoelastic and non-elastic
by analogy with the polymer material reaction on mechanical influence. We provide an analysis of ex-

perimental data on transverse magnetization decay and nuclear magnetic relaxation times Т1, Т2, Т1ρ and

Т2ef. It is achieved that the elastic component is amplified in the spin system response in amorphous

polymers at high temperatures.
Keywords: nuclear magnetic relaxation, elastic, viscoelastic and non-elastic responses of spin sys-

tem, spectrum of correlation times, magnetization, pulse, solid-echo.
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УДК 539.43+532.782

ИССЛЕДОВАНИЕ МЕДЛЕННЫХ МОЛЕКУЛЯРНЫХ ДВИЖЕНИЙ
В РАСПЛАВАХ ЛИНЕЙНЫХ ПОЛИМЕРОВ

В.М. Чернов, А.В. Бутаков, Г.С. Краснопольский

В полиизопреновых каучуках импульсным методом ядерного магнит-
ного резонанса на частоте протонов 25 МГц при температурах 22–160 °С
снят спад поперечной намагниченности и определено время затухания его
короткой компоненты Т2 и измерены времена релаксации Т1 и Т2ef. Исполь-

зуя принцип температурно-частотной эквивалентности, получена объеди-

ненная дисперсионная зависимость времени T2ef. На основе этой зависимо-
сти и данных по Т2 и Т1 построен спектр времен корреляции. Анализ формы
низкочастотной части полученного спектра показал, что в первом прибли-

жении динамика полимерных молекул описывается трубно-рептационной
моделью Доя–Эдвардса.

Ключевые слова: ядерная магнитная релаксация, полиизопрен, спектр вре-
мен корреляции, рептационная модель.

Введение
Многие свойства полимеров, находящихся в высокоэлластическом и вязкотекучем состояни-

ях, определяются движениями составляющих их макромолекул. В настоящее время одним из
наиболее информативных методов исследования молекулярных движений является релаксацион-
ная спектроскопия ЯМР. Однако, не смотря на то, что в расплавах линейных полимеров проведе-
но большое количество экспериментальных исследований по магнитной релаксации [1–8] и соз-
дан ряд теорий, описывающих движение молекул [4, 9–12] и ЯМР-релаксацию [1–4, 13–15] в та-
ких системах, однозначной интерпретации полученных данных не существует и по сей день.

Наглядным способом описания результатов эксперимента по ядерной магнитной релаксации
в полимерах является представление их в виде спектра времен корреляции (СВК) [15, 16]. Цель
данной работы заключается в том, чтобы для линейных полимеров построить СВК в максималь-

но широком диапазоне времен корреляции и по форме и параметрам этого спектра оценить дей-

ственность теории Доя–Эдвардса (Д–Э). Для этого нами проведено комплексное исследование
ЯМР-релаксации в полиизопреновом каучуке.

Результаты и обсуждение
В качестве объектов исследования служили образцы узких фракций цис-1,4-

полиизопренового каучука со средневесовой молекулярной массой M1 = 576 000 (образец 1), M2 =

735 000 (образец 2) и M3 = 999 000 (образец 3) с показателями полидисперсности 1,09, 1,04 и 1,05,
соответственно. В эксперименте, используя импульсную последовательность Хана 90°0–τ–180°90,

был снят спад поперечной намагниченности (СПН), методом восстановления намагниченности
после действия последовательности импульсов 90°–τ–90° измерено время спин-решеточной ре-
лаксации (T1). Кроме того, проведены измерения времени релаксации поперечной намагниченно-

сти T2ef в отклике на модифицированную [17] импульсную последовательность MW-4 (90°0–(τ/2–

180°90–τ/2–90°90–τ/2–180°90–τ/2–)n) в широком диапазоне раздвижек между импульсами τ. Измере-
ния проведены на импульсном спектрометре, работающем на резонансной частоте протонов
25 МГц при температурах 22÷160°C. Для определения времен релаксации Т1 и Т2ef производилась
запись соответствующих релаксационных кривых в режиме трехкратного накопления. Начальная
часть спада поперечной намагниченности регистрировалась в режиме десяти-, средняя – двадца-

ти-, а конечная – пятидесятикратного накопления. При этом каждая часть СПН измерялась в сво-
ем режиме усиления. Ошибка в определении времен Т1 и Т2ef не превышала 4,5 %, а в определе-
нии Т2–1,5 %. При каждой температуре время Т1, измеренное в образцах 1–3, совпадало в преде-
лах ошибки эксперимента.

На рис. 1 и 2 в полулогарифмическом и линейном масштабах, соответственно, представлены
спады поперечной намагниченности, полученные в образце 3 при различных температурах. В
образцах 1 и 2 наблюдаются аналогичные СПН. Как видно из этих рисунков, спад поперечной
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намагниченности состоит из медлен-
но – (А2а(t)) и быстрозатухающей
(А2b(t)) компонент, что свидетельству-

ет о том, что спиновая система состо-
ит из двух подсистем, обладающих
своими релаксационными характери-

стиками. В последующих расчетах
медленнозатухающая компонента
А2а(t) была аппроксимирована экспо-

нентой и СПН был принят в виде

2 2 2( ) ( ) ( )b aA t A t A t= +

2
2

( ) exp( )b
a

t
A t p

T
= + − , (1)

где p – доля медленнозатухающей
компоненты в общем спаде, T2a – вре-
мя поперечной релаксации для мед-
леннозатухающей компоненты. Далее
путем вычета из общего СПН мед-

леннозатухающей компоненты была
получена компонента А2b(t). Ее время
затухания в е раз было обозначено как
Т2. На рис. 3 для образца 3 при темпе-
ратуре 80 °С приведен общий спад
А2(t) и его компоненты А2а(t) и А2b(t).

Поскольку, как это видно из рис. 1–3, быстротухающая компонента является преобладающей, в
последующих расчетах мы положили, что время Т2 относится ко всей спиновой системе образца.

На рис. 4 представлены зависимости времени спада поперечной намагниченности T2 в образ-
цах 1, 2 и 3 и времени Т1 от температуры. Пунктирные линии нанесены для удобства визуального
наблюдения.
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Рис. 3. Результат разложения на компоненты СПН
в образце 3 при 80 ºС: 1 – экспериментальный СПН
А2(t), 2 – медленнозатухающая компонента
А2a(t) = pexp(–t/T2a), 3 – экспериментальная короткая
компонента А2b(t), 4 – рассчитанная по (4) короткая
компонента А2b(t), 5 – сумма рассчитанной А2b(t) и
функции А2a(t)

Рис. 1. Спад поперечной намагниченности в полулогарифми-
ческом масштабе в образце 3 при температурах: 22 (1), 40 (2),
60 (3), 80 (4), 100 (5), 120 (6), 140 (7) и 160 (8) °C. Линии – рассчи-

танные СПН
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Рис. 2. Спад поперечной намагниченности в линейном
масштабе в образце 3 при температурах: 22, 40, 60, 80,
100, 120, 140 и 160 °C. Линии – рассчитанные СПН
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Для описания полученных результатов мы исходили из предположения, что спиновая систе-
ма однородна, распределение локальных магнитных полей гауссово и движения ядерных спинов,

связанных диполь-дипольным взаимодействием, представляются спектром времен корреляции
G(τc) или F(S), где

c 0S = ln( / )cτ τ . (2)

Модифицированные с учетом СВК выражения для T2ef и спада поперечной намагниченности
A2(t) были записаны в виде [19, 20]

( ) ( ) ( )( )1 2
2

0

1 thef c c c c cT G dσ τ τ τ τ τ τ τ
∞

− = −∫ , (3)

( ) ( ) ( )( )2 2
2

0

exp 1 exp
c c

t t
b c c cA t G d

τ τ
τ σ τ τ

∞ 
= − − + − 

  
∫ , (4)

где σ2
– второй момент жесткой решетки. Для T1 было использовано соотношение, учитывающее

СВК в форме функции Фуосса–Кирквуда (Ф–К) [16]:

( )
( )

( )
( )

0 0 0 02

2 2
1 0 0 0 0 0

21 2
2

3 1 1 2

c c

c c
T

β β

β β

ω τ ω τβ
σ

ω ω τ ω τ

 
 = +
 + + 

, (5)

где ω0 – циклическая резонансная частота, β – параметр формы спектра Ф–К (0 < β ≤ 1).

В минимуме T1min экспериментальное значение (31 мс) превышает расчетное. Это обусловле-
но тем, что в высокочастотной части реального СВК на большом удалении от наивероятнейшего
времени корреляции τc0 имеются компоненты с более высокими интенсивностями, чем в спектре
Ф–К с данными параметрами. Поэтому при последующих вычислениях перед функцией G(τc)
был введен поправочный множитель k = 1,03·ω0/(T1minβσ

2
) [18] с β = 0,8.

На рис. 5 приведены дисперсионные зависимости T2ef(τ
-1
) после вычета из них несекулярного

вклада, рассчитанного из измеренного в эксперименте времени спин-решеточной релаксации в
лабораторной системе координат согласно процедуре, описанной в [18]. Полученные дисперси-
онные зависимости были сведены в объединенную дисперсионную кривую (ОДК), приведенную
на рис. 6.

При низких температурах совпадение кривых было частичным, а при высоких – полным. В
связи с этим ОДК была разделена на высокотемпературные (100–160 °С) для каждого образца и
ряд низкотемпературных для каждой температуры (22, 40, 60 и 80 °С) и каждого образца. При
высоких температурах между дисперсионными кривыми существовали различия, обусловленные
разницей в молекулярных массах. Для последующей обработки из высокотемпературной ОДК
были удалены все провисающие низкочастотные участки. Во время построения ОДК были опре-
делены коэффициенты относительного сдвига дисперсионных кривых по осям частот ki, равные
отношениям наивероятнейших времен корреляции τс0.

После этого подбирался СВК с помощью подгонки функции T2ef(τ
–1

) (3) – теоретической дис-
персионной кривой (ТДК) под ОДК и теоретических значений Т2 и Т1 под измеренные в экспери-

менте. Подгонка проводилась отысканием минимума средне-квадратичного относительного от-
клонения (СКО). Теоретические Т2 определялись по уменьшению в е раз спадов A2b(t), рассчи-

танных согласно (4). В высокочастотной части СВК представлял собой спектр Ф–К, затухающий
на крыле по закону F(S) ~ exp(–βS). При определенных значениях Si закон затухания крыла изме-
нялся на exp(–αiS). Спектр претерпевал изломы в точках S1, S2 и S3. При некотором значении Sf

спектр обрывался.

Подгонка осуществлялась в несколько этапов. 1. а) Подгонка ТДК под ОДК при β = 0,8 для
температуры 160 °С и получение СВК и τc0. При этом параметры СВК α1 = 0,5, α2 = 0,25 и α3 =

0,43 были заданными, а S1, S2, S3 и Sf – подгоночными. б) Расчет τc0 по коэффициентам ki для всех
температур проведения эксперимента. 2. Уточнение β и τc0 для всех температур по минимуму
СКО для Т1 и Т2ef и новая подгонка ТДК под ОДК для температуры 160 °С с параметрами под-
гонки S1, S2, S3, Sf и α1. 3. Коррекция ОДК – уточнение ki по отысканию минимума отклонения
ТДК от ОДК. 4. Повторение этапов 2 и 3 до тех пор, пока СКО не достигнет минимума. 5. Кор-

рекция и последующая фиксация на одном уровне параметров наклона α1, α2 и α3 для высоких
температур и для всех образцов.
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6. Построение окончательных вариан-
тов спектра и ТДК для высоких и низких
температур для всех образцов. Этапы 1–4

проводились на высокотемпературной ОДК
образца 3.

В результате подгонки было получено
близкое к стартовому (0,8) значение
β = 0,7905±0,0002. Параметры α1 и α2 для
всех образцов найдены равными 0,48 и
0,25, соответственно. Наклон α3 был задан
равным 0,43. СКО не превышало 4 %. Что-

бы оценить ошибки – стандартные откло-

нения подгоночных параметров, для каждо-
го образца в отдельности была проведена
процедура подгонки на искусственно сге-
нерированных значениях Т2, Т1 и ОДК с
гауссовым разбросом точек и дисперсией,

равной дисперсии, полученной при подгон-

ке данных под реальный эксперимент. Ошибки косвенных измерений вычислялись по общепри-
нятым правилам.

Рис. 5. Экспериментальные (фигуры) и рассчитанные
(линии) дисперсионные кривые T2ef (τ

–1
) с вычетом

несекулярного вклада при температурах 22(1), 40(2),
60(3), 80(4), 100(5), 120(6), 140(7) и 160(8) °C. Открытые

кружочки – образец 1. Крестики – образец 2.
Заполненные кружочки – образец 3

10
3

10
4

10
5

10
-2

10
-1

T2ef ,

c
8

7

6

5

4

3

2

1

τ-1, c-1

10
3

10
4

10
5

10
6

10
7

10
-2

10
-1

10
0

700600500400300
0.01

0.02

τ-1, c-1

T2ef,

с

Рис. 6. Объединенная дисперсионная кривая, приведенная
к температуре 160 °С. Заполненные кружочки – образец 1.

Крестики – образец 2. Открытые кружочки – образец 3

Рис. 4. Температурные зависимости времен ре-

лаксации T1 и T2. Т1: экспериментальные данные
(открытые ромбики) и рассчитанные значения

(заполненные ромбики). Т2: экспериментальные
данные для образца 1 (Mw = 576·103) (открытые
квадратики), образца 2 (Mw = 735·103) (открытые
треугольники) и образца 3 (Mw = 999·103) (откры-

тые кружочки); рассчитанные значения для об-
разца 1 (заполненные квадратики), образца 2
(заполненные треугольники) и для образца 3

(заполненные кружочки)
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На рис. 7 приведен найденный
СВК, а в табл. 1 – средние по темпе-
ратурам параметры S1, S2, S3 и Sf. При
обработке низкотемпературных ОДК
в качестве S1, S3 и Sf были взяты
средние значения величин S1, S3 и Sf,
полученных при высоких температу-

рах, а подгоняемым параметром слу-

жило только S2. Усредненное по об-

разцам значение S2 представлено в
табл. 2. На рис. 5 приведены полу-

ченные в результате подгонки теоре-
тические дисперсионные кривые. На
рис. 3 приведена рассчитанная по (4)

функция А2b(t). На рис. 1, 2 и 3 нане-
сены СПН, сложенные из рассчитан-
ных по (4) функций А2b(t) и медлен-

нозатухающих компонент А2a(t). Как
видно из этих рисунков, не смотря на
то, что в процедуре подгонки участ-
вовали только значения Т2, а не сами
СПН, теоретические кривые оказа-
лись достаточно близкими к экспе-
риментальным.

Полученные в результате под-
гонки достаточно низкие значения среднеквадратичных отклонений, небольшие различия между
рассчитанными и экспериментальными значениями Т1, Т2, Т2ef и спадами поперечной намагни-

ченности свидетельствуют о достаточно высокой степени согласованности разных эксперимен-

тальных данных между собой и об удовлетворительном согласии теории с экспериментом.
Таблица 1

Параметры СВК при высоких температурах и рассчитанные из них величины q, Z, Me, Ne, s и ∆

Образец 1 2 3

M·10
3

576 735 999

S1 9,37±0,02 9,37±0,02 9,37±0,02

S2 12,78±0,03 12,78±0,02 12,78±0,03

S3 17,1±0,1 17,6±0,1 18,3±0,3

Sf 24,3±0,8 26±1 27±2

q·10
–4

1,53±0,02 1,54±0,02 1,55±0,02

Z 49±3 60±4 80±20

Me·10
–2

118±6 122±7 120±20

Ne 48,7±0,4 48,3±0,4 48,2±0,4

s 3,6±0,2 3,7±0,2 3,6±0,6

∆ 3,6±0,3 3,7±0,3 3,6±0,5

Сравним полученные результаты с предсказаниями теории Доя–Эдвардса (Д–Э) [21]. Отне-
сем точки излома в СВК S1, S3, и Sf соответственно к характерным временам этой теории: τe –
времени начала действия зацеплений, τR – максимальному времени в спектре раузовских мод и τd

– времени освобождения от зацеплений, считая их, связанными друг с другом соотношением (2).

В табл. 1 приведено число зацеплений Z в молекуле, рассчитанное по базовой формуле тео-

рии Д-Э 2
R eZτ τ= , и молекулярная масса полимерной цепи между зацеплениями /e i iM M Z= .

Найденное нами среднее значение eM〈 〉 = (12±2)·10
3 близко к Me, полученному равным 9,5·10

3 и
10·10

3 в [4] в двух разных экспериментах. Отношения молекулярных масс M3:M2:M1=1,73:1,28:1 и
числа зацеплений Z3:Z2:Z1 = (1,8±0,4):(1,2±0,3):1 в пределах ошибки эксперимента также совпа-
дают. В табл. 1 и 2 приведена величина q – относительная доля спектра, заключенного между

Рис. 7. Спектры времен корреляции, полученные подгонкой
теоретических Т2, Т1 и дисперсионных зависимостей T2ef(τ

–1
) под

экспериментальные в образце 3 для темпера-тур: 22(1), 40(2),
60(3), 80(4), 100 – 160(5) °C
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точками спектра S1 и Sf, равная доле остаточного д-д взаимодействия, усредняемого движениями
с временами корреляции выше τe, и число сегментов Куна Ne, заключенных между двумя после-
довательными зацеплениями, рассчитанное по формуле [22]

1/ 23/(5 )eN q= . (6)

Пользуясь полученными Ne и Z, мы рассчитали число мономерных звеньев в сегменте Куна
согласно

/( )i e is M mN Z= , (7)

где m – масса мономерного звена. Найденные s помещены в табл. 1 и 2. Полученные s попали в
середину диапазона ожидаемых значений: 2 < s < 5. Эти факты свидетельствуют об удовлетвори-

тельном согласии теории Д–Э с экспериментом.

Из табл. 2 видно, что при низких температурах s падает с повышением температуры, что,
очевидно, связано с возрастанием гибкости полимерной цепи, обусловленной увеличением ам-

плитуды крутильных колебаний [23].

В табл. 1 приведен показатель степени ∆, входящий в другое базовое соотношение теории Д–
Э:

3d eZτ τ∆= . (8)

Таблица 2
Средние по образцам значения параметров S2, q, Ne и s при низких температурах

Т, °C 22 40 60 80

S2 11,2±0,1 11,55±0,05 11,90±0,03 12,45±0,03

q·10
4

1,80±0,03 1,716±0,009 1,654±0,005 1,577±0,003

Ne 44,8±0,3 45,8±0,2 46,6±0,1 47,8±0,1

s 3,92±0,02 3,83±0,01 3,76±0,01 3,67±0,01

Как и ожидалось [24], полученное 〈∆〉 = 3,6±0,4 превышает предсказываемое теорией Д–Э
значение 3. Отличием от теории Д–Э является также и то, что наклон участка спектра перед пер-

вым изломом β равен не единице [25], а 0,79, и что участку спектра с наклоном α = 0,25, соответ-
ствующего рептации, предшествует участок с более крутым наклоном α = 0,48. Первое мы свя-
зываем с неидеальностью полимерной цепи – пренебрежением объемными взаимодействиями
между звеньями и сегментами в теории Рауза, а второе – с плавным переходом от раузовской
диффузии к рептации.

Выводы
1. В линейных полимерах – узких фракциях цис-1,4-полиизопренового каучука различных

молекулярных масс (M1 = 576 000, M2 = 735 000 и M3 = 999 000) в диапазоне температур 22–

160 °С сняты спады поперечной намагниченности, измерено время спин-решеточной релаксации
Т1 и получены дисперсионные зависимости времени Т2ef в широкой области раздвижек между
импульсами. Спад поперечной намагниченности разложен на две компоненты и определено
время затухания короткой компоненты Т2.

2. Дисперсионные зависимости T2ef(τ
–1

) сведены в объединенную дисперсионную кривую
(ОДК). При низких температурах (22–80 °С) низкочастотные участки дисперсионных
зависимостей выпадают из ОДК, что свидетельствует о частичном нарушении принципа
температурно-частотной эквивалентности. В связи с этим ОДК разбита на высокотемпературную
и ряд низкотемпературных.

3. Произведена подгонка теоретических Т1, Т2 и T2ef(τ
–1

) под экспериментальные Т1 и Т2 и
объединенные дисперсионные кривые, в результате чего построены высокотемпературный и ряд
низкотемпературных спектров времен корреляции (СВК).

4. Анализ найденных СВК показал, что динамика полимерных молекул в первом
приближении описывается трубно-рептационной моделью Доя–Эдвардса. Из параметров спектра
рассчитаны число зацеплений в молекуле Z, молекулярная масса участка цепи между
зацеплениями Me, количество сегментов Куна между зацеплениями Ne и число мономерных
звеньев в сегменте Куна s. Найдено, что в пределах ошибки измерений совпадают отношения
молекулярных масс M3:M2:M1=1,73:1,28:1 с отношениями чисел зацеплений
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Z3:Z2:Z1=(1,8±0,4):(1,2±0,3):1 и полученные значения Me с литературными. В то же время, в
противоположность с предсказаниями теории Доя–Эдвардса участок в спектре, соответствующий
раузовской диффузии между зацеплениями, имеет меньший наклон, а показатель ∆ в
соотношении τd = 3Z∆τе больше 3.

5. Показано, что причиной частичного нарушения принципа температурно-частотной
эквивалентности при низких температурах (22–80 °С) является изменение длины сегмента Куна.
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INVESTIGATION OF SLOW MOLECULAR MOTIONS IN MELTS
OF LINEAR POLYMERS

In polyisoprene rubbers the transverse magnetization decay, time T2 its slowly decaying part and re-

laxation times Т1 and Т2ef were measured by pulsed nuclear magnetic resonance method on resonance

frequency of protons 25 MHz within 22–160 °С temperature interval. With the help of time-temperature
superposition principle dispersion curves T2ef measured at each temperature were combined into one. On

basis of whole complex experimental data a correlation time spectrum of molecular motions was built.

The analysis of the shape of the spectrum showed the dynamics of polymers as the first approximation
can be described in terms of Doi–Edwards’ tube-reptation model.

Keywords: nuclear magnetic relaxotion, polyisoprene, spectrum of correlation times, reptation

model.
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Химия
УДК 541.61-31

МАГНИТНЫЕ СВОЙСТВА МЕЛКОДИСПЕРСНОГО NiO
В ПАРАМАГНИТНОМ СОСТОЯНИИ

А.С. Сериков, В.В. Викторов, В.Е. Гладков, А.М. Колмогорцев

Проведен магнетохимический анализ мелкодисперсных оксидов нике-
ля полученных термолизом основного карбоната в температурном интер-

вале 380–800 °С. Показано, что характерная зависимость магнитной вос-
приимчивости χ от температуры измерения Ти наблюдается для образцов
прокаленных выше 700 °С.

Ключевые слова: магнитные свойства, мелкодисперсные системы, модель
ГДВФ

Введение
Оксиды с размерами частиц от нескольких единиц до сотен нанометров обладает рядом уни-

кальных физико-химических свойств, обусловленных сильноразвитой поверхностью и
специфическим состоянием приповерхностного слоя кристаллов [1]. Оксид никеля широко
применяется как катализатор многих гетерогенных реакций или в качестве составляющего
многокомпонентных систем. В мелкодисперсном состоянии кристаллическая решетка оксида
никеля характеризуются различными структурными формами – от кубической до ромбо-

эдрической кристаллической структуры [2]. Обладая атомным антиферромагнитным порядком,
данный оксид относится к группе магнитных полупроводников, имеющих большое практиче-
ское значение [3].

Физико-химические свойства крупнодисперсного NiO известны и подробно описаны [4].
Измерение теплоемкости оксида показало, что температура фазового перехода из антиферро-

магнитного в парамагнитное состояние равна 247 °С. При данной температуре происходит
перестройка кристаллической решетки из тригональной в кубическую. В отличие от других ок-
сидов многочисленные измерения магнитной восприимчивости NiO не позволяют точно опреде-
лить температуру Неля, а в парамагнитной области NiO обладает аномальными магнитными свой-

ствами, удовлетворительное объяснение этого явления отсутствует [3–4].

Цель данной работы – изучение магнитных свойств мелкодисперсного NiO в парамагнитной
области.

Экспериментальная часть
Деференциально- термический анализ основного карбоната никеля проводили на деривато-

графе типа Paulik. По данным ДТА разложение основного карбоната никеля начинается с 330 и
полностью заканчивается при 380 °С. В связи с этим оксиды NiO получали изотермическим
разложением на воздухе основного карбоната марки ОСЧ при температурах 380, 430, 480,

530, 580, 600, 700 и 800 °С в течение 3 часов. Средний размер кристаллов NiO после прокали-

вания определяли по ширине рентгеновских дифракционных максимумов на дефрактометре
ДРОН 3М Cu Kα излучение по формуле Селякова [5]. Электронно-микроскопические исследо-

вания проводили на электронном микроскопе ПМ-100 и Электронно-сканирующем микроскопе
JOEL 2000.Удельную поверхность измеряли методом БЭТ по тепловой абсорбции аргона. Маг-
нитную восприимчивость χ, как и в работе [6], измеряли методом Фарадея в температурном ин-

тервале 20–650 °С. Относительная систематическая ошибка в измерениях χ не превышала 3 %.

Обсуждение результатов
Порошки оксида никеля после прокаливания от 380 до 580 °С имели черный цвет, с повы-

шением температуры прокаливания до 800 °С образцы приобретали серо-зеленый цвет. Ярко-
зеленый цвет NiO приобретал при более длительном прокаливании при 800 °С (100 час).

В табл. 1 представлены размеры кристаллов оксида никеля после прокаливания рассчитан-

ных по формуле Селикова и их средний размер по данным электронной микроскопии, а также их
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удельная поверхность, измеренная методом БЭТ и рассчитанная в приближении сферических
частиц NiO.

Таблица 1
Размеры кристаллов (R) и удельная поверхность (Sуд) оксида никеля

после прокаливания основного карбоната

Расчетные данные
по рентгеновским пикам

Данные, полученные
с микроскопа и БЭТ

Tпр, °С R, А Sуд, м
2
/г R, А Sуд, м

2
/г

380 44,8 89,80 25–35 250

430 57,3 70,25 41–57 210

480 86,2 46,73 132–144 70

530 109,2 36,86 173–176 50

580 109,2 36,86 210–405 30

Отметим, что средний размер кристаллов, рассчитанный по ширине рентгеновского пика
совпадает с данными электронной микроскопии, однако величина удельной поверхности изме-
ренная методом БЭТ значительно выше рассчитанной, что, по-видимому, связано с пористой
структурой образцов прокаленных при температурах 380 и 430 °С. Пористая структура послед-
них образцов хорошо видна на снимках с электронно-сканирующего микроскопа.

1 – а 1 – б

Рис. 1. Температурная зависимость магнитной восприимчивости
мелкодисперсных оксидов никеля от температуры прокаливания:

а) 1– 380 °С, 2 – 430 °С., 3 – 480 °С, 4 – 530 °С, 5 – 580 °С
б) 1– 600 °С, 2 – 700 °С, 3 – 800 °С (3 часа), 4 – 800 °С (100 часов)

На рис. 1 представлены зависимости χ от температуры измерения Ти в интервале 25–900 °С.

Отметим, что эти зависимости существенно различны для образцов прокаленных до 600 (рис.1-а)

и после 600 °С (рис. 1-б).
Характерная антиферромагнитная зависимость χ от Ти наблюдаются только для образцов

прокаленных после 600 °С. Отметим что, магнитная восприимчивость мелкодисперсного оксида
никеля полученного прокаливанием до 600 °С изменяется не монотонно с температурой, зависит
от размеров кристаллов и имеет несвойственный для антиферромагнетиков вид. Для этих образ-
цов χ-температура измерения и χ-температура охлаждения различны, что указывает на активное
спекание кристалликов NiO. Для прокаленных выше 600 °С эти значения в пределах ошибки
измерения совпадали.

Аппроксимацию экспериментально наблюдаемых зависимостей магнитной восприимчивости
от температуры по уравнению Кюри–Вейсса выше температуры Нееля проводили методом наи-

меньших квадратов. Полученные данные представлены в табл. 2.
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2 2
эфф

3 ( )

N p

k T

β
χ =

+ Θ
, (1)

где N – количество ионов Ni
2+

, pэфф – эффективный магнитный момент Ni
2+

, который определяет-

ся по формуле спина:
2

эфф ( 1)p g s s= + , спин катиона Ni
2+ s = 1, Θ – аппроксимационная посто-

янная Кюри–Вейсса, k – постоянная Больцмана, β – магнетон Бора, s – суммарный спин.

Таблица 2
Аппроксимационные параметры зависимостей χ= f(T) по уравнению Кюри–Вейсса

для образцов NiO, полученных термолизом основного карбоната (τ – время термолиза)

Tпр, ºC τ, час pэф Θ g

380 3 2,32 4,3 1,64

430 3 2,32 7,28 1,64

480 3 2,32 17,34 1,64

530 3 2,65 221 1,87

580 3 3,53 727 2,5

600 3 6,71 5050 4,74

700 3 6,15 4100 4,35

800 3 5,61 3363 3,97

800 100 5,29 2800 3,74

Следует обратить внимание, что для образцов прокаленных в температурном интервале 380–

580 °С значение эффективных магнитных моментов, а также g-фактор катионов Ni
2+ близки к

чисто спиновому. Для образцов прокаленных выше 580 °С значение этих величин значительно
больше рассчитанных по формуле спина, что нельзя объяснить с позиции классической теории
парамагнетизма. Некоторые авторы предлагают ввести поправку на эффекты не зависящего от
температуры парамагнетизма, что может значительно снизить pэфф и Θ [7]. В работе [6] был про-
изведен оценочный расчет этой поправки, показано, что значение ее не согласуется с литератур-

ными данными для полупроводников, каким является оксид никеля. Поэтому аппроксимацию
эксперементально наблюдаемых зависимостей χ от Ти проводили по модели Гейзенберга–

Дирака–Ван-Флека (ГДВФ) в приближение двух и четырех взаимодействующих катионов.
В модели ГДВФ энергия взаимодействия ионов определяется уравнением

] ]/ / 2 / / /( 1) 2 ( 1) 1/3 ( 1)E J s s s s D M s s s = − + − + + − −  , (2)

где J – параметр обменного взаимодействия между катионами Ni
2+

, D – параметр расщепления
энергетических уровней в нулевом поле, s/

– суммарный спин взаимодействующих ионов, Ms = s/
;

s/
–1; …–s

/
– проекция суммарного спина.

В приближение парного обменного взаимодействия магнитная восприимчивость описывает-
ся уравнением

2 2 3
2

3 4

1 (1 4 )
3

3 1 (1 2 ) (1 2 2 )

N x y
g xy

T x y x y y

β
χ

κ

+ +
=

+ + + + +
(3)

где g – фактор спектроскопического расщепления, y = exp(–D/κT), x = exp(2J + 2D/3)/κT.

Зависимость χ от Ти в приближение четырех взаимодействующих ионов имеет вид:

)(10 16 9 4 6 9 4
2

2

10 16 9 4 6 9 4

16 9 4 3 (9 4 )
0,75

3 1.5 ( 0.5) 3 ( 0.5)

x y y y y x y y yN
g

T x y y y y x y y y

β
χ

κ

+ + + + + + +
= ⋅ ⋅ ⋅

+ + + + + + + + + +
3 4

3 4

6 (4 ) 6

6 ( 0,5) 6 ( 0,5)

х y y xy

x y x y

+ + +
+ + + +

(4)

По данным [8] значение D для NiO заключено в пределах – 30 до 30 К. Знак определяет на-

правление деформации элементарной ячейки NiO.
В табл. 3 представлены параметры g и J, соответствующие максимальному коэффициенту

корреляции для уравнений (3) и (4). Анализ данных табл. 3 показывает, что коэффициенты кор-

реляции. рассчитанные по модели ГДВФ выше чем по уравнению Кюри–Вейсса. При увеличении
количества взаимодействующих катионов в модели в 2 раза обменное взаимодействие между ка-
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тионами уменьшается также приблизительно в 2 раза, однако g-фактор Ni
2+ возрастает. В [8] ука-

зывается, что экспериментальная величина g-фактора катиона Ni
2+ не превышает 2,50. таким об-

разом, наиболее вероятно, что зависимость χ от T для NiO в парамагнитной области описывается
уравнением (3).

Таблица 3
Аппроксимационные параметры уравнений (3) и (4) для образцов NiO,

полученных термолизом основного карбоната

T, °C τ, ч
Урав-

нение
D = 0, K D = –30, K D = 30, К

J g R J g R J g R

600 3
(3)

(4)

–310

–140

2,51

2,64

0.941

0,951

–310

–150

2,46

2,61

0,944

0,946

–300

–135

2,51

2,66

0,951

0,953

700 3
(3)

(4)

–300

–135

2,48

2,60

0,968

0,975

–300

–145

2,43

2,58

0,969

0,972

–290

–125

2,49

2,63

0,975

0,976

800 3
(3)

(4)

–280

–125

2,39

2,54

0,985

0,988

–280

–135

2,38

2,51

0,981

0,988

–270

–115

2,40

2,57

0,986

0,988

800 100
(3)
(4)

–270
–130

2,39
2,54

0,986
0,980

280
–140

2,34
2,51

0,983
0,979

–260
–120

2,40
2,56

0,985
0,981

Выводы
Методом магнетохимического анализа исследовали магнитные свойства NiO, полученного

термолизом основного карбоната никеля.
Показано, что магнитная восприимчивость образцов прокаленных при Т ≤ 600 °С не моно-

тонно изменяется от температуры Ти и обладают суперантиферомагнетизмом. У образцов термо-

обработанных выше 600 °С наблюдается лямдообразная зависимость магнитной восприимчиво-
сти от температуры.

Математическая обработка результатов показала, что экспериментальные зависимости χ от
Ти в парамагнитной области описываются не законом Кюри–Вейсса, классическим для антифер-
ромагнетиков, а уравнением, полученным в рамках модели Гейзенберга–Дирака–Ван-Флека в
приближении парного обменного взаимодействия.

В связи с этим предполагается, что в парамагнитной области локально между катионами ни-

келя в NiO сохраняются достаточно сильные обменныe взаимодействия. Оценены значения g-
факторов и параметры обменного взаимодействия Ni

2+
–Ni

2+ в NiO с учетом расщепления энерге-
тических уровней в нулевом поле.

Работа выполнена при поддержке ректора ЧГПУ Латюшина В.В.
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MAGNETIC PROPERTIES OF THE FINE-DISPERSED NIO
IN PARAMAGNETIC STATE

The authors made a magnetochemical analysis of the fine-dispersed nickel oxides derived by means
of thermolysis of the basic carbonate within the temperature range 380–800 °С. They proved that spe-

cific dependence of the magnetizability χ on the temperature determination presents for the samples an-

nealed above 700 °С.
Keywords: magnetic properties, fine-dispersed systems, Heisenberg–Dirac–Van Veick model.
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