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Математика 
 
УДК 517.956.223 DOI: 10.14529/mmph170301 
 

РАЗРЕШИМОСТЬ ОДНОЙ ЗАДАЧИ ТИПА НЕЙМАНА  
ДЛЯ ТРИГАРМОНИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ В ШАРЕ 
 
И.А. Гулящих 
Южно-Уральский государственный университет, г. Челябинск, Российская Федерация 
E-mail: giarist@mail.ru 
 

Рассматривается краевая задача для тригармонического уравнения в 
единичном шаре, содержащая в граничных условиях степени лапласиана до 
второго порядка включительно и нормальную производную. Эта задача яв-
ляется естественным продолжением в стиле Неймана задачи Рикье для три-
гармонического уравнения. Задача, более общая, чем рассматриваемая, но 
для бигармонического уравнения была ранее исследована В.В. Карачиком и 
Б. Торебеком. С помощью сведения исходной краевой задачи к системе трех 
дифференциальных уравнений третьего порядка в гармонических в еди-
ничном шаре функций найдено необходимое и достаточное условие разре-
шимости исходной краевой задачи типа Неймана. Это условие получено в 
виде равенства нулю интеграла по единичной сфере от одной из граничных 
функций задачи. Кроме того, метод доказательства теоремы позволяет 
строить решение рассматриваемой задачи типа Неймана в явном виде. 
Также в работе установлено, что решение исходной краевой задачи единст-
венно с точностью до произвольной постоянной. 

Ключевые слова: задача Дирихле; задача Неймана; тригармоническое урав-
нение, условия разрешимости. 

 

Пусть { :| | 1}nS x x= ∈ <ℝ  – n -мерный единичный шар в евклидовом пространстве n
ℝ  с нор-

мой  2 2 2
1 2| | nx x x x= + + +⋯ , а { :| | 1}nS x x∂ = ∈ =ℝ  – единичная сфера. В единичном шаре S рас-

смотрим следующую краевую задачу типа Неймана для однородного тригармонического уравне-
ния 

3 0, ,u x S∆ = ∈              (1) 
2

0 1 2, , ,| | |S S S
u u uϕ ϕ ϕ
ν ν ν∂ ∂ ∂

∂ ∂∆ ∂∆= = =
∂ ∂ ∂

                 (2) 

где 
ν
∂

∂
 – внешняя нормальная производная к единичной сфере, 0ϕ , 1ϕ  и 2ϕ  – заданные функции 

на S∂ . Данная задача обобщает известную задачу Навье [1], которую также называют задачей 
Рикье [2]. Для бигармонического уравнения такая задача является частным случаем задачи, ис-
следованной в [3–5]. Условия разрешимости других постановок задач типа Неймана можно найти 
в работах [6–11]. В работе [12] для краевых задач для полигармонического уравнения с нормаль-
ными производными в граничных условиях получено достаточное условие фредгольмовости 
этих задач и приведена формула их индекса. В [13] исследовались полиномиальные решения за-
дачи Дирихле для тригармонического уравнения. 

Под решением задачи (1)–(2) будем понимать такие тригармонические в S функции ( ),u x  

для которых 0( ) ( ),u x sν ϕ⋅∇ → 1( ) ( )u x sν ϕ⋅∇∆ →  и 2
2( ) ( )u x sν ϕ⋅∇∆ →  при ,x s→  где v  – внут-

ренняя нормаль в точке ,s S∈∂ проходящая через точку .x S∈  
Сформулируем основной результат работы. 
Теорема 1. Пусть  ( )k C Sϕ ∈ ∂  при 0,1,2.k =  Решение задачи типа Неймана (1)–(2) существу-

ет, если выполнено условие 
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2( ) 0xS
x dsϕ

∂
=∫             (3) 

и это решение единственно с точностью до константы. 
Доказательство. Известно, что всякая тригармоническая в S функция может быть пред-

ставлена в виде 
2 4

0 1 2( ) ( ) ( ) ( )u x u x x u x x u x= + +  (см., например, [14, с. 531] или [15]. Пусть ( )xυ  

– некоторая гармоническая в S функция и 
1

.
n

i xii
x D=Λ =∑  Нетрудно убедиться, что верны равен-

ства 

2 2 2

1

( ( )) ( ) ( ) 2 2 ( ) ( ) (2 4 ) ( )
n

i xi
i

x x x x x D x x x n xυ υ υ υ υ
=

∆ = ∆ + + ∆ = + Λ∑ , 

поскольку 
2

2 .x n∆ =  Аналогично найдем  

4 4 2 4

1

2 2 2

( ( )) ( ) ( ) 2 4 ( ) ( )

4( 2) ( ) 8 ( ) 4 ( 2 2 ) ( ),

n

i xi
i

x x x x x x D x x x

n x x x x x n x

υ υ υ υ

υ υ υ
=

∆ = ∆ + + ∆ =

= + + Λ = + + Λ

∑
 

поскольку 
4 2 22

1
(4 8 ) 4( 2) .

n
ii

x x x n x=∆ = + = +∑  Значит можно записать 

2 4 2
0 1 2 1 2( ) ( ( ) ( ) ( )) 2( 2 ) ( ) 4 ( 2 2 ) ( ),u x u x x u x x u x n u x x n u x∆ = ∆ + + = + Λ + + + Λ  

откуда, учитывая, что функции 1( )u xΛ  и 2( )u xΛ  гармонические в ,S найдем 
2

2( ) 8( 2 )( 2 2 ) ( ).u x n n u x∆ = + Λ + + Λ  
Рассмотрим граничные условия (2). Пусть v  – внешняя нормаль к S∂ . Поскольку внутрен-

няя нормаль к ,S∂ проходящая через точку x S∈  имеет вид / ,v x x− = −  то 

1

( ) ,
n

i
S xi S S

i

x
v u x D u u

x∂ ∂ ∂
=

⋅∇ = = Λ∑  

и значит граничные условия (2) можно переписать в виде 
2

0 1 2, , .S S Su u uϕ ϕ ϕ∂ ∂ ∂Λ = Λ∆ = Λ∆ =              (4) 

Пусть 0υ , 1υ  и 2υ  такие гармонические в S функции, что ,k S kυ ϕ∂ = 0,1,2.k =  Тогда 
2

0 1 20, ( ) 0, ( ) 0.S S Su u uυ υ υ∂ ∂ ∂Λ − = Λ∆ − = Λ∆ − =        (5) 

Пусть опять ( )xυ  – некоторая гармоническая в S функция. Так как Λ  – линейный однород-
ный дифференциальный оператор первого порядка, то  

2 2 2 2
( ( )) ( ) ( ) ( ) (2 ) ( )x x x x x x x xυ υ υ υΛ = Λ + Λ = + Λ  

и аналогично 
4 4

( ( )) (4 ) ( ).x x x xυ υΛ = + Λ  

Поэтому, вспоминая значения ( )u x∆ и 2 ( ),u x∆  вычисленные выше, из (5) получим 
2 4

0 1 2 0( (2 ) (4 ) ) 0,Su x u x u υ ∂Λ + + Λ + + Λ − =  

а также 
2

1 2 1(2 ( 2 ) 4 ( 2)( 2 2 ) ) 0,Sn u x n u υ ∂Λ + Λ + Λ + + + Λ − =  

и наконец  

2 2(8 ( 2 )( 2 2 ) ) 0.Sn n u υ ∂Λ + Λ + + Λ − =  

Отсюда сразу следует, что  

0 1 2 0

1 2 1

2 2

( (2 ) (4 ) ) 0,

(2 ( 2 ) 4( 2)( 2 2 ) ) 0,

(8 ( 2 )( 2 2 ) ) 0.

S

S

S

u u u

n u n u

n n u

υ
υ

υ

∂

∂

∂

Λ + + Λ + + Λ − =

Λ + Λ + Λ + + + Λ − =

Λ + Λ + + Λ − =

      (6) 
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Поскольку внутри внешних скобок находятся гармонические в Sфункции, то в силу теоремы 
единственности решения задачи Дирихле в S получим систему уравнений для гармонических в 
S функций 0( )u x , 1( )u x  и 2( )u x  

0 1 2 0

1 2 1

2 2

(2 ) (4 ) ,

2 ( 2 ) 4( 2)( 2 2 ) ,

8 ( 2 )( 2 2 )

u u u

n u n u

n n u

υ
υ

υ

Λ + + Λ + + Λ =
Λ + Λ + Λ + + + Λ =
Λ + Λ + + Λ =

            (7) 

с гармонической правой частью. Эту систему можно переписать в матричном виде 
( ) ( ) ( ),A U x V xΛ =       (8) 

где обозначено 

0 0

1 1

2 2

2 4

( ) 0 2 ( 2 ) 4( 2)( 2 2 ) , , .

0 0 8 ( 2 )( 2 2 )

u

A n n U u V

n n u

υ
υ
υ

Λ Λ + Λ +     
     Λ = Λ + Λ Λ + + + Λ = =     
     Λ + Λ + + Λ     

 

Итак, всякое решение 
2 4

0 1 2( ) ( ) ( ) ( )u x u x x u x x u x= + +  задачи (1)–(2) порождает решение 

системы уравнений (7). Верно и обратное утверждение, т. е. если 0 1 2( ) ( ( ), ( ), ( ))U x u x u x u x=  – ре-

шение системы уравнений (7), то тригармоническая функция 
2 4

0 1 2( ) ( ) ( ) ( )u x u x x u x x u x= + +  

будет удовлетворять условиям (6), а значит (5) и (4) и следовательно условиям (2). 
Решим систему уравнений (7). Рассмотрим ее последнее уравнение 

2 28 ( 2 )( 2 2 ) .n n u υΛ + Λ + + Λ =                 (9) 

Обозначим здесь 2( ) 8 ( 2 )( 2 2 ) ( ).x n n u xω = Λ + Λ + + Λ  Тогда будем иметь в S уравнение 

2( ) ( ),x xω υΛ =  в котором ( )xω и 2( )xυ  – гармонические в S функции. Это уравнение имеет ре-

шение только и только тогда, когда 2(0) 0υ =  и оно единственно с точностью до константы. Дей-

ствительно, если 2( )xυ и ( )xω гармонические в S функции, то в окрестности нуля они имеют вид 

2

1

( ) (0) ( ),
n

i i
i

x x xω ω ω
=

= + + Ο∑  
2

2 2 2
1

( ) (0) ( ).
n

i
i

i

x x xυ υ υ
=

= + + Ο∑  

Поэтому в окрестности нуля должно выполняться равенство 

2 2
2 2

1 1

( ) (0) ( ).
n n

i
i i i

i i

x x x xω υ υ
= =

+ Ο = + + Ο∑ ∑  

Полагая в нем 0x = , получим 2(0) 0υ =  – необходимое условие существования решения 

уравнения 2( ) ( ).x xω υΛ =  Достаточность этого условия следует из представления [10] 
1

20
( ) ( ) ,

dt
x tx C

t
ω υ= +∫  

которое справедливо, если 2(0) 0υ =  (интеграл сходится). Нетрудно убедиться, что для такой 

функции ( )xω  будет 2( ) ( )x xω υΛ =  в .S  Таким образом из (9) относительно 2( )u x  получаем дру-
гое уравнение 

1
2 20

32( / 2 )( / 2 1 ) ( ) ,
dt

n n u tx C
t

υ+ Λ + + Λ = +∫            (10) 

где C  – произвольная константа. Рассмотрим оператор [4] 
1 1

0
( ) ,M tx t dtλ

λυ υ −= ∫  

который действует на гармонические в S функции и определен при 0.λ >  Очевидно, что опера-
торы Mλ и M µ  коммутируют 

1 1 11 1 1

0 0 0

1 11 1

0 0

( ) ( ) ( )

( ) ( ).

M M x M tx t dt t x t dtd

t t x dtd M M x

µ λ µ
λ µ λ

µ λ
µ λ

υ υ τ υ τ τ

υ τ τ τ υ

− − −

− −

= = =

= =

∫ ∫ ∫

∫ ∫
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Для оператора Mλ  при 0λ >  верны равенства 

( ) ( ) 1 11

0 0
1

1 11 1
00 0

( ) ( ) ( ) ( )

( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

i

n

i x
i

t

M x tx t dt x tx t dt M x

tx dt M x tx t tx t dt M x x

λ λ
λ λ

λ λ λ
λ λ

λ υ λ υ υ λ υ

υ τ λ υ υ λ υ λ υ υ

−

=

−

Λ + = Λ + = + =

′= + = − + =

∑∫ ∫

∫ ∫

 

Поэтому уравнение (10) можно переписать единственным образом в виде 

2 / 2 1 / 2 0 2 / 2 1 / 2
1

( ) ( ) 1.
32 32n n n n

C
u x M M M x M Mυ+ += +    (11) 

Нетрудно подсчитать, что 
1 1 1

00

1
1 ,

t
M t dt

λ
λ

λ λ λ
−= = =∫  

а поэтому из (11)  находим  

2 / 2 1 / 2 0 2

/ 2 1 / 2 0 2

1 1 1
( ) ( )

32 32 / 2 1 / 2
1

( ) .
32 8 ( 2)

n n

n n

C
u x M M M x

n n
C

M M M x
n n

υ

υ

+

+

= + =
+

= +
+

   (12) 

Обратимся теперь ко второму уравнению системы (7). Подставим в него найденное значение 

2( )u x . Учитывая, что если ( )P t полином, то ( )1 (0)P PΛ = будем иметь 

1 / 2 1 / 2 0 2 1
8

4 ( / 2 ) ( 2)( / 2 1 ) ( ) 8( 2) .
32 8 ( 2)n n

C
n u n M M M x n

n n
υ υ+Λ + Λ + Λ + + + Λ + + =

+
 

Отсюда выводим 

1 14 ( / 2 ) ( ),n u xωΛ + Λ =           (13) 
где обозначено 

1 1 / 2 0 2
1

( ) ( ) ( 2) ( ) .
4 n

C
x x M M x

n
ω υ υ= − Λ + −  

Аналогично исследованию решений уравнения (9), полученное уравнение имеет решение, 
если 

1 1 / 2 0 2 0
1

(0) (0) ( 2) ( ) 0.
4 n x

C
M M x

n
ω υ υ == − Λ + − =  

Нетрудно видеть, что поскольку 2(0) 0υ = , то 

/ 2 0 2 0 / 2 2 0 / 2 0 2 0( 2) ( ) ( ) 2 ( ) 0,n x n x n xM M x M x M M xυ υ υ= = =Λ + = + =  

а значит уравнение (13) имеет решение только в случае, если 1(0) .
C

n
υ =  Выберем произвольную 

константу C так, что 1(0),C nυ=  а значит условие разрешимости уравнения (13) будет выполне-

но. В этом случае 2( )xυ  из (12) примет вид 

1
2 / 2 1 / 2 0 2

(0)1
( ) ( ) .

32 8 ( 2)n nu x M M M x
n n

υυ+= +
+

          (14) 

Следовательно, решение уравнения (13) существует и имеет вид 

1 / 2 0 1 1
1

( ) ( ) ,
4 nu x M M x Cω= +  

где с учетом найденного значения C  

1 1 1 / 2 0 2 1 1 / 2 0 2
1 1

( ) ( ) (0) ( 2) ( ) ( ) (0) (1 2 ) ( ).
4 4n nx x M M x x M M xω υ υ υ υ υ υ= − − Λ + = − − +  

Поэтому 1( )u x имеет вид 

1 / 2 0 1 1 / 2 0 2 1
1 1

( ) ( ) (0) (1 2 ) ( ) .
4 4n nu x M M x M M x Cυ υ υ = − − + + 

 
             (15) 
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Это решение единственно с точностью до константы 1C . Теперь обратимся к первому урав-
нению системы (7). Запишем его в виде 

0 0( ) ( ),u x xωΛ =  
где обозначено 

0 0 1 2( ) ( ) ( 2) ( ) ( 4) ( ).x x u x u xω υ= − Λ + − Λ +  

Как было показано выше, решение этого уравнения существует только в случае 0(0) 0.ω =  

Проверим выполнимость условия существования решения. Подставим в 0( )xω  найденные значе-

ния 1( )u x  и 2( )u x из (15) и (14) 

0 0 / 2 0 1 1 / 2 0 2 1

1
/ 2 1 / 2 0 2

0 / 2 0 1 1 / 2 0 2 1

/ 2 1 / 2 0

1 1
( ) ( ) ( 2) ( ) (0) (1 2 ) ( )

4 4

(0)1
( 4) ( )

32 8 ( 2)

1 1
( ) (1 2 ) ( ) (0) (1 2 ) ( ) 2

4 4

1
(1 4 )

32

n n

n n

n n

n n

x x M M x M M x C

M M M x
n n

x M M x M M x C

M M M

ω υ υ υ υ

υυ

υ υ υ υ

υ

+

+

  = − Λ + − − + + −  
  

 
− Λ + + = + 

 = − + − − + − − 
 

− + 1 1
2 0 1

2
/ 2 0 1 1 / 2 / 2 0 / 2 1 0 2

4 (0) (0)
( ) ( ) 2

8 ( 2) 2( 2)

1 1
(1 2 )( ( ) (0)) (2 (1 2 ) (1 4 )) ( ).

4 32n n n n

x x C
n n n

M M x M M M M M x

υ υυ

υ υ υ+

+ = − − −
+ +

− + − + + − +

 

Если положить здесь 0,x =  то с учетом равенства 2(0) 0υ =  получим 

1
0 0 1

(0)
(0) (0) 2 .

2( 2)
C

n

υω υ= − −
+

 

Для того, чтобы 0(0) 0ω = , необходимо выполнение равенства 

1
1 0

(0)1
(0) .

2 4( 2)
C

n

υυ= −
+

 

С этим учетом 1( )u x  из (15) примет вид 

1
1 / 2 0 1 1 / 2 0 2 0

(0)1 1 1
( ) ( ) (0) (1 2 ) ( ) (0) .

4 4 2 4( 2)n nu x M M x M M x
n

υυ υ υ υ = − − + + −  + 
       (16) 

Поэтому, если произвольную константу 1C  выбрать таким образом, то первое уравнение сис-
темы (7) будет разрешимо и его решение запишется в виде 

0 0 0 2( ) ( ) .u x M x Cω= +  

С учетом найденного значения 0( )xω  будем иметь 
1

0 0 0 0 / 2 0 0 1 14

21
/ 2 / 2 0 / 2 1 0 0 2 232

( ) ( ( ) (0)) (1 2 ) ( ( ) (0))

(2 (1 2 ) (1 4 )) ( ) .

n

n n n

u x M x M M M x

M M M M M M x C

υ υ υ υ

υ+

= − − + − +

+ + − + +
          (17) 

Итак, решение системы уравнений (7) построено и находится по формулам (14), (16) и (17), а 

значит тригармоническая функция 
2 4

0 1 2( ) ( ) ( ) ( )u x u x x u x x u x= + +  является решением задачи 

(1)–(2). Условие существования этого решения 2(0) 0υ = можно переписать в терминах гранич-

ных функций в виде (3). Решение задачи единственно с точностью до константы 2.C  Выполни-
мость граничных условий в указанном смысле обеспечивается непрерывностью результата при-
менения коэффициентов операторной матрицы ( )A Λ к гармоническим функциям 0( ),u x  1( )u x  и 

2( )u x , находимым из (14), (16) и (17). Нетрудно видеть, что степени оператора Λ из матрицы 

( )A Λ  при действии на эти функции «компенсируются» операторами Mλ и поэтому дополни-

тельной гладкости, кроме непрерывности функций 0( ),xυ  1( )xυ  и 2( )xυ , не требуется. Последнее 

же обеспечивается непрерывностью граничных функций 0( ),sϕ  1( )sϕ  и 2( )sϕ . Теорема доказана. 
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УСТОЙЧИВОСТЬ ЭВОЛЮЦИОННОГО ЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ 
СОБОЛЕВСКОГО ТИПА 
 
П.О. Москвичева 
Южно-Уральский государственный университет, г. Челябинск, Российская Федерация 
E-mail: pelageia@bk.ru 
 

Уравнения соболевского типа являются частью обширной области не-
классических уравнений математической физики. Они возникают при мо-
делировании различных процессов в естественных и технических науках. 

Исследуется устойчивость стационарного решения эволюционного 
уравнения, возникшего в теории фильтрации и заданного в ограниченной 
области. Для данного уравнения рассматривается начально-краевая задача. 
Получены условия, при которых нулевое решение уравнения устойчиво. 

Ключевые слова: уравнение соболевского типа; относительно p-секто-
риальные операторы; устойчивость; функционал Ляпунова. 

 
Введение 

Уравнение  

( ) 2
tu u u u fλ α β γ− Δ = Δ − Δ + +      (1) 

описывает эволюцию формы свободной поверхности фильтрующейся жидкости (см. [1]). Здесь 
функция ( , )u u x t=  имеет физический смысл потенциала скорости движения свободной поверх-

ности. Вещественные параметры , ,α β γ  и λ  характеризуют свойства среды, причем , , 0α β γ > , а 

λ  может принимать как положительные, так и отрицательные значения.  

Пусть nR⊂Ω  – ограниченная область с границей Ω∂  класса C∞ . Для уравнения (1) на бо-
ковой границе R×Ω∂  цилиндра R×Ω  зададим краевые условия 

( , ) ( , ) 0,( , ) ,u x t u x t x t R= Δ = ∈∂Ω ×      (2) 
а также начальное условие 

0( ,0) ( ) 0, .u x u x x= = ∈Ω          (3) 
Нас интересует устойчивость нулевого решения однородного уравнения (1) (т. е. такого, у 

которого 0f = ). Устойчивость мы будем понимать в смысле Ляпунова. 
Отметим, что ранее уравнение (1) изучалось в различных аспектах. Например, в работе [2] 

исследовалась разрешимость начально-конечной задачи для уравнения (1). Устойчивость урав-
нения (1), заданного на конечном связном ориентированном графе, в терминах экспоненциальной 
дихотомии рассматривалась в  [3].  

Статья, кроме введения и списка литературы, состоит из двух частей. В первой проводится 
редукция задачи (1)–(3) к задаче Коши 

0(0)u u=         (4) 
для абстрактного линейного уравнения соболевского типа  

.Lu Mu f= +                 (5) 
Затем применяются методы теории относительно p-секториальных операторов. Во второй 

части проводится исследование устойчивости нулевого решения задачи (1)–(3) методом функ-
ционала Ляпунова, адаптированного для случая нормированных пространств. Подробно этот ме-
тод описан в работе [4], в которой отмечается тот факт, что при переходе от полных метрических 
пространств к нормированным пространствам (без требования их полноты), с одной стороны, 
теряется равномерность в устойчивости и асимптотической устойчивости, а с другой – значи-
тельно расширяется диапазон решаемых задач. 
 
Фазовое пространство 

Пусть U  и F – банаховы пространства; оператор FUL →:  является линейным и непре-
рывным, а оператор FUM →:  является линейным, замкнутым и плотно определенным. Рас-
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смотрим L-резольвентное множество 1( ) { : ( ) : линеенL M C L M F Uρ μ μ −= ∈ − →  

инепрерывен}и L -спектр )(\)( MCM LL ρσ =   оператора M  [5]. 

Вектор-функцию ));,0((1 UTCu ∈  будем называть решением задачи (4)–(5), если она, во-

первых, удовлетворяет уравнению (5), а во-вторых, 0
0

lim ( )
t

u t u
→ +

= . 

В случае ( , )L p -секториальности оператора M  существует аналитическая разрешающая по-
лугруппа абстрактного линейного однородного уравнения соболевского типа 

.Lu Mu=  
Одной из таких полугрупп будет семейство операторов 

11
( ) , .

2
t tU L M Le d t R

i
μ

γ
μ μ

π
−

+= − ∈  

Обозначим 0 • 1 •

0
ker { : , }, im { : lim }.t t

t
U U U U t R U U U Uϕ ϕ υ υ υ+ → +

= = ∈ ∈ = = ∈ =  Аналогично 

)( 10 FF  – ядро (образ) аналитической полугруппы  

11
( ) , .

2
t tF L L M e d t R

i
μ

γ
μ μ

π
−

+= − ∈  

Пусть )(QP  – проектор на )( 11 FU  вдоль )( 00 FU . Введем обозначения 

1 1
0 0

1
, ( ) , .

2
t tH M L R L M e d t R

i
μ

γ
μ μ

π
− −

+= = − ∈  

Теорема 1. Пусть оператор M  ( , )L p -секториален и ., 1010 FFFUUU =⊕=⊕  Тогда 

для любых [ ] );,0(, 1 FTCfRT p+
+ ∈∈  и 

=

− −−=−∈∈
p

q

qfq QIMHuPIUuu
0

)(1
00 )}0()()(:{  суще-

ствует единственное решение u  задачи (4)–(5), представимое в виде 

1 ( ) 1
0 0 1

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) .
tp

q t t s
q

q

u t H M I Q f t U u R L Qf s ds− − −

=
= − + +   

Для того чтобы редуцировать задачу (1)–(3) к задаче (4)–(5), введем в рассмотрение банахо-

вы пространства 2
2{ ( ) : ( ) 0, }u W u x x= ∈ Ω = ∈∂Ω  и 2 ( )L= Ω , а также операторы L λ= − Δ  и 

2M α β γ= Δ − Δ + . Причем область определения оператора M  есть 
4

2dom { ( ) : ( ) ( ) 0, }.M u W u x u x x= ∈ Ω = Δ = ∈∂Ω  

Обозначим }:{ Nkk ∈ϕ — ортонормированные в смысле скалярного произведения ,⋅ ⋅  в 

2 ( )L Ω  собственные функции задачи | 0u ∂Ω =  для уравнения 0uΔ =  в области Ω , занумерован-

ные по невозрастанию собственных значений }:{ Nkk ∈λ  с учетом их кратности. 

По построению оператор FUL →:  и : domM M F→  линейны и непрерывны, а значит 
оператор FUM →:  линеен замкнут и плотно определен. Редукция задачи (1)–(3) к задаче (4)–
(5) закончена. 

Теперь покажем, что оператор ( , )M L p -секториален. Поскольку 

1
2

1

,
( ) ,

( )
k k

k k k k

L M
ϕ ϕ

μ
μ λ λ αλ βλ γ

∞
−

=

⋅
− =

− + + −  

то спектр оператора M  имеет вид 

{ }
2

( ) : : 0 .
( )

L k k
k k

k

M k N l
αλ βλ γσ μ λ λ

λ λ
 − − + = = ∈ − = −  
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В силу того, что точки спектра оператора Лапласа 1{ }k kλ ∞
=  вещественны, дискретны, конеч-

нократны и сгущаются только к +∞ , то относительный спектр ( )L Mσ  обладает теми же свойст-
вами. А из формул 

1 1

1 1

, ,
,( ) ( )

( )( )( )
k k k kL

k k k kk k

R L M L L Mμ
ϕ ϕ ϕ ϕ

μ ν
μ μ μ μ ν ν λ λ

∞ ∞
− −

= =

⋅ ⋅
= − − =

− − − −   

аналогично [5, гл. 5] следует сильная ( , )L p -секториальность оператора M , из которой вытекает 

( ,0)L -секториальность оператора M , а также выполнение условий  

FFFUUU =⊕=⊕ 1010 , и существование линейного непрерывного оператора .: 111
1 UFL →−  

Таким образом, доказана следующая теорема. 
Теорема 2. При любых RR ∈∈ + λγβα ,,,   таких, что либо λ  не является корнем уравнения 

2 0a aα β γ+ − = , либо { }kλ λ∉  оператор M  сильно ( ,0)L -секториален. 
Фазовое пространство задачи (1)–(3) имеет вид 

2

, если { },

{ : , 0, { } и неявляетсякорнемуравнения 0}.

k

k k

U
B

u U u a a

λ λ

ϕ λ λ λ β γ

∉= 
∈   = = + − =

 

 
Устойчивость 

Пусть H – нормированное пространство. Будем говорить, что на H задан поток, если суще-
ствует отображение S  такое, что для любого u H∈  и некоторого ( )u Rτ τ += ∈ выполнены сле-
дующие условия: 

(i) ( , )S S t u H= ∈  при всех ( , ); (0, ) ;t S u uτ τ∈ − =  
(ii) ( , ) ( , ( , ))S t s u S t S s u+ =  при всех ( , ).t s τ τ+ ∈ −  

Точка u H∈ , такая, что 
  (iii) ( , ) , ,S t u u t R= ∈  называется стационарной точкой потока S. 
Определение 1. Стационарная точка u  потока S называется  
        (i) устойчивой (по А.М. Ляпунову), если для любой окрестности uO  точки u существует 

(возможно, другая) окрестность uO  той же точки, что uOvtS ∈),(  для любых uOv ∈  и +∈ Rt ; 

       (ii) асимптотически устойчивой (по А.М. Ляпунову), если она устойчива и, кроме того, 
для любой точки v  из некоторой окрестности uO  точки u  выполнено uvtS →),(  при ∞→t . 

Определение 2. Функционал ( , )V C H R∈  называется функционалом Ляпунова потока S , если  

0

1
( ) lim ( ( ( , ) ( ))) 0

t
V u V S t u V u

t→ +
= − ≤  

для всех uu O∈ . 

Теорема 3. Пусть u  – стационарная точка потока S  на uO , если для потока S  существу-
ет функционал Ляпунова такой, что 

(i) ( ) 0V u = ; 

(ii) ( ) ( )V v v uϕ≥ − , 

где ϕ  – строго возрастающая  непрерывная функция, такая, что (0) 0ϕ =  и ( ) 0rϕ > , тогда 
точка u  устойчива. 

Теорема 4. Пусть выполнены условия Теоремы 3 и существует строго возрастающая не-
прерывная функция ψ , такая, что (0) 0ψ =  и ( ) 0rψ >  при r R+∈ , причем ( ) ( )V v v uψ≤ − − , 

тогда точка u асимптотически устойчива. 
Теперь применим теоремы 3 и 4 к нашей задаче. Для этого построим нормированное про-

странство H. В пространстве U  зададим норму пространства 2L . Таким образом, на H будет су-
ществовать поток, который задается формулой 
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 ∈=
γ

μ
μ μ

π
.,)(

2

1
),( RtdueMR

i
utS tL  

Здесь замкнутый контур γ ограничивает область, которая содержит L-спектр σL(M) оператора 

M, а оператор-функция 1( ) ( )LR M L M Lμ μ −= − . Очевидно, что точка нуль – это стационарная точ-

ка данного потока. Зададим функцию Ляпунова формулой 
2 2( ) ( )xV u u u dxλ

Ω

= + . 

Очевидно, что (0) 0V = , а в силу теоремы вложения Соболева 2( ) || ||V u c u≥ . После скалярно-

го умножения в 2L  уравнения (1) на u и применения интегрирования по частям с учетом условий 
(2) мы получим, что 

2 2 2 2 2( )x x xx
d

u u dx u dx u dx u dx
dt

λ α β γ
Ω Ω Ω Ω

+ = − − −     

или 
2( ) || ||UV u c u≤ − , 

где max{ , , }c α β γ= . 
Таким образом, доказана следующая теорема. 
Теорема 5. Нулевое решение задачи (1)–(3) асимптотически устойчиво для любых 

+∈ Rγβα ,,   и 0λ ≥ . 
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STABILITY OF THE EVOLUTIONARY LINEAR SOBOLEV TYPE EQUATION 
 
P.O. Moskvicheva 
South Ural State University, Chelyabinsk, Russian Federation 
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Sobolev type equations are a part of extensive area of non-classical equations of mathematical phys-
ics. These are equations that are not solved respective to the highest derivative with respect to time. Re-
search of different problems for equations of the given type nowadays are very relevant, as such equa-
tions appear during modeling of different processes in natural and engineering sciences. In this article, 
stability of stationary solution of an evolutionary equation, which appeared in the filter theory and which 
describes development of form of the filterable liquid’s free surface, is researched. 

For this equation, an initial boundary-value problem in limited area is considered. The article con-
sists of an introduction, a list of references and two parts. In the first part, general concepts and theory 
assertions concerning p-sectorial operators are given. After that, reduction of the considered problem to 
the Cauchy problem for a Sobolev type abstract linear equation, by the means of selecting the corre-
sponding Banach spaces and linear operators, is carried out. Then the phase space of our problem is de-
scribed. 

In the second part, general concepts of the stability theory such as flow, stationary point of the flow, 
and Lyapunov functional, are given. Theorems of stability and asymptotical stability of a stationary 
point of the flow are given. In this article, the method of Lyapunov functional, modified for the case of 
complete normalized spaces, is used. It should be noted, that modification of the method lies in transi-
tion from incomplete normalized spaces to complete normalized spaces. As a result, the uniformity of 
stability and asymptotic stability is lost, but the class of problems being solved gets considerably ex-
panded. The main result of the article are conditions formulated as a theorem of stability and asymptotic 
stability of zero solution of the considered problem. 

Keywords: Sobolev type equation; relatively p-sectorial operators; stability; Lyapunov functional. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ВЕРОЯТНОСТНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ  
ТИПА ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО КОСИНУСА 
 
М.С. Токмачев 
Новгородский государственный университет им. Ярослава Мудрого, г. Великий Новгород,  
Российская Федерация 
E-mail: mtokm@yandex.ru 
 

Исследовано полученное в результате характеризации трехпараметри-
ческое вероятностное распределение, являющееся обобщением известных 
распределений: однопараметрического распределения гиперболического 
косинуса (секанса) и двухпараметрического распределения Майкснера. 
Приведено доказательство его безграничной делимости. По характеристи-
ческой функции в общем виде восстановлена плотность распределения ве-
роятностей, выраженная через бета-функцию комплексно-сопряженных ар-
гументов. Наряду с единой формулой, при целых значениях параметра m 
для функции плотности выведены соотношения в элементарных функциях. 

Ключевые слова: распределение типа гиперболического косинуса; характе-
ристическая функция; безгранично делимое распределение; бета-функция. 

 
Введение 

Вероятностным распределением типа гиперболического косинуса называют трехпараметри-
ческое распределение с характеристической функцией  

( ) ch sh
m

f t t i t
m m

β µ β
β

−
 = − 
 

, где , , Rmµ β ∈ , 0,m> 0β ≠ .             (1) 

Впервые функция (1) получена автором при решении задачи характеризации распределений 
свойством постоянства регрессии квадратичной статистики Q на линейную статистику Λ [1]: 

( ) ( )E Q Λ E Q= , где 
1 1 1

;
n n n

jk j k j
j k j

Q a X X Λ X
= = =

= =∑∑ ∑ .         (2) 

1 2, , ..., nX X X  – независимые, одинаково распределенные случайные величины. В зависимости от 
соотношения коэффициентов статистики Q условие постоянства регрессии (2) является характе-
ризационным (характеристическим) для ряда известных распределений [2−4] и, в частности, рас-
пределения типа гиперболического косинуса. 

Указанное трехпараметрическое распределение является обобщением двухпараметрического 
распределения Майкснера (J. Meixner) [5, 6] с характеристической функцией  

( )( ) ch sh
m

f t t i tθ −= − ,  0, Rm θ> ∈ . 

Распределение Майкснера получается, если в (1) положить mβ =  и переобозначить пара-

метр mµ β µ θ= = . Наличие третьего параметра позволяет получить большее разнообразие 
распределений: каждое двухпараметрическое распределение Майкснера с конкретными парамет-
рами ( , )mθ  является семейством распределений с параметром β . Например, при 2θ = , 1m=  

получаем тройку параметров ( 2 , 1, )mµ β β= = , где R, 0β β∈ ≠ . В частности, эти параметры 
( , , )mµ β  могут быть (2; 1; 1) – распределение Майкснера, а также (1; 1; 0,5), (–1; 1;  
–0,5), (4; 1; 2) и т. д. Заметим, что в трехпараметрическом распределении математическое ожида-
ние случайной величины равно параметру µ . При этом параметр µ  является параметром не 
только сдвига, но и участвует в формировании дисперсии и других моментов. 

В частности, при 0µ = , 1m=  из (1) получаем характеристическую функцию однопарамет-
рического распределения гиперболического косинуса (секанса). При сдвиге случайной величины, 
распределенной по закону гиперболического косинуса, на величинуλ  получим двухпараметри-
ческое распределение, известное как распределение Чампернауна [7]. 
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Таким образом, распределение типа гиперболического косинуса оказывается обобщением 
двухпараметрического распределения Майкснера, которое, в свою очередь, является обобщением 
однопараметрического распределения гиперболического косинуса на случай 0µ ≠ . 

В данной работе восполняются пробелы в доказательной части теории: представлено обос-
нование найденного ранее распределения и выведен ряд соотношений. 
 
Исследование характеристической функции 

Докажем, что функция ( )f t  вида (1), полученная как результат характеризации распределе-
ний свойством постоянства регрессии, действительно является характеристической функцией. 

Теорема 1. Функция 
1 1

( ) ch shq t t i t
m m

β µ β
β

=
−

,     (3) 

где µ , , mβ  – действительные постоянные, , 0mβ ≠ , является характеристической функцией не-
которого распределения. 
Доказательство теоремы 1. Для доказательства теоремы потребуются две леммы. 
Лемма 1. Функция 

( ) ch shq t t i t
m m

β µ β
β

= − ,     (4) 

где µ , , mβ  – действительные константы, , 0mβ ≠ , является целой функцией порядка 1. 
Доказательство леммы 1. Для доказательства леммы 1 достаточно проверить условия Ко-

ши–Римана применительно к функции комплексной переменной ( )q z  вида (4), которые справед-

ливы на всей комплексной плоскости. Порядок целой функции ( )q z  определяют функции ch z
m

β
 

и sh z
m

β
, которые являются целыми функциями первого порядка. 

Лемма 2. Задана функция 

( ) ch shq z z i z
m m

β µ β
β

= − , 

где µ , , mβ  – действительные константы, , 0mβ ≠ . Тогда а) ( )q z  имеет лишь чисто мнимые ну-
ли; б) все нули функции ( )q z  простые; в) 0z =  не является нулем функции ( )q z . 
Доказательство леммы 2. Положим, ( ) 0q z = . Решая указанное уравнение с использованием 

формулы cth ctgz i iz= , получаем ctg i z
m

β µ
β

= . Отсюда находим нули функции ( )q z : 

arcctgk
im

z k k Z
µ π

β β
 

= − + ∈ 
 

.      (5) 

Из (5) следует справедливость утверждений а) и б) леммы 2. Утверждение в) проверяется не-
посредственно. Лемма 2 доказана. 

Переходим к доказательству теоремы 1. Для целой функции ( )q z  вида (4) применим теорему 
Вейерштрасса о факторизации целых функций [8]: 

0 ( )( ) 1
k

k

m
S z zz

kk

z
q z z e e

z
η

+∞

=−∞

  
= −  

   
∏ . 

Упростим данное выражение, используя утверждения леммы 1: так как 0z =  не является ну-
лем функции ( )q z , то 0 0S = ; так как все корни kz  простые, то все km  равны 1, Zk ∈ . 

Следовательно, 

( )( ) 1 kz zz

kk

z
q z e e

z
η

+∞

=−∞

 
= − 

 
∏ . 
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Исходя из (5), обозначим , Zk
k

i
z k

B
= − ∈ , где kB  – действительные и различные при раз-

ных k . Тогда 

( )( )( ) 1 kiB zz
k

k

q z e iB z eη
+∞

=−∞
= −∏ .     (6) 

Поскольку, согласно лемме 1, ( )q z  – целая функция первого порядка, то ( )zη  – многочлен 
степени не выше первой, а именно: ( )z az bη = + . Из условия (0) 1q =  и из (6) следует, что 0b = . 

Таким образом, (6) принимает вид 

( )( ) 1 kiB zaz
k

k

q z e iB z e
+∞

=−∞
= −∏ . 

Перейдем к действительной переменной t , тогда 

( )( ) 1 kiB tat
k

k

q t e iB t e
+∞

=−∞
= −∏ .               (7) 

Для определения a  продифференцируем функцию ( )q t , заданную соотношением (7): 

( ) ( )( ) 1 1k kiB t iB tat at
k k

k k

q t ae iB t e e iB t e
+∞ +∞

=−∞ =−∞

′
   

′ = − + −      
   

∏ ∏ .            (8) 

Из (8) следует (0)q a iB′ = + , где B  – действительное число. Однако, из (4) получаем 

(0)q i
m

µ′ = − . Два последних соотношения приводят к выводу, что a  – чисто мнимое (возможно, 

0a = ). Положим, a iA= , где A  – действительная постоянная. 
Подставив это значение в (7), приходим к выражению 

( )( ) 1 kiB tiAt
k

k

q t e iB t e
+∞

=−∞
= −∏ . 

Тогда 

1 1

( ) 1
kiB tiAt

kk

e e
q t iB t

+∞
−−

=−∞

 
=  − 

∏ .      (9) 

Функции-сомножители в правой части (9) являются характеристическими функциями: 

, kiB tiAte e−−  – характеристические функции вырожденного распределения, 

1

1 kiB t−
 – характеристическая функция гамма-распределения при 0kB >  и характеристиче-

ская функция распределения, сопряженного с гамма-распределением при 0kB < . 

Введем функцию ( )nh t  следующим образом 

1
( )

1
k

n
iB tiAt

n
kk n

h t e e
iB t

−−

=−

 
=  − 

∏ .    (10) 

Согласно известному свойству произведения характеристических функций, функция ( )nh t  

при любом конечном n  является характеристической. Из (9), (10) следует, что 
1

lim ( )
( ) n

n
h t

q t →∞
= .     (11) 

По следствию из теоремы непрерывности характеристических функций ([9], следствие 2 тео-

ремы 3.6.1) предельная функция 
1

( )q t
 также является характеристической функцией. Таким об-

разом, теорема 1 доказана. Отметим, что соотношения (10), (11) представляют структуру харак-
теристических функций вида (3). 
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Исследуем найденное распределение на безграничную делимость. 
Теорема 2. Функция 

1 1

( ) ch shq t t i t
m m

β µ β
β

=
−

 

является безгранично делимой характеристической функцией. 

Доказательство теоремы 2.  Согласно теореме 1, функция 
1

( )q t
 является характеристиче-

ской функцией. Обратимся к доказательству теоремы 1. 
Из (10) следует, что характеристическая функция ( )nh t  является произведением конечного 

числа безгранично делимых характеристических функций гамма-распределения и вырожденного 
распределения. Следовательно ([9], теорема 5.3.2), ( )nh t  также безгранично делима. 

Характеристическая функция 
1

( )q t
 безгранично делима, поскольку, согласно (11), является 

пределом последовательности безгранично делимых характеристических функций ( )nh t  ([9], 
теорема 5.3.3).  

Теорема 2 доказана. 

Теорема 3. Функция ( ) ch sh
m

f t t i t
m m

β µ β
β

−
 = − 
 

 при любом 0m>  является безгранично 

делимой характеристической функцией. 
Доказательство теоремы 3. Поскольку любая положительная степень безгранично де-

лимой характеристической функции сама является характеристической функцией ([9], следствие 

теоремы 5.3.3), а функция 
1

( )q t
 безгранично делима, согласно теореме 2, то 

1
( ) , 0

( )

m

f t m
q t

 
= > 
 

 

также является характеристической функцией, причем безгранично делимой. Теорема 3 доказана. 
 
Вывод соотношений для плотности распределения вероятностей 

Плотность распределения ( )mp x  как обратное преобразование Фурье характеристической 

функции ( )f t  вида (1) при 0β >  имеет вид [10]: 

1 1
( ) ( )

2 2 (ch sh )

itx
itx

m
m

e dt
p x e f t dt

t i t
µπ π β β
β

+∞ +∞ −
−

−∞ −∞

= = =
−

∫ ∫     

2 1 2

2 2 2

2
;

2 2 2 2
( )

imx
m m

m

m i m imx m imx
B

i

ββ β µ
β µ β β

π β µ

− −    −= − +   +   
+

,  (12) 

где 1i = − , ( ; )B p q  – бета-функция, а сомножитель с мнимой единицей имеет вид: 

2 2

2 2

2
arctg

2 2

2
arctg sign

2 2

sign 2 22

при 0,

при 0,

при 0.

i

e

i
A e

i

e

βµ
β µ

βµ π µ
β µ

π µ

β µ

β µ β µ
β µ

β µ

−

+
−


 − >

 − ≡ = − < +  
 − =


   (13) 

При целых m функцию плотности в (12) можно выразить в элементарных функциях. 
Теорема 4. При 1m=  функция плотности ( )mp x  имеет вид: 
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2

1
2 2

( )
2 ch

2

x

A
p x

x

β

πβ µ
β

=
+

.           (14) 

Справедливость (14) следует из (12) при использовании известных соотношений: 
1 1

;
2 2 cos

B z z
z

π
π

 − + = 
 

, cos chiz z= . 

Теорема 5. При 2m=  функция плотности ( )mp x  имеет вид: 

2
2 2

2
( )

( ) sh

x

xA
p x

x

β

πβ µ
β

=
+

.          (15) 

Справедливость (15) следует из (12) при использовании известных соотношений 

( )1 ;1
sin

z
B z z

z

π
π

+ − = , sin shiz i z= . 

Также отметим, что при целых m  случайная величина X с характеристической функцией ви-
да (1) представляет собой сумму m  независимых случайных величин 1 2 ... mX X X+ + + , каждая 
из которых обладает характеристической функцией 

1

( ) ch shf t t i t
m m

β µ β
β

−
 = − 
 

. 

Следовательно, функция 2 ( )p x  вида (15) как плотность вероятностей распределения суммы 

независимых одинаково распределенных случайных величин 1 2,X X  является сверткой: 

2 1 1( ) ( ) ( )p x p y p x y dy
∞

−∞

= −∫ , где 1 1( ) ,
2 2

p y p y
µ β =  

 
. 

Теорема 6. При 3, 5, 7, ...m=  функция плотности ( )mp x  имеет вид: 
1

2 2
2 2 2 2

12 2 2

( ) (2 1)
ch2( ) ( 1)! 2

mx m

m m
n

m A
p x n m x

mx
m

β
βπ

β µ β

−

=

 = − + 
+ −

∏ .  (16) 

Доказательство теоремы 6. Итак, полагаем 2 1 ( 1, 2, ...)m k k= + = . Тогда  

1 1
; ;

2 2 2 2 2 2 2 2

m imx m imx imx imx
B B k k

β β β β
   

− + = + − + + =   
   

 

( ) ( )
1 1

2 2 2 2

(2 1) (2 )!

imx imx
k k

k z k z

k k

β β
      Γ + − Γ + +       Γ + Γ +      = =

Γ +
, 

где (...)Γ  – гамма-функция, 
1

2 2

imx
z

β
= − , z  и z  − комплексно-сопряженные величины. 

По свойствам гамма-функции  

( ) ( 1 )( 2 ) ... ( )k z k z k z z zΓ + = − + − + Γ ,   
1 1

2 2 cos

πω ω
π ω

   Γ − Γ + =   
   

 

получаем 

1 3 2 1
( ) ( ) ...

2 2 2 2 2 2

imx imx k imx
k z k z

β β β
      −Γ + Γ + = − − − ×      
      
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1 3 2 1 1 1
...

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

imx imx k imx imx imx

β β β β β
         −× + + + Γ − Γ + =         
         

 

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

1 9 (2 1)
...

4 4 44 4 4 cos
2

m x m x k m x
i mx
π
πβ β β

β

    −= + + +        
    

. 

В последнем выражении перейдем к функции гиперболического косинуса, cos chiω ω= , за-

меним значение k  на 
1

2

m−
 и вынесем общие множители слагаемых в скобках. Тогда 

;
2 2 2 2

m imx m imx
B

β β
 

− + = 
 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1

( )(9 )...(( 2) )

2 ( 1)!ch
2

m m

m x m x m m x
mx

m

π β β β
πβ

β
− −

+ + − +

−
.        (17) 

Следовательно, исходя из выражения (12) и соотношений (13), (17), для функции плотности 
вероятностей при 3, 5, 7, ...m=  приходим к формуле (16). Теорема 6 доказана. 

Теорема 7. При 4, 6, 8, ...m=  функция плотности ( )mp x  имеет вид: 

( )
1

2 2 2
2 2 2 2

12 2 2

( ) 4
sh2( ) ( 1)! 2

mx m

m m
n

m x A
p x n m x

mx
m

β
βπ

β µ β

−

=
= +

+ −
∏ .   (18) 

Доказательство теоремы 7. Полагаем 2 ( 2, 4, ...)m k k= = . Тогда  

; ;
2 2 2 2

m imx m imx ikx ikx
B B k k

β β β β
   

− + = − + =   
   

 

( ) ( )
(2 ) (2 1)!

ikx ikx
k k

k z k z

k k

β β
   Γ − Γ +    Γ − Γ +   = =

Γ −
, где 

ikx
z

β
= , 

2

m
k = . 

Вновь используем свойства гамма-функции: 
( ) ( 1 )( 2 ) ... (1 ) (1 )k z k z k z z zΓ + = − + − + + Γ + , ( ) ( 1 )( 2 ) ... (1 ) (1 )k z k z k z z zΓ − = − − − − − Γ − , 

( ) ( )1 1
sin

z
z z

z

π
π

Γ − Γ + =  

и получаем 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 2 21 2 ... 1 1 1k z k z k z k z z z zΓ − Γ + = − − − − − Γ − Γ + =  

( ) ( ) ( )2 2 2 21 4 ... ( 1)
sin

z
z z k z

z

π
π

− − − − =
2 2 2 2 2 2

2
2 2 2

1 4 ... ( 1)
sin

ikx

k x k x k x
k

ikx

π
β

β β β π
β

     
+ + − +          

     
. 

В последнем выражении перейдем к функции гиперболического синуса, sin shi iω ω= , и вы-
несем общие множители слагаемых в скобках. Тогда  

;
2 2 2 2

m imx m imx
B

β β
 

− + = 
 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 1

( )(4 ) ... (( 1) )

(2 1)!shk

k x k x k k x k x
k x

k

β β β π
πβ

β
−

+ + − +

−
.          (19) 

Таким образом, согласно соотношениям (13), (19), для функции плотности вероятностей, за-
данной (12), при 4, 6, 8, ...m=  приходим к формуле (18). Теорема 7 доказана. 

Можно доказать, что в общем случае 

( ) ;E X µ=   
2 2

2 ;
m

β µσ +=   1
2

;
m

µγ
σ

=   
2

2
2 1

2 2 2

m m m

µγ γ
σ

 
= + = + 

 
,  
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где 2 ( )V Xσ = , 1 ( )As Xγ = , 2 ( )Ex Xγ = . Исходя из указанных соотношений, легко найти зави-
симость параметров µ , β , m  от первых моментов: 

2 2 2
2

1 2 1

2 2
( ); ; .E X m m

µµ β σ µ
γ σ γ γ

= = = = −
−

 

В статистическом анализе данных найденные соотношения позволяют использовать метод 
моментов. При обработке реальных данных из области медицины и здравоохранения (различные 
показатели физического состояния и показатели заболеваемости населения) с помощью разрабо-
танного программного обеспечения установлено согласие многих из них с распределением типа 
гиперболического косинуса [11]. 

 
Заключение 

Можно найти примеры применения указанного распределения кроме вероятностных. В част-
ности, в [12, 13] представлено множество нетривиальных интегралов, вычисляемых на основе 
моментов распределения при различных параметрах. В [14] также из найденных взаимосвязи и 
структуры моментов распределения типа гиперболического косинуса сформировано структури-
рованное множество в виде бесконечной числовой призмы, исследован ряд её сечений, в частно-
сти, в связи с числами Стирлинга первого рода и коэффициентами полиномов Бесселя. В [15] в 
качестве сечений числовой призмы представлены и систематизированы как широко известные 
классические, так и числовые треугольники, и числовые последовательности, ранее в литературе 
не встречавшиеся. Для них найдены многие интересные свойства и соотношения. 
Работа выполнена при финансовой поддержке проектной части государственного задания 

в сфере научной активности Министерства образования и науки Российской Федерации, проект 
№ 1.949.2014/K. 
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Probability distribution, obtained earlier by the author in a result of the characterization of distribu-
tions by the property of the constant regression of quadratic statistics on a linear form and called the hy-
perbolic cosine type distribution, is considered. Along with the classic normal distribution, gamma dis-
tribution, negative binomial and some other distributions, the given three-parameter distribution is re-
lated to the class of probability distributions, united by a common characterization condition. The ob-
tained distribution is a generalization of the famous two-parameter Meixner distribution. 

In the article, a proof that a function appeared in the result of given characterization is indeed char-
acteristic is given. The structure of this function, in connection with gamma distribution and the corre-
sponding distribution conjugated with the gamma distribution, along with the constant distribution, is 
presented. Infinite decomposability of distribution is proved. 

Based on characteristic function, the probability density function, expressed through the beta func-
tion of complex conjugate arguments is recovered in general terms. Along with a unified formula, corre-
lations in elementary functions are deduced for the distribution density functions at integer values of 
parameter m. Density formulas at odd and even values of the parameter are similar on the structure of 
cofactors: exponent function, hyperbolic secant or cosecant correspondingly, and polynomial factors. 

The distribution under study has multiple applications, not only in probability problems. Moments 
of distribution at specified parameters change as polynomials of some class with corresponding coeffi-
cients. These coefficients can be constructed as number sets (number triangles and number sequences), 
both known and new with setting of a row of functional relationships. 

Keywords: distribution of the hyperbolic cosine type; characteristic function; infinitely divisible dis-
tribution; beta function. 
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ДИНАМИКА ЖИДКОСТИ В ПОДВИЖНОМ СОСУДЕ 
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Рассмотрены вынужденные колебания сосуда прямоугольной формы, 
частично заполненного жидкостью. В сосуде расположены вставки в виде 
двух наклонных решеток. Исследовано влияние угла наклона вставок на ко-
эффициент потерь давления при различных значениях амплитуды колеба-
ния сосуда и длин пластин решеток. Проведено сравнение с известной ана-
литической зависимостью коэффициента потерь давления от угла наклона, 
полученной для стационарного протекания через наклонную решетку. 

Ключевые слова: свободная поверхность; вынужденные колебания; наклон-
ные решетки; коэффициент потерь давления; TLD. 

 
Введение 

Одним из ключевых приложений задач динамики сосудов, частично заполненных жидко-
стью, является разработка эффективного демпфера вибраций различных конструкций: высотных 
зданий, нефтяных платформ. В качестве такого эффективного демпфера могут использоваться 
резервуары, частично заполненные жидкостью, с частотой собственных колебаний жидкости, 
согласующейся с собственной частотой колебания конструкции (TLD – Tuned Liquid Damper). 
При этом жидкость воздействует на конструкцию с силой, находящейся в противофазе к внешней 
нагрузке [1]. Для интенсификации диссипативных процессов в жидкости в сосуде располагают 
вертикальные решетки [2, 3]. Кроме того, решетки могут быть использованы как управляемый 
элемент системы TLD, при помощи которого можно изменять свойства демпфера, подстраивая 
его под внешние условия. Одним из таких механизмов управления служит изменение угла на-
клона решеток, что приводит к изменению структуры потока в резервуаре и, следовательно, к 
изменению собственной частоты системы и сопротивления решеток.  

В представленной работе рассматриваются гармонические колебания сосуда с двумя решет-
ками, частично заполненного жидкостью. Проводится сравнение различных моделей турбулент-
ности на точность расчета коэффициента потерь давления. На основе численного моделирования 
уравнений Навье–Стокса исследуется влияние угла наклона решеток на коэффициент потерь 
давления при различных значениях амплитуды колебания сосуда и длин пластин решеток. Влия-
ние угла наклона решеток на диссипативные свойства было ранее исследовано аналитически [4]. 
В работе [4] на основе модели потенциального течения жидкости с учетом потерь давления пото-
ка при протекании через решетки получены распределения диссипации энергии системы от час-
тоты колебаний сосуда. Причем, как будет показано в представленной работе, используемая в 
работе [4] аналитическая зависимость коэффициента потерь давления от угла наклона решеток 
нуждается в уточнении. 
 
Постановка задачи 

Пусть сосуд прямоугольной формы, частично заполненный жидкостью до уровня h, колеб-
лется вдоль горизонтальной оси по гармоническому закону: 

sin( ),sx A ft=   
где А – амплитуда колебаний, f – частота колебаний, t – время. Симметрично вертикальной оси в 
сосуде расположены две решетки, отклоненные от вертикали на угол ±φ (рис. 1). Расстояние ме-
жду решетками обозначим как L1 при длине дна сосуда, равной L.  
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Значения параметров задачи выбраны в соответствии с работой [2]: L = 0,966 м, L1 = 0,2L, h = 
0,119 м. Введенные на рис. 1 параметры решеток взяты 
следующими: bs = 0,001 м, de = 0,005, 0,01, 0,02 м, ds 
подобран таким образом, чтобы «сплошность» решеток 
Sn была фиксирована /( ) 0,42n s s eS d d d= + = . Угол на-
клона решеток варьировался: 40° ≤ φ ≤ 90°. Частота 
колебаний соответствовала резонансной частоте малых 
колебаний данного сосуда без решеток: f = 3,4585 с–1. 
Амплитуда колебаний изменялась: A = 0,0025, 0,005, 
0,01 м. Теплофизические свойства жидкости соответст-
вовали воде (µж = 10–3 

Па·с, ρж = 1 000 кг/м3), газа – воз-
духу (µг = 1,48·10–5 

Па·с, ρг = 1 кг/м3). 
 

Математическое описание 
Наличие вставок в сосуде приводит к возникновению вихревого течения. В случае размеще-

ния в колеблющемся сосуде решеток за ними образуются разномасштабные вихревые структуры 
(рис. 2), что может привести к турбулизации течения жидкости. На рис. 3 показано распределе-
ние кинематической турбулентной вязкости в области около решеток и между решетками при 
колебании сосуда. Расчеты кинематической турбулентной вязкости показывают, что при задан-
ных параметрах колебаний сосуда в области между решетками развиваются пульсации, генери-
руемые решетками. Данный факт говорит о необходимости проведения расчетов в турбулентном 
приближении.  

Моделирование турбулент-
ного движения системы двух 
несжимаемых жидкостей в под-
вижном сосуде проводится при 
помощи осредненных по Рей-
нольдсу уравнений Навье–
Стокса совместно с SST k-ω-
моделью, записанных в неинер-
циальной системе отсчета. Для 
моделирования границы раздела 
фаз жидкость-газ используется 
метод объема жидкости (VOF) 
[5]. Система уравнений имеет 

вид: 

Рис. 1. Схема сосуда с решетками 

Рис. 2. Линии тока в области около решетки:  
темный цвет – газ, светлый – жидкость 

Рис. 3. Распределение турбулентной вязкости 
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ω
−= ∇ ⋅∇  1 10,31, 10,a c= =  

1 1 1 1C 0,5532, C 0,075, 2, 2,kα β ωσ σ= = = =  

2 2 2 2C 0,4403, C 0,0828, 1, 1,186,kα β ωσ σ= = = =  

d – расстояние от расчетной точки до ближайшей твердой стенки, E – единичная матрица. 
В качестве граничных условий на границах решеток для k, ω и осредненной скорости тече-

ния жидкости задавались нулевые значения, на границах полости для k и ω использовались при-
стеночные функции [6], для осредненной скорости течения жидкости задавались условия прили-
пания. 

В данной модели пренебрегаем влиянием сил поверхностного натяжения, что оправдано 
применением на практике сосудов больших размеров. 
 
Процедура численного решения 

Для решения системы уравнений (1)–(6) использовался открытый пакет OpenFoam [6]. Осо-
бенностью реализации метода VOF в пакете OpenFoam является использование в уравнении пе-
реноса маркерной функции (3) искусственного конвективного члена rv

�
, уменьшающего толщину 

переходного слоя между фазами [5]: 
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( ) ( )(1 ) 0r rv v
t

α α α α∂ + ∇ + ∇ − =
∂

� �
. 

Расчеты проводились на двумерной сетке, со-
держащей 140 000 ячеек. В основной области по-
тока строилась неструктурированная треугольная 
сетка, а вокруг каждой пластины структурирован-
ная прямоугольная, обеспечивающая разрешение 
вязкого подслоя (рис. 4). Для совместного реше-
ния уравнений для давления и импульса использо-
вался алгоритм PISO-SIMPLE. Для аппроксима-
ции конвективных членов уравнений движения и 
турбулентных характеристик использовалась схе-
ма вверх по потоку, для уравнения переноса мар-
кера – схема SuperBee. Для решения системы ли-
нейных уравнений использовался метод сопря-
женных градиентов с предобуславливателем. Для 
поиска предобуславливающей матрицы использо-
вался обобщенный многосеточный метод. Шаг по 
времени выбирался так, чтобы число Куранта не 
превосходило 0,5. 
 
Верификация модели 

Для апробации выбранной модели турбулент-
ности и расчетной сетки была проведена серия 
расчетов с вертикальными решетками. На рис. 5 
показана зависимость осредненного коэффициен-
та потерь давления Cl от числа Келегана–
Карпентера KC [7]: 

2

2
0

3 cos
4l n

m s

FC S d
U d

π θ θ
ρ

= − ∫ ,  

где F – сила, действующая на решетку со стороны 

жидкости, ftθ = , ( )1sin 0,5 (1 )
fL

U L Lm h
ζ ππ= − , ζ – 

амплитуда колебания свободной поверхности. 

Число Келегана–Карпентера: 2 m

s

UKC
fd

π= . 

Как видно из данного рисунка, результаты, 
полученные при помощи SST k-ω модели турбу-
лентности хорошо, согласуются с экспериментом, 
что говорит о достоверности результатов, полу-
ченных в статье. 
 
Результаты расчетов 

В результате проведенных расчетов была по-
лучена зависимость коэффициента потерь давле-
ния от угла наклона решеток при различных зна-
чениях амплитуды колебаний. На рис. 6 изобра-
жена зависимость коэффициента потерь давления 
от угла наклона решеток при de = 0,01 м. Как вид-
но из рисунка, данная зависимость имеет локаль-
ный максимум, зависящий от амплитуды колеба-
ний сосуда. Данный факт свидетельствует о том, 
что при заданной амплитуде существует угол на-

Рис. 4. Пример расчетной сетки в области око-
ло пластины при φ = π/6 

Рис. 5. Зависимость коэффициента по-
терь давления от числа Келегана-

Карпентера; 1 – экспериментальные дан-
ные, 2 – SST k-ω модель турбулентности, 

3 – k-ε модель турбулентности 

Рис. 6. Зависимость коэффициента потерь 
давления от угла наклона решеток при раз-
личных значениях амплитуды колебаний 
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клона, когда диссипация энергии колебаний жидкости наибольшая (φmax ≈ 20° при А = 0,0025 м, 
φmax ≈ 15° при А = 0,005 м). Однако при A = 0,01 м локальный максимум не наблюдается, что мо-
жет быть связано с характерными значениями числа Келегана–Карпентера: 21 < KC < 35 при А = 
0,0025 м, 34 < KC < 70 при A = 0,005 м и 60 < KC < 100 при A = 0,01 м. 

На рис. 7 изображена зависимость коэффициента потерь давления от угла наклона при 
A = 0,01 м и различных длин пластин решеток: de = 0,005, 0,01, 0,02 м. При этом число Келегана–
Карпентера принимает следующие значения: 126 < KC < 150 при de = 0,005 м, 22 < KC < 40 при de 
= 0,02 м. Видно, что при малых значениях числа KC (при de = 0,02 м) в зависимости Cl от угла 
наклона также наблюдается локальный максимум. 

В работе [8] на основе экспериментальных данных по измерению отклонения потока при 
стационарном протекании через наклонную решетку получено аналитическое выражение для за-
висимости коэффициента потерь давления от угла наклона: 

( )
2

0
cos1 1
cosllC C ϕϕ ψ

 
  
 

= + − ,                (7) 

где ψ – угол отклонения потока от нормали к решетке, значение которого были найдены из экс-
перимента [4, 8]. 

Авторы [4] применяют данную зависимость для случая колебательного движения сосуда при 
больших значениях числа KC (KC > 40). На рис. 8 показано изменение коэффициента потерь дав-
ления при увеличении угла наклона  для случая A = 0,01 м и de =0,005 м (126 < KC < 150). Из дан-
ного рисунка видно, что при малых углах наклона наблюдается хорошее согласование значений 
Cl, полученных по формуле (7) и расчетных значений. При больших углах наклона решеток рас-
четные значения отличаются от значений Cl, полученных по формуле (7). Кроме того, формула 
(7) не применима при малых значениях числа Келегана–Карпентера, что говорит о необходимо-
сти ее уточнения для случая периодического течения жидкости через решетки при широком диа-
пазоне значений числа Келегана–Карпентера и угла наклона решеток. 
 
Заключение 

В результате проведенных расчетов задачи колебания прямоугольного сосуда, частично за-
полненного жидкостью и имеющего вставки в виде наклонных решеток, были получены коэф-
фициенты потерь давления при различных значениях параметров: угла наклона решеток, ампли-
туды колебания сосуда, длины пластин решеток. На основе анализа полученных значений коэф-
фициентов потерь давления можно сделать следующие выводы: 

• при малых значениях числа Келегана–Карпентера зависимость коэффициента потерь дав-
ления от угла наклона имеет локальный максимум. Угол, при котором достигается ло-
кальный максимум, зависит как от амплитуды колебаний, так и от геометрических пара-
метров решеток; 

Рис. 7. Зависимость коэффициента потерь 
давления от угла наклона решеток  

при A = 0,01 м и различных значениях d
e
 

Рис. 8. Зависимость коэффициента потерь 
давления от угла наклона решеток  

при A = 0,01 м; d
e 
=0,005 м;  

1 – численное решение, 2 – аналитическое 
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• зависимость коэффициента потерь давления от угла наклона, используемая в литературе, 
требует уточнения для случая больших углов наклона решеток и малых значений числа 
Келегана–Карпентера. 

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта 
№ 16-31-00068 мол_а. 
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FLUID DYNAMICS IN MOBILE TANK WITH INCLINED SLAT SC REENS 
 
M.B. Atmanskikh 1, A.Yu. Botalov 2, A.S. Gubkin 1,2, A.V. Pyatkova 2 
1 Tyumen State University, Tyumen, Russian Federation 
2 Tyumen Branch of the Khristianovich Institute of Theoretical and Applied Mechanics SB RAS, Tyumen, 
Russian Federation 
Е-mail: aybotalov@bk.ru 
 

Forced oscillations of a rectangular tank partially filled with liquid are considered in this work. Two 
inclined screens are located in the tank as inserts. The system of Reynolds–averaged Navier–Stokes 
equations is solved numerically with the SST k-ω turbulence model. The volume of fluid (VOF) method 
is taken for simulation of gas–liquid interface. The problem is solved in two-dimensional statement. Un-
structured triangular mesh converted to a fine structured rectangular mesh is used near the screens. A 
comparison of two turbulence models with experimental data is carried out, and the optimal model for 
the pressure loss coefficient calculation is chosen. The effect of the inserts inclination angle on the pres-
sure loss coefficient is investigated at different values of the oscillation amplitude of the tank and differ-
ent heights of the screen slats. It is obtained that the pressure loss coefficient dependence on the inclina-
tion angle at small Keulegan–Carpenter number has the local maximum depending on the oscillation 
amplitude and the geometric parameters of the screens. Comparison with the known analytical depend-
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ence of the pressure loss coefficient dependence on the inclination angle that obtained for the stationary 
flow through the inclined screen is conducted. It is found that this dependence needs to be verified for 
the case of oscillation tank at big screen inclination angle and small Keulegan–Carpenter number. 

Keywords: free surface; forced oscillations; inclined screens; pressure loss coefficient; TLD. 
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О ЗАДАЧЕ ИДЕНТИФИКАЦИИ НАЧАЛЬНОГО 
ГИДРОДИНАМИЧЕСКОГО УЧАСТКА ПРИ ЛАМИНАРНОМ ТЕЧЕНИИ 
НЬЮТОНОВСКОЙ ЖИДКОСТИ В ГОРИЗОНТАЛЬНОМ  
КОЛЬЦЕВОМ КАНАЛЕ 
 

А.В. Ряжских 
Воронежский государственный технический университет, г. Воронеж, Российская Федерация 
E-mail: ryazhskihav@bk.ru 
 

В рамках физической линеаризации уравнений Навье–Стокса об одно-
направленном аксиальном ламинарном течении ньютоновской жидкости 
найдено аналитическое решение задачи идентификации поля скоростей во 
входной  области кольцевого канала, что позволило получить в явном виде 
соотношение для расчета длины начального гидродинамического участка. 

Ключевые слова: кольцевой канал; ньютоновская жидкость; длина началь-
ного гидродинамического участка. 

 

Кольцевая геометрия, наряду с цилиндрическими трубами и плоскими каналами, наиболее 
часто используется в различных технических системах [1]. В [2] показано, что проведение про-
цесса теплопередачи в режиме начального гидродинамического участка является одним из спо-
собов интенсификации теплообмена. Поэтому выявление закономерностей формирования струк-
туры поля скоростей на начальном участке и определение его длины в направлении течения жид-
кости актуально. 

Впервые такая задача для кольцевого канала была рассмотрена в [3] на основе погранслойно-
го приближения с применением линеаризации Лангхаара [4]. Детальный обзор последующих тео-
ретических и экспериментальных исследований этой проблемы [5] показал, что различие в 
определении характеристик начального гидродинамического участка существенно. Уточнение 
длины начального гидродинамического участка на основе численного интегрирования уравнений 
Навье–Стокса, например [6], вызывает вопросы корректности используемых вычислительных 
процедур, связанных с существованием и единственностью решения самих уравнений. Предпри-
нимаются также дальнейшие попытки отыскания аналитических решений, например, исполь-
зующих идеализацию о «ползущем» течении [7]. 

В связи с этим в данной работе с позиций физической линеаризации уравнения пограничного 
слоя на основе гипотезы однонаправленности течения формулируется и аналитически анализи-
руется задача отыскания длины начального гидродинамического участка в горизонтальном 
кольцевом канале. 

Постановка задачи. Математическая формулировка задачи в цилиндрической системе ко-
ординат имеет вид [8]: 

2
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;                   (3) 

( ) ( ), ,0 , ,0 0r zr z r zυ υ= = , ( ),0, 0r r tυ = , ( ) 0,0, constz r tυ υ= = ;           (4) 
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, ( ) ( )1 1, , , , 0r zr z t r z tυ υ= = , ( ) ( )2 2, , , , 0r zr z t r z tυ υ= = ,    (5) 

где rυ , zυ  – радиальная и аксиальная компоненты вектора скорости жидкости; p  – избыточное 

давление; ,ρ η  – плотность и коэффициент динамической вязкости жидкости; t  – время; 1 2,r r  – 
радиусы внутренней и внешней соосных цилиндрических труб, составляющих кольцевой канал; 
l  – длина кольцевого канала ( )2l r≫ . 
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Как правило, для замыкания системы (1)–(5) дополнительно рассматривается уравнение от-
носительно давления [9] 

( )2

2

1 1 1 rr z z
r z r z

rp p
r r

r r r r r r r r z z r z zz

υυ υ υρ υ υ υ υ
 ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       + = − + + + +         ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂         ∂  

 

{ 32 2

2 3

1 1 1
2 r z r z rr r

r r r r r r r z r zr z

υ υ υ υ υη
 ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂     + + + − + +      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    ∂ ∂  

          (6) 

с краевыми условиями 

( ) 0,0, constp r t p= = ,    
( ), ,

0
p r l t

z

∂ =
∂

,            (7) 

( ) ( )1 2, , , ,
0

p r z t p r z t

r r

∂ ∂
= =

∂ ∂
.                 (8) 

Пусть течение по всей длине канала является однонаправленным, т. е. 0rυ ≡ , тогда из (3) 

следует, что ( ),z z r tυ υ= , причем (1) вырождается в 0p r∂ ∂ = , а (2) трансформируется в 

z zp
r

t z r r r

υ υηρ ∂ ∂∂ ∂  = − +  ∂ ∂ ∂ ∂ 
            (9) 

с граничными условиями  
( ) 0,0z rυ υ= , ( ) ( )1 2, , 0z zr t r tυ υ= =                   (10) 

и выполнением балансового соотношения 

( )
2

1

02 2
2 1

2
,

r

z
r

r r t dr
r r

υ υ=
− ∫ .           (11) 

При этом из (6) следует постоянство аксиального градиента давления, т. е. constp z∂ ∂ = . 
В безразмерном виде система (9)–(11) запишется 

1 1V V
C R

Z Re R R R

∂ ∂ ∂ = +  ∂ ∂ ∂ 
;           (12) 

( ),0 1V R = ; ( ) ( )1 2, , 0V R Z V R Z= = ;                  (13) 

  ( )
2

1

2 2
2 1

2
, 1

R

R

RV R Z dR
R R

=
− ∫ ,           (14) 

где 0T t d z d Zυ= = = ; R r d= ; 0zV υ υ= ; ( )2
0P p ρυ= ; 1,2 1,2R r d= ; 0Re dpυ η=  – число 

Рейнольдса; ( )2 12d r r= −  – гидравлический диаметр; C dP dZ= − . 

Решение. Применим к (12), (13) одностороннее интегральное преобразование Лапласа по пе-
ременной Z  [10]: 

2

2

1
1 0L L

L
d V dV C

sReV Re
R dR sdR

 + − + + = 
 

;         (15) 

( ) ( )1 2, , 0L LV R s V R s= = ,          (16) 

где , Ls V  – изображение Z и V соответственно. Решение (15), (16) есть 

  ( ) ( ) ( ) ( )2, ,LV R s C s s R s sϕ ψ= + + ,         (17) 

где   ( ) ( ) ( ) ( ){ ( )0 1 0 2 0,R s C s K R sRe K R sRe I R sReϕ  = + − +   

( ) ( ) ( )}0 2 0 1 0I R sRe I R sRe K R sRe + −  ; 

( ) ( )2s s sψ γ= , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 2 0 2 0 1s I R sRe K R sRe I R sRe K R sReγ = − , 

0I , 0K  – функции Бесселя и Макдональда мнимого аргумента [11]. 
Оригинал первого слагаемого правой части (17) равен [12] 
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( )1 2 1L C s s CZ−  + = +  ,           (18) 

где 1L−  – обратный оператор преобразования Лапласа. 
Для нахождения оригинала второго слагаемого правой части (17) применим вторую теорему 

Ващенко–Захарченко [13]. Корни знаменателя ( ) 0sψ =  таковы: 1) 0s =  – кратности два; 2) бес-

конечное счетное множество однократных корней ns  уравнения ( ) 0nsγ = . Для корня 0s =   

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )20

,,0 , ,
lim exp exp exp

0
s

s

R sR R s R s s
Z sZ sZ sZ

s s s

ϕϕ ϕ ϕ γ
ψ γ γ γ→

′ ′ 
= + − ′  

. 

Так как ( ) ( )
0 1I z I z′ =  и ( ) ( )

0 1K z K z′ = − , то 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 2 0 0 2 0 1 0,s R s K R sRe K R sRe I R sRe I R sRe I R sRe K R sReϕ    ′ = − + − +     

( ) ( ) ( ){ ( )2 1 2 1 1 1 0C s Re R K R sRe R K R sRe I R sRe + + − +   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 2 1 2 1 2 1 1 1 0K R sRe K R sRe RI R sRe R I R sRe R I R sRe K R sRe   + − + − +     

( ) ( ) ( )} ( )0 1 0 2 1 2I R sRe I R sRe RK R sRe s + −  , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 0 2 2 0 1 1 2s Re R I R sRe K R sRe R I R sRe K R sReγ ′ = − −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 0 1 1 0 2 1 1 2R I R sRe K R sRe R I R sRe K R sRe s− +  , 

тогда 
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 2 1 1 2 1

,0 1
1 ln ln

0 4

R
CZ CRe R R R R R R R R

ϕ
ψ

 = − − + − − + − ′
.        (19) 

Для корней ns  имеем 

 
( )

( ) ( )
1

,
expn

n
nn

R s
s Z

s

ϕ
ψ

∞

= ′ ,            (20) 

откуда следует, что физическому смыслу задачи удовлетворяют чисто мнимые корни, поэтому 

n ns Re iμ=  или 2
n ns Reμ= − . 

Так как ( ) ( )
0 0I iz J z= ; ( ) ( )

0 02
K iz i N z

π= ; ( ) ( )
1 1I iz iJ z= ; ( ) ( )

1 12
K iz N z

π= , где ( )
0J z , 

( )
1J z  – функции Бесселя первого рода; ( )

0N z , ( )
1N z  – функции Неймана [14], то 

( ) ( ){ ( ) ( ) ( ) ( )}
2 2

0 1 0 2 0 0 2 0 1 0, ;
2

n n
n n n n n nR C i N R N R J R J R J R N R

Re Re

μ μ πϕ μ μ μ μ μ μ
   

   − = − − + −          
(21) 

( ) ( ) ( ) ( )
2 3

1 1 1 0 2 2 0 1 1 24
n n

n n n ni R J R N R R J R N R
Re Re

μ μ πψ μ μ μ μ
 

′ − = − − − +   
 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 0 1 1 0 2 1 1n n n nR J R N R R J R N Rμ μ μ μ + +  .         (22) 

Суммируя (18)–(20), с учетом (21) и (22), получим 

( ) ( ) ( )2 2
2 12 2

1
2 1

1

1
, ln

4 ln

R R R
V R Z CRe R R

R R
R

 −
= − − + 

 
  

( ) ( ) ( ){ ( )2
0 1 0 2 0

1

2 n n n n
n

CRe N R N R J Rμ μ μ μ
∞

=
 − − − +   

( ) ( ) ( )}
2

0 2 0 1 0 exp n
n n nJ R J R N R Z

Re

μμ μ μ
 

 + − −    
 

( ) ( ) ( ) ( ){ 3
1 1 1 0 2 2 0 1 1 2n n n n nR J R N R R J R N Rμ μ μ μ μ− − +  

     ( ) ( ) ( ) ( ) }2 1 2 0 1 1 0 2 1 1n n n nR J R N R R J R N Rμ μ μ μ + +  ,          (23) 

где nμ  – корни уравнения 
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( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 2 0 2 0 1 0n n n nJ R N R J R N Rµ µ µ µ− = , 

( )
1

1
1

2
R R R= − , ( )

2
1

1
2

R R= − , 1 2R r r= ; константа С определена из (14) при Z → ∞  

( ) ( )2 232
1 1 1 lnC R R R R

Re
 = − + + −  ,          (24) 

совпадающая с результатом в [15]. 
Анализ. Характерная структура гидродинамического поля безразмерных скоростей на вход-

ном участке (рис. 1) показывает, что при малых значениях R  наблюдается ассиметрия профиля 
скорости со сдвинутым максимальным значением в сторону поверхности соосного цилиндра 

меньшего радиуса, а увеличение числа Re практически ли-
нейно увеличивает длину гидродинамического начального 
участка. 

Предполагая, что дрейфом радиальной координаты мак-
симальной скорости на начальном гидродинамическом участке можно пренебречь и считать ее 
постоянной и равной 

* 1 1
ln

12 2

R
R R

R

 +=  − 
, найденной из условия ( ) ( )* *1 , ,V R Z V R ε− ∞ = , 

где относительная точность ε принимается, как правило, равной 0,02[16], и ограничиваясь регу-
лярным режимом (в решении (23) учитывается только первое слагаемое ряда), найдено выраже-
ние длины начального гидродинамического участка в кольцевом канале: 

 ( )
LZ f R Re= ,            (25) 

где    ( ) ( ) ( ){ }*
1ln ,f R V Rϕ µ ε = ∞  ; 

( ) ( ) ( ) ( ){ ( ) ( ) ( ) ( )}2 * *
1 1 0 1 1 0 2 1 0 1 0 2 1 0 1 1 0 12 CRe N R N R J R J R J R N Rϕ µ µ µ µ µ µ µ µ   = − − + −     

( ) ( ) ( ) ( ){ ( ) ( ) ( ) ( ) }3
1 1 1 1 1 0 2 1 2 0 1 1 1 2 1 2 1 2 1 0 1 1 1 0 2 1 1 1 1R J R N R R J R N R R J R N R R J R N Rµ µ µ µ µ µ µ µ µ − − + +  . 

Рис. 2. Вид функции ( )f R  

R  

( )f R  

Рис. 3. Изменение максимальной 
безразмерной скорости вдоль 
кольцевого канала при Re = 1:  
‒ – расчет; ○ – эксперимент 

Рис. 1. Поля скоростей, примыкающих ко входному сечению 
кольцевого канала при различных числах Re  и отношениях 
радиусов внутренней и внешней соосных цилиндрических 

труб R : а) 100, 0,99Re R= = ; б) 100, 0,01Re R= = ;  

в) 10, 0,5Re R= = ; 1000, 0,5Re R= = ; г) 1000, 0,5Re R= =  

а 

в г 

б 
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Как следует из (25), длина начального участка пропорциональна числу Re (константа C об-
ратно пропорциональна Re), что согласуется с оценками [17]. Отметим, что при 0R →  и R → ∞  
получаем частные случаи для круглой трубы и плоского канала соответственно (рис. 2). Количе-
ственное сравнение полученных результатов проведено с классическими экспериментальными 
данными [3] (рис. 3). Различие рассчитанных и экспериментальных значений скорости в области, 
примыкающей ко входному сечению, может быть объяснено тем, что в модели не учитывается 
расход кинетической энергии потока жидкости на нивелирование неоднородности давления по 
сечению канала. Тем не менее, это не оказывает существенного влияния на длину гидродинами-
ческого участка. 

Заключение. Синтезированная модель гидродинамики во входной области кольцевого кана-
ла характеризуется качественной и количественной адекватностью и может быть применена для 
расчета длины начального гидродинамического участка при ламинарном течении вязких несжи-
маемых жидкостей. 
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In the frameworks of physical linearization of the Navier-Stokes equations in a cylindrical coordi-
nates system on the one-way axial force-feed laminar flow of Newtonian fluid, a mathematical model of 
the flow development in the entrance region of a horizontal annular channel is formulated. The unknown 
constant gradient of pressure along the channel is connected with the equation of continuity written in an 
integral form of stability of liquid flow in any cross section of a channel. Use of the one-way integral 
Laplace transformation along the longitudinal coordinate allowed to obtain an analytical expression of 
the local hydrodynamic field at the entrance region and determine pressure losses coincided with the 
classic data. Analysis of the characteristic structure of the hydrodynamic field of dimensionless veloci-
ties at the entrance region showed that for small values of the ratio of the radii of the inner and outer co-
axial cylindrical tubes constituting the annular channel, asymmetry of the longitudinal velocity profile is 
observed with a shift of the maximum value towards the surface of a coaxial cylinder of smaller radius, 
and an increase in the Reynolds number practically linearly increases the length of the hydrodynamic 
entrance region. Assumption about the absence of drift of the radial coordinate of the maximum velocity 
in the entrance hydrodynamic region, limited to the so-called "regular" regime, made it possible to iden-
tify the length of the entrance hydrodynamic region in the annular channel by the completed expression 
in an explicit form that correlates with the classical estimates obtained as a result of computational ex-
periments. It is noted that when the ratio of the radii of the inner and outer coaxial cylinders approaches 
zero or infinity (corresponding to particular cases of a circular tube and a flat channel), the known re-
sults for the lengths of the entrance hydrodynamic regions are obtained. Difference between velocity 
values calculated by the proposed model and experimental values in the region adjacent to the entry sec-
tion is explained by the fact that kinetic energy of the liquid flow is not accounted for by leveling the 
pressure inhomogeneity along the channel cross-section. Nonetheless, it is shown that it does not have a 
significant influence on the length of hydrodynamic entrance region. 

Keywords: annular channel; Newtonian fluid; length of the entrance hydrodynamic region. 
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Рассматривается механическая система, состоящая из двухколесной 
тележки, на оси которой располагается обратный маятник. Задача заклю-
чается в формировании такого управляющего воздействия, формируемого 
по принципу обратной связи, которое, с одной стороны, обеспечивало бы 
заданный закон движения механического средства, а с другой, стабилизи-
ровало бы неустойчивое положение маятника. 

Ключевые слова: механическая система; двухколесное транспортное сред-
ство; обратный маятник; люфт; стабилизация; управление. 

 
Введение 

Возможность управления неустойчивыми техническими системами теоретически рассматри-
валась уже давно, однако практическая значимость такого управления отчетливо проявилась 
лишь в последнее время [1–5]. Оказалось, что неустойчивые объекты управления при подходя-
щем управлении обладают рядом «полезных» качеств. Примерами таких объектов могут служить 
космический корабль на этапе взлета, термоядерный реактор и многие другие. В тоже время при 
выходе из строя автоматической системы управления неустойчивый объект может представлять 
собой существенную угрозу, опасность и для человека, и для окружающей среды. В качестве ка-
тастрофического примера результатов отключения автоматического управления можно привести 
аварию на Чернобыльской АЭС. По мере того, как системы управления становятся все более на-
дежными, все более широкий круг технических неустойчивых в отсутствие управления объектов 
применяется на практике. Одним из самых простых примеров неустойчивых объектов является 
классический обратный маятник. С одной стороны, задача о его стабилизации  сравнительно 
простая и наглядная, с другой, она может найти практическое применение при создании моделей  
двуногих существ, а также антропоморфных устройств (роботов, киберов и др.), перемещающих-
ся на двух опорах. В последние годы появились работы, посвященные проблемам стабилизации 
обратного маятника, связанного с движущимся двухколесным транспортным средством [6–8]. 
Эти исследования имеют потенциальные перспективы применения во многих областях, таких как 
транспорт и разведка, в связи с компактной конструкцией, удобством эксплуатации, высокой ма-
невренностью и низким расходом топлива таких устройств. Тем не менее, рассматриваемая зада-
ча еще далека от окончательного решения. Известно, что многие традиционные технические уст-
ройства имеют как устойчивые, так и не устойчивые состояния и режимы работы. Характерный 
пример – сегвей, изобретённый Дином Кейменом электрический самобалансирующийся самокат 
с двумя колёсами, расположенными по обе стороны от водителя. Два колеса скутера расположе-
ны соосно. Сегвей автоматически балансируется при изменении положения корпуса водителя; 
для этой цели используется система индикаторной стабилизации: сигналы с гироскопических и 
жидкостных датчиков наклона поступают на микропроцессоры, которые вырабатывают электри-
ческие сигналы, воздействующие на двигатели и управляющие их движениями. Каждое колесо 
сегвея приводится во вращение своим электродвигателем, реагирующим на изменения равнове-
сия машины. При наклоне тела ездока вперёд сегвей начинает катиться вперёд, при увеличении 
же угла наклона тела ездока скорость сегвея увеличивается. При отклонении корпуса назад само-



Механика 

Bulletin of the South Ural State University 
Ser. Mathematics. Mechanics. Physics, 2017, vol. 9, n o. 3, pp. 41–50 

42 

кат замедляет движение, останавливается или катится задним ходом. Руление в первой модели 
происходит с помощью поворотной рукоятки, в новых моделях – качанием колонки влево-
вправо. Задачи управления колебательными механическими системами имеют значительный тео-
ретический интерес и большое практическое значение. 

Известно, что в процессе функционирования механических систем вследствие старения и из-
носа деталей неизбежно возникают люфты, упоры, поэтому для описания динамики таких систем 
необходимо принимать во внимание влияние гистерезисных эффектов. Математические модели 
таких нелинейностей в соответствии с классическими представлениями сводятся к операторам, 
которые рассматриваются как преобразователи на соответствующих функциональных простран-
ствах. Динамика таких преобразователей описывается отношениями «вход–состояние» и «со-
стояние–выход» [1]. 
 
Постановка задачи 

В настоящей работе рассматривается механическая система, состоящая из двухколесной те-
лежки, на оси которой располагается обратный маятник. Задача заключается в формировании 
такого управляющего воздействия, которое, с одной стороны, обеспечивало бы заданный закон 
движения механического средства, а с другой, стабилизировало бы неустойчивое положение ма-
ятника. При этом учитываются гистерезисные свойства в управляющем контуре изучаемой сис-
темы. Ниже графически представлены элементы, изучаемой механической системы – двухколес-
ного транспортного средства с закрепленным на нем обратным маятником. 

 

 
Рис. 1. Основные структурные элементы рассматриваемого механического устройства 

 

 
Рис. 2. Левое и правое колеса механического устройства с управляюшим моментом 

 
Параметры и переменные, которые описывают рассматриваемую систему:ϕ  – угол поворота 

транспортного средства; D  – расстояние между двумя колесами вдоль центра оси; R  – радиус 
колес; Jϕ  – момент инерции; Tω  – разность крутящих моментов левого и правого колес; v  – 

продольная скорость транспортного средства; θ  – угол отклонения маятника от вертикального 
положения; m  – масса перевернутого маятника; l  – расстояние между центром тяжести тела и 
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осью колеса; Tυ  – сумма крутящих моментов левого и правого колес; x  – перемещение транс-

портного средства по направлению продольной скорости; M  – масса шасси; Mω  – масса колес; 
h  – раствор люфта. 
 
Динамика системы 

Динамику системы описывают следующие уравнения: 
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Будем считать заданным желаемый закон изменения параметров системы: 
( ), ( ),X ( ).d d d d d dt t X tϕ ϕ θ θ= = =                  (4)  

Модель, описывающую динамику изменения параметров системы, можно представить в виде 
двух независимых подсистем. Первая подсистема состоит из одного уравнения – ϕ -подсистемы, 
определяющего угловые движения транспортного средства: 
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Уравнение (5) можно переписать в виде системы из двух уравнений: 
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где 1 de ϕ ϕ= − , 2 de ϕ ϕ= −ɺ ɺ .  
Вторая подсистема, описывающая радиальные движения транспортного средства, а также 

колебания установленного на ней маятника, состоит из двух уравнений – { , }v θ -подсистемы: 
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Систему (7) удобно представить  в виде системы уравнений первого порядка:  
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где 2 2 2
0 5cos ( )x dM J m l eθ θΩ = − + , 3 de x x= − , 4 de v v= − , 5 de θ θ= − , 6

. .
de θ θ= − . 
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Рассмотрим подсистему (6), управлять которой будем по принципу обратной связи. Для это-
го введем новую переменную и определим поверхность переключения в фазовом пространстве 
системы как 1 0s = . 

1 1 1 1

.
s e c e= + ,          (9) 

где 1c  – положительный параметр. Непосредственно из определения вытекает: 

1 1 1 1 1 1

. .. . .. .

2 w d
D

s e c e T c e
RJϕ

ϕ= + = − + .           (10) 

Для стабилизации вращательного движения определим управляющий момент следующим 
образом: 

1 1 1 2 11

.. .2
[ sgn( ) ]w d

RJ
T c e k s k s

D
ϕ ϕ= − − − ,             (11) 

где 1k , 2k  – положительно заданные параметры. 
Аналогично будем строить управление второй подсистемой (8), управлять которой, будем 

также по принципу обратной связи. Для этого введем новую переменную и определим поверх-
ность переключения в фазовом пространстве системы, как 2 0s = . 

2 3 2 3

. .
s e c e= + ,                    (12) 

где 2c  – положительный параметр, тогда 
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Для стабилизации радиального движения определим управляющий момент: 
2 2

2 0
6 5 5 5 2 3 3 2 4 2

. . .
( ) sin( ) sin( )cos( ) [ sgn( ) ]v d d d d d

Rm l g
T Rml e e e e c e v k s k s
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θ θ θ θ Ω

=− + + + + + − − + + ,(14) 

где 3k , 4k  – положительно заданные параметры. 
Для того, чтобы одновременно управлять обеими подсистемами системы,  введем дополни-

тельное управляющее воздействие: 

3 5 3 6 3

. .. . .
tan [ ( ) sgn( ) ]

cosd d d
J

v g c k s k s
ml

θθ θ θ θ
θ

= − + − − − ,               (15) 

где g  – ускорение свободного падения; 3c , 5k , 6k  – положительные параметры; 3s  – поверхность 
переключения, определяемая соотношением: 

3 6 3 5s e c e= + . 
Сформулируем основные результаты работы, заключающиеся в принципиальной возможно-

сти стабилизации обеих подсистем, в сделанных предположениях относительно управляющих 
воздействий, в окрестности нулевого положения равновесия. 

Теорема 1. Система (6) с управляющим воздействием (11) абсолютно асимптотически ус-
тойчива: 
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lim || e || 0,

lim || || 0.
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e
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→
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→
→∞

                 (16) 

Доказательство: определим функцию Ляпунова как 

2
1 1

1

2
V sα= ,              (17) 

где 2D RJϕα = . 

Очевидно, что функция 0V ≥ , тогда  
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1 1 1 1 1 1

. . .. .
[ ( )]w dV s s s T c eα α ϕ= = − − .    (18) 

Подставив (14) в Vɺ , получим 

1 1 2 1 1

.
( sgn( ) ( ))V k s k s s= − + .           (19) 

Очевидно, что 1 1V V≤℘ɺ , где ℘  – положительный параметр, что в силу теоремы Ляпунова оз-
начает асимптотическую устойчивость. 

Теорема 2. Рассмотрим подсистему (8) с управляющим воздействием (14). В сделанных 
предположениях эта система абсолютно асимптотически устойчива, т. е. при любых начальных 
условиях выполняются соотношения: 
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                   (20) 

Доказательство: определим функцию Ляпунова для системы (8) посредством соотношения 
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где 3 0R Jθβ = Ω . 

Очевидно, что функция 2 0V ≥ , и 
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Подставив (14) в (20), получим 

2 3 2 4 2 2

.
( sgn( ) ( ))V k s k s s= − + .                 (23) 

Очевидно, что 2 1V V≤℘ɺ , где ℘  – положительный параметр, что в силу теоремы Ляпунова 
означает асимптотическую устойчивость. 
 

Динамика системы с гистерезисным управлением 
Люфты и упоры возникают благодаря старению и износу механических параметров, поэтому 

представляет интерес изучение динамики рассматриваемой системы в ситуации, когда управ-
ляющее воздействие ( vT  и wT ) воздействует на систему опосредованно, т. е. они являются вхо-
дом на гистерезисный преобразователь – люфт, а его выход является управляющим воздействием 
на систему. Величина люфта определяет степень поворота элемента управления, которая не при-
водит к изменениям в управляемой системе. Наличие люфта в управляющем воздействии в об-
щем случае осложняет задачу управления [9–13], так как возникают зоны нечувствительности по 
отношению к управляющему воздействию. Приведем краткое описание используемого в даль-
нейшем гистерезисного преобразователя – люфта, основанное на операторной трактовке. 

Выход преобразователя – люфта на монотонных входах описывается соотношением: 

0 0 0

0

0

( ) при тех при которых ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) при тех при которых ( ) ( ),

( ) при тех при которых ( ) ( ) ,

x t   t,  x t h u t x t

x t u t   t,  u t x t

u t h  t,  u t x t h

− ≤ ≤
= ≥
 + ≤ −

          (24) 

которое иллюстрирует рис. 3. 
С помощью полугруппового тождества действие оператора распространяется на все кусочно-

монотонные входы: 

1 0 1[ ( , ] ( ) [ [ , ] ( ), ] ( )Г u t h x t Г Г u h x t h x t=       (25) 
и с помощью специальной предельной конструкции на все непрерывные. Так как выход этого 
оператора не является дифференцируемым, то в дальнейшем используется  аппроксимация люф-
та моделью Боука–Вена [7]. Эта известная полуфизическая модель широко используется для фе-
номенологического описания гистерезисных эффектов. Популярность модели Боука–Вена обу-
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славливается ее способностью охватывать в аналитическом виде различные формы гистерезис-
ных циклов. Формальное описание модели сводится к системе следующих уравнений: 

1 1( , ) ( ) (1 ) ( ), ( | || | | | )n n
bwF x t kx t Dkz t z D Ax x z z x zα α β γ− −= + − = − −ɺ ɺ ɺɺ .                (26) 

( , )bwF x t  трактуется как выход гистерезисного преобразователя, а ( )x t  – как вход. Здесь 1n ≥ , 

0D >  0k >  и 0 1α< < . 

 
Рис. 3. Динамика входно-выходных соответствий люфта 

Рассмотрим обобщение систем (6) и (8), в которых управляющее воздействие поступает на 
вход гистерезисного преобразователя, а выход является управляющим воздействием на систему: 

1
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2

1 1
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(28) 

Как и ранее в рассматриваемой системе, основным являлся вопрос о стабилизации, т. е. асим-
птотическом поведении ее фазовых переменных. Ниже приводятся графики при одних и тех же 
физических параметрах системы с люфтом и без люфта. Эта система исследовалась посредством 
численных экспериментов. Данная задача была решена в среде программирования Wolfram 
Mathematica. 

Значения констант и начальные условия приведены ниже: 
3; 5; 1; 1,5; 0,25; 0,2; 1,5; 5;cm M M D R l J Jω ω= = = = = = = =

. . .
J 1,5; (0) 0;x(0) 0; (0) 0,2; (0) [ (0) (0) (0)] [0,0,0,002]T Txϕ ϕ θ υ ϕ θ= = = = = = ;

1 3 2 4 5 6 1 2 30,5; 0,2; 3; 5; 0,5.k k k k k k c c c= = = = = = = = =  
На рис. 8–11 приведены результаты численного моделирования исследуемой системы. 
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Рис. 4. Зависимость 1e , 2e  от времени t  = 50 Рис. 5. Зависимость 1e  от 2e , при t  = 50 

 
Рис. 6. Зависимость 1e , 2e  от времени  t  с наличием 

люфта в обратной связи, при α = 0,5 

 
Рис. 7. Зависимость 1e  от 2e с наличием люфта в обрат-

ной связи, при α = 0,5, t = 50 

 
Рис. 8. Зависимость 3e , 4e  от времени t  

Рис. 9. Зависимость 5e , 6e от времени t  

Рис. 10. Зависимость 3e , 4e , при t = 50  
Рис. 11. Зависимость 5e  от 6e  при t = 50 

 
Численные результаты показывают, что релейное управление, формируемое по принципу 

обратной связи, позволяет удерживать фазовые координаты в окрестности положения равнове-
сия, при этом асимптотическая устойчивость не имеет места, что обусловлено наличием люфтов 
в контурах обратной связи исследуемых систем. 
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Заключение 
Исследована стабилизации перевернутого маятника на двухколесной тележке в процессе ее 

движения по заданной траектории. Предложен алгоритм управления, обеспечивающий устойчи-
вость системы и диссипативность при наличии гистерезисных звеньев в контуре обратной связи.  

Работа выполнена при поддержке РФФИ грант № 16-08-003. 
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A mechanical system consisting of a two-wheeled vehicle with a fixed inverted pendulum is con-
sidered. The objective lies in forming such control action which, on the one hand, would provide move-
ment of the system on the specified trajectory, and on the other hand would provide stabilization of the 
inverted pendulum in a neighborhood of unstable equilibrium position. Characteristic feature of the set 
objective is the fact that the control action is performed with the use of a hysteretic connection formal-
ized by equations of the Bouc-Wen model. Equations of the researched system’s model are divided into 
two independent subsystems of the second and the fourth order, which describe rotational and longitudi-
nal modes of motion correspondingly. Control action on each of the subsystems, formed on the basis of 
the feedback principle, is constructed according to the relay law; at that in the phase space of each sub-
system linear manifolds which determine switching surfaces are constructed. Theorems that ascertain 
the presence of errors in the assumptions made, which determine the discrepancy between the desired 
and simulated laws of the vehicle motion, as well as the deviation of the pendulum from the unstable 
equilibrium position asymptotically tend to zero, are formulated and proved in the article. In proving the 
theorems, the apparatus of Lyapunov functions was used. As it is shown in the article, the presence of 
the hysteresis component in the feedback loop makes manageability of the system more difficult, and as 
a result, in this case we can only talk about limitation of errors of the discrepancy and the dissipative 
motion of the pendulum. Results of computational simulation of dynamics of the system under study 
both under conditions of hysteresis connections and without them, which illustrate the proved theorems, 
are given in the article. 

Keywords: mechanical system; two-wheeled vehicle; inverted pendulum; stabilization; control. 
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ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ФАЗОВОГО ПРЕВРАЩЕНИЯ 
ТЕТРАГОНАЛЬНОГО ГРАФЕНА L4-8 В ПОЛИМОРФНУЮ  
РАЗНОВИДНОСТЬ АЛМАЗА LA7 
 
Е.А. Беленков, В.А. Грешняков 
Челябинский государственный университет, г. Челябинск, Российская Федерация 
E-mail: belenkov@csu.ru 
 

Проведено исследование фазового перехода тетрагонального графена 
L4-8 в базоцентрированную орторомбическую полиморфную разновидность 
алмаза LA7 методом теории функционала плотности. Анализ возможных 
способов формирования фазы LA7 показал, что ее структура может быть 
получена в результате сильного одноосного сжатия тетрагонального графи-
та с упаковкой AB при давлении 42,5 ГПа. Расчеты также показали, что 
процесс этого структурного преобразования должен сопровождаться выде-
лением энергии ~ 0,52 эВ/атом. Полиморфная разновидность алмаза LA7 
может устойчиво существовать при нормальных условиях, так как величи-
на потенциального барьера, разделяющего состояния, соответствующие 
графиту L4-8 и фазе LA7, составляет 0,34 эВ/атом. Для экспериментальной 
идентификации фазы LA7 были рассчитаны теоретические рентгенограм-
мы фазового перехода «графит L4-8–LA7». 

Ключевые слова: алмаз; графен; полиморфизм; структурообразование; 
компьютерное моделирование. 

 
Введение 

Углеродные материалы с алмазоподобной структурой должны обладать высокими механиче-
скими характеристиками, так как они состоят из углеродных атомов в состояниях sp3-
гибридизации, связанных прочными ковалентными связями, и имеют трехмерную жесткосвязан-
ную структуру [1–2]. К настоящему времени теоретически предсказана возможность существо-
вания нескольких десятков полиморфных разновидностей алмаза [2–9], из которых эксперимен-
тально получены только несколько фаз [2]. Поэтому необходим поиск путей экспериментального 
получения новых, теоретически предсказанных полиморфов алмаза. Одним из возможных спосо-
бов синтеза может быть воздействие высокими давлениями на углеродные материалы с графито-
подобной структурой. Такими исходными материалами могут быть фуллереновые конденсаты, 
жгуты углеродных нанотрубок и кристаллы графита [1, 2, 8]. Из разнообразных полиморфных 
разновидностей алмаза, согласно теоретическим оценкам, одной из наиболее устойчивых фаз 
должна быть фаза LA7, в которой все атомы находятся в кристаллографически эквивалентных 
позициях [2, 6]. Для исследования фазовых превращений в углеродных материалах разработана 
методика, позволяющая теоретически исследовать эти процессы [10]. В данной работе выполне-
ны расчеты фазового превращения тетрагонального графита L4-8 в полиморфную разновидность 
алмаза LA7. 
 
Методика расчетов 

Геометрически оптимизированные структуры и энергетические характеристики углеродных 
соединений были рассчитаны в программном пакете Quantum ESPRESSO [11] в рамках метода 
теории функционала плотности (ТФП). Расчеты были выполнены при использовании приближе-
ния локальной плотности (ПЛП) с функционалом обменно-корреляционной энергии Педью-
Зангера [12]. Влияние ионных остовов учитывалось через сохраняющие норму псевдопотенциа-
лы. В расчетах использовалась сетка 12×12×12 из k-точек. Разложение волновых функций по 
усеченному базисному набору плоских волн. Размерность набора базисных функций была огра-
ничена значением отсечки кинетической энергии, равным 800 эВ. 
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Для теоретического исследования фазовых переходов кристаллов гексагонального графена 
L6 и тетрагонального графена L4-8 в полиморф алмаза LA7 с базоцентрированной орторомбиче-
ской кристаллической решеткой (Cmcm) были использованы простые орторомбические элемен-
тарные ячейки, каждая из которых содержала по шестнадцать углеродных атомов (рис. 1, а–в). 
Моделирование фазовых переходов заключалось в расчетах геометрически оптимизированной 
структуры ряда переходных элементарных ячеек, у которых постепенно изменялся один из их 
параметров (a, b или c). Для определения высоты потенциального барьера, разделяющего раз-
личные структурные состояния, и минимального давления фазового перехода были рассчитаны 
энергетические характеристики графитов и фазы LA7 при одноосном сжатии или растяжении их 
кристаллических решеток. Давление фазового перехода рассчитывалось по методике, описанной 
в работе [10]. Для сопоставительного анализа модельного фазового перехода графита в полиморф 
алмаза LA7 было исследовано преобразование кристалла гексагональной разновидности графена 
в 2H политип алмаза. Для расчетов использовалась орторомбическая элементарная ячейка 2H 
политипа алмаза, значения параметров которой были близки к соответствующим значениям па-
раметров ячейки фазы LA7 (рис. 1, г). 

(а) (б) 

(в) (г) 
Рис. 1. Кристаллические структуры с выделенными элементарными ячейками для гексагональной разновидности 

графена L6 (а), тетрагонального графена L4-8 (б), полиморфа алмаза LA7 (в) и 2H политипа алмаза (г) 
Порошковые рентгенограммы углеродных фаз в процессе сжатия и декомпрессии были рас-

считаны при использовании стандартной методики из работы [13] для характеристического излу-
чения Cu–Kα1 (λ = 1,5405 Å), средних размерах кристаллитов в 500 Å и значениях координат 
атомов и параметров элементарных ячеек, вычисленных с помощью метода ТФП-ПЛП. 

 
Результаты и обсуждение 

В результате анализа возможных способов формирования орторомбической фазы LA7 уста-
новлено, что ее структура может быть получена из графита L6 (пространственная группа 
P6/mmm) при сжатии по оси [001]. Другой возможный способ получения фазы LA7 заключается в 
сжатии кристалла из графена L4-8 по оси [001]. Структура гексагонального политипа алмаза мо-
жет быть сформирована при сильном сжатии P6/mmm графита L6 по оси [001]. 
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Далее методом ТФП-ПЛП были выполнены расчеты значений равновесных параметров эле-
ментарных ячеек гексагональной разновидности графита L6 (a = 4,927 Å, b = 4,265 Å и c = 
6,746 Å), тетрагонального графита L4-8 (a = 4,867 Å и c = 6,163 Å), фазы LA7 (a = 4,944 Å, b = 
4,807 Å и c = 4,391 Å) и 2H политипа алмаза (a = 4,998 Å, b = 4,329 Å и c = 4,155 Å) при нормаль-
ном давлении. При моделировании структурных переходов «графит L6–полиморфы алмаза» из-
менялись параметры a, b и c элементарных ячеек графита, фазы LA7 и гексагонального политипа 
алмаза в диапазонах от 4,463 до 7,081 Å, от 4,278 до 5,167 Å и от 3,822 до 4,791 Å соответствен-
но. При исследовании фазового перехода «графит L4-8–фаза LA7» параметр c тетрагонального 
графита варьировался от 4,827 до 6,163 Å, тогда как параметр a полиморфа алмаза LA7 изменял-
ся от 4,548 до 5,783 Å. 

График зависимости разностной полной энергии (ΔE) от атомарного объема (Vat) для гекса-
гональной разновидности графита P6/mmm, полиморфной разновидности алмаза LA7, 2H поли-
типа алмаза и промежуточных структурных состояний приведены на рис. 2, а. По этому графику 
можно оценить величину энергетического барьера, который необходимо преодолеть для струк-
турного преобразования фазы из трехкоординированных атомов в фазу из черырехкоординиро-
ванных атомов. Для фазового перехода графита P6/mmm в 2H политип алмаза величина этого 
барьера составляет 0,36 эВ/атом (рис. 2, а) при давлении 57,1 ГПа. В свою очередь, фазовый пе-
реход гексагональной разновидности графита L6  в полиморф алмаза LA7 возможен только в 
случае преодоления энергетического барьера, значительно превышающего 0,61 эВ/атом (рис. 2, 
а). Для инициирования такого фазового перехода необходимо давление P > 160 ГПа. По этой 
причине в первую очередь из графита P6/mmm будет формироваться гексагональный политип 
алмаза, а не фаза LA7. 

 
Рис. 2. Графики зависимости разностной полной энергии (∆E) от атомарного объема (Vat) для фазовых переходов 
«гексагональная разновидность графита L6–полиморфы алмаза» (а) и «тетрагональный графит L4-8–фаза LA7» (б) 

Результаты расчета структурных и энергетических характеристик для фазового превращения 
тетрагонального графита L4-8 в полиморф алмаза LA7 представлены на рис. 2, б и 3, а. Для полу-
чения фазы LA7 в процессе сжатия графита необходимо преодолеть потенциальный барьер 
0,18 эВ/атом, тогда как обратное преобразование этой фазы в графит будет происходить после 
преодоления потенциального барьера 0,34 эВ/атом. Атомный объем графита L4-8 в области фазо-
вого перехода составляет 7,17 Å3/атом (рис. 2, б). По этому значению Vat можно найти давление, 
при котором происходит фазовый переход. На рис. 3, а изображены зависимости изменения 
плотности углеродных соединений от давления. В диапазоне давлений от 0 до 42 ГПа происхо-

дит рост плотности графита пропорционально P . Структурный переход тетрагонального гра-
фита L4-8 в орторомбическую фазу LA7 происходит при давлении 42,5 ГПа и представляет собой 
фазовый переход первого рода, при котором происходит скачкообразное увеличение плотности 
системы на 9,9 %. При давлениях, превышающих 43 ГПа, плотность сформировавшейся фазы 
LA7 линейно изменяется в зависимости от величины P. 

Для определения теплового эффекта фазового перехода тетрагонального графита L4-8 в по-
лиморфную разновидность алмаза LA7 была вычислена разность их энтальпий в области фазово-
го перехода (ΔH = HLA7 – Hgraphite-L4-8). Зависимости энтальпии этих углеродных соединений от 
давления приведены на рис. 3, б. В ходе расчетов установлено, что фазовый переход тетраго-
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нального графита L4-8 в полиморф алмаза LA7 будет сопровождаться выделением энергии, вели-
чина которой составляет 0,52 эВ/атом. 

 
Рис. 3. Зависимости плотности от давления (а) и энтальпии от давления (б) для тетрагонального графита L4-8 и 

фазы LA7 

На заключительном этапе работы были выполнены теоретические расчеты рентгенограмм 
поликристаллических материалов в процессе структурного превращения тетрагонального графи-
та в полиморфную разновидность алмаза LA7 при одноосном сжатии. На рис. 4 приведены ре-
зультаты этих расчетов. При сжатии графита по оси c до давления 42 ГПа его наиболее интен-
сивный максимум 002 сильно смещается в область больших углов (с 24,6 до 37,2°), тогда как 
второй интенсивный максимум 101 смещается только на 2,2°, но при этом его относительная ин-
тенсивность увеличивается в несколько раз. При фазовом переходе (P = 42,5 ГПа) происходит 
значительное изменение дифракционной картины, сопровождающееся исчезновением исходных 
максимумов низкой интенсивности и появлением множества новых максимумов. В процессе де-
компрессии полученной фазы LA7 интенсивности и угловые позиции большей части максимумов 
на дифракционной картине почти не изменяются. Расчетная порошковая рентгенограмма орто-
ромбического полиморфа алмаза достаточно сильно отличается от рентгенограмм графита и по-
литипов алмаза 2H и 3C. 

Рис. 4. Расчетные порошковые рентгенограммы углеродного материала, испытывающего структурное превраще-
ние из графита L4-8 в полиморф алмаза LA7: (а) графит L4-8 при нормальном давлении; (б) графит L4-8 при 28 ГПа; 

(в) фаза LA7 при 42,5 ГПа; (г) фаза LA7 при нормальном давлении 
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Заключение 
Таким образом, в работе методом ТФП-ПЛП выполнены теоретические расчеты фазового 

перехода  тетрагонального графена L4-8 в полиморфную разновидность алмаза LA7. В результате 
установлено, что фаза LA7 может быть получена из гексагонального графита L6 при давлении, 
превышающем 160 ГПа. Однако из тетрагонального графита L4-8 фазу LA7 возможно синтезиро-
вать при значительно более низком давлении ~ 42 ГПа. Очевидно, это связано с тем, что структу-
ра графеновых слоев L4-8 находится в более напряженном состоянии по сравнению со структурой 
гексагонального графена. Поэтому фазовый переход графита L4-8 в полиморф алмаза LA7 проис-
ходит при более низких давлениях по сравнению с давлениями фазового превращения из гекса-
гонального графена. Следовательно, наиболее вероятный способ синтеза фазы LA7 заключается 
в сильном одноосном сжатии тетрагональной разновидности графита L4-8 с упаковкой слоев AB 
при давлении ~ 42 ГПа. При таком фазовом переходе должно происходить изменение энтальпии 
∆H = –0,52 эВ/атом и скачок плотности на 10 %. Давление, при котором может быть синтезиро-
вана фаза LA7, самое низкое по сравнению с давлениями, при которых возможно получение дру-
гих алмазоподобных фаз [10, 14]. 
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GRAPHENE INTO LA7 DIAMOND POLYMORPH 
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In this paper, the study of phase transition of tetragonal L4-8 graphene into base-centered ortho-
rhombic LA7 diamond polymorph is carried out using the density functional theory method. Analysis of 
the possible formation methods of LA7 phase showed that its structure can be obtained as a result of 
strong uniaxial compression of tetragonal graphite with packing of AB at a pressure of 42,5 GPa. The 
pressure at which LA7 phase can be synthesized is the lowest in comparison with the pressures at which 
other diamond polymorphs can be obtained. The calculations also showed that the process of this struc-
tural transformation should be accompanied by energy release of 0,52 eV/atom. The polymorphic modi-
fication of the diamond can stably exist under normal conditions, since the potential barrier separating 
states corresponding to graphite L4-8 and LA7 phase is 0,34 eV/atom. The theoretical X-ray diffraction 
patterns of the "graphite L4-8 – LA7" phase transition were calculated for the experimental identification 
of LA7 phase. The calculated powder X-ray diffraction pattern of the orthorhombic polymorph of dia-
mond differs greatly from the X-ray diffraction patterns of graphite or cubic and hexagonal diamond 
polytypes. 

Keywords: diamond; grapheme; polymorphism; structure formation; computer simulation. 
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СОВМЕСТНАЯ ПОВЕРХНОСТНАЯ СЕГРЕГАЦИЯ СЕРЕБРА 
И ОЛОВА В ТРОЙНЫХ СПЛАВАХ Cu–Ag–Sn 
 

А.В. Гусев, С.И. Морозов, А.Е. Чудаков 
Южно-Уральский государственный университет, г. Челябинск, Российская Федерация 
E-mail: gusevav@susu.ru 

Выполнено исследование сплавов Cu–Ag–Sn методами ТПД и стати-
стического моделирования. Представлены результаты ТПД эксперимента 
по совместной поверхностной сегрегации атомов Ag и Sn в разбавленных 
растворах серебра и олова в меди в поликристаллическом и жидком со-
стояниях. Приведены также данные компьютерного моделирования по-
верхности этих сплавов методом Монте-Карло в сочетании с методом по-
груженного атома. 

Ключевые слова: температурно-программируемая десорбция (ТПД); метод 
Монте-Карло; метод погруженного атома; медь; серебро; олово. 

 

Экспериментальное исследование поверхности сплавов Cu–Ag–Sn методом ТПД 
Исследуемые сплавы выплавлены в индукционной печи в атмосфере гелия марки ВЧ из бес-

кислородной меди (99,99 % Cu) и чистых металлов Ag (99,999 %) и Sn (99,999 %). С целью гомо-
генизации металла делали 10 мин выдержку расплава при 1500 К и последующий отжиг в тече-
ние двух часов при 1100 К. Очистка исследуемой поверхности перед регистрацией ТПД спектров 
достигалась путем неоднократных нагревов образца в вакуумной камере масс-спектрометра до 
температуры 1300 K, а также при первом плавлении металла [1]. В методе ТПД измеряли потоки 
термодесорбции различных компонентов с поверхности металла, как при его нагреве с постоян-
ной скоростью ~7 К/с, так и при последующем охлаждении. Измеряли потоки частиц для сле-
дующих линий масс спектра: 63 и 65 а.е.м. (Cu); 53,5 и 54,5 (Ag2+); 107 и 109 (Ag+); 120 (Sn) и 152 
(SnO2). 

Результаты эксперимента представлены в виде ТПД спектров – зависимостей потока десорб-
ции I частиц определенного вида от температуры. Для определения величин энергии активации 
термодесорбции E и поверхностной концентрации Θ компонентов сплава ТПД спектры строили в 

координатах ln( ) 1I T T−  (рис. 1), в которых каждый линейный участок спектра соответствует 
постоянной поверхностной концентрации всех компонентов в данном температурном интервале. 

Низкотемпературные участки ТПД спектров (1070…1170 К) соответствуют малой скорости 
термодесорбции атомов, что не приводит к заметному уменьшению их поверхностных концен-
траций. В этом первом состоянии поверхности поликристалла энергия активации десорбции ато-

Рис. 1. ТПД спектры компонентов сплава Cu98Ag1Sn1;  
температура ликвидус TЛ = 1350 К, температура солидус TC ≈ 1300 К 
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мов – компонентов сплава составляет ECu=(3,4±0,1) эВ, ESn=(3,3±0,2) эВ, EAg=(2,6±0,2) эВ. Полу-
ченные значения оказались близкими к соответствующим величинам E для чистых металлов [1, 
2]. Это позволяет сделать вывод о ближайшем атомном окружении десорбирующихся частиц: их 
десорбция происходит из областей поверхности сплава, обогащенных данным компонентом, т.е. 
из обособленной поверхностной фазы. 

В предликвидусной области температур (1270…1330 К) реализуется второе поверхностное 
состояние. При переходе к нему значительно снижается рост потока термодесорбции (ТД) атомов 
Ag (наклон участка ТПД спектра) при одновременном дополнительном росте потоков десорбции 
ICu и ISn. Причиной этого является уменьшение поверхностной концентрации NAg; по-видимому, 
атомы серебра образуют преимущественно немногослойные островки, в отличие от поверхност-
ной фазы на основе олова. 

При плавлении металла наблюдаются значительные изменения потоков десорбции серебра и 
олова противоположного характера: рост IAg в 2,5 раза и снижение ISn в 4 раза. Это свидетельст-
вует о том, что при переходе к жидкому состоянию сплава резко изменяется степень поверхност-
ной сегрегации Ag и Sn в разбавленных растворах на основе меди. При этом островки поверхно-
стной фазы, содержащей олово, по-видимому, растворяются в объеме расплава. 

Объемный фазовый переход кристаллизации металла сопровождается ростом потоков де-
сорбции атомов Ag и Sn, но он проявляется различно. Так, для атомов Ag наблюдается узкий пик 
скорости десорбции, который, по-видимому, вызван стимулированием поверхностной сегрегации 
серебра протеканием объемного фазового перехода [1]; при этом скачкообразно увеличивается 
степень заполнения поверхности атомами серебра: ΘAg. Стимулирование процесса десорбции 
атомов Ag осуществляется благодаря дополнительному возбуждению атомов теплотой сегрега-
ции – энергией, которая выделяется при интенсивной поверхностной сегрегации серебра [1]. А 
для олова при кристаллизации металла происходит плавный рост потока десорбции ISn, вследст-
вие восстановления степени заполнения поверхности ΘSn до значения, соответствующего поли-
кристаллу. 

Третье состояние поверхности расплава ограничено надликвидусной областью температур: 
интервал 1430…1450 K. В ТПД эксперименте эта область выбрана достаточно малой, чтобы при 
высокой скорости десорбции атомов Ag и Sn для разбавленных растворов этих компонентов со-
хранить объемный состав образца, с целью получения воспроизводимых результатов в серии 
ТПД спектров. 

По ТПД спектрам оценили степени заполнения поверхности Θi как относительные мольные 
концентрации компонентов, определяемые формулой: 

Cu Ag Sn( )i iN N N NΘ = + + ,         (1) 

где Ni – число атомов i-го компонента в первом атомном слое. 
Для оценки Θi необходимы следующие величины: ai

(j,k) – отношения интенсивностей потоков 
десорбции в j- и k-состояниях поверхности, порядки десорбции частиц xi и эффективные площа-
ди σi, занятые атомом каждого компонента в поверхностном слое [3]. Значения x = 1 для всех 
атомов: Cu, Ag и Sn; несмотря на то, что серебро и олово в поверхностном слое сплава образуют 
островковые структуры [4], энергетически выгодной является десорбция атомов Ag и Sn с по-
верхности островков, а не с их периметра. 

Для определения отношений эффективных площадей атомов в поверхностном слое исполь-
зовали соотношения радиусов атомов, найденные по параметрам кристаллической решетки мо-
нокристаллов, соответственно: 

2 1 3 1 3 21,2, 1,2, 1,0σ σ σ σ σ σ= = = ,            (2) 
где индекс 1 – для атомов Cu, 2 – атомов Ag, 3 – атомов Sn. 

Параметры ТПД спектров ai
(j,k), определяемые равенствами (3): 

(1,2) (1) (2) (1) (2) (2,3) (2) (3) (2) (3),i i i i i i i i i ia I I N N a I I N N= = = = ,          (3) 
атомов Cu, Ag и Sn находили, экстраполируя линейные участки ТПД спектров к одной темпера-
туре. Совместный анализ этих ТПД спектров выявляет три состояния поверхности сплавов, каж-
дому из которых соответствует линейный участок спектра с постоянной поверхностной концен-
трацией всех компонентов в данном температурном интервале. Для расчета по результатам экс-
перимента степени заполнения Θi поверхности металла использовали отношения потоков термо-
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десорбции атомов Cu, Ag и Sn, найденные из ТПД спектров при температурах T1 = 1200 K (ai
(1,2)) 

и T2 = 1400 K (ai
(2,3)), для двух последовательных состояний поверхности (табл. 1). 

Таблица 1 
Отношения потоков термодесорбции частиц ai

(j,k) для различных состояний поверхности сплава Cu98Ag1Sn1 

Коэффициенты ai
(j,k) для расчета степеней заполнения поверхности компонентами сплава 

Cu Ag Sn 
a1

(1,2) a1
(2,3) a2

(1,2) a2
(2,3) a3

(1,2) a3
(2,3) 

0,80±0,05 1,10±0,05 2,60±0,10 0,40±0,05 0,70±0,05 4,10±0,10 
С использованием этих данных по формулам проведен расчет величин Θi – степени заполне-

ния поверхности компонентами сплава Cu–Ag–Sn, содержащего в объеме по 1,0 ат.% Ag и Sn, в 
трех поверхностных состояниях: первое и второе из них относятся к поликристаллу, а третье – к 
жидкому металлу. Результаты расчетов величин Θi для этого сплава приведены в табл. 2. 

Этот расчет показал, что заполнение поверхности фазой серебра снижается при нагреве ме-
талла от Θ1 = 0,26 до Θ2 = 0,10, а в жидком состоянии вновь достигает Θ3 = 0,24. По-видимому, во 
втором состоянии поверхностная фаза серебра находится в равновесии с приповерхностным сло-
ем сплава, обедненным серебром вследствие его интенсивной сегрегации при непрерывной де-
сорбции атомов Ag. В связи с этим для оценки доли поверхностных фаз провели второй расчет на 
основе параметров ТПД спектров для двух состояний поверхности: низкотемпературного поли-
кристаллического (1) и жидкого (3). Результаты этих двух расчетов практически совпадают. 

Таблица 2 
Состав поверхности сплава Cu98Ag1Sn1 в различных температурных интервалах 

Температурный интервал  
поверхностного состояния, К 

Степень заполнения Θi поверхности компонентами сплава 
Ag Sn Cu 

1070…1170, поликристалл 0,26±0,03 0,10±0,02 0,62±0,07 

1270…1330, поликристалл 0,10±0,02 0,14±0,02 0,78±0,07 

1430…1450, расплав 0,24±0,05 0,03±0,01 0,70±0,10 

В поликристаллическом состоянии сплава Cu98Ag1Sn1 примерно третья часть его поверхно-
сти заполнена атомами Ag и Sn (ΘAg = 0,26; ΘSn = 0,10), в жидком состоянии преобладает поверх-
ностная фаза серебра (ΘAg = 0,24), а заполнение оловом снижается до ΘSn = 0,03 (рис. 2). 
 

Статистическое моделирование поверхностного слоя сплавов Cu–Ag–Sn 
Компьютерное моделирование поверхностного слоя 

сплавов, выполненное методом Монте-Карло в сочетании 
с методом погруженного атома (МПА), предпринято с це-
лью подтверждения предложенных в результате ТПД экс-
перимента структурных моделей поверхности сплавов в 
твердом и жидком состояниях. 

Метод МПА выбран в качестве основного средства 
описания энергии межатомного взаимодействия, исходя из 
анализа особенностей поверхностного слоя. С одной сто-
роны, он позволяет рассчитывать многие поверхностные 
свойства: поверхностное натяжение, релаксацию и рекон-
струкцию поверхностей, поверхностную сегрегацию и 
структуру поверхностных фаз. С другой стороны, метод позволяет вычислять и ряд объёмных 
свойств: структуру жидких металлов и сплавов, а также структуру границ зёрен и межфазных 
границ, диффузию, температурное расширение и др. Моделирование этих объёмных свойств 
можно проводить в равновесии с поверхностью, в одном вычислительном эксперименте. При-
влекательной стороной метода является тот факт, что входными параметрами моделирования 
поверхностного слоя являются только объёмные свойства монокристаллов. Выбранный метод 
достаточно универсален: с его помощью моделировали s-, p-, d-элементы, металлы и неметаллы, 
чистые и в химических соединениях. МПА успешно работает в рамках и метода Монте-Карло, и 
молекулярной динамики. МПА вычислительно эффективен, по затратам времени он сравним с 
подходом парных модельных потенциалов. 

В алгоритме моделирования Монте-Карло МПА служит одной из процедур: средством вы-
числения энергии межатомного взаимодействия ансамбля. Она является суммой энергии притя-

Рис. 2. Степень заполнения Θi  
поверхности компонентами сплава 
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жения данного атома к остальным и энергии отталкивания, равной полусумме парных взаимо-
действий кулоновского отталкивания положительных ионов. Энергию притяжения представляют 
в виде характеристической для каждого элемента функции электронной плотности: Fi(ρi), созда-
ваемой соседними атомами в точке, где находится данный атом. В результате энергия межатом-
ного взаимодействия представляется в виде: 

( )1
( )

2i i ij ij
i i j i

E F Rρ φ
≠

= +  .          (4) 

Здесь первое слагаемое есть энергия притяжения данного атома к остальным – энергия вне-
дрения, её аргумент ρi – это суммарная электронная плотность, создаваемая в точке, где находит-
ся данный атом; второе слагаемое – энергия кулоновского отталкивания. 

Конкретный вид вычислительного алгоритма зависит от используемого термодинамического 
ансамбля. В настоящей работе моделирование проведено в каноническом ансамбле (N,V,T). Из-
менения атомных конфигураций осуществляли не только малыми смещениями атомов в ячейке 
моделирования, но и обменами атомов, что значительно ускоряет достижение состояния равно-
весия. Для каждой рассмотренной объемной концентрации и температуры перед усреднением 
было проведено от 1,0 до 2,5 млн атомных конфигураций, хотя равновесие наблюдалось уже 
примерно на 500-тысячном шаге. Температуры для моделирования твердого и жидкого металла 
были выбраны T1 = 750 K и T2 = 1500 K, чтобы можно было сравнивать результаты с полученны-
ми ранее для двойных сплавов [5]. 

С учётом масштаба взаимодействий, присущего методу МПА, определены минимально до-
пустимые размеры вычислительной ячейки. Они были выбраны таким образом, чтобы в поверх-
ности формировалась структура (111)Cu, обладающая минимальной поверхностной энергией и 
максимальной упаковкой: 9 ближайших соседей для поверхностного атома против 12 для атома в 
объеме. Размер вычислительной ячейки составлял 6x6x6(7). Фактически в ячейке было 7 слоев, 
но энергия атомов нижнего слоя не включалась в расчеты, поскольку, в противном случае, в 
ячейке было бы две поверхности, а моделируемая структура представляла бы собой пленку, а не 
верхние слои металла. Две другие пары граней вычислительной ячейки были связаны периодиче-
скими условиями. При таких условиях поверхностная концентрация, в среднем по многим кон-
фигурациям, получалась с точностью до целых значений (в атомных процентах), что вполне при-
емлемо, с учетом больших значений поверхностных концентраций. 

Набор параметров, описывающих в МПА отталкивательное взаимодействие атомов, опреде-
лен, в основном, в процессе моделирования упругих свойств монокристаллов. Для этого в пред-
варительных расчётах было достаточно воспроизвести упругие и вакансионные свойства чистых 
элементов или их сплавов с получением набора параметров, описывающих эти элементы в рам-
ках метода МПА. Эти параметры данного элемента не изменяются при переходе от расчета объ-
емных свойств к поверхности, а также при переходе от чистого вещества к сплавам. Для атомов 
Cu и Ag параметры заимствованы из работы [6], а для Sn определены по упругим постоянным 
чистого Ag и сплава Ag – 3,18 ат.% Sn [5]. 

В целом реализованная методика моделирования Монте-Карло с вычислением энергии по 
методу МПА позволяет проводить расчёты разнообразных свойств металла. Для сплавов она по-
зволила оценить степень поверхностной сегрегации компонентов, получить характеристики по-
верхностных структур и профили концентрации компонентов сплава. 

Достаточно информативной характеристикой исследованных сплавов является энергия связи 
поверхностных атомов Eсв, – именно эта величина равна энергии активации термодесорбции E, 
измеряемой в ТПД эксперименте. Результаты моделирования и экспериментальные значения 
представлены в табл. 3. 

Отметим, что для жидкого состояния сплава Cu–Ag–Sn, содержащего по 1 ат.% Ag и Sn, зна-
чения связи поверхностных атомов меди и серебра близки к соответствующим значениям энер-
гии активации десорбции. Для атомов олова последняя больше, чем энергия связи; причиной это-
го может быть различие поверхностных фаз на основе олова при моделировании и в ТПД экспе-
рименте. 

Эволюция структуры поверхности по мере моделирования сопровождалась выходами атомов 
в адсорбционный слой и поэтому значение поверхностной концентрации представляет собой 
сумму концентраций в первом слое поверхности и в адсорбционном слое, расположенном над 
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ней. Послойные концентрации в объемных слоях были не одинаковы, но охарактеризовать их как 
монотонные или осциллирующие однозначно нельзя, поэтому отметим только, что их величины 
значительно отличаются от поверхностных концентраций. 

Таблица 3 
Энергия связи поверхностных атомов Eсв и энергия активации термодесорбции E компонентов сплавов  

Cu–Ag–Sn в различных температурных интервалах 

Состав сплава Температурный интервал 
Метод  

определения 

Энергия Eсв и E  
компонентов сплава, эВ 

Cu Ag Sn 
Cu98Ag1Sn1 

В моделировании: 
(0,9±0,2) ат.% Ag 
(0,9±0,1) ат.% Sn 

750 K, кристалл модель 3,7±0,3 3,2±0,3 2,4±0,2 
1070…1170 K, поликристалл ТПД эксперимент 3,4±0,1 2,6±0,2 3,3±0,2 

1500 K, расплав модель 3,1±0,3 2,7±0,3 2,5±0,2 
1430…1450 K, расплав ТПД эксперимент 3,4±0,5 2,6±0,5 3,3±0,5 

Cu91Ag4,5Sn4,5 
750 K, кристалл 

модель 
3,7±0,3 3,2±0,3 2,5±0,2 

1500 K, расплав 3,5±0,3 2,9±0,3 3,1±0,3 
 

Таблица 4 
Состав поверхности сплавов Cu–Ag–Sn в различных температурных интервалах 

Состав сплава 
Температурный 

интервал 
Метод определения 

Степень заполнения Θi поверхно-
сти 

Ag Sn Cu 

Cu98Ag1Sn1 
В моделировании: 
(0,9±0,2) ат.% Ag 
(0,9±0,1) ат.% Sn 

750 K, кристалл модель 0,27±0,05 0,31±0,05 0,40±0,07 
1070…1170 K, по-

ликристалл 
ТПД эксперимент 0,26±0,03 0,10±0,02 0,62±0,07 

1500 K, расплав модель 0,08±0,02 0,14±0,03 0,80±0,10 
1430…1450 K, рас-

плав 
ТПД эксперимент 0,24±0,05 0,03±0,01 0,70±0,08 

Cu91Ag4,5Sn4,5 
750 K, кристалл 

модель 
0,32±0,05 0,33±0,05 0,31±0,05 

1500 K, расплав 0,26±0,05 0,30±0,05 0,50±0,10 
В моделировании для твердого состояния сплава Cu98Ag1Sn1 поверхностные концентрации 

серебра и олова составляют ≈30 ат.%, что для атомов Ag близко к результатам ТПД эксперимен-
та; для жидкого состояния этого сплава вычисление дает снижение поверхностных концентраций 
в 2–3 раза: до 8 ат.% Ag и 14 ат.% Sn. Таким образом, и ТПД эксперимент, и моделирование по-
казывают превышение в 10–30 раз поверхностных концентраций Ag и Sn над объемными вели-
чинами, как в твердом, так и в жидком состоянии сплава. 

Моделирование позволило получить микроскопические картины поверхности сплавов. В ре-
зультате можно выделить структуры, специфичные для твёрдого и жидкого состояния металла. 

В поверхности кристалла (111)Cu(Ag) (рис. 3) атомы меди и серебра группируются в отдель-
ных поверхностных фазах. Атомы Ag образуют структуры p(1x1), а также наблюдается вытесне-
ние отдельных атомов Ag в адсорбционные состояния над поверхностью. Для расплава характер-
на поверхность на основе меди, более гладкая, без чётко выраженного адслоя; значительная доля 
атомов Ag пребывает отдельно от других атомов серебра, т.е. в окружении атомов меди. 

Для поверхности кристалла (100) Cu (Sn) (рис. 4) выявлено, что наиболее устойчива структу-
ра c(2x2)Sn, а в поверхности (100) и в жидком состоянии – структура p(1x2)Sn. Обе поверхност-

a)    б) 
Рис. 3. Структура поверхности сплава Cu-3 ат.% Ag: а) поверхность (111)Cu(Ag) при T1 = 750 K,  

“A” – адатомы Ag; б) расплав при T2 = 1500 K 
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ные структуры примерно эквивалентны, поскольку отражают одновременную выгодность обра-
зования связей Sn–Sn и чередования атомов Cu и Sn; возможно сочетание этих структур. 

Полученные в ходе моделирования профили концентрации (рис. 5) дополняют сведения о 
поверхностной сегрегации. Для атомов Sn, в отличие от Ag, не наблюдаются адсорбционные со-
стояния над первым монослоем, но во 2-м, 3-м и даже в 4-м слоях имеется избыток атомов олова 
по сравнению с объемной концентрацией. Сопоставление микроструктур поверхностного слоя и 
профилей подтверждает двухслойное размещение атомов Sn в кристаллическом состоянии спла-
вов Cu–Sn. 

Таким образом, в поверхности двойных сплавов образуются островковые структуры с сораз-
мерными подложке (т.е. поверхности меди) двумерными решетками. Для сплавов Cu–Sn выде-
ляются зигзагообразные двумерные цепочки. В поверхности тройных сплавов Cu–Ag–Sn также 
наблюдается образование цепочек, но с шахматным порядком, где атомы Sn «сшивают» атомы 
Ag. Даже по значениям концентраций можно заметить, что эти цепочки занимают до 
2/3 поверхности. На микрокартинах видно, что цепочки на поверхности кристалла разветвлен-
ные, а на поверхности расплава – короткие, состоящие обычно из трех атомов. 

Для сплава Cu98Ag1Sn1 в поверхности практически отсутствуют связи Sn–Sn, а для 
Cu91Ag4,5Sn4,5 – связи Ag–Ag. Цепочки из 2–3 атомов Ag и Sn наблюдаются и в объеме – в твер-
дом состоянии, а в жидкости преобладают изолированные атомы. Кроме того, в объеме жидких 
сплавов наблюдаются вакансии. Вследствие этого координационное число ближайших соседей 
снижается с 12 до 10. 

В поверхности твердых трехкомпонентных сплавов обнаружен интересный эффект уплотне-
ния атомов Cu в плоскости поверхности, сопровождающийся увеличением промежутка между 
цепочками Sn–Ag–…–Sn и атомами меди. В двойных системах наблюдалось сжатие первого 
межслойного промежутка. По сути, это одинаковые явления по компенсации уменьшения числа 
ближайших соседей в поверхности. 

В целом, модельные результаты, полученные в этой системе, находятся в количественном 
согласии с расчётами поверхностной концентрации на основе данных ТПД эксперимента, и до-
полняют их новой информацией о структуре. В частности, высокое значение концентрации олова 
во втором слое модели подтверждает гипотезу о двухслойном характере сегрегации олова. 

Информацию о структуре поверхностных фаз дает совокупность следующих эксперимен-
тальных данных: величин Θ для Ag и Sn, значения порядков десорбции x = 1, а также характер 
изменений Θ при переходе от первого состояния поверхности ко второму и затем – к расплаву. 
Анализ этих результатов приводит к следующему заключению. 

a)    б) 
Рис. 5. Микроскопический профиль концентрации Sn в расплавах Cu–Sn при T=1500 K:  

а) 3,0 ат.% Sn; б) 0,5 ат.% Sn; атомы Sn – чёрного цвета 

a)              б) 
Рис. 4. Структура поверхностных фаз в сплавах Cu–Sn: а) фаза c(2x2); б) фаза p(1x2). На рис. 4. а) показаны 
следующие элементарные ячейки: 1 – поверхностного слоя; 2 – ячейка ГЦК; 3 – поверхностной фазы олова 
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Поверхностная фаза на основе Ag и в поликристаллическом состоянии, и в жидком пред-
ставляет собой плоские, практически монослойные островки, по-видимому, со структурой p(1x1), 
как и в двойных растворах Cu(Ag) [5]. При кристаллизации металла наблюдаются пики стимули-
рованной десорбции, при этом скачкообразно увеличивается заполнение поверхности ΘAg, в том 
числе, происходит заполнение адсорбционных надповерхностных состояний. 

Атомы олова образуют трехмерную поверхностную фазу, для которой степень заполнения 
поверхности поликристалла Θ1 ≈ Θ2 = 0,10 остается неизменной в широком температурном ин-
тервале (1070…1330 К). Эта поверхностная фаза на основе олова становится неустойчивой на 
поверхности расплава и вновь образуется при кристаллизации металла: при этом восстанавлива-
ется величина ΘSn до значения, соответствующего поликристаллу при его нагреве. Дальнейшее 
охлаждение металла, как и его нагрев в этом температурном интервале, практически не изменяет 
ΘSn, что возможно в случае многослойных островков фазы, содержащей олово. 
 

Выводы 
1. ТПД эксперимент для сплава Cu98Ag1Sn1 выявил следующее. Во-первых, по измеренным 

значениям энергии активации термодесорбции E сделан вывод о ближайшем атомном окружении 
десорбирующихся частиц: их десорбция происходит из областей поверхности сплава, обогащен-
ных данным компонентом. Во-вторых, изменения потоков десорбции атомов Ag и Sn при нагреве 
металла и плавлении – кристаллизации приводит к заключению, что атомы Ag образуют, в ос-
новном, немногослойные островки. 

2. Разработана и реализована методика моделирования поверхности тройных разбавленных 
растворов Cu(Ag,Sn) методом Монте-Карло с вычислением энергии межатомного взаимодейст-
вия по МПА. Использование метода МПА позволило избежать априорных предположений о со-
ставе и структуре поверхности сплавов. 

3. Основные результаты компьютерного моделирования поверхности сплавов Cu100–2xAgxSnx 
(1,0 и 5,0 ат.%) заключаются в следующем. Энергия связи поверхностных атомов Eсв близка к 
экспериментальным энергиям активации термодесорбции E для атомов Cu и Ag, но существенно 
отличается для атомов олова; причиной этого является различие поверхностных фаз олова при 
моделировании (Sn) и в ТПД эксперименте. Во-вторых, в моделировании для твердого состояния 
сплава Cu98Ag1Sn1 поверхностные концентрации ΘAg ≈ ΘSn= 30 ат.%, что для атомов Ag близко к 
результатам ТПД эксперимента; в расплаве степень поверхностной сегрегации снижается до 
8 ат.% Ag и 14 ат.% Sn. И ТПД эксперимент, и моделирование дают превышение в 10 – 30 раз 
поверхностных концентраций Ag и Sn над объемными величинами, как в твердом, так и в жид-
ком состоянии сплава. В-третьих, в компьютерных моделях выявлены поверхностные структуры 
в виде зигзагообразных цепочек атомов Sn, которые чередуются с цепочками атомов Ag. Профи-
ли концентрации олова в сплавах подтверждают гипотезу о двухслойном характере сегрегации 
олова. 
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The study of Cu–Ag–Sn ternary alloys by the methods of temperature-programmed desorption 
(TPD) and statistical modeling is сarried out. The results of the TPD experiment on the combined sur-
face segregation of Ag and Sn atoms in dilute solutions of silver and tin in copper in polycrystalline and 
liquid states are presented. It was found out that the desorption of particles from the surface of the alloy 
occurs from regions enriched with this component. In addition, the silver atoms form, in the main, 
slightly layered islets. Data are also provided for computer simulation of the surface of these alloys by 
the Monte Carlo method in combination with the embedded atom method (EAM). Using the EAM 
method, it was possible to avoid a priori assumptions about the composition and structure of the alloy 
surface. Simulation showed that the binding energy of surface atoms is close to the experimental activa-
tion energies of thermal desorption for Cu and Ag atoms. But there is a significant difference for tin at-
oms. Secondly, in the modeling for the solid state of the Cu98Ag1Sn1 alloy, the surface concentrations of 
ΘAg ≈ ΘSn = 30 at.%, which for Ag atoms are close to the results of the TPD experiment. In the melt, the 
degree of surface segregation is reduced to 8 at.% Ag and 14 at.% Sn. Both the TPD experiment and the 
simulation give an excess of 10 to 30 times the surface concentrations of Ag and Sn over bulk values, 
both in the solid and in the liquid state of the alloy. Third, computer models reveal surface structures in 
the form of zigzag chains of Sn atoms, which alternate with chains of Ag atoms. The profiles of tin con-
centrations in alloys confirm the hypothesis of a two-layered character of segregation of tin. 

Keywords: temperature-programmed desorption (TPD); Monte Carlo method; embedded atom 
method; copper; silver; tin. 
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ДИЛАТОМЕТРИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ КРИТИЧЕСКИХ ТОЧЕК 
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При скоростях нагрева и охлаждения до 30 °С/мин записаны дилато-
граммы для различных режимов термической обработки высокопрочной 
мартенситной стали 13Х11Н2В2МФ и определены её важнейшие критиче-
ские точки. При малых скоростях нагрева температура образования аусте-
нита AC1 составляет 750 °С, однако её положение  зависит от скорости на-
грева и однородности состава образцов по объёму и может достигать 810 °С. 
Показано, что существенное влияние на мартенситную точку исследуемой 
стали оказывает температура начала охлаждения, длительность выдержки 
и наличие температурных остановок, если они сопровождаются выделени-
ем из аустенита карбидных частиц. Второй использованный в исследовании 
метод измерения AC1 основан на анализе графика зависимости твёрдости 
образцов закалённой стали от температуры отпуска  при фиксированной 
длительности отпуска (2 ч). Пока температура выдержки не превысит AC1, в 
образцах проходят процессы, приводящие к снижению твердости. Однако 
как только повышаемая температура переходит через критическую точку,  
наряду с отпуском сохранившегося  мартенсита начинается образование 
кристаллов аустенита, что после резкого охлаждения в воде вновь приводит 
к повышению твёрдости. Поэтому минимум твёрдости соответствует тем-
пературе AC1. Этот метод дал такой же результат, что и дилатометрия, 
AC1 = 750 °С. 

Ключевые слова: мартенситное превращение; дилатометрическое иссле-
дование; механические свойства; сталь 13Х11Н2В2МФ. 

 
Введение 

Сталь 13Х11Н2В2МФ разработана как высоколегированная хромистая  жаропрочная сталь 
мартенситного класса для температур эксплуатации до 600 °С [1].Однако конструкторы, обратив 
внимание на повышенное сопротивление коррозии, хладостойкость и значительную ударную 
вязкость при отрицательных температурах, начали применять эту сталь  для ответственных дета-
лей нефтяных насосов, вентилей и других запорных устройств  нефтепроводов. Эти детали име-
ют разную массу, поэтому для них скорость охлаждения после обычно применяемого после за-
калки высокого отпуска изменяется в довольно широких пределах. При замедленном охлаждении 
массивных деталей может возникнуть  обратимая отпускная хрупкость [2, 3], усиленная выделе-
ниями карбидной фазы. С этим явлением столкнулась, по-видимому, фирма  «Конор», произво-
дящая подобную продукцию. В этом случае необходимо разработать специальный режим терми-
ческой обработки стали 13Х11Н2В2МФ. Но уже на первых шагах исследования в этом направле-
нии возникли проблемы, обусловленные отсутствием в литературе [4] полной информации о 
критических точках этой стали. Поэтому в данной работе методом дилатометрии исследованы 
критические точки и их смещение при изменении скоростей охлаждения и нагрева в относитель-
но больших пределах. Существенное влияние на мартенситную точку оказывает температура на-
чала охлаждения, длительность выдержки и наличие температурных остановок, если они сопро-
вождаются выделением из аустенита карбидных частиц. 

 
Материал и методика эксперимента  

Дилатометрические образцы длиной 25 мм и диаметром 4 мм были выточены из заготовок, 
отрезанных от поковки, которая находилась в состоянии закалки от 1000 °С на воздухе. Химиче-
ский состав стали приведен в табл. 1. 
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  Таблица 1 
Содержание легирующих элементов в стали 13Х11Н2В2МФ  (масс. %)  

 
Эксперименты проводились в лаборатории физических исследований Южно-Уральского го-

сударственного университета на дилатометре L76/1600 фирмы «Linseis», обеспечивающем нагрев  
и охлаждение со скоростью  до 30 °С/мин. Были опробованы несколько режимов нагрева и охла-
ждения стали 13Х11Н2В2МФ (табл. 2) для того, чтобы установить положение основных критиче-
ских точек: АС1 – температуры начала образования аустенита (γ-фазы) при нагреве, Аr1 – темпера-
туры начала выделения α-фазы при охлаждении, Bs – температуры начала превращения аустенита 
в бейнит; МS – температуры начала превращения аустенита в мартенсит. 

 
Таблица 2 

Критические точки  стали  13Х11Н2В2МФ для некоторых режимов термообработки ( °С) 

№ Режимы термической обработки AC1 Ar1 Bs Ms 
1 Нагрев до  980 °С (Vнагр= 20 °С/мин), выдержка 30 мин и 

охлаждение (Vохл=10оС/мин). 
810 – – 326 

2 Повторный нагрев образца №8 до  950 °С (Vнагр=  30 °С/ 
мин), выдержка 30 мин., и охлаждение (Vохл= 5 °С/мин). 

760 720 – 430 

3 Нагрев до  850 °С (Vнагр= 20 °С/мин), выдержка 1 час, 
охлаждение (Vохл= 10 °С/ мин) 

755 – – 337 

4 Нагрев до  850 °С (Vнагр= 5 °С/мин), выдержка 30 мин., 
охлаждение (Vохл=30 °С/ мин). 

750 740 470 400 

5 Нагрев до 820 °С (Vнагр= 5 °С/мин), выдержка 2 час, ох-
лаждение (Vохл=   5 °С/ мин.). 

750 746 – 440 

6 Нагрев до  820 °С (Vнагр= 20 °С/мин), охлаждение на 
720 °С, выдержка 1 час и последующее охлаждение, 
(Vохл=   5 °С/ мин) 

748 – – 403 

7 Нагрев до  820 °С (Vнагр= 20 °С/мин), охлаждение на 
720 °C (Vохл=   5 °С/ мин), выдержка 2 час, охлаждение 
(Vохл=   10 °С/ мин) 

743 610  400 

8 Нагрев до  820 °С (Vнагр= 20 °С/мин), выдержка 30 мин, 
охлаждение на 720 (Vохл=   5 °С/ мин), выдержка 1 час и 
последующее охлаждение (Vохл=   10 °С/ мин) 

750 –  406 

 
Результаты 

Дилатограммы образцов, термообработанных по различным режимам, приведенным в 
табл. 2, представлены на рис. 1. Рассмотрим в качестве примера одну из них, соответствующую 
режиму № 1. Восходящая почти прямая линия в основном отражает тепловое расширение образ-
ца с исходной мартенситной структурой и слабо тетрагональной объёмноцентрированной атом-
ной  решёткой (α-фаза). Начиная с 810 °С, наблюдается изгиб этой линии вниз, что обусловлено 
образованием новой фазы – аустенита, которая имеет более плотноупакованную, чем α-фаза, 
гранецентрированную кубическую атомную решётку, а потому  и меньший удельный объём. Об-
разование α-фазы отражается на дилатограмме уменьшением длины образца между 810 и 860 °С. 
При дальнейшем повышении температуры удлинение вновь возрастает почти по прямой, но её 
наклон заметно больше, чем для исходной, поскольку коэффициент теплового расширения ау-
стенита  выше, чем у α-фазы. Тридцатиминутная выдержка при 980 °С неожиданно вызвала не-
большое удлинение образца, т. е. смещение точки вверх. Поскольку на образец не действуют рас-
тягивающие усилия и, следовательно, проявление ползучести невозможно, то причиной удлине-
ния, видимо, является увеличение объёма образца вследствие растворения в нем азота и кислоро-
да из атмосферы при выдержке. Для этого же режима термообработки наблюдалось самое высо-
кое значение температуры AC1 ,что обусловлено иными причинами. 

 
 

C Si Mn S P Cr Ni Mo V W Cu 
0,144 0,60 0,23 0,005 0,005 10,8 1,50 0,37 0,29 1,86 0,13 
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а) 

 

б) 

в) г) 

Рис. 1. Дилатограммы, соответствующие режимам термической обработки в табл. 2: а) режимы 1 и 2;  
б) режимы 3 и 4; в) режимы 5 и 6; г) режимы 7 и 8 

 
В двухфазной области (γ+α) диаграммы состояний равновесная концентрация хрома в аустените 
меньше, чем в α-фазе, поэтому для зарождения аустенита необходимы не только флуктуации 
энергии для  образования межфазной границы, но и флюктуации состава. Поэтому скорость об-
разования аустенита  уменьшается  при увеличении степени гомогенности по составу сплава. Ре-
жим 1, по которому отсутствуют выдержки, приводящие к выделению карбидов хрома и железа, 
создающих в стали химическую неоднородность, должен приводить к невысокой скорости обра-
зования γ-фазы и, как следствие, к значительному повышению точки AC1 при использованных 
относительно высоких скоростях нагрева (20 °С/мин). Но если сначала (см. режим 2) провести 
нагрев образца до 750 °С и выдержку с последующим охлаждением, а затем осуществить высо-
котемпературный нагрев, то AC1 снижается до 760 °С, и даже появляется точка Ar1, что свиде-
тельствует о малой прокаливаемости стали после термообработки по этому режиму. Мартенсит-
ная точка повысилась до 420 °С, что также косвенно указывает на низкую концентрацию углеро-
да в γ-фазе. Дилатограммы обработок по другим режимам, указанным в табл. 2, показали, что 
точки AC1 находятся при 750 °С или вблизи этой температуры. После нагрева на 820 °С и вы-
держки 30 мин (режим 4) или 2 ч (режим 5) образовавшийся аустенит не обладает заметной ус-
тойчивостью. При его охлаждении со скоростью 5 °С/мин проявляются критические точки нача-
ла образования феррита Ar1 (740–746 °С), а Ms составляют 400–440 °С, и в этих случаях можно  
констатировать очень низкое содержание углерода в аустените, особенно для режима 5. Интерес-
ные результаты были получены для режимов № 6 и 7, когда образцы нагревали до 820 °С, а затем 
охлаждали, переходя на изотерму 720 °С, выдерживали 1 или 2 часа соответственно и оконча-
тельно охлаждали (рис. 1, г). Участок выдержки при 720 °С на дилатограмме не вертикальный, а 
имеет серпообразный вид. Это означает, что при рассматриваемой температуре развивается ус-
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коряющееся во времени γ–α  превращение, которое сопровождается интенсивным выделением 
тепла. Переход к охлаждению по завершению выдержки сначала останавливает превращение, из-
за чего на дилатограмме появляется острый угол, но затем оно возобновляется и продолжается 
примерно до 600 °С. Определить критическую точку AC1 можно иначе, используя зависимость 
твердости закаленной стали от температуры  при фиксированной длительности отпуска (2 часа). 
Охлаждение образцов после отпуска производилось в воде. На рис. 2 представлен график такой 
зависимости для довольно широкого интервала температур отпуска. Важно понимать, что, пока 
температура выдержки не превысит критическую точку AC1, в образцах будет происходить имен-
но отпуск закаленной стали: выделение из мартенсита частиц карбида Fe3C при низких темпера-
турах или (Fe,Cr)23C6 выше 500 °С, их коагуляция, аннигиляция дислокаций, образование субзе-
ренной структуры и другие процессы [5], приводящие к снижению твердости. Однако как только 
повышаемая температура переходит через критическую точку, наряду с отпуском сохранившего-
ся  мартенсита начинается образование кристаллов аустенита, которое растягивается на широкий 
интервал температур, захватывающий двухфазную (α+γ) или трехфазную (α+γ+карбид) области 
диаграммы фазового состояния. Образовавшиеся первыми участки аустенита имеют, как прави-
ло, повышенную по сравнению с марочной концентрацию углерода, но пониженное содержание 
хрома. Последующее быстрое охлаждение  образца в воде приводит к превращению возникших 
участков γ-фазы в мартенсит, что резко увеличивает их твердость и среднюю твёрдость стали. 
Поэтому  появление аустенита изменит характер хода кривой  твердости: от убывания по мере 
возрастания температуры отпуска к возрастанию. Именно такой  характер изменения твердости и 
наблюдается на рис. 2. 

Рис. 2. Изменение твердости стали в зависимости от температуры отпуска 

Минимум кривой должен располагаться вблизи AC1, точнее чуть выше этой точки. Данные,  
представленные на рис. 2, также свидетельствуют о том, что точка AC1 близка к 750 °С . 

Если партию ещё холодных образцов поместить на подину разогретой до 750 °С печи и вы-
держать различное время, а затем по завершению выдержки  для каждого образца охладить их  в  
воде, то можно установить изменение твёрдости в ходе изотермической выдержки (рис. 3). В на-
чальный период выдержки (10–15 мин) наблюдается  резкое снижение твёрдости от уровня твёр-
дости закаленной стали (∼ 43 HRC) до 27 HRC. Затем темп снижения уменьшается (на рис. 3 не 
показано), а после часовой выдержке наблюдается минимум твёрдости (18,1 HRC). В ходе даль-
нейшей изотермической выдержки при температуре 750 °С наблюдается небольшое, но непре-
рывное во времени повышение твердости, которое несомненно обусловлено образованием «изо-
термического аустенита», количество которого возрастает во времени. Собственно, этот процесс 
отражает и дилатограмма режима № 8, на которой отчетливо видно сокращение длины образца  в 
ходе изотермической выдержке при 750 °С, так как аустенит имеет меньший удельный объем, 
нежели α-фаза.  Наличие изотермического процесса образования γ-фазы должно приводить к по-
вышению температуры образования аустенита по мере увеличения скорости нагрева. Следует 
отметить, что у высокохромистых сталей распад аустенита при температурах ниже Ar1 также  об-
ладает изотермической кинетикой [6]. 

А. Кульмбург [7] для коррозионно-стойких сталей, содержащих более 11 % хрома, углерод, 
никель, молибден и марганец, предложил эмпирическую формулу: 
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1 765 30,2[C] 19,5[Mn] 134[Si] 67[Ni] 20,5[Mo] 64[V],cA = − − + − + −       (1) 
где прямые скобки обозначают содержание соответствующего элемента в % по массе. Автор не 
привел данных о воздействии добавок вольфрама на AC1, поэтому мы приближенно приняли, что  
действие  молибдена и вольфрама одинаково. Тогда для  исследуемой стали, состав которой при-
ведён в табл. 1, расчет по (1) дает  AC1 ≈ 740 °С, что близко к  полученному нами значению 
AC1=750 °С. Для определения мартенситной точки высокохромистых сталей А. Кульмбург при-
водит другую формулу: 

492 12,5[C] 65,5[Mn] 10[Cr] 29[Ni]SM = − − − − ,    (2) 
согласно которой значение MS для рассматриваемой стали равно 307 °С при условии, что все ле-
гирующие элементы находятся в растворе. В действительности, молибден и хром образуют труд-
норастворимые карбиды, которые не полностью переходят в раствор даже при температуре 
980 °С. Вероятно, поэтому минимальное значение MS = 326 °С среди наблюдавшихся  после раз-
личных обработок (табл. 2) несколько отличается от расчитанного по (2). 

 
Рис. 3. Изменение твёрдости закаленных от 1000 °С образцов стали  

в зависимости от длительности отпуска при  750 °С 

Заключение 
Подводя итоги настоящей работы, отметим основные полученные результаты: 
1. Критическая точка AC1 стали 13Х11Н2В2МФ в условиях медленного нагрева составляет 

750 °С. 
2. При температуре 750 °С и выше обнаружено развивающееся во времени (изотермическое) 

образование аустенита, что является кинетической причиной повышения AC1  при увеличении 
скорости нагрева. 

3. Особенно значительное повышение наблюдается в том случае, если перед её измерением  
устранить неоднородности распределения концентраций растворённых  элементов: провести го-
могенизирующий нагрев и  выдержку при 950–1000 °С, закалку, а потом в эксперименте нагре-
вать образец выше AC1 без промежуточных остановок со скоростями 20–30 °С/ мин и выше. 

Исследование выполнено при поддержке  гранта Российского научного фонда № 16-19-
10252. 
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DILATOMETRIC STUDY OF CRITICAL POINTS OF 13KH11N2V2MF STEEL 
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At the heating and cooling rates up to 30 °C/min, dilatograms for different heat treatment regimes 
for high-strength martensitic 13X11N2V2MF steel are recorded, and its critical points are determined. 
At low heating rates, the temperature of formation of austenite AC1 is 750 °C, but its position depends on 
the heating rate and uniformity of the sample composition in volume, and can reach 810 °C. It is shown 
that the temperature of the beginning of cooling, the duration of soaking and the presence of temperature 
stops, if they are accompanied by the release of carbide particles from the austenite, have a significant 
effect on the martensitic point of the steel under study. The second method of measurement AC1 used in 
the study is based on the analysis of the dependence of the hardness of hardened steel samples on the 
tempering temperature for a fixed duration of tempering (2 hours). As long as the holding temperature 
does not exceed AC1, processes lead to a decrease in hardness in the samples. However, once the elevat-
ed temperature passes through the critical point, along with the tempering of the preserved martensite, 
the formation of austenite crystals begins, which, after abrupt cooling in water, again leads to an in-
crease in hardness. Therefore, the minimum hardness corresponds to the temperature of AC1. This meth-
od gave the same result: AC1 = 750 °C, which is the same as dilatometry. 

Keywords: martensitic transition; dilatometric study; mechanical properties; 13X11N2V2MF steel. 
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