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Математика
УДК 517.956

ПОЛИНОМИАЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ С ПОСТОЯННЫМИ
КОЭФФИЦИЕНТАМИ I 

В.В. Карачик

Исследуется существование полиномиальных решений систем линей-

ных дифференциальных уравнений в частных производных с постоянными

коэффициентами общего вида.

Ключевые слова: полиномиальные решения, гармонические полиномы, ли-
нейные уравнения в частных производных.

1. Введение

Предлагаемая вашему вниманию статья посвящена построению и исследованию полиноми-

альных решений систем линейных дифференциальных уравнений в частных производных с по-
стоянными коэффициентами общего вида. Изучению полиномиальных решений конкретных
уравнений в частных производных посвящено много работ. В основном это исследования поли-

гармонических [1, 2], поливолновых [3], тепловых [4] и других полиномов [5]. В [6] исследуются
базисные системы полиномиальных решений множества различных уравнений, однако при по-
строении решений существенно используется структура дифференциального оператора уравне-
ния. Следует отметить, что работа [7] посвящена такой же проблеме, но только для системы спе-
циального вида (несколько уравнений и только одна неизвестная функция). В работе [8] строятся
полиномиальные решения полигармонического уравнения с помощью формулы Альманси, в [9]

исследуется зависимость полиномиальных решений от коэффициента при старшей производной,

а в [10] сделаны первые попытки общего подхода нахождения полиномиальных решений. Суще-
ствование полиномиальных решений краевых задач для уравнений эллиптического типа иссле-
довал С.М. Никольский [11]. В [15] построены полиномиальные решения неоднородного поли-

гармонического уравнения и уравнения Гельмгольца. В настоящей работе не имеет значения ни
структура оператора уравнения, ни тип дифференциального уравнения. В разделе 2 исследуется
размерность пространства полиномиальных решений систем дифференциальных уравнений и в
теореме 4 предложен метод, сводящий отыскание решений системы уравнений к решению толь-

ко одного уравнения, но более высокого порядка. В качестве примера применения полученных
результатов доказана разрешимость в гармонических полиномах общего уравнения вида

0( ) ( ) ( )B D u x u x= , где 0 ( )u x – гармонический полином.

2. Пространство полиномиальных решений

Рассмотрим линейный дифференциальный оператор порядка q с постоянными коэффициен-

тами вида

( ) ( ) ( )
q

j j

j k j

L D L D L D A Dα
α

α= | |=

= , = ,∑ ∑ (1)

где ( ) 0kL D ≠ , 0
nα ∈N  (здесь 0 {0}≡ ∪N N ), 1

1

n

nx xD D D
ααα = ⋯ и матрицы Aα принадлежат

( )s tL ,C C – пространству линейных отображений s
C в t

C  ( s t, ∈N ). Определим множества:

0

P { ( ) } U { ( ) ( ) ( ) P }
k

s s s s s s s s
k k k j j j

k j

P x P x P P x P x P xα
α α

α| |= =

= = : ∈ , = = : ∈∑ ∑C

и обозначим P lim Us s
k

k→∞
= . Очевидно, что все эти множества могут быть наделены естественной

структурой линейного пространства над C .
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Рассмотрим систему линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициен-

тами вида
( ) ( ) ( )L D u x f x= , (2)

где будем считать, что Ptf ∈ , Psu∈ и nx∈R . Множество функций – классических решений

системы (2) ( ( )q nu C∈ R ) при 0f = обозначим ker ( )L D . Основным средством исследования

этого параграфа является следующая полуторалинейная форма на линейном пространстве P
s
:

( )
0

( ) ( ) ( ) ( )s s s s

x
P x Q x P D Q x

| =
, = , ,

где ( )., . – скалярное произведение в s
C . Аналогичная форма была рассмотрена в [12], но на про-

странстве Pk .

Покажем, что форма .,. является скалярным произведением в P
s
. Нетрудно проверить

справедливость формулы

,

0, иначе

x
D x

β α
α β α β− ,!

,!  ≤= 


, (3)

где обозначено 1
1 ( )n n n

nx x x t t n
α αα ,!= ≡ / !⋯ , а порядок на 0

n
N определяется так: ni Iα β≤ ⇔∀ ∈ ,

i iα β≤ , где {1 2 }nI … n= , , , . Далее, в соответствии с (3) будем иметь

( ) ( ) ( )
s sP x Q x P Qα α

α

α, = ! , .∑
Полученное равенство позволяет нам утверждать, что форма .,. удовлетворяет всем ак-

сиомам скалярного произведения в P
s
. Форма .,. полуторалинейная

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

s s s

s s s s

s s s s

P x R x Q x P R Q

P Q R Q P x Q x R x Q x

P x Q x P Q Q P P x Q x

α α α

α

α α α α

α α

α α α α

α α

λ µ α λ µ

λ α µ α λ µ

α α

+ , = ! + , =

= ! , + ! , = , + , ,

, = ! , = ! , = ,

∑

∑ ∑

∑ ∑
и положительная

2
( ) ( ) ( ) 0,

s sP x P x P P Pα α α
α α

α α, = ! , = ! >∑ ∑

если ( ) 0sP x ≠ .

Введем оператор ( ) U Ut s
m m k mT L −: ֏ , который определяется по оператору ( )L D и при m k≥

имеет вид
min( )

( )( ) ( )
m q

im i k

i k

T L x TL

,

−
=

= ,∑

где ( ) U U
t t

l r r lT −: ֏ – проектор

( )

0 0

( ) ( )
r r l

t t
l i i

i i

T Q x Q x
−

= =

= ,∑ ∑

причем ( ) Pt t
i iQ x ∈ , ( )iL x A xαα

α

∗=∑ и как обычно ( )jiA a
∗ = .

Лемма 1. Для любого оператора вида (1) имеет место равенство

( )U U ker ( )s t
m m k mL D T L−= .!

Доказательство. Нетрудно убедиться, что для ( ) Us s
mP x ∈ справедливы равенства

min( )

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
q m qm m i

s s s
i j i i j

i k j i i k j

L D P x L D P x L D P x
, −

+
= = = =

= = ,∑∑ ∑ ∑ (4)
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а следовательно, ( )U Us t
m m kL D −⊂ . Теперь покажем, что для ( ) Us s

mP x ∈ и ( ) Ut t
m kQ x −∈ имеет

место равенство

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s t s t
mL D P x Q x P x T L Q x, = , . (5)

Действительно, из равенства (4), заменяя i m i→ − , а затем, меняя порядок суммирования и
обозначая при этом max( 0)a m q= − , , b m k= − , получаем

min( )

0 0

0 max( ) 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

m q jm i b
s s s

i i j m i m j i

i k j i a j

b b b
s t t

m i m j i j

j i j a j

L D P x L D P x L D P x

L D P x S x S x

, −

+ − + −
= = = =

− + −
= = , =

= = =

= ≡ ≡ .

∑ ∑ ∑∑

∑ ∑ ∑
(6)

Используя очевидное утверждение
min( )

0

( ) U ( ) U ( ) ( ) ( ) ( )
p q

s s s s s s s s
p q i i

i

P x Q x P x Q x P x Q x
,

=

∈ , ∈ ⇒ , = , ,∑ (7)

находим

0 0 max( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b b b

s t t t s t
i i m j m i j i

i i j i a

L D P x Q x S x Q x L D P x Q x− + −
= = = ,

, = , = , .∑ ∑ ∑
Теперь покажем, что имеет место равенство

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s t s t
kk k l l k l lL D P x Q x P x x Q xL+ +, = , . (8)

В самом деле, так как ( )P ( ) Ps t
k k l lL D x+ ⊂ , то

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

s t t s
k k l l l k k l

t s s t
k kl k l k l l

L D P x Q x Q x L D P x

x Q x P x P x x Q xL L

+ +

+ +

, = , =

= , = , .

Используя полученное равенство, находим

0 max( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b b

s t s t
m jm i j i

i j i a

L D P x Q x P x x Q xL −+ −
= = ,

, = ,∑ ∑
и значит, возвращаясь по цепочке (6) назад, получаем

min( )

0

min( ) min( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

m q m j
s t s t

ji j i

j k i

m q m qm m k
s t s t

j ji i j i i j

j k i j j k i j

L D P x Q x P x x Q xL

P x x Q x P x x Q xL L

, −

+
= =

, , +

− −
= = = =

, = , =

= , = , .

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑
Теперь следует заметить, что в соответствии с определением оператора Tm(L)

min( )

( )

min( ) min( )

0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

m q
t t

jm j k

j k

m q m j k m q m k
t t

j ji i j

j k i j k i j

T L Q x x T Q xL

x Q x x Q xL L

,

−
=

, − + , +

−
= = = =

= =

= = .

∑

∑ ∑ ∑ ∑
Поэтому, если воспользуемся (7), то будем иметь

min( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
m q m k

s t s t s t
jm i i j

j k i j

P x T L Q x P x x Q x L D P x Q xL

, +

−
= =

, = , = , ,∑ ∑
что совпадает с (5).

Если теперь предположить, что ( ) Ut t
m kP x −∃ ∈ и ( ) ( )Ut s

mP x L D⊥ , а затем обозначить

( ) ( ) ( )s t
mH x T L P x= , то согласно (5) получим

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0s s s tH x H x L D H x P x, = , = ,
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откуда сразу следует, что ( ) ( ) 0t
mT L P x = , а, значит, верно включение

U ( )U ker ( )t s
m k m mL D T L− ⊂ .!

Если в (5) выбрать ( ) ker ( )t
mQ x T L∈ , то ( ) ( ) ( ) ( ) 0s s tP x L D P x Q x∀ , , = и мы получаем об-

ратное включение ker ( ) U ( )Ut s
m m k mT L L D−⊂ ! . Лемма доказана.  •

Следствие 1. Из леммы 1, при ( ) Ut
m kf x −∈ , следует простое необходимое условие сущест-

вования решения уравнения (2), принадлежащего Us
m . Оно имеет вид

( ) ( ) ( ) ( ) 0i i

i

L x f x R x i m R x= ⇒∃ ≤ , ≠ .∑
Доказательство. В самом деле, пусть условие следствия не выполнено, т.е. пусть

( ) ( ) ( )ii
L x f x R x=∑ и i m∀ ≤ , ( ) 0iR x = . Поскольку имеет место равенство

min( ) min( )

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
m q m qm i

i im j j

i k j i k i j m

T L f x x f x x f xL L

, ,−

= = = + ≤

= = ,∑ ∑ ∑ ∑ (9)

то значение ( ) ( )mT L f x отличается от ( ) ( )L x f x тем, что в произведении ( ) ( )L x f x обрезаны все
однородные составляющие, степень которых больше чем m . Но по предположению в начале до-

казательства в произведении ( ) ( )L x f x нет ненулевых однородных составляющих ( )iR x при

i m≤ . Поэтому ( ) ( ) 0mT L f x = , а значит, согласно лемме 1 ( )Us
mf L D∈/ , т.е. решений уравнения

(2) из s
mU нет.  •

Будем говорить, что квадратная матрица ( )M x , элементы которой ( )ijm x принадлежат
1

P P≡ , невырожденная, если полином det ( )M x , как элемент P отличен от нуля, т.е. det ( ) 0M x ≠
в P .

Теорема 1. Если матрица ( )L x – квадратная, а матрица ( )kL x – невырожденная, то для опе-

ратора ( )L D вида (1) верно равенство ( )U Us t
m m kL D −=  ( s t= ).

Доказательство. Покажем, что в условиях теоремы ker ( ) {0}mT L = , а значит, в силу леммы 1

U ( )U {0}t s
m k mL D− =! и теорема будет верна. Пусть ( ) ker ( )t

mP x T L∈ . Напомним, что Ut
m k− –

область определения оператора ( )mT L . Сначала докажем справедливость утверждения

( ) ( ) ( ) 0
m k

t t t
i j

i j

P x P x P x
−

=

= ⇒ = .∑

Действительно, из равенства (9) для оператора ( )mT L следует, что однородный полином

наименьшей степени, входящий в ( ) ( )m tT L P x , будет иметь вид ( ) ( )
t

k jx P xL . Следовательно, из

верности утверждений
det ( ) 0 det ( ) 0kkL x xL= ⇔ = ,

( )det ( ) 0 ( ) ( ) 0 ( ) 0t t
k kx x P x P xL L≠ ⇒ = ⇒ = , (10)

которые становятся очевидными, если их рассмотреть над полем частных

{ ( ) ( ) : ( ), ( ) P}O P x Q x P x Q x= / ∈ кольца P , сразу найдем ( ) 0
t
jP x = .

Применяя доказанное утверждение m k− раз к произвольному полиному из ker ( )mT L , при-

ходим к выводу, что он должен быть нулем. Теорема доказана.  •

Лемма 2. Имеет место следующее разложение пространства Us
m :

U ker ( ) U ( )Us s t
m m m m kL D T L 

  − 
= ∩ ⊕ .

Доказательство. Рассмотрим подпространство ° ( )UU
s t

m m km T L −= пространства Us
m и найдем

элементы из Us
m , которые ортогональны ему. Имеем
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° ( )( ) ( ) 0 ( ) ( ) U ker ( ) 0U
ss s t

m m k mm
R x x R x T L T L−, = ⇒ , =! ,

и следовательно, в силу леммы 1 и (5) запишем ( ) ( ) ( )U 0s s
mL D R x L D, = . Полученное равенство

справедливо лишь при ( ) ker ( ) Us s
mR x L D∈ ∩ . Поскольку приведенная выше цепочка утвержде-

ний обратима, т.е.

°( ) ker ( ) U ( ) ( ) 0U
ss s s

m m
R x L D R x x∈ ∩ ⇒ , = ,

то лемма доказана. •

Следует отметить, что в силу (5) оператор ( )mT L является сопряженным к оператору ( )L D ,

действующему из Us
m в Ut

m k− , а именно ( ) ( )mL D T L∗ = .

Определение 1. Систему полиномов 1( ) ( )kP x … P x, , с коэффициентами из некоторого линей-

ного пространства над C , удовлетворяющую условию 1i k∀ = , , deg ( )iP x m= , назовем линейно

независимой по старшему члену, если для любых 1 k…α α, , из C выполнено равенство

( )1 1deg ( ) ( )k kP x P x mα α+ + = .⋯

Из данного определения следует, что если полиномы 1( ) ( )kP x … P x, , однородные степени m ,

то линейная независимость по старшему члену совпадает с линейной независимостью.

Теорема 2. Максимальное число линейно независимых по старшему члену полиномиальных
степени m решений однородного уравнения (2) – ( )mN n k, находится по формуле

1

1 1
( ) dim dim

1 1

t t
m m m

m n m k n
N n k s t V V

n n
−

+ − − + −   
, = − + − ,   − −   

(11)

в которой обозначено

( ) U ( ) ( ) Pt t t t s
m m k i

i m

V P x L x P x
 
 
 −
 > 

= ∈ : ∈ .∪

Доказательство. Установим, что

0

dim ker ( ) U ( )
m

s
m i

i

L D N n k 
 
 

=

∩ = , .∑ (12)

Для этого докажем следующее утверждение. Если { ( ) }sP x Aα α: ∈ – базис в пространстве

1ker ( ) Us
mL D −∩ , а { ( ) deg ( ) }

s sP x B P x mβ ββ: ∈ , = – максимальная система линейно независимых по

старшему члену полиномиальных степени m решений однородного уравнения (2) (к этой систе-

ме нельзя добавить полинома степени m из ker ( ) Us
mL D ∩ , чтобы она осталась линейно незави-

симой), то система полиномов { ( ) ( ) }
s sP x P x A Bα β α β, : ∈ , ∈ является базисом в пространстве

ker ( ) Us
mL D ∩ . Действительно, если некоторый полином ( ) ker ( ) Us s

mQ x L D∈ ∩ нельзя предста-

вить как линейную комбинацию полиномов этой системы, то система { ( ) ( ) }
s sQ x P x Bβ β, : ∈ ли-

нейно независима по старшему члену, поскольку в противном случае c cβ∃ ∈ ,∃ ∈C C ,

1( ) ( ) ker ( ) Us s s
m

B

cQ x c P x L Dβ β

β

−
∈

+ ∈ ∩ ,∑

а это означает, что cα∃ ∈C ,

( ) ( ) ( )s s s

B A

cQ x c P x c P xβ β α α

β α∈ ∈

+ =∑ ∑ ,

что противоречит допущению о непредставимости полинома ( )sQ x . Однако линейно независи-

мость по старшему члену системы { ( ) ( ) }
s sQ x P x Bβ β, : ∈ тоже невозможна в силу максимальности
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системы { ( ) }
sP x Bβ β: ∈ . Итак, система полиномов { ( ) ( ) }

s sP x P x A Bα β α β, : ∈ , ∈ – базис в простран-

стве ker ( ) Us
mL D ∩ . Поэтому

1dim ker ( ) U ( ) dim ker ( ) Us s
m m mL D N n k L D   

   −   
∩ = , + ∩ .

Отсюда по индукции устанавливается справедливость (12).

Из общих свойств линейного оператора ( )mT L находим

dim ( )U dim U dim ker ( )t t
m m k m k mT L T L 

 − − 
= − ,

а поэтому из леммы 2 с учетом (12) следует, что

0

( ) dim U dim U dim ker ( )
m

s t
i m m k m

i

N n k T L−
=

, = − + .∑
Выписывая аналогичное равенство при 1m m= − , а затем, вычитая получившееся равенство

из имеющегося, будем иметь

1 1

1

( ) dim U dim U dim U dim U

dim ker ( ) dim ker ( )

s s t t
m m m m k m k

m m

N n k

T L T L

− − − −

−

, = − − + +

+ − .
Нетрудно заметить, что

1
1

1
dim U dim U dimP dim P

1

s s s
m m m m

m n
s s

n
−

+ − 
− = = = , − 

а значит найдем

1

1 1
( ) dim ker ( ) dim ker ( )

1 1
m m m

m n m k n
N n k s t T L T L

n n
−

+ − − + −   
, = − + − .   − −   

(13)

Как отмечалось в следствии 1, если в выражении ( ) ( )tL x P x отбросить все члены, порядок

которых выше m , то получим ( ) ( )t
mT L P x . Поэтому, если обозначить W P

s s
ii m>

=∪ , то для

( ) Ut t
m kP x −∈ будем иметь

( ) ( ) ( ) ( ) Wt t s
mL x P x T L P x− ∈ .

Если ( ) ker ( )t
mP x T L∈ , то ( ) ( ) Wt sL x P x ∈ и значит ( )t t

mP x V∈ . Верно и обратное. Если

( )t t
mP x V∈ , то ( ) ( ) Wt sL x P x ∈ и значит ( ) ( ) Wt s

mT L P x ∈ , а это означает, что ( ) ( ) 0t
mT L P x = , т.е.

( ) ker ( )t
mP x T L∈ . Значит, ker ( ) t

m mT L V= и из равенства (13) следует утверждение теоремы. Дока-

зательство завершено. •

Пример 1. Пусть ( )kS x y, и ( )kR x y, – некоторые полиномы, не имеющие общих делителей
в кольце [ ]C x y, полиномов над C . Рассмотрим два дифференциальных уравнения:

( ) ( ) 0 ( ) ( ) 0k x y k x yS D D u x y R D D u x y, , = , , , = .

Существуют ли полиномиальные решения этих уравнений, общие для обоих из них и как
много таких решений [7]?

Определение 2. Полиномиальное решение дифференциального уравнения с однородным
степени k оператором ( )k x yL D D, будем называть простым решением, если степени каждого

монома, входящего в это решение, либо по x , либо по y меньше k .

Запишем рассматриваемые уравнения в виде системы
( )

( ) ( ) ( ) 0
( )

k x y

x y
k x y

S D D
L D D u x y u x y

R D D

, 
, , = , = .  , 

(14)

Найдем mN – число линейно независимых однородных полиномов степени m , которые яв-

ляются решениями обоих рассматриваемых уравнений. Для этого воспользуемся теоремой 2 для
системы (14) полагая 1s = , 2t n= = , q k= и значит в этом случае

( )( ) ( ) ( ) ( , )k kL x y L x y S x y R x y∗, = , = , , .
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Найдем число { }2 2 2 2 1dim ( ) U ( ) ( ) Pm m m k ii m
V P x L x P xλ − >

= = ∈ : ∈∪ . Используя равенства

( )
( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) 0

( )

m k
k k k m k k m k

m k

P x y
S x y R x y S x y P x y R x y Q x y

Q x y

−
− −

−

, 
, + , = , , + , , = , 

и учитывая, что полиномы ( )kS x y, и ( )kQ x y, не имеют общих делителей, можем утверждать,

что полином ( )m kP x y− , должен делиться на полином ( , )kR x y и выполнено равенство

( ) ( ) ( ) ( )m k k m k kQ x y S x y P x y R x y− −, = − , , / , . Поэтому m k k− ≥ и поскольку полином

( ) ( )m k kP x y R x y− , / , имеет степень 2m k− и может быть выбран произвольно, то таких однород-

ных полиномов от двух переменных будет 2 1

1

m k − +
 
 
 

, а значит

1

2 1

1
m m

m k
λ λ −

− + 
− = . 

 
Следовательно, из равенства (11) получаем

1 1 2 1
2

1 1 1
m

m m k m k
N

+ − + − +     
= − + ,     
     

откуда 0mN = для 2m k≥ , 2 1mN k m= − − для 2k m k> ≥ и 1mN m= + для 0k m> ≥ . Таким об-

разом, все полиномиальные решения, общие для рассматриваемых уравнений – простые.
Предложение 1. Если матрица ( )L x символа оператора системы (2) квадратная, а матрица

( )kL x символа оператора младших производных этой системы невырожденная, то решение сис-

темы (2) существует при любой правой части ( ) Ut
m kf x −∈ и максимальное число линейно неза-

висимых по старшему члену полиномиальных степени m решений однородной системы (2) име-
ет вид

1 1
( )

1 1
m

m n m k n
N n k s s

n n

+ − − + −   
, = − .   − −   

Существование решения системы (2) сразу следует из теоремы 1. Значение ( )mN n k, получа-

ется из теоремы 2, если учесть, что в данном случае ( ) 0 ( ) 0k kL x L x≠ ⇒ ≠ и значит полином низ-

шей степени, входящий в ( ) ( )tL x P x , будет иметь вид ( ) ( )t
k lL x P x , где ( )t

lP x – однородный поли-

ном низшей степени, входящий в ( )tP x и l m k≤ − . Поэтому включение ( ) ( ) P
t s

ii m
L x P x

>
∈∪

( s t= ) возможно лишь при ( ) 0tP x = , а значит {0}t
mV = .

Замечание 1. Если квадратная матрица ( )kL x невырожденная, то используя предложение 1

и известное комбинаторное тождество 1 1

1

n n n m n m

n n n n

       + + + +
       
       +       

+ + + = находим

0 0

2 2 1 1
( 1 ) ( )

2 2 1 1

m m

l m

l l

l n l k n m n m k n
N n k s s s N n k

n n n n= =

+ − − + − + − − + −       
− , = − = − = , .       − − − −       

∑ ∑
Например, максимальное число линейно независимых однородных степени m гармониче-

ских полиномов от n переменных равно максимальному числу линейно независимых гармониче-
ских полиномов до степени m включительно от 1n − переменной.

Пример 2. Подсчитаем число линейно независимых по старшему члену полиномиальных
степени m решений системы уравнений вида:

0 0xx xy y xx yy xu u v u u v− − = , − − = ,

возникающей при исследовании некоторых задач термоупругости. Перепишем систему в виде
2 2

2 2

0 0
0

00

xx xy y

xxx yy

D D D u

vDD D

 
 
 
 
 

  − −     + = .    −−    



Карачик В.В. Полиномиальные решения дифференциальных уравнений
в частных производных с постоянными коэффициентами I

Серия «Математика. Механика. Физика», выпуск 4 11

Для этой системы имеем 2t s= = , 2n = , 1k = , 2q = и кроме этого

1 2det ( ) det ( ) 0L x y L x y, = , = , но det ( ) 0L x y, ≠ . По аналогии с примером 1 обозначим 2dimm mVλ = .

Нетрудно видеть, что
2 2 2

2 2

2 1 2 1 2

( ) P

0 0 2 ( )

m i

i m

i i m m m m m

Px xy x y
P Q V

Qy x

P Q для i m R x y P xR Q yR

>

− − − − −

  − −
, ∈ ⇒ ∈ ⇒   − −   
= = ≤ ≤ − ;∃ , , = , = − .

∪

В силу произвольности 2( )mR x y− , будем иметь 1

1

m
mλ

 −
 
 
 

= . Поэтому

1 1 2
2

1 1 1 1
m

m m m m
N

 + − −       
= − + − ,        

        
и значит 3mN = для 2m ≥ и 2mN = для 0 1m = , .

Теорема 3. Для любого оператора ( )L D вида (1) верно равенство

( ) P ker ( )s tL D P L x= .!

Доказательство. Положим ( ) Ps sP x ∈ , ( ) Pt tQ x ∈ . Если обозначить k l m+ = , то из равенст-
ва (8) нетрудно получить

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s t s t
k m l m k lL D P x Q x P x L x Q x, = , .

Здесь уже можно считать, что числа k l, и m независимы, поскольку при m k l≠ + мы имеем

очевидное тождество 0 0= . Поскольку ( ) ( )
s s

mm
P x P x=∑ и ( ) ( )

t t
ll

Q x Q x=∑ , то, суммируя это

равенство по l и m и полагая k l= , получаем

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s t s t
llL D P x Q x P x x Q xL, = , .

Если полученное равенство просуммировать по l от k до q , то найдем

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s t s tL D P x Q x P x L x Q x, = , .

Отсюда сразу следует, что для оператора ( ) P Ps tL D : ֏ справедливо равенство

( ) ( ) P Pt sL D L x∗ = : ֏ . Проводя рассуждения, аналогичные сделанным в конце доказательства

леммы 1, приходим к равенству ( )P P ker ( )s tL D L x= ! , завершающему доказательство теоремы.

•
Имеет место утверждение аналогичное предложению 1.

Предложение 2. Пусть матрица ( )L x символа оператора системы (2) квадратная. Тогда если

det ( ) 0L x ≠ , то полиномиальные решения ( ) Psu x ∈ системы (2) существуют для любой правой

части ( ) Ptf x ∈  ( s t= ).

Это утверждение следует из того очевидного факта, что если det ( ) 0L x ≠ , то однородная

система ( ) ( ) 0tL x P x = имеет только нулевое решение ( ) 0tP x = , т.е. ker ( ) {0}L x = . Тогда из тео-

ремы 3 следует, что ( )P Ps tL D = .

Пример 3. Рассмотрим известную систему уравнений Ляме

( ) 1u
i

i

u f x i n
x

µ
∂Θ

∆ + = , = , ,
∂

где uΘ – объемное расширение, имеющее вид divu uΘ = . Запишем эту систему в виде [13]

( )E u u Du f xµ µ≡ ∆ + = , (15)

где
1 1

diag( ) diag( )
n nx x x xD D … D D … D= , , Λ , , , а матрица Λ состоит из одних единиц, т.е.

1
(1)

i j n, = ,Λ = . Обозначим через E единичную матрицу. Убедимся, что для любого µ∈C , но

1µ ≠ − верно равенство P P
n nEµ = . Для этого воспользуемся предложением 2 и покажем, что
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det ( ) 0E xµ ≠ . Подсчитаем det ( )E xµ . Продифференцируем det ( )E xµ по параметру µ . Это воз-

можно в силу полиномиальной зависимости det ( )E xµ от µ . Воспользуемся правилом диффе-

ренцирования определителей. При дифференцировании первого столбца определителя det ( )E xµ

будем иметь

2

2 2
22 22

1 2 1

2 2
2

1

( ) det

n

n

n

n nn

x … x

x x x … x x
A x x … x x

… … …

x x x … x x

µ

µ µ

µ µ

µ µ

+| |
, , , = .

+ | |

⋱

Если продифференцировать k -й столбец определителя det ( )E xµ , а затем переставить в нем

1-ю и k -ю строки, а затем 1-й и k -й столбцы, то получим 2 1 1 1( )k k k nA x x … x x x … xµ − +, , , , , , , . Таким

образом, можно записать

( ) 1 2 2 1 2 1det ( ) ( ) ( ) ( )n n nE x A x x … x A x x … x A x x … xµ µ µ µµ
= , , , + , , , + + , , , .⋯ (16)

Исследуем зависимость полинома ( )A xµ от µ . Если продифференцировать этот полином по

µ , то нетрудно заметить, что его производная будет равна нулю: при дифференцировании перво-

го столбца мы получим нулевой столбец, а при дифференцировании i -го столбца ( 2 i n≤ ≤ ) мы
получим первый столбец, умноженный на ix . Значит полином ( )A xµ не зависит от µ . Поэтому

2

2 2
122 22 2 2

1 0 1

2 2
2

1

( ) det ( )

n

nn

n nn

x … x

x x x … x x
A x x A x x x

… … …

x x x … x x

µ

µ µ

µ µ

µ µ

− 
 
 

+| |
= = = | | .

+ | |

⋱

Подставив найденное значение ( )A xµ в (16), находим

( ) 2 2 2 2 2
1det ( ) n n

nE x x x x xµ µ

−  
 
 

=| | + + =| | .

Это означает, что
2

det ( ) ( )
nE x x B xµ µ= | | + , (17)

где ( )B x – некоторый полином. Для того, чтобы его найти достаточно положить 0µ = в (17).

Будем иметь 2
0det ( ) ( )nx E x B x| | = = . Таким образом,

2
det ( ) (1 )

nE x xµ µ= + | | , а значит

det ( ) 0E xµ ≡/ при 1µ ≠ − . Хорошая операторная матрица E∆ ⋅ возмущается хотя и не малой, но

очень плохой матрицей Dµ , для которой rank ( ) 1D x = и поэтому она мало влияет на действие

оператора E∆ ⋅ : число однородных степени m полиномиальных решений однородной системы
(15) при всех 1µ ≠ − одинаково и совпадает с числом однородных гармонических полиномов

степени m умноженным на число переменных n .

Где искать решения однородной системы (2) устанавливает следующее утверждение.

Предложение 2. Имеет место равенство P (ker ( ) P ) ( )Ps s tL D L x= ∩ ⊕ .

Доказательство проводится аналогично доказательству леммы 2 с той лишь разницей, что
вместо леммы 1 надо использовать теорему 3.

Определение 3. Будем говорить, что вектора ( ) ( )
t
iL x из P

t
 ( mi I∈ ) полиномиально незави-

симы, если

( )

0

( ) ( ) 0 ( ) 0
m

t
i i m i

i

P x L x i I P x
=

= ⇒∀ ∈ , = ,∑
где ( ) PiP x ∈ . Рангом матрицы ( )L x назовем максимальное число ее полиномиально независи-

мых столбцов.
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Предположим, что матрица ( )L x обладает следующим свойством: если ранг матрицы ( )L x

равен r , то r ее первых строк и столбцов полиномиально независимы. В противном случае мы
можем переставить уравнения системы (2) и перенумеровать ее неизвестные так, чтобы это свой-
ство было выполнено.

Лемма 3. Существует замена переменных ( )u D ϑ= Λ с невырожденной матрицей ( )xΛ ,

приводящая систему (2) к виду

( )(1) ( )
(0) diag ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( ) ( )
( ) 0

rR D … R D
L D x x f x

T D
ϑ ϑ

 , ,
 ≡ = .
 
 

Доказательство. Рассмотрим матрицу ( )L x как оператор, действующий из sO в tO , где

( ) ( )
s sO C S x C S x Oα α α α

α

  
= : ∈ , ∈ 
  
∑ C и O – поле частных кольца 1

P P≡ из теоремы 1. Тогда

понятие полиномиальной независимости из определения 3 становится эквивалентным обычной

линейной независимости в sO .

Пусть ранг матрицы ( )L x равен r . Выберем в пространстве ( ) sL x O следующий базис:

( )( )
1( ) 0 0 ( ) 0 0 ( ) ( )

T
i

i r i t ie x … R x … T x … T x+ , ,= , , , , , , , , , ,

где ri I∈ , ( ) ( )iR x и ( )j iT x,  ( 1 )j r … t= + , , – полиномы по x , выбранные таким образом, чтобы

существовало полиномиальное решение ( ) ( )s
iu x x= Λ системы уравнений ( ) ( ) ( )iL x u x e x= . Такие

( )ie x и решения ( )s
i xΛ существуют, поскольку можно решить первые r уравнений системы

( ) ( ) ( )iL x u x e x= с ( ) ( ) 1iR x = в sO , затем выписать полный вектор ( ) ( )s
iL x xΛ и положить значе-

ние ( )j iT x, при 1j r … t= + , , в векторе ( )ie x равным j -й координате вектора ( ) ( )s
iL x xΛ . Тогда

( )s
i xΛ будет решением системы ( ) ( ) ( )iL x u x e x= с построенным ( )ie x . Если теперь домножить

эти ( )ie x и ( )s
i xΛ на общий знаменатель всех дробей, входящих в них, то получим ( ) Pt

ie x ∈ ,

( ) Ps s
i xΛ ∈ .

Определим ( )s
i xΛ для значений 1i r … s= + , , , требуя, чтобы они были линейно независимыми

полиномиальными решениями в sO системы ( ) ( ) 0L x u x = . Это тоже можно сделать, поскольку

ранг матрицы ( )L x равен r . Теперь составим матрицу ( )1( ) ( ) ( )s s
sx x … xΛ = Λ , ,Λ . Она неособен-

ная, поскольку все вектора ( )s
i xΛ по построению линейно независимы в sO . Матрица ( )xΛ об-

ладает свойством

1 1

(1)

( )
(0)

1

11 1

1

( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))

( ) 0 0 0

0 ( ) 0 0
( ( ) ( ) 0 0) ( )

( ) ( ) 0 0

( ) ( ) 0 0

s s s s
r r t

r

r

r r r

t t r

L x x L x x … L x x L x x … L x x

R x … …

… R x …
e x … e x … L x

T x … T x …

T x … T x …

+

+ , + ,

, ,

Λ = Λ , , Λ , Λ , , Λ =

 
 
 
 
 = , , , , , = = ,
 
 
 
 
 

⋮

⋮

где
1

1

( ) ( ( ))j i i r

j r t

T x T x, = ,
= + ,

= . Поэтому, если ( )u D ϑ= Λ , то (0)( ) ( ) ( ) ( ) ( )L D u L D D L D f xϑ ϑ= Λ = = . Ут-

верждение леммы доказано.

Обозначим через i jδ , символ Кронеккера.

Теорема 4. Пусть матрица ( )L x – квадратная, невырожденная, тогда всякое полиномиальное
решение системы (2) может быть записано в виде
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( ) ( )

1

( ) ( ) ( )
s

i i

i

u x D P xϑ
=

= ,∑ (18)

где ( ) ( )i xϑ – полиномы из P
s
, удовлетворяющие уравнению

( ) ( )( ) ( ) ( )i i
iL x x R x eϑ = ,

в котором 1( )
T

i i s ie …δ δ, ,= , , , ( ) ( )( ) ( ) ( )i i
iR D P x f x= и ( ) ( )iR x , ( ) ( ) PiP x ∈ .

Доказательство. Нетрудно непосредственно проверить, что полином ( )u x , определяемый по
формуле (18), действительно удовлетворяет системе (2)

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
s s s

i i i i
i i i

i i i

L D u x L D D P x e R D P x e f x f xϑ
= = =

= = = = .∑ ∑ ∑
Покажем, что любое полиномиальное решение системы (2) может быть записано в виде (18).

Пусть ( ) Psu x ∈ – решение системы (2). По условию теоремы ранг матрицы ( )L x равен s . Вос-
пользовавшись леммой 3, с помощью замены переменных ( )u D w= Λ систему (2) в случае s t=
запишем в виде

( )(1) ( )diag ( ) ( ) ( ) ( )sR D … R D w x f x, , = .

Так как det ( ) 0xΛ ≠ , то на основании предложения 2 по полиному ( )u x всегда можно найти

полином ( ) Psw x ∈ такой, что ( ) ( ) ( )u x D w x= Λ . Вводя обозначения

( )( ) ( )
1( ) ( ) ( ) ( ) ( )

Ti i
i i s iP x w x x x … xϑ , ,= , = Λ , ,Λ ,

где ( )iw x и ( )i j x,Λ – компоненты вектора ( )w x и матрицы ( )xΛ соответственно, равенство

( ) ( ) ( )u x D w x= Λ можно преобразовать к необходимому виду

(1) ( ) ( ) ( )
1

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
s

s i i
s

i

u x D w x D w x D w x D P xϑ ϑ ϑ
=

= Λ = + = .∑
Теорема доказана. •

Рассмотрим другой пример использования полученных результатов.

Пример 4. Пусть дифференциальный оператор с постоянными коэффициентами

( )
k q

B D b Dα
α

α≤| |≤

= ,∑

где bα ∈R такой, что полином ( )B x не кратен
2 2 2

1 nx x x= + +⋯ . Обозначим через V множество

всех гармонических полиномов от n переменных, т.е. ker PV = ∆∩ .

Задача 1. Найти полиномы 0 ( )u x V∈ такие, что существует решение уравнения

0( ) ( ) ( )B D u x u x= ,
принадлежащее множеству V .

Для решения задачи 1 воспользуемся предложением 2. Верно следующее утверждение.
Теорема 5. Задача 1 имеет решение при любом полиноме 0 ( )u x V∈ .

Доказательство. В соответствии с леммой 2 и формулой Альманси (см. например [16]), по-

лином ( )B x можно единственным образом представить в виде
2

( ) ( ) ( )B x H x x S x= + , где ( )H x

– некоторый гармонический полином, причем в силу условия задачи ( ) 0H x ≠ и ( ) ( )H x H x= .

Разделим множество V на два множества (0)V и (1)V – четных и нечетных гармонических поли-

номов по некоторой переменной jx . Обозначим через (0) ( )H x и (1) ( )H x четную и нечетную по

jx компоненты полинома (0) (1)( ) ( ) ( )H x H x H x= + . Используя результаты [10] нетрудно дока-

зать, что для каждого ( )H x V∈ имеют место равенства

( ) 2 ( )

0

( ) ( 1) ( ) 0 1
i s s i i

j s

s

H x x H x i
∞

+ ,!

=

= − , = , ,∑ ɶ
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где 1 1 1( )j j nx x … x x … x− −= , , , , ,ɶ и { }( )
0( )i

sH x s: ∈ɶ N – некоторая система полиномов, обладающая

свойством нормируемости [17],
( )( )

( ) 1( ) ( )
ii

j s sH x H x+∆ = ,ɶ ɶ (19)

где обозначено 2
( )j jD∆ = ∆ − . Ясно, что ( )( )

( ) 0( ) ( )
ii s

s jH x H x= ∆ɶ ɶ и (0)
00 ( ) ( )

jxH x H x | ==ɶ ,

(1)
00 ( ) ( )

j jx xH x xH | == ′ɶ . Поэтому полином (0) ( )H x определяется однозначно с помощью 0( )
jxH x | = ,

а (1) ( )H x с помощью 0( )
j jx xxH | =′ . Значит

ɶ( ) 2 ( )
( )

0

( 1) 0 1P
i s s i s i

j j

s

V x i
∞

+ ,!

=

= − ∆ , = , ,∑

где ɶ ( )
P

i при 0 1i = , два экземпляра пространства полиномов от переменной xɶ . Вычислим множе-

ства (0) ( )( ) iH D V . Имеют место равенства

° ɶ

° ɶ

° ɶ

(0)(0) ( ) 2 2 ( )
( )

0 0

2 2

(0) ( ) 2
( ) ( )

0 0 0

( ) ((0) ( ) 2
( )

0 0

( ) ( 1) ( ) ( 1) P

( 1) ( ) ( 1)P
(2 )

( ) ( 1)P
(2 )

j

i l l s s i s i
j jlx

l s

s l i
js l s i s s i s

j j jl
l s l l s

l
j i s s i s

j jl
s l

H D V D H D x

x
H D x

l

H D x
l

∞ ∞
,! + ,!

= =

− + ,!∞ ∞ ∞ ∞
− + ,!

= = = =

∞ ∞
+ ,!

= =

= − − ∆ =

= − ∆ = − ∆ ×
!

∆ ∆
× = − ∆

!

∑ ∑

∑∑ ∑∑

∑ ∑ ° ɶ) (0) ( ) ( )( )P
(2 )

l
j i i

lH D V
l

 
  ⊂ .
 ! 

Проводя аналогичные вычисления для (1) (0)( )H D V будем иметь

° ɶ

° ɶ

° ɶ

(1)(1) (0) 2 1 2 (0)
( )

0 0 0 1

2 2 1 1
( )(1) (0) 1 2 1

( ) ( )

0 0

(1) (0) 2 1

0

( ) ( 1) ( ) ( 1) P

( 1) ( ) ( 1)P
(2 1) (2 1)

( ) ( 1)P

j

l l s s s
j jlx

l s l s l

s l l
j js l s s s s

j j jl
l s

s s
jl

s

H D V D H D x

x
H D x

l l

H D x

∞ ∞ ∞ ∞
+ ,! ,!

= = = = +

− − ,! +∞ ∞
− + + ,!

= =

∞
+ ,!

=

= − − ∆ = ×

∆
× − ∆ = − ∆ ×

+ ! + !

× = − ∆

∑ ∑ ∑ ∑

∑∑

∑ ° ɶ( ) (1) (0) (1)
( ) ( )

0

( )P
(2 1)

l
js

j j l
l

H D V
l

∞

=

 ∆
 −∆ ⊂ ,
 + ! 

∑

или в общем виде

° ɶ
1

( ) (1)(1) ( ) 1 2 1 ( ) (1 )
( )

0 0

( ) ( 1) ( )P
(2 1)

l i
ji s i s i s i i

j j l
s l

H D V x H D V
l

+ −∞ ∞
+ − + − ,! −

= =

 ∆
 = − ∆ ⊂ .
 + ! 

∑ ∑

Сходимость рядов, входящих в полученные соотношения, очевидна, поскольку эти ряды
представляют собой конечные суммы. Используя эти равенства, нетрудно найти

° ɶ

(0) (1) (0) (1) (0) (0) (1) (1)

1
( ) ( )(1) (0) (0) (1) 2 ( )

( )

0 0 0

11
( )2 1 1

( )

0 0 0

( ) ( ( ) ( ))( ) ( ( ) ( ) )

( ( ) ( ) ) ( 1) ( )P
(2 )

( 1) ( 1)

l
j is s s i

j j l
s i l

l
js s s i

j j

s i l

H D V H D H D V V H D V H D V

H D V H D V x H D
l i

x

∞ ∞
,!

= = =

+∞ ∞
+ ,! −

= = =

= + + = + +

 ∆
 + + = − ∆ +
 + ! 

∆
+ − ∆ −

∑ ∑∑

∑ ∑ ∑ ° ɶ(1 ) ( )
( )P

(2 1 )

i

i i
lH D

l i

−
−

 
 .
 + − ! 

Ясно, что ( )H D V V⊂ поскольку ( ) ( ) {0}H D V H D V∆ = ∆ = . Поэтому оператор ( )H D дейст-

вует из V в себя ( )H D V V: → . Из (19) следует, что V изоморфно ɶ 2
P . Поэтому оператор ( )H D

порождает следующий матричный оператор:
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°
ɶ

ɶ

ɶ

ɶ

°

° °

° °

( ) ( )(0) (1)

(0) (0)
0 0

(1) (1) 1
( ) ( )(1) (0)

0 0

( ) ( )
(2 ) (2 1)P P

( ) ( )

P P
( ) ( )

(2 1) (2 )

l l
j j

l l

l l

l l
j j

l l
l l

H D H D
l l

A D A D

H D H D
l l

∞ ∞

= =

+∞ ∞

= =

 ∆ ∆
 

    ! + ! 
: → , =         ∆ ∆     − + ! ! 

∑ ∑

∑ ∑
.

Найдем образ оператора °( )A D . Для этого, в соответствии с предложением 2, необходимо
выписать полином det ( )A xɶ . Имеем

2 2

2 2 1(0) (1)

0 0

det ( ) ( ) ( )
l l

l l
l l

A x x H x x H x
∞ ∞

,! + ,!

= =

   
= + .   
   
∑ ∑ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ (20)

Предположим, что det ( ) 0A x =ɶ в P . Поэтому коэффициенты полинома det ( )A xɶ равны нулю,

а значит, равны нулю и коэффициенты полинома det ( )A xɶ при 1nx −∈ɶ C . Будем считать, что
nx∈C . Вспоминая определение полиномов, ( ) ( )iH x записываем

( ) 2 ( )

0

( ) ( 1) ( ) 0 1
i l l i i

j l
l

H x x H x i
∞

+ ,!

=

= − , = ,∑ ɶ

и поэтому из (20) легко найдем

( ) ( )2 2
(0) (1)det ( ) ( ) ( )

jx i x

A x H x H x
| =

 = − ,   ɶ

ɶ

где 2 1i = − и значит
(0) (1) (0) (1)

det ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
jx i x

A x H x H x H x H x
| =

   = + − .    ɶ
ɶ

Таким образом, вспоминая, что (0) (1)( ) ( ) ( )H x H x H x= + , будем иметь

1 1det ( ) ( ) ( )n nA x H x … i x … x H x … i x … x= , , , , , ,− , , .ɶ ɶ ɶ

Нетрудно видеть, что аргументы у полиномов ( )H x справа удовлетворяют условию
2 2 2

1 0nx x x= + + =⋯ , nx∈C . Рассмотрим полином °( ) ( ) ( )T x H x H x= , где

°
1( ) ( )j nH x H x … x … x= , ,− , , . В силу сделанного предположения det ( ) 0A x =ɶ будем иметь

2
0 ( ) 0jx x i x T x= ⇒ = ± ⇒ =ɶ . Теперь, применяя теорему Гильберта о нулях полиномов [14],

получаем

( )2 2
0 ( ) 0 ( ) ( ) ( )px T x p Q x T x Q x x= ⇒ = ⇒ ∃ ∈ , ∃ , = .N

Из факториальности кольца многочленов над C и неприводимости над R многочлена
2

( 2)x n ≥ будем иметь

( ) °( )2 2

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Q x H x x Q x Q x H x x Q x∃ , = ∃ , = ,∪

что противоречит согласно предложению 3 при ( )L D = ∆ включению ( )H x , °( )H x V∈ . Это озна-
чает, что наше предположение det ( ) 0A x =ɶ неверно. Воспользовавшись предложением 2, найдем

° ɶ ɶ2 2( )P PA D = . Отсюда, вспоминая определение оператора °( )A D , сразу получаем ( )H D V V= и
значит ( )B D V V= . Теорема доказана. •
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УДК 517.977

ГРУППА ЦЕНТРАЛЬНЫХ ЕДИНИЦ ЦЕЛОЧИСЛЕННОГО
ГРУППОВОГО КОЛЬЦА ЗНАКОПЕРЕМЕННОЙ ГРУППЫ
СТЕПЕНИ 14

А.В. Каргаполов

Описывается группа центральных единиц целочисленного группового

кольца знакопеременной группы степени 14. Впервые получено описание

группы центральных единиц знакопеременной группы, ранг которой

больше единицы.

Ключевые слова: групповое кольцо, знакопеременная группа, центральная

единица, локальная единица, неприводимые характеры.

Введение

Ранее группы центральных единиц целочисленных групповых колец знакопеременных групп

nA для 7n < были описаны в работе [1]. Дальнейшее продвижение уже было затруднительно

получить без использования компьютера. Также в работе [2] Ферраз нашел, что ранг nr группы
центральных единиц целочисленных групповых колец знакопеременных групп равен 0 тогда и
только тогда, когда { }1,2,3,4,7,8,9,12n∈ . В работе [3] доказано, что ранг nr равен 1 тогда и

только тогда, когда { }5,6,10,11,13,16,17,21,25n∈ . В работе [4] полностью описываются группы

центральных единиц целочисленных групповых колец знакопеременных групп в случаях, когда

{ }10,11,13,16,17,21,25n∈ . В совокупности с [1] получено полное описание групп центральных

единиц целочисленных групповых колец знакопеременных групп, имеющих ранг 1. В работе
идет исследование самого первого случая, когда ранг 1> , а именно 14n = , в этом случае ранг
группы центральных единиц целочисленного группового кольца группы 14A равен 3 .

Основные определения

Обозначение 1. Если K – ассоциативное кольцо c 1, то { }( ) | ' 1nU K x K x K xx x x′ ′= ∈ ∃ ∈ = =

группа его единиц (= обратимых элементов) – мультипликативная группа кольца K .

Определение 1. Пусть K – кольцо. Центральной единицей группового кольца KG называет-
ся единица центра ( )Z KG этого кольца, то есть u KG∈ – центральная единица, если ( )u Z KG∈

и существует такой элемент ( )u Z KG′∈ , что 1uu′ = .

Следующие результаты хорошо известны.

Лемма 1. Группа центральных единиц совпадает с центром группы всех единиц группового
кольца. Более точно, пусть K – кольцо, тогда

( ( )) ( ) ( ) ( ( ))n n nU Z KG Z KG U KG Z U KG= ∩ = .

Лемма 2. Имеем

( ( )) 1 ( ( ))nU Z ZG V Z ZG=< − >× ,

где ( ( )) { ( ( )) | (1 ) 1}n v GV Z ZG v U Z ZG β= ∈ = – множество центральных единиц, у которых сумма

коэффициентов при разложении по всем элементам группы равна 1.

Изучение локального случая

Пусть χ – нецелый неприводимый характер группы nA , нецелые значения χ это

(1 ) 2b d+ и (1 ) 2b d− , где b – натуральное число, d – целое число свободное от квадратов.

Положим (1 ) 2d dω = + ,
1

(1 ) 2
2

d

b
b d bσ ω

−
= + = + и *1

* (1 ) 2
2

d

b
b d bσ ω

−
= − = + .

Следующая лемма очевидна.

Лемма 3.
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2 1

4
d d

d
ω ω

−
= + , * 1d dω ω= − , * 1d dtr trω ω= = , 2 1

1
2

d

d
tr ω

−
= + , * 1

4
d d

d
ω ω

−
= .

Лемма 4. Пусть λ – единица кольца [ ]dZ bω , ( ) i iu yλ γ=∑ – локальная единица ( ( ))nU Z ZA .

Тогда согласно [5]

( ( )( 1))i
i

tr x

z

χ λ
γ

−
= , (1)

где | | degnz A χ= , iy – классовые суммы для классов с представителями ix , iγ – целые числа.

Лемма 5. Пусть dλ α βω= + , тогда

( 1) 2( 1)tr λ α β− = − + , (2)

1
( ( 1)) ( 1)

2

bd
tr σ λ α β

+
− = − + , (3)

1
(* ( 1)) ( 1)

2

bd
tr σ λ α β

−
− = − + . (4)

Доказательство. В самом деле
( 1) (( 1) ) 2( 1)dtr tr wλ α β α β− = − + = − + ,

( ) ( ) ( )21 1 1
( ( 1)) 1 1 1

2 2 2
d d d d

b b b
tr tr tr b bσ λ βω α βω βω α β ω α

   − − −   − = + − + = + − + + − =      
      

( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1 1
1 2 1 1 1 1

2 2 2 2

d b bd b b bd
b b bβ α β α α β α β

+ − + + − +
= + − + + − − = − + = − + ,

( ) ( )1 1
(* ( 1)) 1 1

2 2
d d d d

b b
tr tr b b tr bσ λ ω α βω ω α βω

   − +   − = + − − + = − − + =      
      

( ) 1
1

2

bd
α β

−
= − + .

Лемма 6. Локальная единица ( ) ( )( )n nu U Z ZAλ ∈ тогда и только тогда, когда для некото-

рого целого t

1
1 ,

2

.

z bd
a t

bd

z
t

bd
β

+ = +

 = −


По-другому ( ) ( )( )n nu U Z ZAλ ∈ тогда и только тогда, когда [ ]1 dzZ bλ ω∈ + .

Доказательство. По условию леммы 6 нужно, чтобы iγ для всех i были целыми. Из вида

таблицы характеров следует, что будут интересны

( ) ( )

( )( ) ( )

( )( ) ( )

1 2 1
,

1 1 (1 ) 2
,

* 1 1 (1 ) 2
.

tr

z z

tr bd

z z

tr bd

z z

λ α β

σ λ α β

σ λ α β

 − − +
=


 − − + + =

 − − + −

=


(5)

Таким образом, нужно чтобы выполнялись условия системы

( )
( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

1

2

| 2 1
| 2 1 2 1 0

| 1 1 2
| 1 1 2 1 1 2 0

| 1 1 2

z
z zv

z bd
z bd bd zv

z bd

α β
α β α β

α β
α β α β

α β

 − +
 − +  − + + =  − + + ⇔ ⇔ ⇔  − + + − + + + =   − + −

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

1 2 1 11

1 2 2 11 2

1 2 2 1 2 2 21 2 2

2 2 1 2 0 2 22

zv z v v bd z vzv

zv bd zv v v bdzv bd z v bd

α β αα β

β β ββ

 − = − −  − = − − − = − − ⇔ ⇔ ⇔  
− − + + + = = − −= −   

.
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Так как интересует делимость на z , то можно упростить решение:

( ) ( )
( )

2 1 1 2

2 1

1
1

1 2 2 2 1 2 2 2

2 2

z bd
a t

z v v bd z v zv zt bd zt bd

v v bd zt bd z
t

bd

α α

β β
β

 + = + − = − − + = + + 
⇔ ⇔ 

= − − = −  = −
 

.

Лемма доказана.

Будем изучать ( )u λ для характеров 20χ χ= степени 4752 , 57χ χ= степени 29 952 , 59χ χ=

степени 34 320 .

Лемма 7. Значения характеров 20χ , 57χ , 59χ лежат в кольцах [ ]13Z ω , [ ]33Z ω , [ ]53Z ω , при

этом группы единиц данных колец:

[ ]( )
[ ]( )
[ ]( )

13 13

33 33

5 5

1 1 ,

1 19 8 ,

3 1 2 3 .

U Z

U Z

U Z

ω ω

ω ω

ω ω

=< − >× < + >

=< − > × < + >

=< − > × < + >

Поэтому

( ) ( ) ( )20 20 13 57 57 33 59 59 51 , 19 8 , 2 3 ,
k m n

λ ε ω λ ε ω λ ε ω= + = + = + (6)

где { }20 57 59, , 1,1ε ε ε ∈ − и , ,k m n Z∈ .

Обозначение 2. ( )
10 5 2 2 10 5 2 2

14
20 20 4 3

20

| | 2 3 5 7 11 13 2 3 5 7 11 13

deg 4752 2 3 11

A
z z χ

χ

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= = = = =

⋅ ⋅
6 2 2 22 3 5 7 13 9172 800= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ,

( )
10 5 2 2 10 5 2 2

2 3 2 214
57 57 8 2

57

| | 2 3 5 7 11 13 2 3 5 7 11 13
2 3 5 7 11 1 455 300

deg 29 952 2 3 13

A
z z χ

χ

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= = = = = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =

⋅ ⋅

( )
10 5 2 2 10 5 2 2

6 4 214
59 59 4

59

| | 2 3 5 7 11 13 2 3 5 7 11 13
2 3 5 7 1 270 080

deg 34 320 2 3 5 11 13

A
z z χ

χ

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= = = = = ⋅ ⋅ ⋅ =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
.

Лемма 8. Пусть [ ] [ ]( )( )expl U Z zZω ω= – показатель группы единиц [ ] [ ]( )U Z zZω ω ,

фактор кольца [ ] [ ]Z zZω ω . Тогда

20 43 680l = , для 6 2 2 2
20 2 3 5 7 13 9172 800z = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = , (7)

57 55 440l = , для 2 3 2 2
57 2 3 5 7 11 1 455 300z = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = , (8)

59 30 240l = , для 6 4 2
59 2 3 5 7 1 270 080z = ⋅ ⋅ ⋅ = . (9)

Доказательство. Так как 6 2 2 2
20 2 3 5 7 13 9172 800z = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = , то по лемме 3 из [1] 20l – наи-

меньшее общее кратное чисел [ ]( )( ) [ ]( )( ) [ ]( )( )3 52 2 26exp , exp , exp ,
e eeU Z P U Z T U Z Fω ω ω

[ ]( )( ) [ ]( )( )7 132
exp , exp

e eU Z S U Z Eω ω , где P – простой идеал из [ ]Z ω , содержащий 2 , и 2e –

его индекс ветвления над 2Z , T – простой идеал из [ ]Z ω , содержащий 3 , и 3e – его индекс

ветвления над 3Z , F – простой идеал из [ ]Z ω , содержащий 5 , и 5e – его индекс ветвления над

5Z , S – простой идеал из [ ]Z ω , содержащий 7 , и 7e – его индекс ветвления над 7Z , E – про-

стой идеал из [ ]Z ω , содержащий 13, и 13e – его индекс ветвления над 13Z .

Теперь по предложению 5 из [6] имеем

[ ]( )( )26 5exp 3 2 96eU Z Pω = ⋅ = , [ ]( )( )32
exp 2 3 6

eU Z Tω = ⋅ = ,

[ ]( )( )52
exp 4 5 20

eU Z Fω = ⋅ = , [ ]( )( )72
exp 6 7 42

eU Z Sω = ⋅ = ,
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[ ]( )( )13exp 12 13 156
eU Z Eω = ⋅ = .

Отсюда ( ) 5
20 НОК 96, 6, 20, 42,156 2 3 5 7 13 43 680l = = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = .

Доказательство утверждения для 57l и 59l опустим, так как оно аналогичное.

Теорема 1. Допустим, что ( ) ( )( )20 14u U Z ZAλ ∈ . Тогда ( )3360

131
k

λ ω= + для подходящего

целого k .

Доказательство. По лемме 7

( )13 131
k

k kλ ε ω α β ω= + = + ,

где { }1,1 , , ,k Zε α β∈ − ∈ .

Поймём, что достаточно рассматривать случай, когда 0k ≥ . Заметим, что

( ) ( )* * *
13 13 131 1 .

k k

k kλ α β ω ε ω ε ω
−

= + = + = +

Тогда

( ) ( )* 1.u uλ λ =

Из алгебраической сопряжённости характеров 20χ и 21χ получаем, что одновременно ( )u λ

и ( )*u λ принадлежат ( )( )14U Z ZA . Отсюда и получаем, что достаточно рассматривать случай,

когда 0k ≥ .

Итак, 0k ≥ . Пусть для любого неотрицательного целого k

( )13 131 .
k

k kω α β ω+ = +

По лемме 6 получим

( )1 4 939 200 mod 9172 800k tα ≡ + ⋅ и ( )8 467 200 mod 9172 800k tβ ≡ ⋅ . (10)

По китайской теореме об остатках получим, что эти условия равносильны системе условий:

( )
( )

1 mod 64

0 mod 64

k

k

α

β

 ≡


≡
,

( )
( )

1 mod 9

0 mod 9

k

k

α

β

 ≡


≡
,

( )
( )

1 mod 25

0 mod 25

k

k

α

β

 ≡


≡
,

( )
( )

1 mod 49

0 mod 49

k

k

α

β

 ≡


≡
,

( )
( )

1 6 mod 13

mod 13

k

k

t

t

α

β

 ≡ + ⋅


≡
. (11)

Согласно лемме 7 [4] имеем следующие рекуррентные соотношения:

2 1 0 13 , 1, 1,k k kα α α α α+ += + = =

2 1 0 13 , 0, 1,k k kβ β β β β+ += + = =

поскольку ( )131 3tr ω+ = и ( )131 1Norm ω+ = − по лемме 5. Посчитаем последовательности

{ }
0k k

α
∞
=

и { }
0k k

β
∞
=

по модулям 64, 9, 25, 49,13 .

По модулю 64 имеем:

{ } {
0

1,1,4,13,43,14,21,13,60,1,63,62,57,41,52,5,3,14,45,21,44,25,55,62,49,17,36,k k
α

∞
=

=

61,27,14,5,29,28,49,47,62,41,57,20,53,51,14,29,37,12,9,39,62,33,33,4,45,

11,14,53,45,60,33,31,62,25,9,52,37,35,14,13,53,44,57,23,62,17,49,36,29,59,

}14,37,61,28,17,15,62,9,25,20,21,19,14,61,5,12,41,7,62,1,1,… ,

{ } {
0

0,1,3,10,33,45,40,37,23,42,21,41,16,25,27,42,25,53,56,29,15,10,45,17,32,49,k k
β

∞
=

=

51,10,17,61,8,21,7,42,5,57,48,9,11,42,9,5,24,13,63,10,29,33,0,33,35,10,1,

13,40,5,55,42,53,9,16,57,59,42,57,21,56,61,47,10,13,49,32,17,19,10,49,29,8,

}53,39,42,37,25,48,41,43,42,41,37,24,45,31,10,61,1,0,1,… .

Получаем, что эти последовательности периодичны с периодом 96 , по соотношениям (11)

подходят
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( )
( )

1

1

96

96

1 mod 64 ,

0 mod 64

p

p

α

β

 ≡


≡
для любого целого 1 0p ≥ . По модулю 9 подходят

26 pα и
26 pβ для любого целого 2 0p ≥ . По

модулю 25 подходят
360 pα и

360 pβ для любого целого 3 0p ≥ . По модулю 49 подходят
4112 pα и

4112 pβ для любого целого 4 0p ≥ . По модулю 13 подходят
54 pα и

54 pβ для любого целого

5 0p ≥ . Таким образом, получаем 1 2 3 4 596 6 60 112 4 .k p p p p p= = = = =
Наименьшее общее кратное чисел 96, 6, 60,112, 4 равно

52 3 5 7 3360⋅ ⋅ ⋅ = .

Применение леммы 10 завершает доказательство.

Теорема 2. Допустим, что ( ) ( )( )57 14u U Z ZAλ ∈ . Тогда ( )840

3319 8
m

λ ω= + для подходящего

целого m .

Теорема 3. Допустим, что ( ) ( )( )59 14u U Z ZAλ ∈ . Тогда ( )504

52 3
n

λ ω= + для подходящего це-

лого n .

Изучение глобального случая

Лемма 9. Пусть ( ) ( ) ( ) ( )( )20 20 57 57 59 59 14u u u u U Z ZAλ λ λ= ∈ , тогда

( )20 13 131
k

k kλ ω α β ω= + = + и ( )7 1 mod 9172 800k kα β+ ≡ ,

( )57 33 3319 8
m

m mλ ω α β ω′ ′= + = + и ( )17 1 mod 1 455 300m mα β′ ′+ ≡ ,

( )59 5 52 3
n

n nλ ω α β ω′′ ′′= + = + и ( )8 1 mod 1 270 080n nα β′′ ′′+ ≡ .

Доказательство. Докажем истинность леммы для характера 20χ  (для 57χ и 59χ доказатель-

ство аналогичное).
Рассмотрим коэффициент ( )v xγ соответствующий 48 -му столбцу в таблице характеров

группы 14A . Из леммы 1.45 [5]:

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1
deg

| |
v v

Irr G

x x x
G χ

γ χ χ β
∈

= ∑ . (12)

В сумме (12) ( ) 1v xβ = для всех характеров, за исключением 20χ , 57χ и 59χ , следовательно

нужно вычислить эту независящую от λ часть и уже на основе данного значения искать нужную
степень единицы кольца [ ]13Z ω . Заметим также, что в столбце 48 таблицы характеров в строках,

соответствующих характерам 57χ и 59χ , стоят нули, таким образом получаем следующее выра-

жение для γ :

( ) ( )* *
13 1313 13

20
14 14

111
deg

9172 800

k
k

A A

ω ωω ω
γ χ

 ++ = − + + = 
 
 

( ) ( )* *
13 13 13 13

1 1
1 1

9172 800 9172 800

kk
ω ω ω ω
 = − + + + + = 
 

( ) ( )( ) ( )* 2 *2
13 13 13 13

1 1
7 1

9172 800 9172 800
k k k kα ω ω β ω ω α β= + + + = + − . (13)

Из (13) следует, что для целочисленности γ необходимо выполнение условия

( )7 1 mod 9172 800k kα β+ ≡ . Лемма доказана.

Найдем степени фундаментальных единиц квадратичных полей, которые необходимы для

получения глобальных центральных единиц группы ( )( )14U Z ZA .
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Лемма 10. Пусть ( ) ( ) ( ) ( )( )20 20 57 57 59 59 14u u u u U Z ZAλ λ λ= ∈ , тогда

( )3360

20 131
k

λ ω= + и ( )( )20 14u U Z ZA∈ ,

( )840

57 3319 8
m

λ ω= + и ( )( )57 14u U Z ZA∈ ,

( )504

59 52 3
n

λ ω= + и ( )( )59 14u U Z ZA∈

для подходящих , ,k n m Z∈ .

Доказательство. Докажем истинность леммы для характера 20χ  (для 57χ и 59χ доказатель-

ство аналогичное).
Согласно лемме 9 и китайской теореме об остатках получаем систему:

( )
( )
( )
( )
( )

7 1 mod 64

7 1 mod 9

7 1 mod 25

7 1 mod 49

7 1 mod 13

k k

k k

k k

k k

k k

α β

α β

α β

α β

α β

 + ≡


+ ≡
 + ≡
 + ≡
 + ≡

. (14)

На основании уже вычисленных при доказательстве теоремы 1 последовательностей { }
0k k

α
∞
=

и { }
0k k

β
∞
=

по модулям 64, 9, 25, 49,13 проанализируем выражение 7k kα β+ .

По модулю 64 имеем:

{ } {
0

7 1,8,25,19,18,9,45,16,29,39,18,29,41,24,49,43,50,1,53,32,21,31,50,53,k k k
α β

∞
=

+ =

17,40,9,3,18,57,61,48,13,23,18,13,57,56,33,27,50,49,5,0,5,15,50,

37,33,8,57,51,18,41,13,16,61,7,18,61,9,24,17,11,50,33,21,32,53,

63,50,21,49,40,41,35,18,25,29,48,45,55,18,45,25,56,1,59,50,17,

}37,0,37,47,50,5,1,8,… .

Получаем, что эти последовательности периодичны с периодом 96 , по соотношениям (14)

подходят индексы 0, 17 и 86 . На основании леммы 10 показатель группы единиц 20 43680l = , а

так как 17, 86 не делят 20l , то подходят только
196 pα и

196 pβ для любого целого 1 0p ≥ .

По модулю 9 подходят
26 pα и

26 pβ для любого целого 2 0p ≥ .

По модулю 25 подходят
360 pα и

360 pβ для любого целого 3 0p ≥ .

По модулю 49 подходят
4112 pα и

4112 pβ для любого целого 4 0p ≥ .

По модулю 13 подходят
54 pα и

54 pβ для любого целого 5 0p ≥ .

Таким образом, получаем

1 2 3 4 596 6 60 112 4 .k p p p p p= = = = =
Наименьшее общее кратное чисел 96, 6, 60,112, 4 равно

52 3 5 7 3360⋅ ⋅ ⋅ = .

Лемма доказана.

Следствием является теорема о строении группы центральных единиц ( )( )14U Z ZA .

Теорема 4.

( )( ) ( ) ( ) ( )3360 840 504

14 20 13 57 33 59 51 1 19 8 2 3U Z ZA u u uω ω ω=< − > × < + > × < + >× < + > .

Доказательство. На основании теорем 1, 2 и 3 известны локальные единицы группы

( )( )14U Z ZA . Если учитывать композиции единиц квадратичных полей, порожденных различны-

ми характерами 14A , то могут появиться новые единицы группы ( )( )14U Z ZA , которые отсутст-

вуют в локальном случае.



Математика

Вестник ЮУрГУ, № 10, 201124

В лемме 10 находится нижняя граница для степеней единиц квадратичных полей, она совпа-
дает с локальным случаем. Следовательно, глобальный случай исчерпывается локальными еди-

ницами. Теорема доказана.
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УДК 519.833.7

ПОБОЧНЫЕ ПЛАТЕЖИ В ОДНОЙ КООПЕРАТИВНОЙ ИГРЕ
С УЧЕТОМ РИСКОВ

К.Н. Кудрявцев

Предлагается один из возможных способов распределения побочных

платежей для гарантированного по выигрышам и рискам решения в коо-

перативной игре двух лиц с побочными платежами и при неопределенно-

сти.

Ключевые слова: кооперативные игры, неопределенность, риск, побочные

платежи, гарантированные решения.

1. Введение
Рассматривается кооперативная игра двух лиц с побочными платежами и при неопределен-

ности, которая отождествляется с кортежем

{ } { } ( ){ }
1,2 1,2

1,2 , , , ,i ii i
Y f x y

= =
Γ = Χ , (1)

где 1 и 2 – порядковые номера игроков, in
iΧ ⊆ ℝ ( )1,2i = множество стратегий ix у i-го игрока.

О неопределенностях my Y∈ ⊆ ℝ игроки не имеют каких-либо статистических данных, известна
только область их изменения.

Игра (1) происходит следующим образом. Игроки совместно и согласованно выбирают свои
стратегии ix ( )1,2i = , в результате чего складывается ситуация

( )1 2 1 2, nx x x= ∈Χ = Χ ×Χ ⊆ ℝ ( )1 2n n n= + .

Независимо от действий игроков реализуется некоторая неопределенность y Y∈ . На образо-

вавшихся парах ( ),x y Y∈Χ× определена скалярная функция выигрыша i-го игрока

( ), :if x y YΧ× → ℝ  (i = 1, 2), значение которой на выбранной игроками ситуации x и появив-

шейся независимо от ситуации неопределенности y называется предварительным выигрышем i-

го игрока. Предварительным риском [1] i-го игрока будет вычисленное на этой же паре значение
функции риска [2]

( ) ( )( ) ( ), , ,
P

i i ix y f x y y f x yΦ = −  (i = 1, 2), (2)

где ( )Px y – максимальная по Парето альтернатива [3] в двухкритериальной задаче

( ) ( ){ }
1,2

, ,i i
y f x y

=
Γ = Χ , (3)

полученной из игры (1) при каждой фиксированной неопределенности y Y∈ . Функция ( ),i x yΦ

численно оценивает риск i-го игрока, связанный с тем, что он выбрал свою стратегию из ситуа-

ции x , а не из ( )Px y , хотя последняя и доставляет максимум по Парето в задаче (3).

Полученные таким образом суммарный предварительный выигрыш ( ) ( )1 2, ,f x y f x y+ и

суммарный предварительный риск ( ) ( )1 2, ,x y x yΦ +Φ игроки, в дальнейшем, путем переговоров

перераспределяют между собой. При этом выигрыши суммируются только с выигрышами, а рис-
ки – с рисками. Целью i-го игрока на «содержательном уровне» является такой выбор своей стра-

тегии и такое последующее перераспределение предварительных выигрышей и предварительных
рисков, что получившийся в результате его окончательный выигрыш был по возможности боль-
ше, а перераспределенный риск по возможности меньше. Одновременно с этим, игроки должны
ориентироваться на возможность реализации любой неопределенности y Y∈ .

Ниже используются максимины и минимаксы:

[ ] ( ) [ ] ( ) ( )0 0
1 2 1 2max min , , , min max , , , 1,2,

j j i ii i j j

i i i i
x xx x

f y f x x y y x x y i j i j y Y
∈Χ ∈Χ∈Χ ∈Χ

= Φ = Φ = ≠ ∀ ∈ ,
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применяются вектора ( )1 2,f f f= , ( )1 2,Φ = Φ Φ и предполагается, что все максимумы и мини-

мумы в следующем определении достигаются, а функции ( ),if x y и ( ),i x yΦ ( )1,2i = непре-

рывны на произведении непустых компактов YΧ× ; ( ) [ ]a Idem a bϕ = →   означает выражение в

скобках [ … ] в левой части равенства, где a заменено на b .

Определение 1. Гарантированным по выигрышам и рискам решением (ГВР) кооперативной
игры двух лиц с побочными платежами и при неопределенности (1) называется [2] тройка

( , , )x f∗ ∗ ∗Φ , для которой существует неопределенность Py Y∈ такая, что выполняются следую-

щие три условия:
1

0
условие коллективной рациональности

( )
2

1

max ,i P
x i

f x y Idem x x∗

∈Χ =

 = → ∑ ; (4)

2
0
условие «неухудшаемости» суммарного выигрыша и риска

( ) ( ) [ ]
2

1

min , ,i i P
y Y i

f x y x y Idem y y∗ ∗

∈ =

 −Φ = → ∑ ; (5)

3
0
условие индивидуальной рациональности:

справедлива система из четырех неравенств
0

i i pf f y∗  ≥   ,
0

i i py∗  Φ ≤ Φ    (i=1,2), (6)

где

( ) ( )
2 2 2 2

1 1 1 1

, ,i P i i P i
i i i i

f x y f x y∗ ∗ ∗ ∗

= = = =

= ∧ Φ = Φ∑ ∑ ∑ ∑ ;

при этом пару ( )1 2,f f f∗ ∗ ∗= назовем гарантированным векторным дележом, пару ( )1 2,
∗ ∗ ∗Φ = Φ Φ

– гарантированным векторным риском игры (1), а x∗ – ситуацией, гарантирующей эти дележи и
риски.

Замечание 1. Приведенное выше определение ГВР имеет место и при количестве игроков
2N > .

2. Побочные платежи

Рассмотрим один из возможных способов распределения гарантированного суммарного

выигрыша
2

=1

( , ) = ( , )
P i P

i

F x y f x y∗ ∗∑ и гарантированного суммарного риска
2

=1

( , ) = ( , )
P i P

i

x y x y∗ ∗Φ Φ∑
в игре (1). Такое распределение можно осуществить, если указать числа 0 1α≤ ≤ и β ∈R такие,

что первый игрок получит часть *

1 = ( , )Pf F x yα ∗ гарантированного суммарного выигрыша и

часть *

1 = ( , )Px yβ ∗Φ Φ гарантированного суммарного риска, а второй игрок *

2 = (1 ) ( , )Pf F x yα ∗−

и *

2 = (1 ) ( , )Px yβ ∗Φ − Φ соответственно.

Будем считать
( , ) > 0 ( , ) X Y ( = 1,2).if x y x y i∀ ∈ × (7)

Если в (1) функции ( , )if x y ( )1,2i = непрерывны, а множества 1X , 2X и Y – суть компакты, то

условие (7) всегда можно осуществить, используя замену
= 1 ( = 1,2),i if f M i+ +

где
( )

( )
1,2 ,

max max ,i
i x y Y

M f x y
= ∈Χ×

= . При таком преобразовании игры (1) к

{ } { } ( ) ( ){ }1,2 1,2
1,2 , , , , , 1i i ii i

Y f x y f x y M
= =

Χ = + +

ситуации *x , реализующие гарантированный суммарный выигрыш и гарантированный
суммарный риск, не изменятся, гарантированные дележи в преобразованной игре будут

* *= 1 ( = 1,2),i if f M i+ + гарантированные риски *

iΦ ( = 1,2)i останутся теми же, что и в игре
(1).
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Утверждение 1. Предположим, что для игры (1) выполнено условие (7) и существует пара
*( , ) X YPx y ∈ × , для которой ( , ) > 0Px y∗Φ и

X

( , ) = ( , );max P P
x

F x y F x y∗

∈
(8)

Y

[ ( , ) ( , )] = ( , ) ( , );min P P
y

F x y x y F x y x y∗ ∗ ∗ ∗

∈
−Φ −Φ (9)

0

1 2( , , ) = [ ], ( , = 1,2; );max min
XX

i P i P
uu

j ji i

f u u y f y i j i j≠
∈∈

(10)

0

1 2( , , ) = [ ] ( , = 1,2; ).maxmin
X X

i P i P
u u
i i j j

u u y y i j i jΦ Φ ≠
∈ ∈

(11)

Тогда гарантированные дележ 1 2= ( , )f f f∗ ∗ ∗ и риск 1 2= ( , )∗ ∗ ∗Φ Φ Φ игры (1) имеют вид

1 2= ( , ), = (1 ) ( , ),P Pf F x y f F x yα α∗ ∗ ∗ ∗− (12)

1 2= ( , ), = (1 ) ( , ),P Px y x yβ β∗ ∗ ∗ ∗Φ Φ Φ − Φ (13)

а ГВРР будет ( , , )x f∗ ∗ ∗Φ , где α и β – любые постоянные числа, удовлетворяющие включениям:

0 0

1 2[ ] [ ]
,1 ,

( , ) ( , )

P P

P P

f y f y

F x y F x y
α

∗ ∗

 
∈ − 
 

(14)

0 0

2 1[ ] [ ]
1 , .

( , ) ( , )

P P

P P

y y

x y x y
β

∗ ∗

 Φ Φ
∈ − Φ Φ 

(15)

Для доказательства достаточно проверить, что для векторов 1 2= ( , )f f f∗ ∗ ∗ из (12), (14) и

1 2= ( , )∗ ∗ ∗Φ Φ Φ из (13), (15) выполнены требования 1
o и 3o из определения 1. При рассмотрении же

указанных требований следует иметь в виду, что постоянная α должна дополнительно
удовлетворять условиям [0,1]α ∈ .

С учетом обозначений из (10), (11) и [2]

1 2
X

( , ) = [ ( , ) ( , )]maxP P P
u

F x y f u y f u y∗

∈
+ ≥

0 0

1 1 2 2 1 2 1 2

2 2 1 11 1 2 2

( , , ) ( , , ) = [ ] [ ],max maxmin min
X XX X

P P P P
u uu u

f u u y f u u y f y f y≥ + +
∈ ∈∈ ∈

(16)

1 2
X

( , ) = [ ( , ) ( , )]minP P P
u

x y u y u y∗

∈
Φ Φ +Φ ≤

0 0

1 1 2 2 1 2 1 2

1 1 2 22 2 1 1

( , , ) ( , , ) = [ ] [ ].max maxmin min
X XX X

P P P P
u uu u

u u y u u y y y≤ Φ + Φ Φ +Φ
∈ ∈∈ ∈

(17)

Кроме того, согласно (12) и (13),
2

1 2

=1

( , ) = ( , ) = ( , ) (1 ) ( , ) = ,
P i P P P

i

F x y f x y F x y F x y f fα α∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗+ − +∑ (18)

2

1 2

=1

( , ) = ( , ) = ( , ) (1 ) ( , ) =
P i P P P

i

x y x y x y x yβ β∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗Φ Φ Φ + − Φ Φ +Φ∑ (19)

при любых const [0,1]α = ∈ , constβ = ∈ℝ , поэтому для всех таких α и β выполнено

требование 0
1 определения 1.

Наконец, с учетом (12)–(15)

01
1 1

[ ]
= ( , ) ( , ) = [ ],

( , )
P

P P P

P

f y
f F x y F x y f y

F x y
α∗ ∗ ∗

∗
≥

0
02

2 2

[ ]
= (1 ) ( , ) 1 1 ( , ) = [ ],

( , )

P
P P P

P

f y
f F x y F x y f y

F x y
α∗ ∗ ∗

∗

  
− ≥ − −  

  
0

01
1 1

[ ]
= ( , ) ( , ) = [ ],

( , )

P
P P P

P

y
x y x y y

x y
β∗ ∗ ∗

∗

Φ
Φ Φ ≤ Φ Φ

Φ
0

02
2 2

[ ]
= (1 ) ( , ) 1 1 ( , ) = [ ],

( , )

P
P P P

P

y
x y x y y

x y
β∗ ∗ ∗

∗

  Φ
Φ − Φ ≤ − − Φ Φ  Φ  
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т.е. имеет место требование 03 определения 1, если только
0 0

1 2[ ] [ ]
0 1 1

( , ) ( , )

P P

P P

f y f y

F x y F x y∗ ∗
≤ ≤ − ≤ (20)

и
0 0

2 1[ ] [ ]
1 .

( , ) ( , )

P P

P P

y y

x y x y∗ ∗

Φ Φ
− ≤
Φ Φ

(21)

Установим справедливость цепочки неравенств (20). В самом деле, вследствие (7), будет
0

1 [ ] > 0Pf y и 1 1( , ) = ( , ) ( , ) > 0P P PF x y f x y f x y∗ ∗ ∗+ и поэтому
1

0

1 [ ] ( , ) > 0.P Pf y F x y
−∗  

Среднее неравенство в (20)
0 0

1 2[ ] ( , ) [ ]

( , ) ( , )

P P P

P P

f y F x y f y

F x y F x y

∗

∗ ∗

−
≤

также имеет место, ибо ( , ) > 0PF x y∗ и, согласно (7) и (16) 0 0

2 1( , ) [ ] [ ].P P PF x y f y f y∗ − ≥

Последнее неравенство в (20) выполняется, так как ( , ) > 0PF x y∗ и 0

2 [ ] > 0Pf y . Далее,

неравенство (21) справедливо в силу ( , ) > 0Px y∗Φ и (17).

Замечание 2. Схема доказательства утверждения 1 позволяет ослабить требование (7),

заменив его лишь на условие
0( , ) > 0, [ ] > 0 ( = 1,2),P i PF x y f y i∗

так как выполнение именно этих неравенств и использовалось в доказательстве утверждения 1.
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УДК 517.544.8

ЗАДАЧА МАРКУШЕВИЧА В КЛАССЕ АВТОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ
В СЛУЧАЕ ПРОИЗВОЛЬНОЙ ОКРУЖНОСТИ

А.А. Патрушев

Предложен метод явного решения краевой задачи Маркушевича в

классе автоморфных функций относительно фуксовой группы второго ро-

да. Краевое условие задачи задано на главной окружности, из которой уда-

лены все предельные точки группы. Получено решение задачи в замкнутой

форме при дополнительном ограничении, наложенном на коэффициенты

задачи: функция ( ) /( ( ) 1)a t b t + аналитически продолжима в область D− и

автоморфна относительно Г в этой области.
Ключевые слова: краевые задачи для аналитических функций, задача Мар-

кушевича, автоморфные функции.

1. Постановка задачи
Пусть 0: ( ) , ( ), 1 2kz z z k …σ σΓ ≡ = , , – конечнопорожденная фуксова группа второго рода, ∞

– обыкновенная точка группы. Очевидно * T TΓ = Γo o , где ( )2
0 0 0/T z z r z z∗: = + − – преобразо-

вание симметрии относительно главной окружности *L . Известно, что такая группа является

группой дробно-линейных преобразований первого класса [4]. Пусть 0R – фундаментальная об-

ласть Форда, ρ – род фундаментальной области, S – область инвариантности группы, D± –

соответственно внутренность и внешность главной окружности, 0R R D± ±= ∩ , L∗ – множество

дуг главной окружности, получаемой из L удалением всех предельных точек группы.

Задача Маркушевича в классе автоморфных функций ставится следующим образом: требует-

ся определить кусочно-аналитическую, автоморфную относительно группы дробно-линейных
преобразований Γ функцию ( )zψ , если на контуре 0 0L L R= ∩ ее краевые значения связаны со-

отношением

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t a t t b t t f tψ ψ ψ+ − += + + , (1)

где ( )a t , ( )b t и ( )f t удовлетворяют условию Гельдера, ( ) 0, ( ) 0, ( ) 1 0,a t b t b t≠ ≠ + ≠ функция

( )( ) / ( ) 1a t b t + аналитически продолжима в область D− и автоморфна относительно Γ в области

D− . Если ( ) 0f t = , то имеем однородную задачу Маркушевича. Решение ищется в классе функ-

ций, исчезающих на бесконечности.

2. Решение задачи Маркушевича
Перепишем (1) в виде

( ) 2 ( ) ( )
( ) ( ) Re ( )

( ) 1 ( ) 1 ( ) 1

a t b t f t
t t t

b t b t b t
ψ ψ ψ+ − += + +

+ + +
(2)

и, считая Re ( )tψ + известной, рассмотрим соотношение (2) как краевое условие задачи Римана в
классе автоморфных функций относительно группы Γ . Тогда ее решение относительно функции

( ) если

( ) ( )
( ) если

( ) 1

z z D

z a z
z z D

b z

ψ

ψ

+ +

− −

, ∈ ,
Ω =  , ∈ +

определится формулой [5]

0

0

1

0

1

1 2 ( ) ( )
( ) Re ( ) ( , ) ( , )

2 ( ) 1 ( ) 1
k k

kL

b f
z A z d c z c

i b b

κ
τ τ

ψ τ τ τ ζ
π τ τ

−

+
=

 
Ω = + + ∞ + + + 

∑∫ , (3)
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( )
0 0 0

0
1 0

01

если ( ) 1 ,2 ( )
( ), ( ) 1 ,

если ( ) 1 .( ) 1
L L L

b t t Lb t
Ind a t Ind b t Ind

b t t Lb t

κ
κ κ κ

κ κ

, | |< , ∈
= = + = =  − , | |> , ∈+ 

Автоморфный аналог ядра Коши ( )A z τ, имеет вид [3]

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A z K z K z a … K z aρ ρτ τ ω τ ω τ, = , − , − − , ,

ρ – род фундаментальной области 0R ,

0 0

( ) 1 1
( )

( ) ( ) ( )

j

j j jj j

K z
z z

σ τ
τ

σ τ τ σ τ σ

′∞ ∞

= =

 
, = = − , 

− − − ∞  
∑ ∑

где предполагается, что бесконечность не является неподвижной точкой преобразования группы
Γ . Функции

( )
1

0

1 1

( )
( ) ( ) ( ) ( ) 1 1

( 1)

k
jk k k

k j j j

j j

z z z K z a k …
k

ρ ω
ξ σ σ κ

−∞

= =

∞
,∞ = + − ∞ − , , = , , −

− !∑ ∑
являются коэффициентами разложения ядра ( )A z τ, в окрестности τ = ∞ . В точках

0 0 0\ , 1j ja R L a z j … ρ∈ , ≠ = , , и в точках, конгруэнтным им, функция ( )k zξ ,∞ имеет простые по-

люсы. Подберем числа kc таким образом, чтобы вычеты функции ( )zΩ в точках 1 ,ja j … ρ, = , ,

были равны нулю, что обеспечит аналитичность функции в этих точках. То есть должны выпол-
няться равенства:

0

0

1

,

1

1 2 ( ) ( )
Re ( ) ( ) ,

2 ( ) 1 ( ) 1
k j k j

k L

b f
c d d

i b b

κ
τ τ

ψ τ ω τ τ
π τ τ

−

+
=

 
= − + + + 

∑ ∫ 1j … ρ= , , , 0 0κ > , (4)

0

1 2 ( ) ( )
Re ( ) ( ) 0,

2 ( ) 1 ( ) 1
j

L

b f
d

i b b

τ τ
ψ τ ω τ τ

π τ τ
+

 
+ = + + 

∫ 1j … ρ= , , , 0 0κ ≤ . (5)

Если { }0(0 min 1 )r r ρ κ< < , − – ранг матрицы коэффициентов системы (4), то при выполне-

нии этих условий разрешимости решение зависит от 0 rκ − произвольных постоянных над полем
ℂ .

На основании формул Сохоцкого из равенства (3) имеем на контуре 0L

0

0 1

0

1

1 2 ( ) ( )
( ) Re ( ) ( , )

2 ( ) 1 ( ) 1

( ) ( )
( , ) Re ( ) .

( ) 1 2( ( ) 1)

L

k k

k

b f
t A z d

i b b

b t f t
c t t c

b t b t

κ

τ τ
ψ ψ τ τ τ

π τ τ

ξ ψ

+ +

−

+
=

 
= + + + + 

+ ∞ + + +
+ +

∫

∑
(6)

С другой стороны, заметим, что функция ( )zψ + определяется в области R+ с точностью до мни-

мого постоянного через значение своей действительной части на контуре 0L [2]:

0

2

1

1
( ) Re ( ) ( , ) 2 ( , ) ,j j

jL

z A z d K z a ic
i

ρ

ψ ψ τ τ τ γ β
π

+ +
=

= + − +∑∫ (7)

0 0

0

1 1
Re ( ) ( , ) , Re ( ) ( ) , 1, , 2 ,

2
j j

L L

A z d d j
i i

β ψ τ τ τ γ ψ τ ω τ τ ρ
π π

+ += = = …∫ ∫

если выполняются ρ условий разрешимости
2

0

2
0

0

( )
Re ( ) ( ) ( ) 0, 1, , .

( )

j
j j

L

a z
d j

z
ρψ τ ω τ ω τ τ ρ

τ
+ +

 −
+ = = … 

−  
∫ (8)

Точки 1ja j … ρ, = , , выбираем таким образом, чтобы выполнялись равенства

*
,j ja aρ+ =

2
0

0

0

j

j

r
a z

a z

∗ = +
−

, 1,2,..., .j ρ=
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Тогда из соотношения (7) имеем на контуре 0L

0

2

1

1
( ) Re ( ) Re ( ) ( , ) 2 ( , ) .j j

jL

t t A z d K t a ic
i

ρ

ψ ψ ψ τ τ τ γ β
π

+ + +
=

= + + − +∑∫ (9)

Следовательно, на основании формул (6), (9) приходим к сингулярному интегральному уравне-
нию

0

Re ( ) 1 Re ( ) ( )
( , )

( ) 1 ( ) 1 2( ( ) 1)
L

t f t
A t d

b t i b b t

ψ ψ τ
τ τ

π τ
+ ++ = +
+ + +∫

0 1

1
0

1 ( )
( , ) ( , ) ( ) ,

2 ( ) 1
k k

kL

f
A t d c t t d

i b

κ
τ

τ τ ξ α
π τ

−

=

+ + ∞ + +
+ ∑∫

2

0

1

( ) 2 ( )j j

j

d ic c t K t a
ρ

β α γ
=

= − + , = − , .∑

Здесь Re ( )tψ + должна удовлетворять ρ комплексным условиям разрешимости (8). Для одно-

значной кусочно-голоморфной функции

0

1 2Re ( ) ( )
( ) ( , )

2 ( ) 1
L

f
z A z d

i b

ψ τ τ
τ τ

π τ
+ −

Ψ =
+∫

приходим к односторонней краевой задаче для автоморфных функций, решение которой записы-

вается в виде [1]

0 1

1

( ) ( )
( )

( )

k k

k

c z z d z D
z

z z D

κ

ξ α

ϕ

−

+
=

−
−


,∞ + + , ∈ ,

Ψ = 


, ∈ ,

∑
(10)

где ( )zϕ− – произвольная аналитическая, автоморфная относительно группы дробно-линейных

преобразований Γ функция в области D− , исчезающая на бесконечности. На основании (10)

имеем
0 1

0

1

( ) 1 ( )
( ) ( ) ( )

( ) 1 2 ( ) 1
[ ]k k

k

Re t f t
c z t d t t L

b t b t

κ
ψ

ξ α ϕ
−

−+

=

= ,∞ + + + − , ∈ .
+ +∑ (11)

Учитывая, что в левой части выражения (11) имеется функция Re ( )tψ + , приходим для функции

( )zϕ− к краевой задаче Гильберта в классе автоморфных относительно группы Γ функций:

( )
0 1

1

( )
Re{ [ ( ) 1] ( )} Im ( ) 1 ( ) ( , )

( ) 1
k k

k

f t
i b t t b t d t c t

b t

κ

ϕ α ξ
−

−

=

   − + = + + + ∞ +  
+    

∑ . (12)

Каноническая функция данной задачи, удовлетворяющая краевому условию,

0

( ) ( ) 1

( ) 1( )

t b t
t L

b tt

χ

χ

+

−

+
= , ∈

+
определится формулами [2]:

0 0( ) ( ) ( )z z zχ χ χ ∗= ,

1( )
0 0 0 0 0

1 1

( ) ( ) ( ) ( ( ) )j
n

mz
j j

j j

z e E z E z E z
ρ

κχ θ θ θ σ θ θ−Γ

= =

= ,∞, , , , , ,∏ ∏

01 [ ( ) 1]LInd b tκ = + ,

0

1
( ) ( ) ln( ( ) 1)

2
L

z K z b d
i

τ τ τ
π

Γ = , + ,∫

1( ) ( )nz … zσ σ, , – порождающие преобразования группы Γ ; 0 0j R \ Lθ ∈ , 0jθ θ≠ , 1j … ρ= , , , где 0θ

– фиксированная точка области 0R ; 1jm j … n, = , , – целые числа. Функция
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0

0 0 0 0( ) exp ( )E z K z d R \ L

θ

θ

θ θ τ τ θ
 
 , , = , , ∈
 
 
∫

берется вдоль пути, целиком расположенного в S . Она однозначна в этой области и в случае не-
конгруэнтных между собой точек 0θ и θ имеет в этих точках простой полюс и нуль кратности 1

соответственно. Если точки 0θ и θ между собою конгруэнтны, то 0( )E z θ θ, , на множестве S

ограничена и нигде не обращается в нуль.

Так как 0 0( ( )) ( ) kH
k z z e z S \ Lχ σ χ= , ∀ ∈ , где

0 0

1

1
( ) ln( ( ) 1) ( )

2

j

k k k

L

H b d d
i

θ

θ

η τ τ τ κ η τ τ
π

= + −∫ ∫
0

0 0

( )

1 1

( ) ( ) 1 2

j jn

k j k

j j

d m d k …

θ σ θρ

θ θ

η τ τ η τ τ
= =

+ + , = , , ,∑ ∑∫ ∫

то для автоморфности канонической функции ( )zχ необходимо потребовать, чтобы все

0(mod 2 )kH iπ≡ . То есть целые числа 1jm j … n, = , , и точки 0 0 0 1j jR \ L j …θ θ θ ρ∈ , ≠ , = , , опреде-

ляются из проблемы Якоби обращения интегралов

0

( ) ( ) 1

z

k kz d k …

θ

ϕ η τ τ ρ= , = , ,∫ :

0

1

1 1

1
( ) 2 ( ) ln( ( ) 1) ( )

2

n

k j j k j k k k

j j L

m n i b d
i

ρ

ϕ θ η π η τ τ τ κ ϕ
π

,
= =

+ + = − + + ∞ ,∑ ∑ ∫

где 1kn k … ρ, = , , – некоторые целые числа,

0

0

( )

( ( )) ( ) ( ) 1

j

k j k j k kz z d j … n

σ θ

θ

η ϕ σ ϕ η τ τ, = − = , = , , .∫

Функция 0( )zχ автоморфна относительно группы дробно-линейных преобразований Γ , имеет в

точках 1 m…θ θ, , , образующих частное решение проблемы обращения Якоби, нули кратности

1 m…λ λ, , соответственно, а в точке 0θ имеет порядок 1κ ρ− .

Решение этой задачи запишется в виде [2]

0 0 0 0 1 1( ) ( )[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )]i z z F z F z z z z zϕ χ ∗ ∗ ∗− = + +Ψ +Ψ +Ψ +Ψ , (13)

где

0

0 0

1 ( ) 1 ( )
( ) ( ) ( )

2 2[ ( ) 1] ( ) [ ( ) 1] ( )
L L

c c
F z A z d K z d

i ib b

τ τ
τ τ τ τ

π πτ χ τ τ χ τ+ +
= , = , −

+ +∫ ∫

1
0

1 ( )
( ) ( ) 1 ,
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j j j j

j L

c
d K z a d d j …

i b

ρ τ
ω τ τ ρ

π τ χ τ+
=

− , , = , = , ,
+

∑ ∫

0 1 2

1 1

( ) ( ) ,
qm

q q m

q

z C c z

λ
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ν

ζ θ λ λ λ ρ,
= =
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q
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z d K z a
z
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σ θ σ θ

∞

,
= =

 
, = − − , , 

− ∞ −  
∑ ∑

( 1)
( )

( )
0 1 2 ,

( 1)

j qq
jd q … m …

ν

ν

ω θ
ν

ν

−

, = − , = , , , = , ,
− !

1

0 1
1 1

1

( )
( )

0 ,

c z
z

κ ρ
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ν

ζ θ κ ρ

κ ρ

−

=


 , , ≥ ,
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
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0 1

1

1 ( )
( ) Im [ ( ) 1] ( , ) ( ) .

2 ( ) 1
k k

k

f t
c t b t c t t d

b t

κ

ξ α
−

=

   = + ∞ + + +  
+    

∑

Для того, чтобы краевая задача (12) имела решения в классе функций, исчезающих на бесконеч-
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ности, необходимо выполнение следующего условия:

0 0 0 1 0

0

1 ( )
( ) ( ) ( ) 0

2 [ ( ) 1] ( )
L

c
A z d C z z

i b

τ
τ τ

π τ χ τ+ , + +Ψ +Ψ =
+∫ . (14)

Постоянные qc cν ν, , при 1κ ρ≥ должны удовлетворять неоднородной системе линейных урав-

нений

1
2 2

0 0( ) ( ) (0) (0)

2 2
1 1 10 0

2
0

2
0

( ) ( )
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1
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a z a z
c d c d c d c d

r r
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ρ ρ
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, , , + , , ,
= = =
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−
= − + , = , , ,

∑∑ ∑
(15)

в которой
0

0

1

1

( )
Im [ ( ) 1] ( , ) ( )

( ) 11
( ) .

4 ( ) ( ) 1

k k

k

j j

L

f t
b t c t t d

b t
d d

i b

κ
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ω τ τ
π χ τ τ

−

=

+

   
+ ∞ + + +  

+    =
+

∑
∫

Если 1κ ρ< , то кроме системы (15), где все 0cν = , должны выполняться еще 1ρ κ− ком-

плексных условий:

0

1

0 01
( ) ( )

j

z jj

d
z z b

dz
θ

−
∗

=−
 Ψ +Ψ | = ,   0

1

0 0 11
( ) ( ) 1

j

j zj

d
b F z F z j …

dz
θ ρ κ

−
∗

=−
 = − + | , = , , − .  

(16)

Известно [2], если 1κ ρ≥ , 0 0κ > , функция ( )zϕ с учетом условия разрешимости (14) содер-

жит 1 02 2 2 1κ ρ κ− + + произвольных вещественных постоянных; если 1κ ρ< , 0 0κ > , то число

этих постоянных равно 02 2 1ρ κ+ + . При этом, если 1κ ρ< , 0 0κ > , то эти постоянные должны

удовлетворять системе 12 2ρ κ− вещественных линейных уравнений (16). Система (16) неодно-

родна. Как известно, ее разрешимость эквивалентна выполнению следующих 1 12 2 rρ κ− −

вещественных условий ( 1r – ранг матрицы системы (16)):

1

1
, 1 1,

1

( Re Im ) 0, 1, , 2 2 ,j k j jj k
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1
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∑
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( )
( ) ( )

( ) 1

f
d

b

τ
γ τ α τ

τ
= + + ,

+

где
1

1 1 12 2
1 2 2k k

… k … r
ρ κ

µ µ ρ κ, − ,
, , , = , , − − , – полная система линейно независимых решений соот-

ветствующей однородной транспонированной вещественной системы.
При выполнении этих условий, также учитывая условие разрешимости (14), задача Гильбер-

та имеет решение, которое содержит 0 12 2 1 rρ κ+ + − произвольных вещественных постоянных.

Если 1 02 2 1r ρ κ= + + , решение будет единственным.

Пусть теперь 0 0κ ≤ . Тогда имеем: при 1κ ρ≥ функция ( )zϕ содержит 12 2 1κ ρ− + произ-

вольных вещественных постоянных, а при 1κ ρ< число этих постоянных равно 2 1ρ + , если вы-

полняются ρ комплексных условий (8). При этом, если 1κ ρ< , то эти постоянные должны удов-
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летворять неоднородной системе 12 2ρ κ− вещественных линейных уравнений (16). Разреши-

мость системы (16) эквивалентна выполнению следующих 1 12 2 rρ κ− − вещественных условий

1

1
, 1 1,

1

( Re Im ) 0, 1, ,2 2 ,j k j jj k
j

b b k r
ρ κ

ρ κ
µ µ ρ κ

−

+ −
=

+ = = … − −∑ (18)

где
1

1 1 12 2
1 2 2k k

… k … r
ρ κ

µ µ ρ κ, − ,
, , , = , , − − – полная система линейно независимых решений соот-

ветствующей однородной транспонированной вещественной системы.

При выполнении этих условий, учитывая условие разрешимости (14), задача Гильберта име-
ет решение, которое содержит 0 12 1 rρ + − произвольных вещественных постоянных. Если

1 2 1r ρ= + , решение будет единственным.

На основании формул (11), (13) на контуре 0L имеем задачу Римана

0 1

1
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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k

a t
t t b t c t t d f t b t
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(19)

Решение задачи (19) запишется в виде
0
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Тогда общее решение неоднородной задачи Маркушевича определится формулой
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z b z
z z D
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(20)

Условия разрешимости (4), (5), (8) в этом случае будут выглядеть следующим образом:
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(23)

Таким образом, в случае ( ) 1b t| | <  (так как тогда 1 00κ κ κ= , = ), если 0κ > , то неоднородная
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задача Маркушевича имеет решение, которое содержит 12 2 1 2r rρ κ+ + − − произвольных веще-

ственных постоянных, если выполняются 12 rρ − вещественных условий разрешимости (16), 2ρ

вещественных условий разрешимости (21) и 2ρ вещественных условий разрешимости (23) ( 1r –

ранг матрицы коэффициентов вещественной системы (16), r – ранг матрицы коэффициентов
системы (21)). Если 0κ ≤ , в случае ( ) 1b t| | < , то задача имеет решение, которое зависит от

12 1rρ − + произвольных вещественных постоянных, если это решение, в свою очередь, удовле-

творяет ρ комплексным условиям разрешимости (22) (при этом 1( ) 0zΨ = ) и 1κ− + условиям
разрешимости

( ) ( ) 0 0 1jf j … κ∞ = , = , ,− + , (24)

где ( )( )jf ∞ – коэффициенты разложения функции

0

0 0[ ( )( ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[
L

b d f i F Fτ α τ τ χ τ τ τ− − ++ + − +∫ 0 0

( )
( ) ( )]) ( )

( ) 1
]

f
A z d

b

τ
τ τ τ τ

τ
+Ψ +Ψ + ,

+

в ряд Лорана в окрестности бесконечно удаленной точки. То есть мы приходим к неоднородной
системе линейных уравнений относительно 12 1rρ − + неизвестных, число же уравнений над по-

лем ℝ будет 2 2 2ρ κ− + . Полученная система будет разрешима лишь при выполнении

22 2 2 rρ κ− + − необходимых и достаточных условий
2 2 2

2

1

0 1 2 2 2k l k

k

y l … r
ρ κ

β ρ κ
− +

,
=

= , = , , − + − ,∑ (25)

где 1 2 2 2 21 2 2 2l l… l … rρ κβ β ρ κ, − + ,, , , = , , − + − – полная система линейно независимых решений со-

ответствующей однородной транспонированной системы, 2r – ранг матрицы коэффициентов сис-
темы, полученной объединением систем (21), (22)
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( )

2 1 ( ) 0 1
j

jy f j …ρ κ+ + = ∞ , = , ,− + .

В случае 0 1( ) 1 0b t κ κ ρ| | > , > , ≥ , неоднородная задача содержит 2 2 2 1rκ ρ− − + произвольных
вещественных постоянных, если выполняются 2ρ вещественных условий разрешимости (21) и

2ρ вещественных условий разрешимости (23). Если же 0 1( ) 1 0b t κ κ ρ| | > , > , < , то задача имеет

решение, которое содержит 0 12 2 2 1r rρ κ+ − + − произвольных вещественных постоянных, если

выполняются 1 12 2 rρ κ− − вещественных условий (17), 2ρ вещественных условий разрешимости
(21) и 2ρ вещественных условий разрешимости (23).

Рассмотрим теперь случай 0 1( ) 1 0b t κ κ ρ| | > , ≤ , ≥ . Неоднородная задача имеет решение,

которое линейно зависит от 12 2 1κ ρ− + произвольных вещественных постоянных, если выпол-

няются 2ρ вещественных условий разрешимости (23), 2ρ вещественных условий разрешимости

(22) и 0 1κ− + условий
( )

0( ) 0 0 1jf j … κ∞ = , = , ,− + , (26)

где ( )( )jf ∞ – коэффициенты разложения функции
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0 0[ ( )( ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[
L

b d f i F Fτ α τ τ χ τ τ τ− − ++ + − + +∫

0 0 1 1

( )
( ) ( ) ( ) ( )]) ( )

( ) 1
]

f
A z d

b

τ
τ τ τ τ τ τ

τ
+Ψ +Ψ +Ψ +Ψ + ,

+
в ряд Лорана в окрестности бесконечно удаленной точки. Следовательно, мы приходим к неод-
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нородной системе уравнений относительно 12 2 1κ ρ− + вещественных неизвестных, число же

уравнений равно 04 2 2ρ κ− + . Полученная система будет разрешима лишь при выполнении

0 32 2 2 rρ κ− + − необходимых и достаточных условий

02 2 2

0 3

1

0 1 2 2 2k l k

k

y l … r
ρ κ

β ρ κ
− +

,
=

= , = , , − + − ,∑ (27)

где
01 2 2 2 0 31 2 2 2l l… l … rρ κβ β ρ κ, − + ,, , , = , , − + − – полная система линейно независимых решений

соответствующей однородной транспонированной системы, 3r – ранг матрицы коэффициентов
вещественной системы (22), (26),

0

0 0

1
[ ( )( ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
[k

L

y b t d f i F F
i

α τ τ χ τ τ τ
π

− − += + + − + +∫

0 0 1 1

( )
( ) ( ) ( ) ( )]) ( ) 1

( ) 1
] k

f
d k …

b

τ
τ τ τ τ ω τ τ ρ

τ
+Ψ +Ψ +Ψ +Ψ + , = , , ,

+
( )

1 0( ) 0 1
j

jy f j …ρ κ+ + = ∞ , = , ,− + .

И, следовательно, неоднородная задача в случае 0 1( ) 1 0b t κ κ ρ| | > , ≤ , ≥ имеет решение, которое

линейно зависит от 1 32 2 1 rκ ρ− + − произвольных вещественных постоянных, если выполняются

0 34 2 2 rρ κ− + − вещественных условий разрешимости (27) и 2ρ вещественных условий разре-
шимости (23).

В случае 0 1( ) 1 0b t κ κ ρ| | > , ≤ , < задача при выполнении 1 12 2 rρ κ− − условий разрешимости

(17) имеет решение, которое линейно зависит от 12 1rρ − + произвольных вещественных посто-

янных, если это решение, в свою очередь, удовлетворяет 14 2( ) 2ρ κ κ− − + вещественным усло-

виям разрешимости объединенной системы (22), (24), где 1( ) 0zΨ = и 2ρ вещественных условий
разрешимости (23). Произведя аналогичные выкладки, как и в случае ( ) 1 0b t κ| |< , ≤ , имеем, что

неоднородная задача в случае 0 1( ) 1 0b t κ κ ρ| | > , ≤ , < имеет решение, которое линейно зависит от

1 22 1r rρ − − + произвольных вещественных постоянных, если выполняются 1 14 2 rρ κ− − вещест-
венных условий разрешимости (17), 2ρ вещественных условий разрешимости (23) и

1 24 2( ) 2rρ κ κ− − − + вещественных условий (25), где 2r – ранг матрицы коэффициентов вещест-
венной объединенной системы (21), (24).

В итоге справедлива
Теорема. Пусть коэффициенты 0( ) ( ), ( ) ( ),a t b t f t H L, ∈ 0( ) 0, ( ) 0, ( ) 1 0,a t b t b t t L≠ ≠ + ≠ ∈

неоднородной задачи Маркушевича такие, что функция ( )( ) / ( ) 1a t b t + аналитически продолжи-

ма с контура 0L , лежащего в фундаментальной области 0R группы преобразований Γ , в об-

ласть D− и автоморфна относительно Γ в D− . Тогда неоднородная задача в классе автоморф-

ных функций относительно группы Γ :

1) при 0κ > , ( ) 1b t| | < имеет решение, которое содержит 12 2 2r rρ κ+ − − произвольных

вещественных постоянных, если выполняются 12 rρ − вещественных условий разрешимости

(16), 2ρ вещественных условий разрешимости (21) и 2ρ вещественных условий разрешимости

(23) ( ρ – род фундаментальной области, 1r – ранг матрицы коэффициентов вещественной

системы (16), r – ранг матрицы коэффициентов вещественной системы (25));

2) при 0κ ≤ , ( ) 1b t| | < задача имеет решение, которое линейно зависит от 1 22 r rρ − − про-

извольных вещественных постоянных, если выполняются 2ρ вещественных условий разрешимо-

сти (23), 12 rρ − вещественных условий разрешимости (16), 24 2 2 rρ κ− + − вещественных усло-

вий разрешимости (25) ( 2r – ранг матрицы коэффициентов вещественной объединенной систе-

мы (22), (24));

3) при 0 0κ > , 1κ ρ≥ , ( ) 1b t| | > имеет решение, которое линейно зависит от 2 2 2rκ ρ− −
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произвольных вещественных постоянных, если выполняются 2ρ вещественных условий разре-

шимости (21) и 2ρ вещественных условий разрешимости (23);

4) при 0 0κ > , 1κ ρ< , ( ) 1b t| | > имеет решение, которое линейно зависит от

0 12 2 2r rκ ρ+ − − произвольных вещественных постоянных, если выполняются 1 14 2 rρ κ− − веще-

ственных условий (16), 2ρ вещественных условий разрешимости (21) и 2ρ вещественных усло-

вий разрешимости (23);

5) при 0 0κ ≤ , 1κ ρ≥ , ( ) 1b t| | > имеет решение, которое линейно зависит от 1 32 2 rκ ρ− −

произвольных вещественных постоянных, если выполняются 0 34 2 2 rρ κ− + − вещественных ус-

ловий разрешимости (27) ( 3r – ранг матрицы коэффициентов вещественной объединенной сис-

темы (22), (26)) и 2ρ вещественных условий разрешимости (23);

6) при 0 0κ ≤ , 1κ ρ< , ( ) 1b t| | > имеет решение, которое линейно зависит от 1 22 r rρ − −

произвольных вещественных постоянных, если выполняются 1 14 2 rρ κ− − вещественных условий

разрешимости (17), 2ρ вещественных условий разрешимости (23) и 1 24 2( ) 2rρ κ κ− − − + веще-

ственных условий (25) ( 2r – ранг матрицы коэффициентов вещественной объединенной систе-

мы (22), (24)).
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THE MARKUSHEVICH PROBLEM
IN THE СLASS OF AUTOMORPHIC FUNCTIONS FOR ARBITRARY CIRCLE

In the article an explicit method for solution the Markushevich boundary value problem in the class
of automorphic functions with respect of Fuchsian group Г of the second kind is suggested. The bound-

ary condition of the problem is given on the main circle from which all limit points of the group are de-

leted. The the problem is found in closed form under additional restriction on the coefficients of the

problem: the function ( ) /( ( ) 1)a t b t + is analytic in the domain D− and is automorphic with respect Г in

this the domain.
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ПРИМЕР ВСЮДУ РАЗРЫВНОГО БИЕКТИВНОГО ОТОБРАЖЕНИЯ
:f →ℝ ℝ , ОБРАТНОЕ К КОТОРОМУ НЕПРЕРЫВНО В СЧЁТНОМ

МНОЖЕСТВЕ ТОЧЕК

А.Ю. Эвнин

Приводится пример всюду разрывного биективного отображения

: →ℝ ℝf , обратное к которому непрерывно в счётном множестве точек.

Ключевые слова: всюду разрывная функция, обратная функция.

В известном сборнике задач [1] имеется задача 673, которая может быть сформулирована
следующим образом: верно ли, что если обратимая функция : →ℝ ℝf всюду разрывна, то об-

ратная к ней функция также всюду разрывна?

В качестве контрпримера там же приводится функция
arctg , если ,

( )
arctg , если .

∈
= 

− ∉

ℚ

ℚ

x x
f x

x xπ

Функция эта всюду определена на ℝ и разрывна во всех точках. Обратная к ней функция та-

кова:

tg , если , tg ,
2

( )
3

tg , если , tg .
2 2

 < ∈
= 
− < < ∉


ℚ

ℚ

x x x

g x

x x x

π

π π

Заметим, что ни одна точка не входит в область определения функции g вместе с некоторой
своей окрестностью. Поэтому говорить о непрерывности этой функции можно только в смысле
непрерывности по множеству [2].

Автору заметки удалось построить пример (подтверждающий отрицательный ответ к задаче
673), в котором областью определения обратной функции является вся числовая прямая.

Рассмотрим следующую функцию:

, если ,

1 1
, если \ , , . . . ,

2 3

0, если 0,
( ) 1

2 , если , где , 0,
2

2 1, если , где , 0,

1 1
, если , где , 0.

2 1

− ∉


   ∈ ∪ ± ±     


=
= 

= ∈ ≠

 + = ∈ ≠

 = ∈ ≠
 +

ℚ

ℚ ℤ

ℤ

ℤ

ℤ

x x

x x

x
f x

n x n n
n

n x n n n

x n n
n n

Несложно видеть, что функция f является биекцией →ℝ ℝ и всюду разрывна (в т.ч. в точ-

ке 0=x – за счёт того, что
1

2
2

  = 
 

f n
n

). Кроме того, эта функция обладает таким свойством:

| ( ) | | |≥f x x для любого x . Поэтому если | ( ) |<f x ε , где ε – произвольное положительное число,

то выполняется неравенство <x ε .Это говорит о непрерывности в нуле функции, обратной к f .

Приведём теперь пример всюду разрывной функции, обратная к которой непрерывна во всех
целых точках.

Ниже [ ]x и { }x обозначают соответственно целую и дробную часть числа x :
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, . . .,

1
2 , если ,

2

1 1 1
, если , { } ,{ } , где 4, 5, 6, . . .,

2

1 1
( ) [ ], если { } , где 3, 4, 5, . . .,

1 2 1

1 1 1
[ ], если { } , где 2, 3, 4

2 2 2

1 1 1 1
[ ], если { } , где 4, 5, 6, . . ..

2 2 3 2

  + − ∉   


∈ ≠ ≠ + =

= + = =
+ −

+ + = =

+ + = + =
−

ℚ

ℚ

x x x

x x x x  n
n n

f x x x  n
n n

x x  n
n n

x x  n
n n













Несложно проверить, что f является биекцией →ℝ ℝ .

Пусть I – множество иррациональных чисел, B – множество рациональных чисел с дробной

частью
1

n
или

1 1

2
+

n
, где , 4,∈ ≥n nZ A – множество остальных рациональных чисел. Заметим,

что частичный предел функции ( )f x при 0→x x и ∈x I равен 0x тогда и только тогда, когда

0 ∈x Z . Поскольку частичный предел ( )f x при 0→x x и ∈x A равен 0x , получаем, что в неце-
лых точках функция ( )f x разрывна. Разрывность ( )f x в целых точках следует из того, что её

частичный предел при 0→x x равен 0

1

2
+x , если дробная часть x имеет вид { } 1

2
=x

n
при

2, 3, . . .=n .

Итак, функция ( )f x всюду разрывна. В то же время, как нетрудно видеть, обратная к ней
функция в целых точках непрерывна.
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THE EXAMPLE OF THE BIJECTIVE MAPPING :f →ℝ ℝ SUCH THAT f

IS EVERYWHERE DISCONTINUOUS, BUT AN INVERSE OF THE f

IS CONTINUOUS AT A COUNTABLE SET OF POINTS

In this paper we consider the example of the bijective mapping : →ℝ ℝf such that f is every-

where discontinuous, but an inverse of the f is continuous at a countable set of points.
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УДК 517.95

О СМЕШАННОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ
В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА
С ОТРАЖАЮЩИМ ОТКЛОНЕНИЕМ

Т.К.Юлдашев

Рассматриваются вопросы однозначной разрешимости смешанной за-

дачи для нелинейного дифференциального уравнения, содержащего супер-

позицию параболического и эллиптического операторов в левой части

уравнения и отражающего отклонение в правой нелинейной части данного

уравнения. С помощью метода разделения переменных задача сводится к

изучению счетной системы нелинейных интегральных уравнений, одно-

значная разрешимость которой доказывается методом последовательных

приближений.

Ключевые слова: суперпозиция параболического и эллиптического операто-
ров, отклонение с отражающим аргументом, обобщенные производные, счет-
ная система нелинейных интегральных уравнений, метод последовательных

приближений, сходимость ряда Фурье.

1. Постановка задачи

В области D рассматривается уравнение

( )( )
2 2 2

2 2 2
( , ) , , ( , ) , ( , , ( , ) , )u t x f t x u t x u t x u t x x

t x t x
δ

   ∂ ∂ ∂ ∂
− + = −     ∂ ∂ ∂ ∂  

(1)

с начальными и граничными условиями:

( ] [ )10; ,

2 30 0

( , ) 0 , ( , ) ( ) , ( , ) 0 ,

( , ) ( ) , ( , ) ( ) ,

tt T t T

t t tt t

u t x u t x x u t x

u t x x u t x x

ϕ

ϕ ϕ

=∈ −∞ − ∈ ∞

= =

= = =


= =
(2)

0 0( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0 ,x x x xx x l x x lu t x u t x u t x u t x= = = == = = = (3)

где 2( , , , ) ( ) , ( , , ) ( ) ,f t x u C D R t x u C D Rϑ δ∈ × ∈ × ( )5
( ) ,i lx C Dϕ ∈

0( ) ( )i ix x lx xϕ ϕ= == =

0''( ) '' ( ) 0 ,i ix x lx xϕ ϕ= == = = 1,3i = , ,T lD D D≡ × [ ], ,TD T T≡ − [ ]0, , 0 ,lD l l≡ < < ∞ 0 .T< < ∞

Отметим, что в работах [1, 2] изучены краевые задачи для однородных и линейных диффе-
ренциальных уравнений в частных производных третьего и четвертого порядков. В работе [3]

обосновано применение метода разделения переменных к смешанным задачам для линейных
дифференциальных уравнений в частных производных второго порядка.

В данной работе используется другая методика применения метода разделения переменных:

ищем решение смешанной задачи (1)–(3) в виде ряда Фурье. Обычная методика разделения пере-
менных в случае уравнения (1) не применима, т.е. переменные в этом уравнении не разделяются.

А применение ряда Фурье позволяет нам в отличие от других работ (напр.см. [3, 4]) отказываться
от непрерывной дифференцируемости правой части уравнения (1). Кроме того, такой подход по-

зволяет нам с помощью интегрального тождества свести смешанную задачу к счетной системе
нелинейных интегральных уравнений, однозначная разрешимость которой легко доказывается
методом последовательных приближений.

2. Сведение решения смешанной задачи к счетной системе нелинейных интегральных урав-

нений

Решение данной задачи (1)–(3) ищем в виде ряда Фурье [5]:

1

( , ) ( ) ( ) , ( , ) ,n n

n

u t x a t b x t x D
∞

=

= ⋅ ∈∑ (4)

где
2

( ) sinn nb x x
l

λ= , , 1, 2 ,... .n

n
n

l

π
λ = =
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В множестве [ ]{ }( ) ( ( )) ( ) ; , 1, 2 ,...n na t a t a t C T T n= ∈ − =
r

определим операции сложения

двух элементов и умножение элемента на скаляр покоординатно. Тогда данное множество стано-

вится линейным векторным пространством. Берем те элементы векторного пространства, кото-

рые удовлетворяют условию
1

( ) .
p

n

n

a t
∞

=

< ∞∑ Это множество обозначим через ( )pB T и поло-

жим

1

( )
1

( ) ( ) , 1.
p

p p
nB T

n

a t a t p
∞

=

 
= > 
 
∑r

Для каждого элемента ( ) ( )pa t B T∈
r

определим оператор Q следующим образом:

1

( ) ( , ) ( ) ( ).n n

n

Q a t u t x a t b x
∞

=

= = ⋅∑r

Обозначим через ( )pE D множество значений оператора Q , а через , ( )k pW D – множество

функций ( , )t xΦ таких, что ( , )t xΦ и
2

2
( , )t x

x

∂
Φ

∂
имеют обобщенные производные порядка k

по ,t принадлежащие ( ) ,p lL D и обращаются в нуль при t Tε≤ − и t T ε≥ −  ( 0 ε< − зависит

от ( , )t xΦ ). Для функций из ( ),k pW D справедливы соотношения:

2

2
0 0 0

( , ) ( , )
lim ( , ) lim lim 0

l l l

t T t T t T

t x t x
t x d x d x d x

t t→± →± →±

∂Φ ∂ Φ
Φ = = =

∂ ∂∫ ∫ ∫ при 3 .k =

Определение. Если функция ( , ) ( )pu t x E D∈ удовлетворяет следующему интегральному то-

ждеству:

3 2 2 2 4

3 2 2 2 4
0 0

( , )

t l

u s x f d x d s
ss s x x x

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ Φ + Φ + Φ + Φ + Φ =        ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂       
∫ ∫

2 2 2

1 2 2 2
0 0

l

t

d x
tt x x

ϕ

=

  ∂ ∂ ∂ ∂
= Φ + Φ + Φ −   ∂∂ ∂ ∂   
∫ [ ]

2

2 32
0 0 00

l l

tt

d x d x
t x

ϕ ϕ

==

 ∂ ∂
Φ + Φ + Φ 

∂ ∂  
∫ ∫

для любого ( ),( , ) ,k pt x W DΦ ∈ то функция ( , )u t x называется решением смешанной задачи (1)–

(3).

Согласно определению решение задачи (1)–(3) разлагается в ряд Фурье по собственным

функциям дифференциального оператора
2

2x

∂
−
∂

почти для всех Tt D∈ , причем единственным

образом. Если ( , )u t x является решением смешанной задачи (1)–(3), то имеет место разложение

(4) почти при всех Tt D∈ и

0

( ) ( , ) ( ) ,

l

n na t u t x b x d x= ∫
2

( ) sin ,n nb x x
l

λ= , 1, 2 ,... .n

n
n

l

π
λ = =

Покажем, что коэффициенты Фурье ( )na t решения смешанной задачи (1)–(3) по собствен-

ным функциям ( )nb x удовлетворяют следующей счетной системе нелинейных интегральных
уравнений:

( )
0 0

1
( ) ( ) , , ( ) , ( ( , , ( )))

t l

n n
n

a t t f s x Q a s Q a s x Q a sω δ
λ

= + − ×∫ ∫
r r r

( ) ( , ) , ,n n Tb x G t s d x d s t D× ∈ (5)

где
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2
2 3

1 3 1 2 3

2 2 2

(1 )
( )

(1 ) 2 (1 )

n n
n n n n n n n n nt t

n

n n n n

t e e
λ λ

λ ϕ ϕ λ ϕ λ λ ϕ ϕ
ω

λ λ λ λ

−− + + +
= + +

− +
3

1 2 3

2

(1 )
,

2 (1 )

n
n n n n n n t

n n

e
λ

λ ϕ λ λ ϕ ϕ

λ λ

−− − − +
+

−

( )2
( )1

( , ) 2 ch ( ) sh ( ) ,n t s
n n n n

n

G t s e t s t sλ λ λ λ
µ

− − = − + − − −  
(51)

2
2 (1 ).n n nµ λ λ= − (52)

Действительно, согласно определению решения смешанной задачи (1)–(3) имеем
3 2 2 2 4

3 2 2 2 4
10 0

( ) ( )

t l

n n

n

a s b x f d x d s
ss s x x x

∞

=

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ⋅ − Φ − Φ − Φ − Φ − Φ =        ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂       
∑∫ ∫

2 2 2

1 2 2 2
0 0

l

t

d x
tt x x

ϕ

=

  ∂ ∂ ∂ ∂
= − Φ + Φ + Φ +   ∂∂ ∂ ∂   
∫ [ ]

2

2 32
0 0 00

.

l l

tt

d x d x
t x

ϕ ϕ

==

 ∂ ∂
Φ + Φ − Φ 

∂ ∂  
∫ ∫ (6)

Пусть в (6) ( ),( , ) ( ) ( ) ,m m k pt x g t b x W DΦ =Φ = ∈ где ( )30 ( ) , 1,2,3,...,Tg t C D m≠ ∈ = тогда

имеем

10 0

( ) ( )

t l

n n

n

a s b x
∞

=

 ⋅

∑∫ ∫ 2 2 4'''( ) ( ) ''( ) ( ) '( ) ( ) ( ) ( )m m m m m m mg s b x g s b x g s b x g s b xλ λ λ − + + − − 

( ) }, , ( ) , ( ( , , ( ))) ( ) ( ) 0.mf s x Q a s Q a s x Q a s g s b x d x d sδ− − =
r r r

Учитывая, что система функций { }
1

( )n
n

b x
∞

=
ортонормированна в ( )p lL D , из последнего

равенства получаем

( )2 2 4

0

( ) '''( ) ''( ) '( ) ( )

t

n n n na s g s g s g s g sλ λ λ ⋅ − + + − −
∫

( )
0

, , ( ) , ( ( , , ( ))) ( ) ( ) 0.

l

nf s x Q a s Q a s x Q a s g s b x d x d sδ


− − =


∫
r r r

Отсюда, интегрируя по частям, имеем

2 2 4

0

( ) '''( ) ''( ) '( ) ( )

t

n n n n n n ng s a s a s a s a sλ λ λ + − − −∫

( )
0

, , ( ) , ( ( , , ( ))) ( ) 0.

l

nf s x Q a s Q a s x Q a s b x d x d sδ


− − =


∫
r r r

(7)

Так как ( )g t – любая функция, удовлетворяющая вышеуказанным условиям, то ( )na t име-

ют обобщенные производные третьего порядка по t в смысле Соболева на интервале TD и из (7)

получим

2 2 4
'''( ) ''( ) '( ) ( )n n n n n n na t a t a t a tλ λ λ+ − − ( )

0

, , ( ) , ( ( , , ( ))) ( ) .

l

nf t x Q a t Q a t x Q a t b x d xδ= −∫
r r r

(8)

Решая систему (8) методом вариации произвольных постоянных, получаем [6, с. 60–62]
2

1 2 3( ) n n nt t t
n n n na t C e C e C eλ λ λ− −= + + +

( )
0 0

1
, , ( ) , ( ( , , ( ))) ( ) ( , ) , ,

t l

n n t
n

f s x Q a s Q a s x Q a s b x G t s d x d s t Dδ
λ

+ − ∈∫ ∫
r r r

(9)
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где ( , )nG t s и nµ определяются из (51) и (52) соответственно.

Разложив функции ( ) , 1,3i x iϕ = в ряд Фурье по собственным функциям ( ) ,nb x из начальных

условий (2) получим

2 1

( )
( ) ( )

pB T
U t U t− ≤
r r

где

2
1

3
1 2 3

( )
0

( , ) , ( , ) ,
p l

t
q

L D
M M l M h s x d s t x D

 
 ≤ ∆ ∈
 
 

∫

Используя эти условия, из (9) получаем счетную систему нелинейных интегральных уравне-
ний (5).

3. Однозначная разрешимость счетной системы нелинейных интегральных уравнений

Лемма. Пусть выполняются следующие условия:

1. ( )
( )

0

, , ( ) , ( ) ,
p l

t

L D
f s x Q s Q s d sω ω ≤ ∆ < ∞∫

r r
где

1

( ) ( ) ( ) ;n n

n

Q s s b xω ω
∞

=

=∑
r

2. { }1 ,
( , , , ) ( , ) ,

u
f t x u Lip h t x

ϑ
ϑ ∈ где 1

( )
0

( , ) ;
p l

t

L D
h s x d s < ∞∫

3. { }2( , , ) ( , ) ,
u

t x u Lip h t xδ ∈ где 2 ( )
0

( , ) ;
p l

t

L D
h s x d s < ∞∫

4.
( )

( )
pB T

tω < ∞
r

.

Тогда счетная система нелинейных интегральных уравнений (5) имеет единственное реше-
ние в пространстве ( )pB T .

Доказательство. Используем метод последовательных приближений. При этом итерацион-

ный процесс Пикара определим следующим образом:

( )

0

1

0 0

( ) ( ) , ,

( ) ( )

1
, , ( ) , ( ( , , ( )))

( ) ( , ) , 0 ,1, 2 ,3,... , .

n n T

k
n n

t l
k k k

n

n n T

a t t t D

a t t

f s x Q a s Q a s x Q a s

b x G t s d x d s k t D

ω

ω

δ
λ

+

 = ∈

 = +


+ − ×


 × ⋅ = ∈

∫ ∫
r r r (10)

В силу условий теоремы для первой разности 1 0
( ) ( )n na t a t− из (10) получим

1

( )
( ) ( )

p

k k

B T
U t U t

+ − ≤
r r

0

1 0 0

1
( ) ( , )

t l

n n
nn

f b x G t s d x d s
λ

∞

=

≤ ⋅ ⋅∑ ∫ ∫
1

1 2 3 ,qM M M l≤ ∆ (11¹)

где

( ), , ( ) , ( ( , , ( ))) , 0 ,1, 2 ,...,k k k
kf f s x Q a s Q a s x Q a s kδ≡ − =

r r r

1
( , )
max ( , ) ,
t s

M G t s=
r

2

1
,

p

M
λ

=

ℓ

3
( )

max ( ) ,
qB l

x

M b x=
r 1 1

1.
p q
+ =

Аналогично
1

1 0
1 2 3

( )
( ) ( ) .

p

q

B T
a t a t M M M l− − − ≤ ∆
r r

(11²)

В силу второго условия теоремы для второй разности 2 1
( ) ( )n na t a t− имеем
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2 1
1 2 3 1 0

( )
0 0

( ) ( ) .
p

t l

B T
a t a t M M M f f d x d s− ≤ −∫ ∫
r r

Так как

( )1 1 1, , ( ) , ( ( , , ( )))f s x Q a s Q a s x Q a sδ − −
r r r ( )0 0 0, , ( ) , ( ( , , ( )))f s x Q a s Q a s x Q a sδ − ≤

r r r

1 0
1

1

( , ) ( ) ( ) ( )h s x a s a s b xν ν ν
ν

∞

=


≤ ⋅ − ⋅ +


∑

1 1

1 1

, , ( ) ( )i i

i

a s x a s b xν

ν

δ
∞ ∞

= =

  
+ − ⋅ −     
∑ ∑

0 0

1

, , ( ) ( ) ( )i i

i

a s x a s b x b xν νδ
∞

=

  
− − ⋅ ⋅       

∑

и в силу третьего условия теоремы

1 1 0 0

1 1

, , ( ) ( ) , , ( ) ( )i i i i

i i

a s x a s b x a s x a s b xν νδ δ
∞ ∞

= =

      
− ⋅ − − ⋅ ≤               

∑ ∑

1 1 0 1

1 1

, , ( ) ( ) , , ( ) ( )i i i i

i i

a s x a s b x a s x a s b xν νδ δ
∞ ∞

= =

      
≤ − ⋅ − − ⋅ +               

∑ ∑

0 1 0 0

1 1

, , ( ) ( ) , , ( ) ( )i i i i

i i

a s x a s b x a s x a s b xν νδ δ
∞ ∞

= =

      
+ − ⋅ − − ⋅ ≤               

∑ ∑
1 0max ( ) ( )

Ts D

a s a sν ν
∈

≤ − +

1 0

1 1

, , ( ) ( ) , , ( ) ( )i i i i

i i

s x a s b x s x a s b xδ δ
∞ ∞

= =

   
+∆ ⋅ − ⋅ − − ⋅ ≤   

   
∑ ∑

1 0 1 0
2

1 1

max ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
T

i i i i
s D i i

a s a s h s x a s b x a s b xν ν

∞ ∞

∈ = =

≤ − + ∆ ⋅ ⋅ − ⋅ − − ⋅∑ ∑
то из последнего неравенства с учетом (11¹) и (11²) получим следующую оценку:

2 1

( )
( ) ( )

pB T
a t a t− ≤
r r 1 0

1 2 3 1

10 0

( , ) 2 ( ) ( )

t l

M M M h s x a s a sν ν
ν

∞

=

⋅ − +∑∫ ∫

1 0
2

1 1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i

i i

h s x a s b x a s b x b x d x d sν

∞ ∞

= =


+ ∆ ⋅ ⋅ − ⋅ − − ⋅ ⋅ ≤


∑ ∑

2 1 0
1 2 3 1

( )
0 0

( , ) 2 ( ) ( )
p

t l

B t
M M M h s x a s a s


≤ − +


∫ ∫

r r

1 0
2

( )
( , ) ( ) ( )

pB t
h s x a s a s d x d s


+∆ ⋅ ⋅ − − − ≤



r r

2
1

3
1 2 3 ( )

0

( , ) , ( , ) ,
p l

t
q

L D
M M l M h s x d s t x D

 
 ≤ ∆ ∈
 
 

∫ (12¹)

где ( )1 2( , ) ( , ) 2 ( , ) .h s x h s x h s x≡ + ∆ ⋅ Меняя в (12¹) t на ,t s− на ,s− получаем
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2 1

( )
( ) ( )

pB T
a t a t− − − ≤
r r 2 1 0

1 2 3 1
( )

0 0

( , ) 2 ( ) ( )
p

t l

B t
M M M h s x a s a s


− − − − +


∫ ∫

r r

1 0
2

( )
( , ) ( ) ( )

pB t
h s x a s a s d x d s


+∆ ⋅ − ⋅ − ≤



r r

2
1

3
1 2 3 ( )

0

( , ) , ( , ) ,
p l

t
q

L D
M M l M h s x d s t x D

 
 ≤ ∆ ∈
 
 

∫ (12²)

где ( )1 2( , ) ( , ) 2 ( , ) .h s x h s x h s x≡ − + ∆ ⋅ −

Пусть
1

( , ) ( , ) ( , ) .
2

h s x h s x h s x ≡ +  Тогда из (12¹) и (12²) получим

2 1

( )
( ) ( )

pB T
U t U t− ≤
r r

2
1

3
1 2 3

( )
0

( , ) , ( , ) ,
p l

t
q

L D
M M l M h s x d s t x D

 
 ≤ ∆ ∈
 
 

∫ (12³)

где 1 1 1

( ) ( ) ( )
( ) ( ) max ( ) ( ) ; ( ) ( ) .

p p p

k k k k kk

B T B T B T
U t U t a t a t a t a t

− − − 
− ≡ − − − − 

 

r r r r r r

Для последующей разности 3 2
( ) ( )n na t a t− из (10) получим следующую оценку:

3 2 2 2 1
1 2 3 1

( )( )
0 0

( ) ( ) ( , ) 2 ( ) ( )
pp

t l

B tB T
a t a t M M M h s x a s a s


− ≤ − +


∫ ∫

r r r r

2 1
2

( )
( , ) ( ) ( ) .

pB t
h s x a s a s d x d s


+∆ ⋅ ⋅ − − − 



r r
(13¹)

В неравенстве (13¹) t меняем на –t и s на –s. Тогда имеем
3 2

( )
( ) ( )

pB T
a t a t− − − ≤
r r

2 2 1
1 2 3 1

( )
0 0

( , ) 2 ( ) ( )
p

t l

B t
M M M h s x a s a s


≤ − − − − +


∫ ∫

r r

2 1
2

( )
( , ) ( ) ( ) .

pB t
h s x a s a s d x d s


+∆ ⋅ − ⋅ − 



r r
(13²)

С учетом (12³) из (13¹) и (13²) получим следующую оценку:
3 2

( )
( ) ( )

pB T
U t U t− ≤
r r

2 2 1
1 2 3

( )
0 0

( , ) ( ) ( )
p

t l

B t
M M M h s x U s U s d x d s≤ − ≤∫ ∫

r r

1
1

2 2 1
1 2 3

( )
0 0

( , ) ( ) ( )
p

t l p
pq

B t
M M M l h s x d x U s U s d s

  ≤ − ≤ 
  
∫ ∫

r r

2

3
1
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Продолжая этот процесс для произвольного натурального числа k , аналогичным образом
получаем

1

( )
( ) ( )

p

k k

B T
U t U t

+ − ≤
r r

1
1

( )
02 1

1 2 3

( , )

.
!

p l

k
t

k
L D

kq

h s x d s

M M l M
k

+

+

 
 

     ≤ ∆
 
 

∫
(14)

Далее, в силу (14) получим
1

( )
( ) ( )

p

k

B T
U t U t

+− ≤
r r

12
1 2 3

( )
0 0

( , ) ( ) ( )
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B t
M M M h s x U s U s d x d s

+≤ − +∫ ∫
r r

12
1 2 3
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t l
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B t
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L D
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M M l M
k
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+
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Применяя к (15) неравенство типа Гронуолла–Беллмана [7], получаем
1
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Так как
1 1
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( ) ( ) ( ) ( ) ,

p p

k k k k

B T B T
a t a t U t U t

+ +− ≤ −
r r

то из оценки (14) следует, что при k →∞ последовательность функций { }
1

( )
k

k
a t

∞

=

r
сходится рав-

номерно по t к функции ( ) ( )pa t B T∈
r

. Отсюда следует существование решения системы (5). По-

кажем единственность этого решения в пространстве ( )pB T . Пусть счетная система нелинейных

интегральных уравнений (5) имеет два решения: ( ) ( )pa t B T∈
r

и ( ) ( )pt B Tϑ ∈
r

. Тогда для их раз-

ности получим

( )
( ) ( )

pB T
U t V t− ≤
r r
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1

2
1 2 3 ( )( )

0

( , ) ( ) ( ) ,
pp l

t
q

B tL D
M M M l h s x U s V s d s≤ −∫ (16)

где
( ) ( ) ( )

( ) ( ) max ( ) ( ) ; ( ) ( ) .
p p pB T B T B T

U t V t a t t a t tϑ ϑ
 − ≡ − − − − 
 

r rr r r r

Применяя к (16) неравенство типа Гронуолла–Беллмана, получим, что
( )

( ) ( ) 0
pB T

a t tϑ− =
rr

для

всех [ ]0; .t T∈ Отсюда следует единственность решения счетной системы (5) в пространстве

( )pB T .

4. Однозначная разрешимость смешанной задачи (1)–(3)

Подставив (5) в ряд (4), получим формальное решение смешанной задачи (1)–(3):

[
1

( , ) ( )n

n

u t x tω
∞

=

= +∑

( )
0 0

1
, , ( ) , ( ( , , ( ))) ( ) ( , ) ( ) .

t l

n n n
n

f s x Q a s Q a s x Q a s b x G t s d x d s b xδ
λ


+ − ⋅ ⋅


∫ ∫

r r r
(17)

Теорема. Пусть выполняются условия леммы. Если ( ) ( )pa t B T∈
r

является решением счет-

ной системы (5), то ряд (17) будет решением смешанной задачи (1)–(3).

Доказательство. Так как ( ) ( )pa t B T∈
r

, то из равенства

1

lim ( , ) lim ( ) ( ) ( , )
k

k
n n

k k
n

u t x a t b x u t x
→∞ →∞ =

= ⋅ =∑
следует, что

( )lim , , ( , ) , ( ( , , ( , )) , )k k k

k
f t x u t x u t x u t x xδ

→∞
− =

( ), , ( , ) , ( ( , , ( , )) , )f t x u t x u t x u t x xδ= − (18)

в смысле метрики ( ) .pL D

Строим последовательность функций:

{
0 0

( ) ( , )

t l
k

k s s s s s x x s x x x x x xP t u s x  = −Φ −Φ −Φ − Φ − ∫ ∫
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= = =

   + Φ + Φ + Φ − Φ + Φ + Φ   ∫ ∫ ∫ (19)

Покажем, что при k →∞ (19) есть интегральное тождество (6), т.е. lim 0k
k

P
→∞

= в смысле метрики

( ) .pL D

Интегрируя по частям отдельные слагаемые в (19) и учитывая условия теоремы и начальные
условия

1 2 3(0) , '( 0) , '' (0) ,n n n n n na a aϕ ϕ ϕ= = =
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1 1
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( )
10 0 0

( , ) , , ( ) , ( ( , , ( ))) ( )

t l lk

n

n

s x f s y Q a s Q a s y Q a s b y d yδ
=


+ Φ − ⋅ −


∑∫ ∫ ∫

r r r

( )}, , ( ) , ( ( , , ( ))) ( ) .nf s x Q a s Q a s x Q a s b x d x d sδ− − ⋅
r r r

(20)

Очевидно, что первые три интеграла в (20) стремятся к нулю при k →∞ , так как

( ) ( ) .i p lx L Dϕ ∈ Сходимость разности двух последних интегралов в (20) при k →∞ следует из

(18). Отсюда следует, что lim 0 .k
k

P
→∞

= Это и доказывает теорему.
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ON A MIXED VALUE PROBLEM FOR NONLINEAR PARTIAL DIFFERENTIAL
EQUATION OF THE FOURTH ORDER WITH REFLECTING DEVIATION

In this paper we consider the questions of one value solvability of mixed problem for a nonlinear
partial differential equation, consisting superposition of parabolic and elliptic operators in the left-hand

side and reflecting deviation on the right-hand side of this equation. We accept the integral identity and

by the Fourier method of separation variables we obtain the countable system of nonlinear integral equa-

tion with deviation. The one value solvability of this countable system of nonlinear integral equation we
study by the method of successive approximations. The convergence of the Fourier series we prove on

the base of the accepting in this work integral identity.
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gence of Fourier series.
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Механика

УДК 539.371:534.134

МЕТОД РАСЧЁТА ДИНАМИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК
ГЛАДКИХ КРУГОВЫХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ МНОГОСЛОЙНЫХ
ОБОЛОЧЕК ПРИ ДЕЙСТВИИ НА НИХ БЫСТРОИЗМЕНЯЮЩЕГОСЯ
ВНУТРЕННЕГО ДАВЛЕНИЯ

Р.С. Машков
Обосновывается необходимость учёта динамического эффекта, кото-

рый возникает в анизотропной цилиндрической оболочке при воздействии

постоянного по величине внутреннего избыточного давления, распростра-

няющегося вдоль её образующей с постоянным ускорением, способного соз-

дать в оболочках напряжения, многократно превышающие статические со-

ставляющие, что может привести к разрушению конструкции.

Ключевые слова: анизотропная цилиндрическая оболочка, собственная
частота, внутреннее избыточное давление, коэффициент динамичности.

Рассмотрим динамическое поведение тонкой трёхслойной кру-

говой анизотропной цилиндрической оболочки, при воздействии на
неё постоянного по величине внутреннего избыточного давления,

распространяющегося вдоль её образующей с постоянным ускоре-
нием.

Предварительно сделаем некоторые допущения, которые уп-
рощают расчёты, но незначительно влияют на конечные результа-

ты. Первое допущение будет касаться сил внутреннего сопротивле-
ния, которыми будем пренебрегать, так как считаем, что частотный
спектр внешнего воздействия далёк от резонансных частот цилинд-

рической оболочки.

Второе допущение касается инерционных сил в продольном
направлении, которыми также можно пренебречь.

Третье допущение касается внешней нагрузки. Считаем, что
она имеет осесимметричный характер, когда не учитываются кру-

говые перемещения оболочки и их производные.
Согласно принятым допущениям расчётную схему можно

представить так, как показано на рис. 1.

Тогда с учётом сделанных допущений дифференциальные уравнения движения цилиндриче-
ской оболочки будут выглядеть таким образом [1]:

2

11 122
0

u w
C C

ξξ

∂ ∂
+ =

∂∂
;

4 2
3 2

12 22 112 4 2

1u w w
C C w D W r P at

r t
ρ π

ξ ξ
Σ

∂ ∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂
, (1)

где 11C , 12C , 22C , 11D – коэффициенты жёсткости цилиндрической оболочки;

2
2

2
W r C Dρ ρ ρ

ξ

∂
= −

∂
; r – срединный радиус цилиндрической оболочки; PΣ – давление во внут-

реннем пространстве; a – ускорение, с которым передний фронт внутреннего избыточного дав-

ления распространяется вдоль образующей цилиндрической оболочки; ,u w − соответственно
продольные и радиальные перемещения срединной поверхности цилиндрической поверхности
оболочки; ξ – продольная координата цилиндрической оболочки; 1 1 2 2 3 3C h h hρ ρ ρ ρ= + + ; ρ –

плотность материала; hi – толщина i-го слоя оболочки;

( )3 3 3 3 3 21
1 1 2 1 2 1 3 1 2 1 2 3 1 2 33

(( ) ) ( ( ) ) 1,5 ( ) 0,75 ( )D h h h h h h h h h h h h h h hρ ρ ρ ρ= + + − + − + − + + − + + .

Рис. 1. Расчётная схема
трёхслойной анизотропной
круговой цилиндрической
оболочки при постоянном
давлении, распространяю-

щимся с постоянным уско-
рением вдоль образующей
оболочки
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Тогда из первого уравнения (1) получим 12

11

u C
w

Cξ

∂
= −

∂
. Подставляя полученное значение для

u

ξ

∂
∂

во второе уравнение (1), приходим к уравнению от одной неизвестной функции ( , )w tξ :

2
2 2 4

312
22 112 2 4

11

1
t

w C
W C D w r P a

Ct r
ρ π

ξ
Σ

  ∂ ∂
+ − + =    ∂ ∂  

. (2)

Для определения собственных частот оболочки рассмотрим это уравнение при отсутствии
нагрузки. С учётом допущений, касающихся граничных условий закрепления краёв оболочки,

собственные частоты определятся следующей формулой:

42
12

22 112
11

1

m

C m r
C D

C Lr

Wρ

π

ω

   − +       = . (3)

Так как нас интересуют низшие формы движения оболочки, и учитывая, что оболочка доста-

точно длинная, т.е. 2
L h

r r
> , то вторым членом в числителе выражения (3) можно пренебречь.

Тогда можно считать, что
2

12
22

11

1 C
C

W Cρ

ω
 

≈ −  
 

, и уравнение (3) примет следующий вид:

2 2
w w Fatω+ =ɺɺ , (4)

где 3F r P Wρπ Σ= .

Уравнение (4) позволяет в первом приближении не учитывать условия закрепления краёв
оболочки [1].

При равноускоренном движении решение уравнения (4) можно записать в таком виде [2]:

( )
3

2 2 2

2

0 0

2
( ) sin cos cos sin 1 cos

t t

ст

r P a
w t t d t d w t t

Wρ

π
ω τ ωτ τ ω τ ωτ τ ω

ω ω

Σ
   = − = + +       

∫ ∫ ,

где
3

2ст

r P a
w

Wρ

π

ω

Σ= – прогиб оболочки при полном давлении, т.е. при давлении, заполнившим всё

внутреннее пространство оболочки. Отсюда

( )2

2

( ) 2
1 cosд

ст

w t
k t t

w
ω

ω
= = + + .

Анализ коэффициента динамичности показывает, что его величина не зависит от изменения
скорости движения внутри оболочки, а определяется временем заполнения внутренним давлени-

Рис. 3. Изменение коэффициента динамичности при
минимально допустимом давлении и при макси-
мальном времени заполнения внутреннего про-
странства цилиндрической оболочки

Рис. 2. Изменение коэффициента динамичности
при максимально допустимом давлении и при
минимальном времени заполнения внутреннего
пространства цилиндрической оболочки
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ем пространства оболочки и её собственной частотой. На рис. 2 и 3 показан характер изменения
коэффициента динамичности в зависимости от времени для относительно коротких оболочек.

Данные получены в программной среде MathCad для заданных эксплуатационных критических
значений времени воздействия давления и его величины.

Анализ изменения коэффициента динамичности показывает, что максимальное его значение
меньше единицы, поэтому динамическим усилением при дальнейших расчётах можно пренеб-
речь. Это происходит потому, что корпус оболочки в силу своей инерционности и малого време-
ни действия давления не успевает среагировать на эту нагрузку.

На рис. 4 и 5 показан характер изменения коэффициента динамичности в зависимости от
времени, в два раза превышающего предыдущие расчёты, т.е. для более длинных оболочек.

Анализ изменения коэффициента динамичности показывает, что при более длительном вре-
менном промежутке распространения избыточного давления внутри цилиндрической оболочки
коэффициент динамичности существенно возрастает и особенности динамического поведения
оболочки необходимо учитывать при расчётах.
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CALCULATION METHOD OF DYNAMIC CHARACTERISTICS
OF SMOOTH CIRCULAR CYLINDRICAL MULTILAYER CASINGS

IN UNDER INFLUENCE OF THE RAPIDLY CHANGING INTERNAL PRESSURE

The article makes the case for taking into account dynamic effects in anisotropic cylindrical shell

under the influence of permanent largest internal overpressure, spreading along her forming a constant

acceleration, capable of establishing the envelopes voltages, many times larger than the static compo-

nents, which may lead to fracture.
Keywords: anisotropic cylindrical shell, its own frequency, internal excess pressure coefficient of

dynamic.
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Рис. 4. Изменение коэффициента динамичности
при максимально допустимом давлении и при
минимальном времени заполнения внутреннего
пространства цилиндрической оболочки

Рис. 5. Изменение коэффициента динамичности
при минимально допустимом давлении и при
максимальном времени заполнения внутреннего
пространства цилиндрической оболочки
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ВЛИЯНИЕ СТРУКТУРНЫХ ДЕФЕКТОВ
НА ЭЛЕКТРОПРОВОДНОСТЬ УГЛЕРОДНЫХ МАТЕРИАЛОВ

М.Е. Белова

Учет вклада рассеяния носителей заряда на ионах примесей в расчете

температурной зависимости удельного электросопротивления позволяет

более адекватно моделировать процессы электрической проводимости в

графитоподобных углеродных материалах.

Ключевые слова: графитоподобные, электропроводность, структурные
дефекты, ионизированные примеси.

Интерес к исследованиям углеродных материалов – как известных достаточно давно, так и
новых каркасных наноструктур – обусловлен значительным потенциалом прикладного использо-
вания [1]. С фундаментальной точки зрения они интересны благодаря уникальности своей элек-

тронной структуры.

Термическая обработка коксопековых композиций, необходимая для получения искусствен-

ного графита, приводит не только к формированию более совершенной атомной структуры, но и
к изменению электронной подсистемы, что отражается на электрических свойствах углеродного
вещества. Поэтому величину удельного электрического сопротивления (УЭС) и ее температур-

ную зависимость в целом ряде случаев исследователи используют для суждения о превращениях,
происходящих в веществе при термических и иных воздействиях на него [2–5].

Авторы [6], анализируя электропроводность неравновесных графитов в рамках полупровод-

никовой модели [7], приходят к выводу, что величина и характер температурной зависимости
УЭС этих материалов в области температур 80–400 К определяется рассеянием на границах кри-

сталлитов. При более высоких температурах происходит существенное увеличение вклада фо-

нонного рассеяния.

Для расчета электропроводности углеграфитовых материалов достаточно успешно применя-
ется модель энергетических зон Херинга–Уоллеса [8]. В [9] на ее основе был произведен расчет
макроскопической проводимости поликристаллических квазидвумерных графитов при рассеянии
носителей на границах графитовыхых слоев и на фононах. Авторы [10] также использовали эту
модель для расчета УЭС углеродных материалов при рассеянии носителей заряда на границах
кристаллитов и на акустических колебаниях решетки. Однако в обоих случаях наблюдалось рас-
хождение расчетов с экспериментом в области низких температур. В [9] эту проблему было
предложено решить путем введения эффективной температуры Te = T + δ, использование которой
должно формально учесть влияние эффектов рассеяния электронов на их распределение по энер-

гетическим состояниям зон [11].

В работе [10] получена формула для расчета УЭС макроизотропных поликристаллических
углеродных материалов с графитоподобным типом атомного упорядочения:

( )

2 2 2
0 0

2 2
0 0

4
0,714

( )4 a

c h kD BT

L kT F Fe hMS

πυ
ρ

χ ξ ξπ

 Ω
= ⋅ +   + −   

, (1)

где 2
0 0 0

3

2
a cΩ = ⋅ – объем гексагональной элементарной ячейки (а0 = 246, с0 = 671 пм), D =

= 24 эВ – постоянная деформационного потенциала, М – масса атома углерода, S = 20 000 м/с –

скорость звука в графите, B = 53,4·10
20 эВ–2см–3

, ( )0F ξ – интеграл Ферми–Дирака нулевого ин-

декса, ξ – химический потенциал в единицах kT, 59,04 10υ = ⋅ м/с – скорость носителя заряда на
уровне Ферми, k – постоянная Больцмана, h – постоянная Планка, Т – абсолютная температура,
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aL – средний диаметр слоев, χ – коэффициент пропорциональности между средней длиной сво-

бодного пробега носителя заряда и средним диаметром слоев.

Числовой коэффициент 0,714 в формуле (1) учитывает тот факт, что графитоподобные кри-
сталлиты макроизотропного материала хаотически ориентированы относительно вектора напря-

женности прикладываемого электрического поля.

Уравнение (1) удовлетворительно описывает экспериментальные данные по температурной
зависимости УЭС коксопековых композиций, термообработанных в интервале 1900–2500 °С,

лишь при температурах измерения, превышающих µ0/k, где µ0 – энергия Ферми при 0 К. В [10]

высказано предположение, что несовпадение расчета с экспериментом при более низких темпе-
ратурах происходит вследствие пренебрежения вкладом рассеяния на ионизированных примес-
ных атомах. Действительно, с понижением температуры интенсивность тепловых колебаний па-

дает, одновременно с этим уменьшается и средняя тепловая скорость электронов. Следовательно,

эффективность рассеяния на ионах примеси должна возрастать, и при низких температурах это
рассеяние может играть превалирующую роль [12]. В [10] предлагается учесть сопротивление,
вносимое примесями, слагаемым

[ ] 13
2 2( ) ( )пр СT F Fρ ξ ξ

−−= + − , (2)

где С – коэффициент пропорциональности, 2( )F ξ – интеграл Ферми–Дирака второго индекса, Т –

абсолютная температура.

В данной работе сделана попытка дополнить расчет УЭС при рассеянии носителей на грани-
цах кристаллитов и на акустических колебаниях решетки с учетом вклада, обусловленного рас-
сеянием на ионах примеси.

На рисунке пунктирными линиями представлена температурная зависимость УЭС, рассчи-

танная согласно (1). Для сравнения на график нанесены экспериментальные точки для образцов,
термообработанных при температурах 1500–2500 °С[13]. Сплошными линиями на рисунке пока-

зана температурная зависимость УЭС, рассчитанная с учетом (2). Интегралы Ферми второго ин-

декса вычислялись с использованием табличных значений F2(ξ) и F2(–ξ), приведенных в [12].
Температурная зависимость химического потенциала рассчитывалась согласно [11]. Значения
энергии Ферми µ0, определяющие величину и температурное поведение ξ , эффективной длины
свободного пробега носителей заряда, ограниченной рассеянием на границах кристаллитов

aLχ = l, скорость звука S и С подбирались в качестве параметров аппроксимации и приведены в
таблице.

Анализ данных (см. таблицу) показывает, что они качественно согласуются с установленны-
ми ранее закономерностями [2]: с увеличением температуры обработки размеры зерна увеличи-

ваются, энергия Ферми уменьшается.

Параметры расчета УЭС

Тобр, °С µ0, эВ l, нм С, МОм·м·К3 S, км/с
1500 0,200 11 0,150 25,0

1800 0,140 16 0,050 21,0

1900 0,120 26 0,033 16,0

2000 0,100 40 0,020 16,0

2200 0,076 65 0,007 16,5

2400 0,060 100 0,003 18,0

2500 0,048 150 0,001 17,5

В [10] скорость звука S в образцах считалась постоянной и равной 20 км/с – скорости звука в
графите. Однако данные [14] демонстрируют возможность вариаций этого параметра в достаточ-

но широких пределах при увеличении температуры обработки, что, возможно, объясняется мо-

дификацией структуры исходного материала при термическом воздействии. Величина параметра
С, определяющего вклад рассеяния на ионах примеси, заметно уменьшается при увеличении
температуры обработки. При графитации под действием тепловых колебаний происходит разрыв
связей между атомами углерода и примесными атомами. При дальнейшем повышении темпера-
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туры обработки ионы водорода и других примесей улетучиваются из материала [2], и вклад рас-
сеяния на ионах примеси в электропроводность уменьшается.

Таким образом, проведенные нами расчеты и их сравнение с экспериментальными данными
показывают необходимость учета вклада рассеяния на ионах примеси для более адекватного мо-

делирования процессов электрической проводимости графитоподобных углеродных материалов.

Тем не менее согласие расчетных и экспериментальных данных для материалов с температурами
термической обработки в интервале 1500–2500 °С следует признать приблизительным, что тре-
бует дальнейшего уточнения и развития применяемых моделей.

Автор считает своим приятным долгом выразить глубокую благодарность своему научному
руководителю профессору Песину Л.А. за многолетнее внимание к работе, обсуждения и советы.

Расчетные температурные зависимости УЭС (пунктирные и сплошные линии – соответственно без учета и
с учетом рассеяния носителей на ионах примеси). Экспериментальные точки соответствуют образцам с

температурой термической обработки, обозначенной на графиках в градусах Цельсия
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INFLUENCE OF STRUCTURAL DEFECTS ON ELECTRICAL CONDUCTION
OF CARBON MATERIALS

The consideration of contribution of carrier scattering on the impurity ions during calculation the
temperature of dependence of the electrical resistivity allows to simulate the processes of electrical con-

duction in graphite-like carbon materials more adequate.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТА САМОДИФФУЗИИ ВОДЫ
В ПАКЕТЕ GROMACS

И.В. Булдашев, А.А. Мирзоев

Проведены молекулярно-динамическое моделирование температурных

зависимостей коэффициента самодиффузии воды вблизи критической об-

ласти при помощи пакета Gromacs c использованием трехточечного меж-

частичного SPC-потенциала и сравнение результатов моделирования с

опытными данными. Показано, что выбранная методика позволяет обеспе-

чить хорошее согласие результатов моделирования с данными других авто-

ров и эксперимента. Показано, что температурная зависимость коэффици-

ента самодиффузии в критической области одинаково хорошо аппроксими-

руется как кривыми типа Аррениуса, так и уравнением Коэна–Турнбулла.

Ключевые слова: диффузия, вода, Gromacs, потенциал SPC, молекулярно-
динамическое моделирование.

Вода имеет ключевое значение во многих физических процессах, поэтому изучение ее
свойств является важной научной задачей на протяжении многих лет. И хотя к настоящему вре-
мени по данной тематике проведено множество исследований [1, 2], некоторые вопросы все еще
остаются без ответа [3]. В частности, до сих пор не закончено изучение структурных свойств во-

ды в критической области, поэтому эта область не затрагивается во многих обзорах [4]. Целью
настоящей работы является определение границ применимости потенциала SPC при моделирова-
нии поведения воды в широком температурном диапазоне критических состояний в пакете Gro-

macs (рис. 1). Исследуемая область
выбрана с учетом возможного приме-
нения в технике, например, паросило-

вых установках и ВВЭР (Водо-

водяной энергетический реактор).

Gromacs – многофункциональный па-
кет, использующий метод молекуляр-

ной динамики для систем, состоящих
из большого числа частиц, в состав
которого входит большая база полу-

эмпирических парных межчастичных
потенциалов для наиболее часто ис-
пользуемых веществ.

В работе проведено моделирова-

ние системы, состоящей из 216 моле-
кул воды с использованием трехточечного потенциала, называемо-
го в текущей литературе SPC [5], с периодическими граничными
условиями. Модельный SPC-потенциал представляет молекулу во-

ды в виде трех точечных зарядов: двух с зарядом q1 = 0,41e (атомы
водорода) и одного с q2 = –0,81e (атом кислорода), для которого
кроме электростатического потенциала добавлен потенциал типа
Леннарда–Джонса (σ = 3,016 Å, энергия ε = 15,319 кДж/моль).
Приближенный характер SPC-потенциала несколько искажает рав-

новесные параметры одиночной молекулы. В молекуле воды угол
между О–Н связями и их длина составляют соответственно
θ = 104,52° и l1 = 0,9584 Å против θ = 109,47° и l = 1 Å в модели
SPC.

Стартовая конфигурация для моделирования задавалась сле-
дующим образом: координаты атомов были равномерно распре-

Рис. 1. Фазовая диаграмма воды, жирной линией отмечена
исследуемая область

Рис. 2. Схема модели воды
потенциала SPC
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делены по кубической ячейке, а их началь-

ные скорости инициализировались с по-

мощью встроенного в пакет генератора
случайных чисел, и удовлетворяли распре-
делению Максвелла. Временной шаг моде-
лирования был выбран равным 0,002 пс [6],
а так как число шагов 20 000, то полное
время моделирования составило 40 пс [7].

Тестовые прогоны показали, что для уста-

новления равновесия требуется не более
2 пс. Для моделирования системы в NPT-

ансамбле использовались термостат и ба-

ростат Берендсена [8], обеспечивающие
сходимость температуры и давления сис-
темы к установленным значениям 0T и 0P

в соответствии с динамическими уравне-
ниями:

0T TdT

dt τ

−
= , 0

p

P PdP

dt τ

−
= ,

где Pτ , τ – константы времени, являю-

щиеся входными параметрами программы
моделирования.

Моделирование проводилось при по-

стоянном давлении и температуре (в т. н.
NPT-ансамбле), в диапазоне изменений
давления P от 500 бар до 3000 бар и тем-

пературы T от 300 K до 700 K. Число мо-

лекул N сохранялось постоянным и рав-

ным 216, что как показано в работе [9] яв-
ляется достаточным для получения резуль-

татов с погрешностью не хуже 5 %. Допол-

нительные моделирования с 820 молекула-
ми подтвердили, что погрешность действи-

тельно лежит в этих пределах. По усред-

ненным данным определялись величины
объема, давления и температуры, а также
парная корреляционная функция ( )g r . От-
клонение средних величин давления и тем-

пературы от заданных баростатом и термо-
статом лежит в пределах 6 %. Коэффици-

ент самодиффузии вычислялся по формуле
2

6

r
D

τ

〈∆ 〉
= , где 2r〈∆ 〉 – средний квадрат

полного смещения молекулы воды за время
τ . Использовался метод наименьших квад-

ратов при его определении. Полученные
при моделировании результаты сопостав-
лялись с экспериментальными данными
работ [7, 10].

Сравнение результатов моделирования
температурной зависимости коэффициента
самодиффузии D воды c данными экспе-
римента (рис. 3) показало, что в области

Рис. 3. Сравнение результатов моделирования температур-

ной зависимости коэффициента самодиффузии воды с
данными эксперимента [10] при P = 1000 бар

Рис. 5. Аппроксимация температурной зависимости
коэффициента диффузии

Рис. 4. Температурные зависимость коэффициента
диффузии воды в координатах



Физика

Вестник ЮУрГУ, № 10, 201158

температур 300–450 К расхождение находится в пределах расчетной погрешности, однако в об-
ласти более высоких температур моделирование несколько занижает величину D.

Существует альтернативный безакти-

вационный подход к рассмотрению про-

цессов диффузии в жидкости. Для многих
из них зависимость коэффициента само-

диффузии D в широком диапазоне тем-

ператур описывается уравнением Арре-
ниуса, которое при учете приложенного
давления, имеет вид

0 exp D DE PV
D D

RT

+ = − 
 

[11], где 0D –

постоянная слабо зависящая от темпера-

туры, DE – молярная энергия активации,

R – универсальная газовая постоянная,

DV – так называемый активационный
объем. Зависимость ln( )D при высоком
давлении, как видно из рис. 4, ведет себя
прямо пропорционально 1 T в диапазоне от 300 К до 700 К. Это позволяет нам выделить актива-

ционные параметры:
ln( )

ln(1/ )
DP

P

D
E R

T

 ∂
= −  ∂ 

и
ln( )

D
T

D
V RT

P

∂ = −  ∂ 
. Результаты расчета указан-

ных величин приведены в табл. 1. Для сравнения там же приведены определенные эксперимен-

тально значения энергии активации при постоянном объеме DVE , которые определяются анало-

гично и согласно [10] слабо отличаются от величин DPE . Результаты сравнения показывают, что
найденные при моделировании энергии активации находятся в неплохом согласии с данными
эксперимента. При увеличении температуры, при постоянной плотности, энергия активации
убывает, а при увеличении плотности, при постоянной температуре, – увеличивается. Расхожде-
ние значений энергии активации при моделировании и эксперименте, не выходит за границы до-

пустимой погрешности, и возникает в первую очередь из-за отличий в определении DPE и DVE .

Активационный объем DV меняется следующим образом: при Т = 700 К – от 9,6 см³/моль при
2,5 кбар до 33,7 см³/моль при 0,95 кбар, при Т = 600 К – от 6,2 см³/моль при 2,5 кбар до
14,8 см³/моль при 0,95 кбар, что согласуется с экспериментальными данными[10].

Таблица 1
Сравнение расчетных и экспериментальных значений энергии активации

Моделирование Эксперимент
ρ , кг/м³ T , K DPE , кДж/моль ρ , кг/м³ T , K DVE , кДж/моль

928 425 11,5 940 423 12,2

964 387 10,7 9,6 383 14,3

955 425 11,9 940 423 12,2

987 387 11,7 980 383 13,6

1016 350 11,4 1020 343 14,1

977 425 10,6 980 423 7,9

1007 387 10,1 1000 383 11,8

Существует еще одна точка зрения на природу диффузии, согласно которой основную роль
играют не активационные процессы, а случайное перераспределение свободного пространства
внутри жидкости [13]. При такой трактовке зависимость коэффициента диффузии от температу-

ры и давления имеет вид [10, 13]

1 2

0

( )
( ) exp

( )

B P
D A P T

T T P

 
= − − 

.

Рис. 6. Зависимость 0,763DT − от молярного объема,

построенная по данным МД-моделирования
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Как видно из рис. 5, указанная зависимость также прекрасно описывает температурное пове-
дение коэффициента диффузии воды в исследуемом диапазоне состояний, как и уравнение Арре-
ниуса. Получаемые при такой подгонке значения коэффициентов А, В, Т0 приведены в табл. 2 для
ряда значений давления.

Отметим также, что в работе [13] была теоретически выведена и подтверждена эксперимен-

тально зависимость n
mD T V∝ , где mV – молярный объем вдоль изотерм в сверхкритической об-

ласти. Полученные нами результаты моделирования подтверждают указанную зависимость при
значении 0,763n = в диапазоне температур 500–700 К (рис. 6).

Таблица 2

Зависимость коэффициентов 0, ,A B T от давления

Давление, кбар 0,8 0,9 1,0 1,5 3

A 2273,3 147,9 94,0 27,0 9,8

B 11196,7 4833,0 4125,3 2487,8 1618,7

0T –947,0 –460,7 –398,5 –227,6 –130,4

Таким образом, проведенное нами моделирование самодиффузии в широком температурном
диапазоне вдоль нескольких изобар в сверхкритической области состояний, позволяет сделать
следующие выводы:

а) потенциал SPC позволяет получать количественно точные значения коэффициента диффу-
зии воды в диапазоне 300–500 К, однако в области более высоких температур приводит к зани-

женным оценкам указанной величины;

б) температурная зависимость коэффициента самодиффузии воды при различных значениях
давления одинаково хорошо аппроксимируется как кривыми типа Аррениуса, так и уравнением
Коэна–Турнбулла [13];

в) показано, что предложенная в работе [10] эмпирическая зависимость коэффициента само-

диффузии n
mD T V∝ , где mV – молярный объем, при значении 0,763n = вдоль изотерм в сверх-

критической области, выполняется и в исследованном нами диапазоне температур 500–700 К.
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WATER SELF-DIFFUSION COEFFICIENT
CALCULATED BY GROMACS SOFTWARE

We performed the molecular dynamics simulation of the temperature dependence of self-diffusion

coefficient of water in the supercritical area by means of Gromacs software using three-point interparti-

cle SPC-potential. Simulation results were compared with experimental data. It is shown that the chosen
method ensures good agreement of simulation results with those of other authors and experimental data.

It is shown that the temperature dependence of the self-diffusion coefficient in the supercritical area is

equally well approximated with Arrhenius type curves and the Cohen–Turnbull equation.

Keywords: diffusion, water, Gromacs, SPC potential, molecular dynamic simulation.
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СТАТИСТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ СТОЛКНОВЕНИЙ МЕТАЛЛИЧЕСКИХ
НАНОЧАСТИЦ ПРИ ВЫСОКИХ СТЕПЕНЯХ ПЕРЕСЫЩЕНИЯ

А.Г. Воронцов, Б.Р. Гельчинский, А.Е. Коренченко

Методами молекулярной динамики проведено моделирование поведе-

ния смеси «металлические кластеры–инертный газ» в условиях, типичных

для промышленного газофазного получения металлических наночастиц.

Проведен статистический анализ исходов столкновений (объединение, рас-

пад, или отсутствие изменений состава) между частицами различных раз-

меров. Выявлены зависимости вероятностей каждого исхода от размера

сталкивающихся частиц. Найдены энергетические параметры кластеров в

процессе роста. Результаты предполагается использовать при мультимас-

штабном компьютерном моделировании формирования наночастиц.

Ключевые слова: металлические наночастицы, конденсация, численное мо-
делирование.

Введение

Ультрадисперсные нанопорошки металлов являются перспективным материалом для улуч-
шения потребительских свойств лакокрасочной продукции, смазок, защитных покрытий и т.д., а
также широко используются в качестве катализаторов в химической промышленности [1–3]. Не-
смотря на это, возможность оптимизации процесса производства для достижения требуемых экс-
плуатационных характеристик порошков (форма, размер порошинок) изучена сравнительно сла-
бо. Основной причиной этого является отсутствие систематического экспериментального и тео-

ретического материала о процессе формирования и роста металлических наночастиц в камере
промышленной установки.

Проблема изучения механизмов формирования новой фазы стоит в науке очень остро. Воз-
можность управления ростом новой фазы открывает огромные перспективы по улучшению каче-
ства большинства конструкционных материалов и наноматериалов, а также формированию но-

вых технологий их получения. Существующая теория нуклеации, основанная на равновесной
термодинамике, не способна корректно описать рост новой фазы, главным образом, потому, что
в ней не учитывается кинетика протекания процесса. В это же время экспериментальные данные
о кинетике формирования новой фазы не могут охватить все факторы, оказывающие влияние на
течение процесса, в силу чрезвычайной сложности получения информации, обусловленной ма-

лыми временами, малыми размерами, высокой скоростью протекания процессов. Альтернативой
экспериментальному изучению процессов, протекающих на ранних этапах формирования новой
фазы, является компьютерное моделирование. Качество информации, получаемой при компью-

терном моделировании, позволяет использовать ее для проверки теоретических гипотез, а объем-

ность и всесторонность изучения проблемы позволяют быстро определять ключевые места для
улучшения теории.

Целью данной работы является выявление ключевых кинетических параметров, оказываю-

щих наибольшее воздействие на начальную стадию процесса формирования металлических на-

ночастиц из пересыщенного пара.

Метод

Для изучения формирования наночастиц из пересыщенных паров металла использовался ме-
тод молекулярной динамики, основная идея которого заключается в непосредственном решении
уравнений Ньютона для движения атомов. Нами использовался пакет для многопроцессорных
вычислений LAMPS [4], в котором реализован метод молекулярной динамики с возможностью
поддержания различных внешних термодинамических условий (заданная температура или дав-
ление). Мы изучали систему, состоящую из атомов буферного газа (инертная атмосфера Ar) и
атомов металла (Cu). Взаимодействие атомов меди описывалось ЕАМ потенциалом [5], учиты-

вающим парные и непарные взаимодействия в металле. Взаимодействия Ar–Ar и Cu–Ar описы-
вались потенциалом типа Леннард-Джонса. Начальные условия в системе отвечали высоким пе-
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ресыщениям металлического пара, что давало возможность наблюдать конденсацию атомов ме-
талла в нанокластеры.

Размеры ячейки подбирались для задания начальной плотности металлического пара 0,4–

0,1 кг/м3 в расчете на 10 000 атомов металла. Первоначально система перемешивалась при высо-

кой температуре, а затем температура уменьшалась. Дальнейшее регулирование температурного
режима осуществлялось только через столкновения с атомами буферного газа (10 000 атомов Ar),

которые постоянно поддерживались при определенной температуре. Такой процесс охлаждения
отвечает условиям получения кластеров, когда скрытая теплота отводится только от поверхности
кластера посредством столкновения с холодными атомами буферного газа. Нами были изучены
модели, буферный газ в которых поддерживался при температурах 300, 500, 750, 1000 и 1500 К,

так как эти температуры полностью покрывают диапазон температур в рабочей камере производ-
ственной установки.

Наиболее трудоемкая часть работы заключалась в исследовании траекторий отдельных час-
тиц и групп частиц, составляющих кластеры металла. Считалось, что атомы металла принадле-
жат одному кластеру, когда расстояние между ними менее 2,7 Å, что на 10 % больше, чем равно-
весное расстояние в кристаллической меди и на 20 % больше, чем в молекуле Cu2. Было провере-
но, что при таком выборе движущиеся вместе атомы считаются кластером в 99,6 % случаях. Для
выявления кластеров был использован алгоритм Хошена–Копельмана [6]. Принадлежность ато-
мов кластеру проверялась каждые 5 шагов (0,02 пс) и записывалась в файл для последующего
анализа. При заданных параметрах обработки траекторий движения упругие удары молекул про-

исходят за время 10–20 временных шагов, а неупругие соударения приводят к формированию
комплексов, время жизни которых свыше 500 временных шагов. Это позволило наблюдать за
процессом формирования кластеров при соударениях.

Статистический анализ соударений
Наиболее общий подход к описанию процесса роста кластеров основан на уравнениях:
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где iC – концентрации кластеров соответствующего размера, а ,i jα и ,i jβ – вероятности роста и

распада кластеров при соударении. Если для кластеров большого размера определение этих ко-
эффициентов возможно через выражение для свободной энергии [7] или поправки к нему, учи-

тывающие малое количество фазы [8], то для образований из нескольких атомов или десятков
атомов это принципиально невозможно. Динамика роста малых кластеров определяется, прежде
всего, их столкновениями и носит существенно стохастический характер. Поэтому нами непо-

средственно изучалась вероятность различных исходов соударения кластера с мономером (ква-

зиупругое соударение, присоединение или отделение мономера) при моделировании методом
молекулярной динамики (МД). Под квазиупругим соударением мы подразумеваем соударение
атома и кластера, после которого кластер сохраняет свои размеры, при этом между кластером и
атомом может передаваться энергия или из кластера может вылетать совершенно другой атом.

На рис. 1, а–в показана зависимость этих вероятностей от температуры, плотности системы и
размера кластера, который испытывает соударение. По данным представленным на рис. 1, а,
можно заключить, что вероятности различных исходов от соударения кластеров не зависят от
плотности системы, это означает, что хорошо работает приближение разряженного газа и все со-

ударения можно считать парными. Было проверено, что количество соударений при этом удовле-
творительно описывается формулой для идеального газа, т.е. пропорционально произведению
концентраций сталкивающихся частиц и относительной скорости их движения. Слабая зависи-

мость вероятностей от температуры (рис. 1, б), по-видимому, может объясняться доминирующим
значением потенциальной энергии, высвобождающейся при столкновениях. Т.е. притяжение ме-
жду мономерами (или между мономером и кластером) разгоняет его перед столкновением до
скоростей много больших скорости теплового движения.

Зависимость вероятности различных исходов при столкновениях от размера кластера приве-
дена на рис. 1, в. Можно отметить, что мономеры и димеры занимают особое место, так как они,

в основном, испытывают квазиупругие соударения. В димере при этом, возможно, заменяется
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один из атомов, что нашей методикой подсчета зафиксировать нельзя. С увеличением размера
кластера наблюдается увеличение вероятности объединения при столкновении и она должна пре-
взойти вероятность распада при достижении кластером размера устойчивого зародыша, который
составляет в наших системах величину 20–50 атомов [9]. Отметим, что результаты, представлен-

ные на рис. 1, в для кластеров с размером, большим 4, могут считаться лишь качественными из-за
статистических ошибок, для достоверного их определения следует проанализировать более дли-
тельные молекулярно-динамические реализации. Следует также отметить, что утверждение об
отсутствии зависимости вероятностей исходов при столкновениях от температуры и плотности
мономеров можно отнеcти только к рассмотренным системам с большим пересыщением S

(lnS > 5). Полученные значения вероятностей могут быть использованы при макроскопическом
рассмотрении синтеза наночастиц методом «самосборки», так как в реакторах для газофазной
конденсации паров металлов реализуются высокие степени пересыщения [10].

Рис. 1. Зависимость вероятности квазиупругого со-
ударения (пустые символы), объединения с мономером
(зачеркнутые символы), или распада кластера (запол-
ненные символы) при столкновении кластеров разных
размеров с мономером:

а) зависимость от плотности пара мономеров для
температуры 300 К. Результаты для димеров – квадра-
ты, для тримеров – окружности,

б) зависимость от температуры для плотности
0,39 кг/м3

. Кластеры разных размеров обозначены знач-
ками разной формы,

в) зависимость от размера кластера для плотности
0,39 кг/м3 и двух температур

Анализ энергии кластеров
Для анализа энергетических характеристики кластеров использовалось разложение полной

кинетической энергии атомов составляющих кластер на поступательную, вращательную и внут-
реннюю энергию. Поступательная энергия кластера находится как
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получается, если перейти в систему координат, связанную с центром масс кластера и найти
мгновенный момент импульса: [ ]i i i

i

L m r υ′= ×∑ и момент инерции относительно оси, совпадаю-

щей с моментом импульса:
2 2( )i i прL

i

J m r r= −∑ . Внутреннюю энергию в расчете на один атом на-

ходим как
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Рис. 2. Распределение кластеров по энергии при темпера-
туре буферного газа Т* = 300 К и плотности пара мономе-
ров 0,39 кг/м3

. T* - температура термостата для буферного
газа:
а) распределение кластеров по значению поступательной
энергии (2). Построены распределения для кластеров
разных размеров (2–20 ат.),
б) распределение кластеров по значению вращательной
энергии (3). Построены распределения для кластеров
разных размеров (3–25 ат.),
в) распределение атомов по энергии в кластерах разного
размера для внутренних степеней свободы кластера (4)

Если кластер является твердым, то поступательная и вращательная часть энергии должны
иметь максвелловское распределение со средним значением 3/2 кТ, внутренняя энергия при этом
должна быть малой, таким образом, соотношение внутренней и поступательной или вращатель-

ной энергии может служить критерием стабильности кластера.

Поступательная и вращательная энергия кластеров (рис. 2, а, б) очень хорошо воспроизводит
распределение Максвелла для всех кластеров с небольшим размером, что может считаться при-
знаком термодинамического равновесия в системе. Отметим, что энергия вращательного движе-
ния в методе молекулярной динамики не контролировалась, поэтому ее значение (рис. 2, а) не-
много больше, чем энергия термостатируемого (принудительно поддерживаемого при опреде-
ленной температуре) буферного газа. Энергия, заключенная во внутренних степенях свободы,

показана на рис. 2, в. Можно заметить, что распределение атомов по энергии внутри кластера
качественно изменяется. Для кластеров малого размера (до 5 ат.) это распределение напоминает
распределение Максвелла, а для кластеров размером больше 5 ат. распределение близко к нор-

мальному распределению с максимумом примерно в 7 раз большим, чем тепловая энергия дви-

жения пара мономеров. Распределение атомов по энергии также показывает существование пре-
дельной энергии, приходящейся на атом для кластеров всех размеров. Она составляет порядка
20 кТ* и находится между энергией плавления (около 0,2 эВ/ат) и энергией испарения для объ-
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емного материала (около 3 эВ/ат). При определенных параметрах моделирования положение
максимума распределения, по-видимому, определяет характерный энергетический параметр кла-

стера, отвечающий за вероятности его увеличения при одиночном столкновении с мономером,
т.к. кластеры, имеющие большую внутреннюю энергию, не могут перераспределить выделяю-

щееся при присоединении мономера скрытое тепло.

Большая внутренняя энергия или разогрев кластера могут являться следствием недостаточно
интенсивного охлаждения кластера. Одной из возможных причин этого является единственный
механизм отвода тепла от кластера в используемом нами методе: через соударение с «холодны-

ми» атомами буферного газа. По-видимому, для корректного описания процесса формирования
кластеров необходимо включить дополнительный способ потери тепла, например, тепловое из-
лучение, которое должно приводить к более быстрому охлаждению кластеров.

Заключение
В работе изучена кинетика формирования наночастиц металла из пересыщенного пара в ат-

мосфере инертного газа. Показано, что кластеры в процессе роста находятся преимущественно в
возбужденном состоянии (имеют большую внутреннюю энергию).

Получены значения вероятностей изменения размера кластера при столкновении с мономе-
ром, которые для рассмотренных условий с большой степенью пересыщения оказались слабо за-

висящими от температуры в системе и плотности мономеров. Результаты могут быть использо-

ваны в макроскопических моделях формирования металлических нанокластеров методом испа-
рения-конденсации.

Работа поддержана РФФИ, проект № 09-03-00069-а, 10-07-96001-р_урал_а.
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STATISTICAL ANALYSIS OF METAL NANOPАRTICLE COLLISIONS
AT HIGH SUPERSATURATION RATES

Vapour mixture of metal nanoclusters and rare gas in the typical conditions used for their produc-

tion in industry was simulated by molecular dynamics method. We studied statistical information about

particle collisions (quasielastic collision, decay or fusion) in the system with different temperatures and
densities. Corresponding probabilities were found for cluster-monomer collisions with regard to their

sizes. Some energy parameters of clusters were discussed. The result will be used for multiscale simula-

tion of metal nanoparticle formation process.
Keywords: metal nanoparticles, condensation, computer simulation.
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УДК 621.546.541.67-31

УСЛОВИЯ ФОРМИРОВАНИЯ ПЛОТНОЙ МАКРОСТРУКТУРЫ
ЭЛЕКТРОКОРУНДОВЫХ ПЛАСТИН
В ВАЛКАХ-КРИСТАЛЛИЗАТОРАХ

В.Е. Гладков, В.М. Березин, Н.Б. Жеханова

Представлены результаты исследования структуры электрокорундо-

вых пластин, закристаллизованных в валках-кристаллизаторах. Показано,

что условия формирования макро- и микроструктуры электрокорундовых

пластин «ввиду ограниченной пластичности корунда» отличаются от тако-

вых при формировании пластин из металлического расплава. Установлена

аналитическая связь между кинетическими условиями формирования

плотной макроструктуры пластин и конструктивными параметрами вал-

ков-кристаллизаторов.

Ключевые слова: электрокорунд, абразив, кристаллизация, микрострукту-
ра.

Введение

Способ охлаждения расплава при синтезе циркониевого электрокорунда {сплавов Al2O3 –

10–40 мас.% ZrO2} при производстве абразивного зерна для силового шлифования выступает как
«своеобразный инструмент», с помощью которого получают слиток с размерами и формой,

удобными для его переработки на шлифовальное зерно с минимальными энергетическими затра-

тами и материальными потерями [1–4]. Основное требование к способу охлаждения состоит в
том, чтобы в макроструктуре сформированных слитков зона столбчатых кристаллов [3, 4] была
сведена до размеров шлифовального зерна, а при их дроблении получалось зерно с максималь-

ным коэффициентом изометричности (определяемым как величина соотношения между радиу-

сами описанной и вписанной сфер для частиц в продукте дробления). Среди известных много-
численных способов охлаждения расплава данному условию удовлетворяют [1–4]: 1) кристалли-

зация в объёмах между металлическими шарами, загружаемыми в изложницу при сливе распла-

ва, либо в щелевых изложницах с размером щелей, сопоставимых с максимальным размером не-
обходимой фракции абразивного зерна; 2) кристаллизация расплава в валках-кристаллизаторах.

Эти способы предпочтительны для периодического процесса, поскольку их реализация требует
большой металлоемкости (соотношение масс расплава и охлаждающей среды находится в преде-
лах от 1:1 до 1:3) и значительных встречных грузопотоков. При этом исключено оперативное
влияние на процесс кристаллизации. Кристаллизация расплава в валках-кристаллизаторах про-

цесс управляемый и с точки зрения организации непрерывной разливки расплава наиболее пред-

почтителен.
В практике использования валков-кристаллизаторов условия формирования плотной макро-

и микроструктуры пластин из металлического расплава рассматривают как последовательность
следующих процессов: литья, кристаллизации и сварки под давлением при пластической дефор-
мации (прокатке).

В отличие от обычной прокатки, валки-кристаллизаторы до заливки расплава сомкнуты. По-

ступающий в пространство между валками расплав (клин расплава, рис. 1) кристаллизуется на их
поверхностях, образуя две твердые корочки. Эти корочки толщиной ε ≥ d/2 (рис. 1) перед выхо-
дом из валков-кристаллизаторов сжимаются с прослойкой «полужидкой фазы» не успевшей за-
кристаллизоваться. При этом валок 1 отодвигается на величину толщины ленты d, свариваемой
из двух корочек ε ≥ d/2, под давлением упругих элементов, прижимающих его к валку с непод-
вижной осью вращения. В этом случае при сваривании корочек за счет пластической деформации
происходит устранение усадочной пористости.

Анализ макро- и микроструктуры пластин различных электрокорундовых материалов, полу-
ченных при многолетнем опыте использования валков-кристаллизаторов (Челябинский абразив-

ный завод) показал, что они характеризуются значительной пористостью. При этом пористость
как физическая неоднородность материала (рис. 2) является в основном следствием усадочных
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процессов и в принципе сопровождается химической неоднородностью. Это один из основных
дефектов получаемого материала.

Рис. 1. Схема формирования пластины в валках-кристаллизаторах:
1 – валок с подвижной осью вращения; 2 – валок с неподвижной осью вращения; 3 – упругий элемент

Наиболее развитая пористость наблюдается в центральной части поперечного сечения пла-

стин. Осевая пористость (вдоль пластин) проявляется в виде рассеянной пористости, представ-
ляющей собой отдельные усадочные пустоты (рис. 2, а, б, в), которые при слиянии приводят к
расслоению пластины на две половинки. При систематическом исследовании установлено, что
оба вида пористости обнаруживаются в макроструктуре пластин одной плавки [4, 6].

д ж з
Рис. 2. Типичная макроструктура электрокорундовых пластин, закристаллизованных в валках-кристаллизаторах
(а, б, в, г). Микроструктура пластин по сечению: белый электрокорунд (д), циркониевый электрокорунд (ж, з), ×70

а

б

в

г
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Условия формирования плотной макроструктуры пластин

Для анализа перемещения фронта кристаллизации (в соответствии с изложенной выше по-

следовательностью формирования плотной пластины) приняты следующие параметры и условия:

R – радиус валков; ω – угловая скорость валков; h – высота клина расплава. Клин расплава при
вращении валков охлаждается симметрично, а изотермы симметричны относительно вертикаль-
ной плоскости L–L. При непрерывной работе валков гетерогенная кристаллизация начинается в
точке (а), когда расплав соприкасается с поверхностью валков, и заканчивается при повороте на
угол 0ϕ . Координаты фронта кристаллизации в любой момент времени относительно неподвиж-

ной системы отсчета с началом координат в центре валков определяются системой уравнений:

0 0( )cos( ), ( )sin( )X R t t Y R t tϕ ω ϕ ω= − = − ,

где ( )R t – радиус–вектор, описывающий положение фронта кристаллизации на поверхности вал-

ков при их повороте на угол 0 0ϕ ϕ≥ ≥ . При 0ϕ ϕ= ( )R t R= ; при 0ϕ = ( ) 2R t R d= + .

Непрерывное формирование плотной ленты толщиной d на выходе из валков-

кристаллизаторов должно обеспечиваться при сваривании под давлением корочек толщиной
2dε ≥ . Необходимое время для формирования корочки толщиной 2dε ≥ можно оценить из

модифицированного закона квадратного корня [5] в соответствии с равенством
2

2

2
0

[1 ( )]
24

p к

d C
t T T

Lm
= + − , (1)

а скорость выхода пластины (сваренной под давлением из двух корочек) – из валков кристалли-

заторов по уравнению

0

2

D
V

t

ϕ
= , (2)

где 0m – коэффициент затвердевания неперегретого расплава [6]; C – удельная теплоемкость

расплава; L – удельная теплота кристаллизации расплава; D – диаметр валков; pT – температу-

ра сливаемого расплава; кT – температура начала кристаллизации.

Угол поворота валков 0ϕ за время t , необходимое для формирования корочки толщиной

2dε ≈ , определяется из очевидного соотношения (рис. 1):

0 arcsin
h

R
ϕ = . (3)

После подстановки (1) и (3) в равенство (2) и соответствующих преобразований получим
уравнение

2
0

2 2

2
2 arcsin

[1 ( )]
2

p к

h
m D

DV
C

d T T
L

=
+ −

, (4)

определяющее взаимосвязь между конструктивными параметрами валков-кристаллизаторов, вы-
сотой клина сливаемого расплава и его теплофизическими характеристиками.

Графическое представление уравнения (4) в виде номограммы (рис. 3) [7], позволяет ком-

пактно представить зависимость скорости выхода пластины из валков-кристаллизаторов от пере-
менных, изменяющихся в ходе технологического процесса.

Например, необходимо определить скорость выхода ленты при следующих заданных техно-

логических параметрах: температура сливаемого расплава ( pT = 2000 °С), температура кристал-

лизации ( кT = 1900 °С); толщина ленты 2,0 мм, радиус валков 500 мм при обеспечении высоты

клина расплава 0,4h R ≤ . Ключ для пользования номограммой при данных параметрах указан на

рис. 3 последовательностью отрезков, ограниченных стрелками. На шкале pT из точки, соответ-

ствующей температуре 2000 °С, проводим прямую, параллельную нижнему обрезу номограммы,

до пересечения с линией, отвечающей толщине ленты d = 2,0 мм. Из точки пересечения опуска-

ем перпендикуляр на нижний обрез диаграммы до пересечения с линией, отвечающей радиусу
валков R = 500 мм. Из найденной точки пересечения проводим линию, параллельную нижнему
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обрезу диаграммы, до пересечения с линией, отвечающей заданному значению 0,4h R = , и из
данной точки опускаем перпендикуляр на шкалу скорости выхода ленты из валков.
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Рис. 3. Номограмма, иллюстрирующая взаимосвязь между температурой сливаемого расплава,

конструктивными параметрами валков-кристаллизаторов и их производительностью

Выводы
Уравнение (4) и соответствующая ему номограмма (рис. 3) описывают условия формирова-

ния плотной ленты в определенном сечении валков-кристаллизаторов. При этом скорость выхода
ленты V толщиной d из валков-кристаллизаторов с определенными габаритами зависит от двух
технологических параметров – высоты клина расплава и его температуры.

Из уравнения (4) и номограммы (рис. 3) следует, что если скорость выхода пластин, высота
клина расплава по длине валков и его температура не согласованы, то образование усадочной
пористости и рыхлости неизбежно. Такое положение объясняется тем, что основной эффект кри-

сталлизации расплава в валках-кристаллизаторах, а именно, «сваривание» корочек, сформиро-

ванных на поверхностях толщиной 2dε ≈ , и их последующее обжатие не происходит. Спрям-

ление фронта закристаллизованного материала расплава за счет прижима упругими элементами
(обеспечивающими constε = по длине растекания (рис. 1) невозможно, поскольку пластическая
деформация корунда ограничена [8]. В этом случае расплав, проникая в образующиеся щели,

кристаллизуется с усадкой на ≤ 30 % в «пластине-изложнице» с тонкими стенками из корунда
( 2dε ≤ , рис. 2 в) после её выхода из валков-кристаллизаторов.
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CONDITIONS OF FORMATION OF DENSE MACROSTRUCTURE
OF ELECTROCORUNDUM PLATES IN ROLLERS OF CRYSTALLIZERS

The results of research of the structure of the crystallized elektrocorundum plates in rollers – the
crystalliser. It was shown that the conditions for the formation of macro and microstructure of the elek-

trocorundum plates «because of the limited plasticity of corundum» are different from those for the for-

mation of plates of crystallizer’s liquid-alloy. An analytical connection between the kinetic terms of the
dense microstructure formation of plates and structural parameters of rolls- crystallizers was found.
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ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ СВОБОДНЫХ КОЛЕБАНИЙ
ЛЕЖАЩЕЙ КАПЛИ

А.Е. Коренченко, А.Ж. Илимбаева, В.П. Бескачко

Проведено математическое моделирование течений в капле вязкой

жидкости, лежащей на твердой поверхности и выведенной из состояния ме-

ханического равновесия. Определены собственные частоты и коэффициен-

ты затухания свободных колебаний капель различных жидкостей. Прове-

дено сравнение результатов численного эксперимента и аналитической

теории, известной для сферической капли.

Ключевые слова: поверхностное натяжение, лежащая капля, численное мо-
делирование.

Введение

Исследования колеблющейся левитирующей капли в последнее время часто используются
для определения физико-химических свойств жидкостей [1]. Обработка результатов почти всех
таких экспериментов проводится на основании аналитической теории, предложенной в [2, 3] и
пригодной для малых колебаний сферической капли идеальной жидкости в отсутствие объемных
сил. Согласно [2] колебания формы капли описываются как

( ) ( ), , ( ) ,lmr t R t Yθ ϕ ε θ ϕ= + ,

где R – радиус равновеликой жидкой сферы, находящейся в равновесии, lmY – сферическая гар-

моника, ( )tε – гармоническая функция времени, ( ) ( )sin nt A tε ω ϕ= + . Частоты колебаний капли

согласно [2] описываются формулой

( )( )2 4
1 2

3
n n n n

M

π σ
ω = − + , (1)

где 2n ≥ – натуральное число, σ – коэффициент поверхностного натяжения, М – масса капли.

Основная частота колебаний получается при n = 2, при этом капля имеет вид эллипсоида враще-
ния, отношение полуосей которого гармонически изменяется во времени.

Коэффициент затухания p для основной моды свободных колебаний капли, определенный
как величина, обратная времени, в течение которого амплитуда колебаний уменьшается в e раз,
определяется формулой [3]

20

3

R
p

M

π
η= , (2)

где η – коэффициент динамической вязкости жидкости.

Существуют исследования, в которых формулы (1), (2) применяются для анализа колебаний
лежащей [4] или подвешенной [5, 6] капли с целью определения поверхностного натяжения и
вязкости жидкости. Для такого обобщения, однако, нет достаточных оснований. Во-первых,

формулы (1), (2) получены при условии отсутствия массовых сил, а все эксперименты [4–6] про-

водятся в поле сил тяжести, во-вторых, присутствие твердой подложки неизбежно внесет асим-
метрию в течение жидкости внутри капли при колебаниях, и в-третьих, в [7] показано, что всякое
отличие равновесной формы капли от сферической приводит к изменению и расщеплению частот
колебаний. Следовательно, параметры свободных колебаний капли в поле силы тяжести, лежа-
щей на твердой подложке, должны отличаться от таковых для свободных колебаний сферической
капли, причем тем сильнее, чем капля крупнее. В [8] проведен анализ колебаний капли, зажатой
между двумя плоскими поверхностями, и показана возможность определения вязкости и поверх-
ностного натяжения в таком эксперименте. Анализ колебаний лежащей капли и сравнение их па-

раметров (частоты и коэффициента затухания) с таковыми для свободной капли (1), (2) ранее не
проводились и составляют цель настоящей работы.
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Математическая модель и принятые приближения

Пусть капля находится на твердой горизонтальной подложке (рис. 1) в условиях, когда спра-

ведливы следующие приближения: 1) отсутствует
испарение с поверхности жидкости, 2) имеет место
осевая симметрия формы капли, распределений дав-

ления и течений в ней, 3) влиянием газовой среды на
движение капли можно пренебречь, 4) тепловыделе-
ние, обусловленное трением в жидкости, незначи-

тельно и им можно пренебречь, 5) жидкость несжи-

маема, 6) на твердой границе выполнено условие
прилипания, 7) отсутствует гистерезис смачивания.

Тогда уравнения движения жидкости в капле можно
записать в виде:

( )
2

2 2

1 1r r r r
r

V P V V V
V V r

t r r r r z r
ν

ρ

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = − ⋅∇ − + + −   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

r r
, (3)

( )
2

2

1 1z z z
z

V P V V
V V r

t z r r r z
ν

ρ

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = − ⋅∇ − + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

r r
, (4)

2 2 22

2

1
2r r z r zP P V V V V V

r
r r r r r r z zz

ρ
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       + = − − − −         ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂        

. (5)

Уравнения (3) и (4) представляют собой уравнения Навье–Стокса, а (5) – уравнение Пуассона для

давления. В (3)–(5) использованы следующие обозначения: { }V ,r zV  V=
r

– вектор скорости, P –

давление сверх гидростатического, ρ, ν – плотность и кинематическая вязкость жидкости, g – ус-
корение свободного падения.

В модели приняты следующие граничные условия:

1) на твердой подложке равны нулю обе составляющие скорости:

0 0
0, 0r zz z

V V
= =

= = , (6)

2) касательное напряжение равно нулю в каждой точке границы раздела «жидкость–газ»:

( )2 22 0r z z r
z r z r

Г

V V V V
n n n n

r z r z

 ∂ ∂ ∂ ∂   − + − + =    ∂ ∂ ∂ ∂    
, (7)

где { },r zn n n=
r

– вектор нормали к поверхности жидкости, Г – граница «жидкость–газ»,

3) разность нормальных давлений определяется формулой Лапласа

2 22 2 2r z r z
z z r r

Г

V V V V
P n n n n K

r r z z
ρν ρν ρν σ

 ∂ ∂ ∂ ∂ − + − + + =  ∂ ∂ ∂ ∂  
, (8)

здесь К – кривизна поверхности капли.

Для замыкания системы (3)–(8) в граничных ячейках записывается уравнение непрерывности

V 0∇⋅ =
r

. (9)

Уравнения (3)–(9) приводятся к безразмерной форме так, что все расстояния относятся к R,

скорости – к Rν , давление – к 2 2Rρν , время – к 2R ν .

Численный метод решения

Для решения системы уравнений (3)–(9) использовалась разностная схема, построенная на
основе равномерной пространственной сетки. Пространственные производные внутри капли ап-

проксимировались центральными разностями, на границе – односторонними. Временная произ-
водная вычислялась вперед по времени. Сетка перестраивалась на каждом временном шаге в со-
ответствии с изменениями в форме капли. Системы линеаризированных разностных уравнений
решались методом исключения Гаусса. При проведении тестовых расчетов шаг по времени и
пространству уменьшался до тех пор, пока результаты не переставали зависеть от параметров
разностной схемы.

Рис. 1. Схема эксперимента
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В численном решении задачи можно выделить три этапа. На первом проводится решение
уравнения (5) с граничным условием (8) для определения поля давления при фиксированных
распределении скорости и форме капли. На втором этапе проводится решение уравнений (3), (4)

при граничных условиях (6), (7), (9) и находится поле скоростей при фиксированных давлении и
форме поверхности капли. На третьем этапе из уравнений

t t t
i i r Г

r r V t+∆ = + ⋅∆ , t t t
i i z ГГ Г

z z V t+∆ = + ⋅∆ (10)

определяется новая форма капли. В (10) ir есть поперечный радиус капли на высоте iz  (рис. 1).

Радиус пятна смачивания определяется из ус-
ловия отсутствия гистерезиса смачивания, т.е.
в предположении, что краевой угол всегда
один и тот же и определяется свойствами гра-

ницы жидкость–газ–твердое тело. При по-
строении новой формы капли участки между

точками свободной границы ( ),t t t t
i i

Г
r  z+∆ +∆

аппроксимируются отрезками прямых. Затем
производится построение новой разностной
сетки с учетом изменений формы. Таким об-

разом, использованный численный метод яв-

ляется одним из методов расщепления по фи-

зическим процессам [9].

Обсуждение результатов

В разностной формулировке форма капли определяется радиусами своих поперечных сече-
ний, поэтому для моделирования ее начального неравновесного состояния достаточно задать
произвольные радиусы { }ir , совместимые с безразмерным объемом капли, равным 4 /3V π= . В

расчетах в качестве неравновесных начальных { }ir использовались равновесные значения, най-

денные в предварительном расчете для капли жидкости с поверхностным натяжением, немного
отличающимся от исходного. Наибольшее отклонение радиуса ir от равновесного значения со-

ставляло менее 1 мкм.

На рис. 2 изображено поле скоростей в поперечном сечении капли воды с радиусом равнове-
ликой капли, равным R = 1,0 мм. Изучение мгновенных картин распределения скоростей показы-

вает, что в основной моде колебаний капля
остается выпуклой, испытывая периодические
сжатия-расширения в осевом и радиальном
направлениях – подобно тому, как колеблется
свободная капля в своей основной моде. На
рис. 3 изображена временная зависимость от-
клонения высоты капли от ее равновесного
значения для тех же условий, что и на рис. 2.
Анализ этой зависимости показывает, что на
этапе, когда колебания уже установились, но
еще не слишком малы, она хорошо аппрокси-
мируется затухающей синусоидой

( )sinptz Ae tω ϕ−= + . Это позволяет опреде-

лить коэффициент затухания р и частоту ω

колебаний подгонкой этих параметров под
данные численного эксперимента. Последняя проводилась методом наименьших квадратов, а
минимизация целевой функции – методом Розенброка [10].

Рис. 2. Основная мода колебаний.
Мгновенное распределение скорости течений в капле

Рис. 3. Временная зависимость отклонения высоты
колеблющейся капли от равновесной
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На рис. 4 и 5 изображены зависимости частоты колебаний от поверхностного натяжения и
коэффициента затухания от вязкости жидкости. Результаты расчетов показаны точками. Пунк-

тирные кривые на рисунках представляют собой результаты аппроксимации численных данных

степенной функцией вида ( )c
y a x b= − . Для зависимости частоты от поверхностного натяжения,

( )ω σ , параметр с степенной функции оказался равен 0,497, а для зависимости p(ν) 0,989c = .

Это позволяет заключить, что характер этих зависимостей качественно одинаков для лежащей и

свободной капли: ~ω σ и ~p ν .

Однако абсолютные значения частот и коэффициентов затухания колебаний лежащей и сво-

бодной капель одной и той же жидкости, имеющих одинаковый размер, существенно отличают-
ся. Сплошными линиями на рис. 4 и 5 изображены аналитические зависимости (1), (2) для коле-
баний свободной капли. Видно, что частоты основной моды колебаний свободной и лежащей ка-

пли отличаются в рассмотренном диапазоне изменения σ более чем на 30 %, причем разница воз-
растает с увеличением коэффициента поверхностного натяжения. Различие в значениях коэффи-

циента затухания колебаний имеет такую же относительную величину и увеличивается с умень-

шением коэффициента вязкости.

Заключение

Проведен численный анализ эволюции формы лежащей капли, выведенной в начальный мо-
мент из состояния механического равновесия. Показано, что обратный переход в положение рав-

новесия происходит в виде затухающих колебаний, параметры которых (частота и коэффициент
затухания) зависят от свойств жидкости. Величины этих параметров существенно отличаются
для свободной и лежащей капель, что необходимо учитывать при интерпретации опытных дан-
ных [4].

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проект № 10-03-00719-а.
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NUMERICAL STUDY OF FREE VIBRATIONS OF A SESSILE DROP
The mathematical modeling of the flows that appear in a viscous liquid sessile drop after its equilib-

rium state is disturbed has been carried out. The free oscillation’s frequency and the decay coefficient

are obtained for different liquids. The comparison of the numerical results with the analytical theory de-
scribing the vibrations of a semispherical free-force drop has been developed.

Keywords: surface tension, sessile droplet, computer simulation.

Korenchenko Anna Evgenievna is Dr. Sc. (Physics and Mathematics), senior researcher, Institute

of Metallurgy of the Ural Branch of Russian Academy of Sciences.

Коренченко Анна Евгеньевна – доктор физико-математических наук, старший научный со-

трудник, ИМЕТ УрО РАН.
e-mail: korenchenko@physics.susu.ac.ru

Ilimbaeva Aigul Jepspaevna is Student, Physics Department, South Ural State University.
Илимбаева Айгуль Жепспаевна – студентка, физический факультет, Южно-Уральский го-

сударственный университет.

Beskachko Valeriy Petrovich is Dr. Sc. (Physics and Mathematics), Professor, General and Theo-
retical Physics Department, South Ural State University.

Бескачко Валерий Петрович – доктор физико-математических наук, профессор, кафедра
общей и теоретической физики, Южно-Уральский государственный университет.



Серия «Математика. Механика. Физика», выпуск 4 77

УДК 541.16

ВЛИЯНИЕ ПРИМЕСЕЙ НА РАСТВОРЕНИЕ ВОДОРОДА
В ОЦК-ЖЕЛЕЗЕ

А.А. Мирзоев, Д.А. Мирзаев, М.С. Ракитин

С помощью расчетов из первых принципов на основе теории функцио-

нала плотности рассмотрено влияние малых примесей замещения (Pd, Ti,

Cr, Mn, V) на энергию растворения водорода в ОЦК-решетке железа. Ис-

следованы объемные эффекты при введении примесей в металл. Выяснено,

что наибольшее влияние на энергию растворения водорода оказывают

примесные атомы Pd, Ti и Cr, что объясняет захват водорода этими приме-

сями.

Ключевые слова: адсорбция водорода, водородные ловушки, сплавы железа,
теория функционала плотности, квантово-химическое моделирование, WIEN2k.

Введение

Проблемы, возникающие при взаимодействии водорода с железом и его сплавами, известны
металлургам еще с XIX века. В 1875 г. Джонсон [1] отметил, что водород в железе и сталях вы-
зывает уменьшение пластичности. Исследования показали, что адсорбированный водород может
значительно изменять механические свойства металла, тем самым вызывая его разрушение. Су-

щественные усилия исследователей в этой области были направлены на изучение процессов рас-
творения водорода в железе и его сплавах как в твердом, так и в жидком агрегатных состояниях
для выяснения природы поведения водорода (например, [2, 3]). В 1980 г. вышел обзор Хирша [4],

в котором были собраны и обсуждены результаты всех вышедших к этому моменту работ по рас-
творению водорода в железе и его сплавах.

Существенное влияние на процессы захвата и удержания водорода в железе могут оказывать
примеси, что открывает путь к управлению его растворимостью и предотвращению негативных
воздействий на механическую прочность водородных трещин (флокенов). До недавнего времени
в литературе почти отсутствовали сведения о влиянии легирующих элементов на растворимость
водорода за исключением относительно старых монографий Гельда [5, 6]. Благодаря работам
Архарова [7, 8] стало известно о сильном воздействии примесей палладия. Было показано, что
малые добавки палладия (< 0,5 ат. %) в значительной мере, если не полностью, подавляют фло-
кенообразование благодаря тому, что атомы палладия сильно притягивают к себе атомы водоро-

да, не давая им диффундировать и скапливаться. Некоторые попытки исследования сплавов же-
леза с палладием были сделаны в работе [9]. Эксперименты проводились на многослойных плен-
ках Pd/Fe. Было выяснено, что диффузия водорода через изучаемые слои существенно уменьша-

ется, что говорит о том, что палладий в железе захватывает водород, не давая ему диффундиро-

вать. Изучению электронных свойств Fe–Pd с внедренным водородом посвящена работа [10], где
рассматриваются ГЦК и ГЦТ решетки с высокими концентрациями палладия. В обеих структу-

рах происходит процесс адсорбции водорода. Расстояния Pd–H в ГЦК и ГЦТ структурах состав-

ляют 3,19 а.е. и 3,53 а.е. соответственно, что меньше стехиометрического расстояния в гидриде
Pd–H (3,87 а.е.). Анализ электронной структуры показал, что природа взаимодействия Fe–H и Pd–
H имеет локальный характер. Пики в плотностях состояний, связанные с внедрением водорода,

возникают при энергиях 15–16 эВ (1,1–1,2 Рб), т.е. 1s уровень водорода расположен ниже дна d-

зоны. Похожие результаты наблюдаются и при растворении водорода в ГЦК-железе с вакансия-
ми, водород растворяется в позициях, близких к тетраэдрическим порам [11]. Стоит отметить,

что подобных исследований растворения водорода в ОЦК-железе с палладием ранее не проводи-

лось.
Наряду с описанными выше работами последние публикации [12–15] показывают, что наи-

более интересными элементами с точки зрения захвата водорода являются палладий, титан, хром,

ванадий и некоторые другие переходные металлы. В работе Кульковой и др. [12] показано, что
поверхность Pd/TiFe (110) обладает хорошими адсорбционными свойствами, при этом палладий
значительно увеличивает адсорбцию по сравнению с чистой поверхностью TiFe (001). Исследо-

вание [13] показало, что поверхности FeTi (001), (110) и (111) охотно адсорбируют водород в мо-
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лекулярном и атомарном состояниях. В [14] выяснено, что наибольшей поглощающей водород
способностью обладает сплав Ti0,85VFe0,15, однако с ростом концентрации железа адсорбция су-

щественно уменьшается. Там же было показано, что при замещении ванадия атомами хрома
(Ti0,8V0,4Fe0,2Cr0,6) процесс адсорбции не требует термического воздействия в процессе активации.

В недавнем исследовании [15] изучались свойства сплавов V30–Ti–Cr–Fe, было показано, что ад-
сорбция водорода зависит от отношения Ti/(Fe+Cr), при этом наиболее эффективное поглощение
водорода наблюдалось при отношении, равном 1. Наиболее адсорбирующим оказался сплав
V0,30Ti0,35Cr0,25Fe0,10.

Наиболее полное исследование взаимодействия водорода с точечными дефектами в железе
проведено методами первопринципного моделирования в недавней работе [16], где получены
значения энергии связи водорода с атомами Mg, Al, Si, Sc, Ti, V, Cr, Mn, Co, Ni, Cu, Zn, Y, Nb,
Mo и Cd. Оказалось, что энергия связи водорода с Si, Cr, Mn, Co, и Mo близка к нулю, а осталь-

ные примеси замещения захватывают водород с положительной энергией связи до 0,25 эВ. Дан-

ные результаты представляют несомненный интерес, однако следует отметить, что полученные
значения энергии взаимодействия находятся на пределе вычислительной точности первоприн-
ципного моделирования, в силу чего нуждаются в дополнительном подтверждении. Кроме того, в
литературе (включая и работу [16]) отсутствуют данные о влиянии малых примесей палладия на
растворение водорода в ОЦК-железе. Поэтому, продолжая исследование, начатое в работах [17] и
[18], мы поставили перед собой задачу исследования влияния малых примесей палладия, титана,
хрома, марганца и ванадия на растворимость водорода в ОЦК-железе, а также в определении
энергии взаимодействия водорода с указанными примесями.

Методика моделирования

Моделирование проводилось с помощью программного пакета WIEN2k [19], реализующего
метод линеаризованных присоединенных плоских волн (ЛППВ), который является полноэлек-
тронным методом теории функционала плотности. Использовалось приближение обобщенного
градиента плотности с обменно-корреляционным потенциалом GGA-PBE96 [20], широко исполь-

зуемым в последнее время в работах по исследованию растворения водорода в α-железе [напри-
мер, 2]. Суперячейка во всех расчетах состояла из 54 узлов ОЦК-решетки, заполненных 53 ато-

мами железа и 1 атомом примеси замещения, а также внедренного атома водорода. На первых
этапах моделирования без учета структурной релаксации использовался параметр кристалличе-
ской решетки, равный экспериментальному значению для α-железа без примесей (5,4169 а.е.)
[21], а когда проводилась релаксации кристаллической решетки, этот параметр варьировался. Ис-
следования в работе [18] с использованием пакета WIEN2k показали, что достаточно использо-

вать следующие значения основных параметров моделирования: Kmax = 5,0 а.е.–1
 (что соответст-

вует энергии обрезания плоских волн, равной 340 эВ) и количество k-точек, большее 20 для эле-
ментарной ячейки из 54 атомов железа и 1 атома водорода. Количество k-точек выбиралось рав-

ным 24, радиус МТ-сфер атомов железа был равен 2,0 а.е., а примесных атомов Pd, Ti, Cr, Mn, V
– 2,2 а.е. Нами было проверено, что изменение радиусов МТ-сфер качественно не влияет на ре-
зультат. В этой же работе [18] были подтверждены данные из [2] и [16], что атом водорода пред-

почтительно оккупирует тетраэдрическую позицию в α-железе, поэтому основные вычислитель-

ные усилия в настоящей работе были направлены на случай растворения водорода в этой пози-
ции в присутствии малых примесей, хотя было проведено несколько серий расчетов для случая
занятия водородом октаэдрической поры с целью доказательства меньшей стабильности этой по-

зиции даже в присутствии малых металлических примесей замещения. Были исследованы первые
5 окружений водорода, когда атомы примесей постепенно удалялись от атома водорода, последо-

вательно замещая один из атомов железа. Критериями сходимости во всех расчетах были полная
энергия и заряд с точностью более 10

–4 Рб и 10
–3 e– соответственно, а в случае релаксации кри-

сталлической решетки дополнительно использовался критерий сходимости по силам с точностью
не хуже 2 мРб/а.е. Структурная релаксация состояла из объемной оптимизации с минимизацией
внутренних координат. Объемная оптимизация осуществлялась для равных параметров решетки
(a = b = c), т.е. проводилось равномерное расширение и сжатие, было рассмотрено по 7 конфигу-
раций для каждого состава с изменением параметра решетки от –1 % до +1 % с шагом 0,33 % от
экспериментального параметра решетки ОЦК-железа. На каждом шаге изменения объема ячейки
(параметра решетки) проводилась минимизация внутренних координат, т.е. проводился поиск
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стабильной конфигурации с минимальной полной энергией и действующими на атомы силами,

близкими к нулю. На каждом шаге минимизации проводился самосогласованный расчет элек-

тронной структуры. Моделирование производилось на высокопроизводительном вычислитель-
ном кластере СКИФ Урал [22] в параллельном режиме.

Моделирование растворения водорода в ОЦК-железе c малыми примесями переходных ме-

таллов (Pd, Ti, Cr, Mn и V) без учета структурной релаксации

Важной характеристикой в оценке захвата и удержания водорода является энергия растворе-
ния. Она рассчитывается следующим образом:

1 1 2( )

1
(H) (Fe MeH) (Fe Me) [H ],

2
n n gE E E E− −∆ = − − (1)

где ∆E(H) – энергия растворения атома водорода в кристалле ОЦК-железа с примесями Ме;
E(Fen–1MeH) и E(Fen–1Me) – полные энергии Fen–1MeH и Fen–1Me соответственно; n – размер су-

перячейки, в нашем случае – 54; E[H2(g)] – полная энергия молекулы водорода. Во всех исследо-
ваниях энергия E[H2(g)] принималась равной – 2,346 Рб, что соответствует общепринятому экспе-
риментальному значению [2, 23].

Для вычисления энергии растворения с использованием выражения (1) и для выявления при-

месей, оказывающих наиболее существенное влияние на растворение водорода, было проведено
несколько серий расчетов полной энергии систем Fe53MeH (Me = Pd, Ti, Cr, Mn, V) с описанными
выше параметрами моделирования, однако без учета структурной релаксации. Эти расчеты были
выполнены для выявления примесей, наиболее сильно влияющих на энергию растворения водо-
рода. Здесь параметр решетки был равен экспериментальному значению для чистого ОЦК-

железа.

На рис. 1 представлены ре-
зультаты расчетов энергии рас-
творения водорода в тетраэдриче-
ской позиции ОЦК-решетки желе-
за в зависимости от примеси за-
мещения (Pd, Ti, Cr, Mn, V) и от
расстояния атома водорода от
этой примеси. Из графика видно,
что наиболее существенное влия-

ние на энергию растворения водо-

рода оказывают примесные атомы
палладия, титана и хрома. Атомы
марганца и ванадия практически
не изменяют энергию растворения
водорода при удалении от него,
т.е. нет наиболее предпочтитель-

ного окружения для захвата водо-

рода этими примесями. Для всех
составов кроме Fe53MnH и Fe53VH

наименьшая энергия растворения
водорода получается при расположении атома водорода в третьем окружении примесного атома.

Это можно трактовать, как захват атома водорода примесью в ее третье окружение. При увели-
чении размера решетки до 96 атомов, т.е. при уменьшении концентрации примесей и водорода
примерно в 2 раза полученная закономерность сохраняется.

Таким образом, наибольший интерес с точки зрения захвата водорода представляют примес-
ные атомы палладия, титана и хрома.

На рис. 2 отражена зависимость энергии растворения водорода в октаэдрической позиции
ОЦК-железа в зависимости от используемой примеси и от расстояния от этой примеси. Можно
заметить, что в сравнении с предыдущим случаем качественно картина не изменилась. В данном
случае наиболее существенное влияние на энергию растворения оказывают атом титана, находя-

щийся во втором окружении водорода, и атомы палладия и хрома, находящиеся в третьем окру-

жении водорода. Марганец и ванадий, как и в случае растворения водорода в тетраэдрической

Рис. 1. Зависимость энергии растворения водорода в тетраэдрической
позиции ОЦК-железа от примеси и от расстояния атома водорода от

примеси без структурной релаксации
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поре, менее всего влияют на энергию растворения водорода. Следует отметить, что энергия рас-
творения водорода в октаэдрической позиции в присутствии рассматриваемых примесей оказы-

вается выше энергии растворения водорода в тетраэдрической позиции, как и в случае ОЦК-

железа без примесей. Следовательно, рассматриваемые примеси не влияют на энергетическую
стабильность позиции растворения водорода в ОЦК-железе.

Описанные исследования были
проведены без учета структурной
релаксации, которая предъявляет су-
щественные требования к вычисли-

тельным ресурсам. Они были нужны
для исключения примесей, не
влияющих на положение водорода в
металле. Поскольку энергетически
наиболее выгодной позицией раство-

рения водорода в присутствии при-
месей является тетраэдрическая пора,

и наибольшее влияние на энергию
растворения водорода оказывают
примеси палладия, титана и хрома,
последующие исследования с учетом
структурной релаксации были прове-
дены именно для случая растворения
водорода в тетраэдрической поре
ОЦК-железа с примесными атомами
палладия, титана и хрома.

Моделирование растворения водорода в ОЦК-железе c малыми примесями переходных ме-

таллов (Pd, Ti, Cr) с учетом структурной релаксации
Энергия связи дает информацию о том, насколько сильно примесный атом замещения притя-

гивает атом водорода. Рассчитывается она по следующей формуле (2):

Eсв(H–Me) = E(FenH) – E(Fen–1MeH), (2)

где Eсв(H–Me) – энергия связи атома водорода с атомом Ме в ОЦК-железе; E(Fen–1MeH) и E(FenH)
– полные энергии Fen–1MeH и FenH соответственно; n = 54.

С использованием выражения (2) нами была рассчитана энергия связи атома водорода с ис-
следуемыми примесями замещения (Pd, Ti, Cr) по аналогии с работой [16]. Результаты сравнения
приведены в табл. 1.

Таблица 1
Энергия связи водорода с примесями в позиции с минимальной энергией растворения

Система Энергия связи, эВ
(наши данные)

Энергия связи, эВ
(данные из [16])

Энергия связи, эВ
(эксперимент)

H–Pd 0,087 – –

H–Ti 0,091 0,08 0,19 [24]

H–Cr 0,032 0,00 0,10 [25]

Из табл. 1 видно, что полученная нами энергия растворения достаточно хорошо согласуется
с результатами работы [16] и с экспериментальными данными из [24, 25]. В отличие от нулевого
значения из [16] нами получено, что хром имеет ненулевую энергию связи, а значит, способен
связываться с водородом. Энергия связи водорода с палладием оказалась равной 0,087 эВ, что
подтверждает, что атом палладия охотно захватывает водород.

Рис. 3 отражает результаты моделирования растворения водорода в ОЦК-железе c малыми
примесями переходных металлов (Pd, Ti и Cr) с учетом структурной релаксации. Из графика
можно заметить, что позиции с минимальной энергией растворения водорода соответствует вто-

рое окружение атомов палладия и титана, а также третье окружение атома хрома. Сплошной го-

ризонтальной линией отмечен уровень энергии растворения водорода в ОЦК-железе без приме-

Рис. 2. Зависимость энергии растворения водорода в октаэдриче-

ской позиции ОЦК-железа от примеси и от расстояния атома водо-
рода от примеси без структурной релаксации
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сей. Величина этой энергии составляет 0,267 эВ, которая с хорошей точностью соответствует
экспериментальному значению из работы [4], которое равно 0,296 эВ.

Видно, что все примеси пони-
жают энергию растворения водорода,

т.е. увеличивают его растворимость.

Следует отметить, что при располо-
жении примесного атома палладия в
первом окружении атома водорода
(первая точка слева), последний в
процессе релаксации смещался в со-
седнюю тетраэдрическую позицию,

отдаляясь от атома палладия и ока-

зываясь в положении, близком к его
второму окружению. Такой ситуации
в случае с примесью титана и хрома
не наблюдалось.

Структурная релаксация показа-

ла, что атом водорода увеличивает
параметр решетки на 0,24 % от пара-

метра решетки чистого ОЦК-железа.
Малые примеси палладия, титана и
хрома изменяют параметр решетки
ОЦК-железа с водородом в большую
сторону на 0,45, 0,16 и 0,10 % соот-

ветственно. Подробные данные приведены в табл. 2.
Таблица 2

Параметры решетки чистого ОЦК-железа и ОЦК-железа с примесями

Сплав Параметр решетки a, а.е. Параметр решетки a

с водородом, а.е.
Fe54 5,362 5,375

Fe53Pd 5,388 5,399

Fe53Ti 5,373 5,384

Fe53Cr 5,368 5,381

Больше всего изменяют решетку ОЦК-железа атомы палладия как в случае без водорода, так
и с водородом. Наблюдаются изменения решетки и атомами титана и хрома, хотя они не столь
значительны.

Таким образом, с учетом структурной релаксации кристаллической решетки примесные ато-

мы палладия и титана захватывают водород во второе окружение, а примесные атомы хрома – в
третье. Внедряя малые примеси палладия, титана или хрома в сплавы на основе железа при их
производстве можно добиться захвата и удержания водорода этими примесями, что позволит
снизить адсорбцию и диффузию водорода, и, в конечном итоге, водородное охрупчивание.

Выводы

Проведенное исследование позволило определить энергии растворения водорода в тетраэд-

рической и октаэдрической позициях ОЦК-железа в зависимости от расстояния до примесей пал-
ладия, титана, хрома, марганца и ванадия. При введении примесей в ОЦК-железо энергетически
наиболее предпочтительной позицией для растворения водорода остается тетраэдрическая пора.

Показано, что атомы марганца и ванадия слабо влияют на энергию растворения водорода в ОЦК-
железе, что находится в хорошем согласии с данными работы [16], однако результаты для приме-
си хрома оказались различающимися. Выяснено, что наиболее существенное влияние на энергию
растворения оказывают атомы палладия, титана и хрома. Атомы палладия и титана захватывают
водород во второе окружение, атом хрома – в третье. В исследовании получено, что примеси
внедрения и замещения значительно изменяют объем кристаллической решетки ОЦК-железа,

поэтому очень важно учитывать этот факт в подобных расчетах. Введение малых концентраций

Рис. 3. Зависимость энергии растворения водорода в тетраэдриче-
ской позиции ОЦК-железа от примеси и от расстояния атома водо-

рода от примеси с учетом структурной релаксации
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примесей палладия, титана и хрома может повысить растворимость водорода при охлаждении
сплава, что позволит уменьшить негативное влияние водорода на свойства сталей.

Работа выполнена при финансовой поддержке ФЦП «Научные и научно-педагогические кад-

ры инновационной России на 2009–2013 годы» (ГК № 02.740.11.0539).
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INFLUENCE OF IMPURITIES ON HYDROGEN DISSOLUTION IN BCC IRON

Influence of small concentrations of impurities (Pd, Ti, Cr, Mn, V) on hydrogen dissolution energy

in bcc iron has been investigated by ab initio calculations based on density functional theory. Volume
effects during the impurities insertion have been studied. Pd, Ti, and Cr solutes were found to have the

most effect on hydrogen dissolution energy, what explains hydrogen trapping on them.
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УДК 669.1’74: 536.77.004.9

ПЕРВОПРИНЦИПНЫЕ РАСЧЕТЫ ЭНЕРГИИ СМЕШЕНИЯ
И МАГНИТНЫХ МОМЕНТОВ КОМПОНЕНТОВ
СПЛАВОВ Fe–Mn, Fe–Cr И Fe–Ni–С ОЦК И ГЦК РЕШЕТКАМИ

А.А. Мирзоев, М.М. Ялалов, Д.А. Мирзаев

Методами первопринципного компьютерного моделирования рассчи-

таны концентрационные зависимости магнитных моментов на атомах ком-

понентов и энергии смешения ГЦК и ОЦК твердых растворов замещения

марганца, хрома и никеля в железе. Установлено, что энергии смешения в

α- и γ- растворах имеют не только разную величину, но и знак. Показано,

что для α-твердых растворов вблизи 10 %Cr и 1,5 % Mn имеется термоди-

намическая аномалия – изменение концентрационной зависимости энергии

смешения.

Ключевые слова: энергия смешения, сплавы Fe–Cr, Fe–Mn, Fe–Ni, перво-
принципные расчеты.

Введение

Важной и актуальной задачей физики твердого тела является расчет энергии взаимодействия
атомов в твердом растворе. В последние годы появились пакеты компьютерных программ, по-
зволяющие с большой точностью рассчитывать полную энергию вещества на основе метода
функционала электронной плотности. В настоящее время наличие быстродействующих компью-

теров дает возможность расчета свойств твердого раствора замещения методом суперячейки [1].
В этом методе самосогласованный зонный расчет электронной структуры проводится для мо-

дельного кристалла, образованного периодически повторяющейся в пространстве элементарной
ячейкой, в качестве которой берется определенная часть исследуемого неупорядоченного мате-
риала.

Отметим, что сходную величину измеряют или рассчитывают косвенными методами в тер-

мохимии [2]. Речь идет об энергии (теплоте) смешения компонентов в растворе cмE , которая для
бинарного раствора при constT = представляет разность между энергией (энтальпией) раствора
и энергиями чистых компонентов В и С, взятых в соответствующих пропорциях. В простейшем
квазихимическом приближении

см B CЕ Ax x= , (1)

где ( )1
2

2
BC CC BBA zN ε ε ε= − − представляет энергию взаимообмена атомов сорта В и С. Таким

образом, теплота смешения прямо выражается через энергии взаимодействия ijε атомов сорта i и

j. Если принять, что изменение энтропии при растворении сводится к конфигурационной энтро-

пии для неупорядоченного распределения атомов, то получается так называемая модель регуляр-
ных растворов [3]. В этом случае параметр А не должен зависеть от концентрации, но может из-
меняться при варьировании температуры. В следующем приближении используется модель суб-

регулярных растворов, согласно которой 1 2A BA A x A x= + .

Экспериментальные измерения теплот смешения или параметров А проводят методами дав-

ления насыщенных паров, электрохимическим и калориметрическим методами [2], но для огра-

ниченных растворов и тем более неравновесных фаз параметр А может быть грубо оценен только
на основе граничных концентраций фаз, находящихся в стабильном или метастабильном равно-

весии. Но даже в том случае, когда проводятся измерения, они относятся к высоким температу-

рам, а экстраполяция экспериментальных результатов в область низких температур всегда со-

пряжена с риском ошибки.

2. Сплавы Fe–Mn

В таблице приведены данные о термодинамических параметрах Aα и Aγ для γ- и α-твердых
растворов марганца в железе по различным литературным источникам. Здесь
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изб см изб

А В А В А В

G Е S
A Т

х х х х х х

∆ ∆
= = − , (2)

где избG∆ есть избыточная величина свободной энергии смешения по отношению к идеальному
раствору. В этом уравнении не зависящий от температуры член соответствует энергии смешения,

а коэффициент при T выражается через избыточную энтропию смешения, которая часто оказы-
вается независящей от температуры.

Термодинамические функции сплавов Fe-Mn

№
п.п.

Aγ
, Дж/моль Aα

, Дж/моль 0
MnGα γ→∆ , Дж/моль

Лит.
источник

1 4960+ 480+ [3]

2 21800 19,08 T− +
3370 16,43

1500 m

T

S

− − −
1800 1,276 T− + [4]

3 730 10 T−
19 450 12,81

1500 m

T

S

− −
1800 1,276 T− + [5]

4 18 870 16,987 T− +

Fe

Mn

Fe

Mn

4100

5188

(4,486

1,506 )

x

x

x

x T

+

+

+
2 2

6 3

1477 0,514

2,742 10

1,6534 10

T

T

T

−

−

− + +

+ × −

− ×

[6]

5 15000 7,3T− + [7]

6

Fe

Mn

( 13 390

24 270 )

(1 1100)

x

x

T

− +

×

−

[8]

7 А А
γ α= А А

γ α= 30 805 23,103T− + [9]

Данные различных авторов для α
смЕ и γ

смЕ и, соответственно, для Aα и Aγ существенно раз-
личаются не только по величине, но и по знаку. Для ГЦК сплавов можно отдать предпочтение
данным [5], полученным на основе экспериментов с гальванической ячейкой. Однако измерения

в этом исследовании проводились при 1073–1273 К, поэтому поведение Aγ ниже 1073 К остается
неопределенным. По существу, у нас нет критерия, позволяющего выделить данные какой-либо
работы как более надежные.

В ситуации, когда проведение точного эксперимента при пониженных температурах, по-
видимому, затруднительно, вполне естественно обратиться к компьютерному моделированию
интересующей нас величины. Цель данной работы заключается в расчете энергии смешения ОЦК
и ГЦК сплавов Fe–Mn, Fe–Cr, Fe–Ni при 0 К, а также локальных магнитных моментов на атомах
растворенного элемента и железа, анализ величин которых помогает понять природу концентра-

ционной зависимости энергии смешения.

2.1. Детали расчета

Расчет был произведен при помощи пакета TB-LMTO-ASA версии 4.7. Для моделирования
различных концентраций использовалась суперячейка из 54 атомов железа для ОЦК решетки и
32 атомов для ГЦК решетки; некоторые из них случайным образом заменялись на атомы марган-
ца. Таким образом, проводилось моделирование сплавов с содержанием марганца от 0 до
50 ат. %. В приближении локальной спиновой плотности с использованием обменно-

корреляционного потенциала Барта–Хедина [13] проводились расчеты полной энергии, плотно-
сти электронных состояний и величины магнитного момента отдельных атомов для ферро- и ан-
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тиферромагнитного состояний системы. Ошибка, связанная с использованием приближения
атомных сфер, корректировалась введением так называемой комбинированной поправки [12, 14].

Во всех случаях использовался ЛМТО-базис, включающий s-, p- и d-функции для каждого атома

в суперячейке. При интегрировании по зоне Бриллюэна была применена сетка в k
r

-пространстве
из 8 8 8× × узлов, что обеспечивало по данным проверочных тестов точность вычисления полной
энергии не хуже 0,5 миллиридбергов.

Энергию смешения определяли по выражению:

tot Fe (1 )cм YE E xE x E= − − − , (3)

где Etot – полная энергия сплава Fe1–xYx; EFe и EY – полные энергии соответствующих элементов
(все в расчете на один атом). В расчетах использовались экспериментальные значения для посто-
янных решеток неупорядоченных сплавов, взятые из работы [15].

2.2 Результаты расчетов и их обсуждение
Результаты расчета энергии смешения при 0 К представлены на рис. 1. Отметим, прежде все-

го, что значения Есм имеют отрицательный знак. Это означает, что данные сплавы склонны к
упорядочению. Модуль энергии смешения возрастает при увеличении концентрации марганца до
50 %. Концентрационную зависимость Есм можно описать уравнением

Fe Mn(0) 15 500смE x xγ = − , Дж/моль, (4)

характерным для регулярных растворов. Таким образом, (0) 15 500Aγ = − Дж/моль. Сравним это
значение с данными табл. 1. Примерно такое же значение, но для области температур 800–

1000 °С получили методом измерения ЭДС авторы [7]. Отметим также результаты измерения для

1450 К: Mn Fe(18 000 5000)H x xγ∆ − ±≃ Дж/моль [2]. Можно предположить, что энергия взаимо-

обмена в интервале 0–1450 К практически не зависит от температуры и принимает значение
15 500 700− ± Дж/моль.

Растворы марганца в α-железе имеют иной знак энергии смешения: она положительна. На
рис. 2 представлены результаты расчета в координатах Mn/(1 )cмE x− и Mnx .

Видно, что уравнение прямой

Mn
Mn

25 200 ( 0,015)
(1 )

смE
x

x

α

= −
−

, Дж/моль (5)

достаточно точно аппроксимирует полученную зависимость при Mn 0,015x > . Все точки соответ-
ствуют случаю, когда магнитные моменты атомов железа и марганца совпадают по направлению
(«ферромагнитная ориентация»). При концентрации марганца 0,015 прямая должна пересечь ось

Рис. 2. Энергия смешения ОЦК твердых раство-

ров системы Fe–Mn:
кружки –результаты расчета, прямая линия –
аппроксиманта в области концентраций выше
1,5 ат. %, пунктир – линейная аппроксиманта,

проходящая через начало координат

Рис. 1. Концентрационная зависимость энергии
смешения γ-растворов системы Fe–Mn: черные
квадраты – результаты расчета, сплошная
линия – аппроксиманта, описываемая

уравнением (4)
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абсцисс, т.е. энергия смешения – сменить свой знак, как это раньше наблюдалось для сплавов Fe–

Cr [10]. Однако при Mn 0,015x ≤ оказывается более устойчивой конфигурация, когда магнитные
моменты атомов примеси устанавливаются антипараллельно моментам матрицы.

Результаты наших расчетов не подтвердили подавляющее большинство данных для энергии
смешения ОЦК сплавов, приведенных в литературе (см. табл. 1). В некоторых случаях отличие
проявляется не только по величине, но и по знаку. Единственным исследованием, результаты ко-

торого близки к нашим, является работа Хиллерта [5], по которой 19 000Aα = Дж/моль. Дело в
том, что экспериментального изучения теплоты смешения ОЦК сплавов системы Fe–Mn не про-

водилось, потому что область α-растворов в данной системе очень ограничена и по концентраци-

ям, и по температуре. Отметим результаты нашего расчета разности энергий ОЦК и ГЦК струк-
тур марганца:

Mn( )o oG Gγ α− = Mn MnE Eγ α− = –1,3 мРб/атом = –1700 Дж/моль. (6)

Близкое к этому значение получено термодинамическим методом в работах [3] и [5]:

( ) 15 000 7,3A T Tγ = − + , Дж/моль; Mn 1800 1,276oG Tα γ−∆ = − + , Дж/моль. (7)

Поскольку магнитная структура ферромагнитных сплавов Fe–Mn до сих пор изучены не дос-
таточно полно, то значительное внимание бы-
ло уделено расчетам величины и ориентации
магнитных моментов атомов сплава (рис. 3).

При малых содержаниях Mn (менее 1,5 ат. %),
реализуется строго антипараллельное упоря-

дочение магнитных моментов марганца и же-
леза, поскольку величина среднего момента
атомов Mn совпадает с значением модуля мо-
мента. Такое поведение согласуется с более
общими результатами работ Изюмова и Мед-

ведева (цит. по [26]), в которых показана
принципиальная возможность переориентации
примесного спина под влиянием других ато-

мов марганца. Поскольку магнитное взаимо-
действие между атомами марганца, раство-

ренными в железе, носит антиферромагнит-
ный характер, то при строго антипараллель-

ном упорядочении относительно ферромаг-
нитной матрицы железа магнитные моменты
любой пары атомов марганца будут парал-

лельны, поэтому их магнитная энергия будет
повышаться. Чтобы избежать роста магнитной
энергии некоторые, вероятно, ближайшие
друг к другу атомы марганца начинают менять
ориентацию момента по отношению к железу с антипараллельной конфигурации на параллель-
ную. Число таких атомов монотонно возрастает по мере роста концентрации Mn. По нашим рас-
четам при концентрации 2 ат. % число атомов, находящихся в параллельной и антипараллельной
конфигурации, примерно сравниваются, так что наблюдается нулевое значение среднего момента
у атомов марганца. При дальнейшем росте содержания Mn примерно до 6–8 ат. % проявляется
все возрастающее преобладание параллельной ориентации. Однако, начиная с 8 ат. % Mn, сред-

ний момент атомов марганца стабилизируется при значении порядка 1µB, что существенно ниже
наблюдаемой величины среднего модуля момента, равной примерно 1,4µB (см. вставку на рис. 3).

То же самое справедливо и в отношении моментов атомов железа.

3. Сплавы Fe–Cr

3.1 Сплавы с ОЦК решеткой

Система Fe–Cr играет исключительную роль при конструировании специальных сталей.

Сплавы имеют объемно-центрированную кубическую решетку и обладают ферромагнетизмом

Рис. 3. Магнитные моменты в сплавах Fe–Мn:
верхние кривые – средний магнитный момент на атом
сплава: 2 – наш расчет, 9 – эксп. данные [21, 24]; ниж-

няя кривая – средний магнитный момент атомов Mn:
1 – наш расчет; эксп. данные 3 – [19]; 4 – [16];

5 и 8 – [17]; 6 – [21]; 7 – [18].

На вставке приведены результаты расчета модулей
магнитных моментов атомов Fe (верхняя кривая), ато-
мов Mn (нижняя кривая) и среднего модуля моментов

на атом сплава. Экспериментальные данные
относятся к комнатной температуре
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ниже температуры Кюри (для составов с хCr < 0,8) или антиферромагнетизмом ниже точки Нееля
(для хCr > 0,8).

Для моделирования различных концентраций была выбрана суперячейка из 16 атомов железа
в правильной ОЦК решетке; некоторые из них случайным образом заменялись на атомы хрома.

Таким образом, проводилось моделирование сплавов с содержанием хрома от 0 до 100 ат. % с
шагом 6,25 ат. % (всего 17 точек). Малые значения концентрации хрома, недостижимые в ячейке
из 16 атомов (1,85 ат. % и 3,7 ат. %) были рассчитаны в ячейке из 54 атомов. Была исследована
концентрационная зависимость полной энергии и энергии смешения системы. Первое исследова-
ние авторов по этой проблеме [10] позволило установить, что в области концентраций хрома 0,06

< xCr < 1 энергия смешения положительна, как это давно установлено термохимиками [2, 4]. Но в
области небольших содержаний хрома (2–6 ат. %) энергия смешения оказалась отрицательной с
минимумом вблизи 4 ат.% хрома (рис. 4). Этот результат был подтвержден исследованиями Аб-

рикосова и Олссона [11], проведенными практически одновременно с нашей работой. Концен-

трация, при которой Eсм меняет знак, в этой
работе оказалась равной 6 ат. %. Обнаружен-
ный эффект является новым и имеет важные
следствия для физического металловедения,

поскольку означает, что твердые растворы
системы Fe–Cr в области малых содержаний
хрома не будут расслаиваться при охлаждении.

Он нуждается в дополнительной проверке, по-
скольку реальная точность расчета энергии в
методе ЛМТО порядка 5 мРб. В настоящей
статье проводится новый и более полный ана-

лиз указанной проблемы на основе использо-
вания более точного первопринципного метода
линейных присоединенных плоских волн.

На рис. 5 приведено сравнение результатов
расчета энергии смешения для эксперимен-

тальных значений параметра решетки и для
равновесных значений, при которых достигал-

ся минимум расчетной величины полной энер-
гии. Как видно из рисунка, равновесные значе-
ния оказались весьма близки к эксперимен-

тально наблюдаемым, что свидетельствует об
адекватности используемого нами приближе-
ния для обменно-корреляционной энергии.

Наиболее важным результатом проведен-
ных расчетов является подтверждение смены
знака энергии смешения на отрицательный в
системе Fe–Cr при небольших концентрациях
(до 15 %) хрома. Данный факт может быть ис-
пользован для объяснения экспериментальных
результатов работ [23], где наблюдалось воз-
никновение локального ближнего порядка в
сплавах железо–хром с низким содержанием
хрома. При этом область концентрации при
которых наблюдалось подобное упорядочение
(до 15 % Cr) хорошо согласуется с областью, где в наших расчетах получено значение Emix < 0.

Результаты расчета концентрационной зависимости магнитных моментов атомов железа и
хрома, а также среднего момента на атом сплава приведены на рис. 6 в сравнении с известными
литературными данными [24, 25].

Рис. 4. Зависимость энергии смешения сплава
от концентрации хрома

Рис. 5. Зависимость энергии смешения от содержа-
ния Cr, полученная для двух типов значений пара-

метров решетки: кружки – экспериментальные дан-
ные, треугольники – равновесные значения пара-
метра решетки, полученные в данном расчете мето-

дом FP LAPW
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Отметим, что при почти линейном убы-

вании величины среднего момента на атом
сплава, изменение локальных моментов на
атомах хрома и железа обладает рядом ин-

тересных особенностей. Во-первых, в об-

ласти небольших концентраций хрома
(примерно до 15 ат. %) наблюдается неко-

торое возрастание среднего магнитного мо-

мента атомов железа, которое затем сменя-

ется монотонным убыванием – этот факт
очень хорошо согласуется с экспериментом.

Во-вторых, в указанной области резко воз-
растает магнитный момент на самих атомах
хрома.

Средний магнитный момент атомов
хрома на малых концентрациях (1,85 ат. %)
повторяет экспериментальную тенденцию к
возрастанию, обнаруженную Кайзаром и
Паретте [25]. Появление довольно значи-

тельного по величине магнитного момента
на атоме хрома не является удивительным.

Как уже отмечалось выше, проведенные
нами и имеющиеся в литературе расчеты обнаружили, что одиночная примесь хрома ориентиру-
ет свой магнитный момент антипараллельно моментам атомов железа, причем появление атома
хрома вызывает возмущение магнитной структуры в обширной области решетки железа, окру-

жающей атом. Вероятно, поэтому энергия магнитного (антиферромагнитного) взаимодействия
железа и одиночного атома хрома оказывается высокой, и это приводит, в частности, к повыше-
нию точки Кюри. Однако появление второго атома хрома сначала в далеком, а затем все более
близком окружении атома хрома приводит к нарушению антиферромагнитного упорядочения
атомов Fe и Cr. Это приводит к росту энергии, поэтому атомы хрома начинают эффективно от-
талкиваться, что приводит к положительному знаку энергии смешения. Отметим, что вновь, как
и в системе Fe–Mn, аномальное изменение энергии смешения в системе «железо–хром» обуслов-

лено сильным возмущением магнитной структуры α-железа при очень малой концентрации при-
меси.

Если для ОЦК растворов существуют обширные термодинамические данные [10], которые, в
общем, согласуются с результатами первопринципных расчетов для 0 К, то для ГЦК сплавов экс-
периментальные результаты практически отсутствуют, а все оценки получены косвенным мето-

дом на основе анализа γ α� равновесия в этой системе. Например, согласно расчетам Кирхне-
ра [26]:

Fe-Cr 13100 31,82 2,748 lnA T T Tγ = − ⋅ + ⋅ , Дж/моль, (8)

откуда для 0 К получаем положительное значение Fe-Cr 13,1Aγ = кДж/моль, что означает склон-

ность данных растворов к расслоению.

Полученные данные для энергии смешения γ-сплавов приведены на рис. 7. Энергия смеше-
ния оказалась отрицательной, и этот результат резко расходится даже по знаку с термодинамиче-
скими данными [26, 28]. Результаты расчета аппроксимированы на рис. 7 уравнением

27 500 (1 )смE x xγ = − ⋅ − , Дж/моль, (9)

из которого следует, что ГЦК растворы системы Fe–Cr близки к регулярным, причем обладают

большой по модулю и отрицательной по знаку энергией взаимообмена Fe Cr 27,5Aγ
− = − кДж/моль.

В растворах такого типа действительно должны проявляться тенденции к упорядочению.
Второе очень значительное расхождение между принятыми для ГЦК растворов термодина-

мическими функциями [28, 29, 26] и результатами расчетов проявилось в оценке величины энер-

Рис. 6. Рассчитанные методом FP-LAPW (линии с неза-

полненными символами) и экспериментально измерен-
ные (линии с закрашенными символами) магнитные

моменты в системе Fe-Cr как функция содержания хро-

ма: 1, 6, 9 – средний магнитный момент сплава; 2, 4, 7 –
средний момент на атомах Fe; 3, 5, 8 – средний магнит-
ный момент на атомах Cr. (7, 8, 9 – данные работы [24]; 4,

5, 6 – данные работы [25])
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гии ГЦК-хрома CrEγ° и соответственно разности CrCr CrE E Eγ α γ α−° −° = ∆° . По данным [29, 30, 26],

CrEγ α−∆° = 670; 1920 и 10 460 Дж/моль соответственно.

Наши расчеты показали, что при 0 К

CrCr 27,3 мРб/атом 35 800 Дж/мольE Eγ α° −° = = ,

и этот результат подтвержден аналогичными первопринципными расчетами в работах [11] и [31],

где были получены соответственно значения 28,4 и 32 мРб/атом. Среднее значение по результа-
там трех расчетов составляет

Cr 29,23 мРб/атом 38 530 Дж/мольEγ α−∆° = = . (10)

Знаки разности энергий, полученные в на-

шем расчете, а также в расчетах Кауфмана и
Кирхнера, конечно совпадают, ибо хром имеет
ОЦК решетку вплоть до точки плавления, одна-

ко по величине полученное нами значение от-
личается более чем в три раза. Интересно со-
поставить энергии смешения ГЦК- и ОЦК рас-
творов рассматриваемой системы. Энергии
взаимообмена у этих фаз, при приблизительно
одинаковой по модулю величине, имеют проти-
воположные знаки. ОЦК растворы имеют по-

ложительную энергию смешения и поэтому у
них приблизительно ниже 800 К наступает рас-
слоение однородного α-твердого раствора на
две фазы, обогащенную и обедненную хромом.

Напротив, в хромистом аустените должны про-
явиться эффекты упорядочения. Наша оценка
точки Курнакова для γ-сплава с 50 ат. % хрома

дает 4 600 ККT A Rγ= ≈ . Отсюда следует, что в температурно-концентрационной области суще-
ствования γ-фазы дальний порядок реально возникнуть не может, но эффекты ближнего порядка
наблюдаться должны. Возможно, что именно этот эффект возникновения ближнего порядка типа
упорядочения в аустените Fe–Cr был обнаружено в мессбауеровском эксперименте [27].

Итак, результаты первопринципных расчетов дают основание заключить, что термодинами-

ческое описание системы Fe–Cr с ГЦК решеткой, принятое в настоящее время, по-видимому, яв-
ляется недостоверным и нуждается в пересмотре.

Система Fe–Ni
Сплавы Fe–Ni уже много лет используются для изучения закономерностей мартенситного

γ→α-превращения [32], а также аномалий теплового расширения [33]. В работе [32], ставшей
классической, Кауфман и Коэн обобщили все имевшиеся в то время термодинамические данные
о системе Fe–Ni (теплоёмкости, теплоты превращения, температуры T0) и на этой основе получи-

ли уравнения температурной зависимости термодинамических параметров для этой системы:
0 3 2 6 3

Fe 5029 11,0 10 6,44 10G T Tα γ− − −∆ = − ⋅ + ⋅ ;

0 3 2 6 3
Ni 15 481 2,966 10 1,363 10G T Tα γ− − −∆ = − + ⋅ + ⋅ ;

15 062 2,427 (1 ln )A A T Tγ α− = + − , Дж/моль. (11)

Наши расчёты, относящиеся к 0 К, дали существенно иные значения:

Fe (0) 5,30Gα γ−∆ = мРб/атом = 6985 Дж/моль и Ni (0) 7,50Gα γ−∆ = − мРб/атом = –9820 Дж/моль, кото-

рые, однако, не столь сильно отличаются от значений (11) при 0 К, как для сплавов Fe-Cr.

Зависимость энергии смешения компонентов для ГЦК твёрдых растворов от концентрации
никеля представлена на рис. 8. Энергия смешения изменяет свой знак вблизи хNi = 0,5. Такое по-

ведение смEγ в значительной мере обусловлено изменением характера магнитного взаимодейст-

Рис. 7. Зависимость энергии смешения ГЦК-
сплавов системы Fe–Cr от содержания хрома:

сплошная линия – результаты расчета, пунктир –

аппроксимация зависимостью

21 (1 )смE x xγ = − ⋅ − мРб/атом
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вия от ферромагнитного (хNi > 0,25) до антиферромагнитного (хNi < 0,25), что отражает концен-

трационная зависимость среднего магнитного момента на атом (рис. 10).
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Энергии смешения для ОЦК растворов рассчитаны нами до концентрации 0,32x =  (рис. 9).

Как и в случае ГЦК растворов, смEα имеют положительный знак, а по величине ненамного пре-

вышают смEγ . Следовательно, как γ-, так и α-сплавы Fe–Ni склонны к расслоению. Косвенным

подтверждением знака смEα служит значительное положительное отклонение концентрационного

хода параметра решётки α-сплавов от закона Вегарда [34].

Рассчитанные значения индивидуальных магнитных моментов атомов компонентов µ и
средних величин µ в ОЦК растворе даны на рис. 10. Магнитный момент атомов железа нена-

много возрастает, а атомов никеля убывает с увеличением содержания никеля. Для нестабильной
ОЦК решётки никеля наши расчеты дают параметр решётки 2,805 Å и магнитный момент 0,54 µB,
причём ферромагнитная ориентация более устойчива, чем антиферромагнитная.
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Поэтому возможно, что при концентрациях 0,32x > снижение магнитного момента атомов нике-
ля будет продолжаться. Средний магнитный момент на атом, пропорциональный намагниченно-

сти, обнаруживает слабый максимум вблизи 0,15x = . Экспериментальные данные по намагни-

ченности подтверждают этот результат. Имеются данные о том, что добавки никеля снижают

Рис. 8. Концентрационная зависимость энергии смешения
ГЦК-растворов Fe–Ni
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Рис. 9. Концентрационная зависимость
энергии смешения ОЦК-растворов

Рис. 10. Результаты расчёта атомных магнитных моментов
в ОЦК сплавах системы Fе–Ni: 1 – средний момент на атом
сплава; 2 – момент на атомах Fe; 3 – момент на атомах Ni
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точку Кюри α-железа, поэтому положительный знак энергии смешения у ОЦК сплавов обуслов-
лен уменьшением энергии магнитного взаимодействия при возрастании концентрации никеля.

Выводы

1. Проведено первопринципное моделирование энергии смешения ОЦК и ГЦК неупорядо-

ченных бинарных сплавов системы Fe–Mn, Fe–Cr, Fe–Ni методами ЛМТО и полнопотенциаль-
ным методом присоединенных плоских волн. Показано, что расчетный метод позволяет получить
достаточно точные результаты для энергии смешения (погрешность порядка ±0,5 мРб/атом), ко-

торые не в состоянии обеспечить ни один термохимический метод.
2. Исследована магнитная и электронная структура указанных сплавов. Построены концен-

трационные зависимости магнитных моментов на атомах примесного элемента и железа, а также
среднего момента сплава.

3. Показано, что при 0 К твердые растворы марганца в ГЦК- и ОЦК-железе близки по пове-
дению к регулярным растворам, но имеют разные по величине и знаку энергии взаимообмена и,

соответственно, энергии смешения: Fe MnAγ
− = –15,5 кДж/моль, Fe MnAα

− = +23,7 кДж/моль. Можно
утверждать, что ГЦК растворы склонны к упорядочению, тогда как ОЦК растворы – к расслое-
нию.

4. Для α-твердых растворов Fe–Mn вблизи 1,5 % Mn имеется термодинамическая аномалия –

изменение концентрационной зависимости энергии смешения, обусловленная переориентацией
магнитных моментов атомов марганца.

5. Показано, что энергия смешения ОЦК сплавов Fe–Cr меняет знак с отрицательного на по-
ложительный при увеличении концентрации хрома выше 10 ат. %. Эффект смены знака энергии
смешения связан со спецификой обменного взаимодействия атомов железа и хрома: при малом
содержании атомов хрома, последние ориентируют свой спин антиферромагнитно спинам атомов
железа. Именно этой ситуации соответствует отрицательный знак энергии смешения.

6. Установлено, что ГЦК сплавы Fe–Cr характеризуются при 0 К отрицательной энергией

взаимообмена атомов Fe и Cr: Fe Cr 27,5Aγ
− = − кДж/моль, а энергия смешения имеет концентраци-

онную зависимость 27,5 (1 )смE x x= − − кДж/моль, характерную для регулярных растворов. Раз-
ность энергий ГЦК- и ОЦК-хрома при 0 К составляет согласно нашим расчетам 35,8 кДж/моль,
что близко к результатам уже опубликованных исследований: 37,2 кДж/моль и 42,0 кДж/моль.

7. Энергия смешения Fe и Ni в ГЦК растворах при 0 К сложным образом изменяется в зави-

симости от концентрации никеля x. При возрастании x энергия смешения смEγ проходит через
максимум, пересекает нулевое значение и проходит через минимум в области отрицательных
значений.

8. Энергия смешения ОЦК сплавов Fe–Ni, рассчитанная в интервале 0 0,32x = … , положи-

тельна, что означает склонность таких сплавов к расслоению.
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FIRST PRINCIPLES OF CALCULATION OF THE ENERGY OF MIXING AND
MAGNETIC MOMENTS OF COMPONENTS OF ALLOYS Fe–Mn, Fe–Cr AND Fe–Ni

WITH BCC AND FCC LATTICES

The concentration dependence of mixing energy and magnetic moments on the atoms of

components in fcc and bcc solid substitution solutions of manganese, chromium and nickel in iron. It

was established that mixing energy in the α-and γ-solutions not only have different values, but also the
sign. It is shown that for α-solid solution near 10 % Cr and 1,5 % Mn there is thermodynamic anomaly -

changing the concentration dependence of the mixing energy.
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УДК 535.33:546.2

ВЛИЯНИЕ ОДНООСНОГО МЕХАНИЧЕСКОГО РАСТЯЖЕНИЯ
ПЛЕНОК ПОЛИВИНИЛИДЕНФТОРИДА
НА ИХ ФАЗОВЫЙ СОСТАВ И СТЕПЕНЬ КАРБОНИЗАЦИИ

В.М. Морилова, С.Е. Евсюков, О.В. Корякова, В.П. Андрейчук, Л.А. Песин

Методом ИК-спектроскопии проведен количественный анализ фазово-

го состава пленок частично кристаллического ПВДФ. Показано, что одно-

осное механическое удлинение пленок увеличивает содержание аморфной

фазы в полимерном веществе. В процессе последующей химической карбо-

низации доля аморфной составляющей в растянутых пленках уменьшается.

Измерения, проведенные спустя месяц после карбонизации, также демонст-

рируют убыль содержания аморфной фазы при хранении пленок. В области

поглощения двойных углерод-углеродных связей форма ИК-спектров при

хранении изменяется, а площадь остается практически постоянной.

Ключевые слова: поливинилиденфторид (ПВДФ), одноосное механическое

удлинение пленок, дегидрофторирование (ДГФ), аморфная и кристаллическая
фазы полимера, двойные углерод-углеродные связи.

Введение

Ни один химический элемент не обладает тем разнообразием свойств, иногда прямо проти-

воположных, которое присуще углероду. Это и эталон прозрачности, и абсолютно черное тело,
диа- и парамагнетик, диэлектрик и металл, полупроводник и полуметалл, сверхтвердый и сверх-

мягкий материал, теплоизолятор и один из лучших проводников тепла. Столь уникальные свой-

ства – причина того, что и чистый углерод, и содержащие его материалы служат объектами фун-

даментальных исследований и применяются в разнообразных технологических процессах [1].
За последние полтора десятка лет возникло и бурно развивается новое направление – физика

наноразмерных частиц и материалов. С ним связываются надежды на новый технологический
скачок в микроэлектронике, материаловедении и биомеханике. При этом особое место занимают
именно углеродные структуры, благодаря их уникальным свойствам и широкой распространен-

ности углерода. Но если для таких структур, как нанотрубки и фуллерены, определены опти-

мальные условия синтеза, то для линейной формы углерода (карбина) вопросы синтеза и иден-

тификации в полной мере не решены до сих пор [2].
Одним из наиболее доступных методов синтеза карбиноидов в настоящее время представля-

ется химическое дегидрофторирование (ДГФ) ПВДФ.

Дегидрофторирующая смесь проникает внутрь пленки постепенно. Поэтому степень карбо-
низации ПВДФ максимальна на поверхности пленки и уменьшается с глубиной проникновения в
результате уменьшения фактического времени взаимодействия более глубоких слоев образца со
смесью и ослабления эффективности последней вследствие уменьшения содержания в ней ак-
тивных веществ. Глубина реакции обычно зависит от ее продолжительности и степени кристал-

личности исходного полимерного материала [3].

Возникающие при растяжении пленки механические напряжения могут изменить степень
кристалличности и фазовый состав исходного образца, что, в свою очередь, может оказывать
влияние на эффективность карбонизации ПВДФ [4].

Целью настоящей работы является изучение влияния одноосного растяжения и химической
карбонизации на соотношение аморфной и кристаллической составляющих пленки ПВДФ.

1. Подготовка образцов, проведение эксперимента

Образцы для исследования были приготовлены из пленки частично кристаллического ПВДФ
марки Kynar, толщиной 50 мкм.

В результате одноосного механического растяжения [3] получали три пленки с коэффициен-

тами удлинения (отношениями конечной длины образца к первоначальной) 1,5; 2 и 4. Каждый из
трех растянутых образцов, а также образец исходной пленки разрезались на три части для хими-
ческой карбонизации в течение 1, 6 и 12 часов. ДГФ смесь состояла из насыщенного раствора
KOH в этаноле и ацетона в объемном соотношении 1:9. Карбонизованные образцы последова-
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тельно промывались в ацетоне, спирте и дистиллированной воде. Между измерениями ИК-
спектров они хранились в темноте в атмосфере воздуха.

Регистрация спектров ИК-поглощения осуществлялась с помощью прибора «Spektrum One

B» фирмы Perkin Elmer Instrument в интервале волновых чисел 370–4000 см–1 в режиме пропус-
кания и проводилась для каждого образца трижды: до карбонизации, сразу после и спустя месяц
после карбонизации. Идентификация пиков осуществлялась на основании литературных данных
[5]. В результате маркировка спектров получилась достаточно сложной. Это обусловлено тем,

что три кусочка каждой растянутой пленки оказались неидентичны еще до химической обработ-
ки вследствие того, что однородность растяжения каждого образца обеспечить невозможно. Эта
неидентичность проявляется в форме и интенсивности линий и полос поглощения, а неоднород-

ность в пределах даже одного кусочка – в ослаблении интерференционной картины при съемке
на просвет.

Первый числовой символ означает коэффициент удлинения пленки, а второй – продолжи-

тельность планируемой (маркировка без буквенных символов) и осуществленной (символ «K»)

карбонизации. Наконец, символ «М» указывает, что спектр получен спустя месяц после карбони-
зации пленочного образца. Например, 1-6К соответствует спектру нерастянутой пленки, карбо-

низованной в течение 6 часов, полученному сразу после химической карбонизации; 1-6КМ –

спектру той же пленки спустя 1 месяц ее хранения после карбонизации; 4-12, 4-12K и 4-12KM –
спектрам одного из трех участков пленки, растянутой в 4 раза, измеренным до, непосредственно
после карбонизации в течение 12 часов и спустя 1 месяц после карбонизации соответственно.

Полученные при спектроскопии величины пропускания были предварительно преобразованы
к оптической плотности [6]. Дальнейшая обработка результатов проводилась в программе Peak

Fit v.4.12. В каждом спектре выделялась область 580–630 см–1
, и проводилось линейное вычита-

ние фоновой составляющей. В указанном спектральном интервале наблюдается полоса поглоще-
ния, обусловленная колебаниями δCF2–δ'CCC, причем частоты 605 и 615 см–1 соответствуют ко-
лебаниям молекул аморфной и кристаллической составляющих ПВДФ [5].

Далее эта часть спектра описывалась двумя кривыми Гаусса. Измерялись площади под каж-

дой из них, и анализировалось соотношение площадей в зависимости от удлинения образца и
продолжительности его карбонизации.

Полоса поглощения в области волновых чисел 1480–1680 см–1 соответствует колебаниям
двойных углерод-углеродных (С=С) связей. Колебания карбонильных (С=O) групп, образую-

щихся в результате окисления ненасыщенных углерод-углеродных связей кислородом воздуха,
обычно проявляются в спектрах в виде полосы поглощения или плеча в области 1710–1720 см–1

.

Для выделения вклада всех этих колебаний производилось вычитание из спектра карбонизован-

ного образца его спектра до карбонизации. Перед вычитанием проводили нормировку по спек-
тральной особенности при 1452 см–1

, положение и интенсивность которой не изменялось при
карбонизации образцов. В разностном спектре проводилось линейное вычитание фоновой со-

ставляющей. Площадь под полученной таким образом кривой, пропорциональная вкладу в по-
глощение С=С связей, нормировалась на площадь полосы в интервале 580–630 см–1

, интенсив-

ность которой пропорциональна остаточному содержанию α-фазы в карбонизованной пленке.

2. Результаты эксперимента и их обсуждение

2.1. Соотношение аморфной и кристаллической фаз (область 580–630 см
–1

)

На рис. 1 представлены ИК-спектры образцов 1, 4-12 и 4-12K и результаты их компонентно-
го анализа. Из рис. видно, что у максимально растянутого образца (спектр 4-12) доля аморфной
составляющей больше, чем у исходного. Сравнение спектров 4-12 и 4-12K наглядно демонстри-

рует, что аморфная составляющая полимера карбонизуется в большей степени, чем кристалличе-
ская, что подтверждает сделанные ранее наблюдения [4].

Измерение доли площадей, ограниченных кривыми Гаусса, в общей площади полосы позво-

лило для всех спектров провести анализ изменения содержания аморфной и кристаллической со-

ставляющих в зависимости от коэффициента удлинения пленки и времени ее карбонизации.
При увеличении коэффициента растяжения доля площади полосы поглощения с центром

около 605 см–1 возрастает, что согласуется с данными работы [7]. При карбонизации доля аморф-
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ной составляющей, как правило, уменьшается (рис. 2). Исключением является исходная (нерас-
тянутая) пленка: при ее карбонизации обсуждаемый параметр слабо возрастает.

Рис. 2. Изменение доли площади полосы с центром около 605 см-1 в
результате химической карбонизации исходной пленки ПВДФ (■) и
образцов, подвергнутых предварительному одноосному механиче-

скому растяжению в 1,5 (♦); 2 (▲) и 4 (●) раза
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Рис. 1. ИК-спектры исходной пленки 1 и образцов 4-12, 4-12K в геометрии на пропуска-
ние в интервале 580–630 см–1 после вычитания фоновой составляющей. Нормировка
оптических плотностей для каждого спектра произведена на максимальное значение.
Точками показаны кривые Гаусса, описывающие поглощение аморфной и кристалли-

ческой фазами полимера
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Таким образом, проведенные измерения подтверждают данные рентгеноструктурного анали-

за [3] о том, что при растяжении пленки ПВДФ происходит уменьшение степени ее кристаллич-

ности. Большая реакционная способность аморфной составляющей при взаимодействии с ДГФ
смесью, скорее всего, обусловлена лучшей набухаемостью аморфной фазы в органических рас-
творителях и, как следствие, большей проницаемостью для диффузии в нее компонентов ДГФ
смеси.

Для изучения стабильности структуры карбонизованных образцов проведено сравнение
спектров, полученных непосредственно после и через месяц после карбонизации. Для всех об-
разцов при хранении наблюдается уменьшение аморфной составляющей (рис. 3). Это свидетель-

ствует о том, что и после окончания химического воздействия продолжается модификация кар-

бонизованного вещества. По-видимому, эта модификация связана с процессами релаксации на-
пряжений, возникающих в макромолекулах полимера в результате изменения длин и углов свя-

зей при дегидрофторировании. В спектрах максимально растянутой пленки эти изменения при
хранении тем заметнее, чем больше была продолжительность химической карбонизации.

Удивительно, что в течение месяца весьма существенно изменяется фазовый состав нерастя-
нутой карбонизованной пленки ПВДФ, для которой изменения непосредственно после карбони-

зации были минимальны.

2.2. Область поглощения двойных углерод-углеродных связей (1480–1800 см
–1

)

На рис. 4 приведены зависимости нормированной площади полосы поглощения двойных уг-
лерод-углеродных связей в ИК-спектрах, полученных непосредственно после карбонизации, от
продолжительности карбонизации образцов и степени растяжения пленок. Из рисунка следует,
что с увеличением времени карбонизации и степени растяжения образца доля карбонизованного
вещества, как правило, возрастает. Это объясняется тем, что при растяжении увеличивается со-

держание β-фазы [3], а α-фаза аморфизуется. Проведенный анализ формы ИК-спектров показал,
что β-фаза карбонизуется легче, чем α-фаза. Кроме того, как было показано выше, аморфная со-

ставляющая α-фазы обладает более высокой способностью к карбонизации, чем кристаллическая.

Рис. 3. Изменение доли аморфной составляющей пленки ПВДФ за 1 месяц после
карбонизации. Обозначения те же, что на рис. 2
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Несколько выбиваются из общей закономерности, представленной на рис. 4, данные для об-
разца, имеющего коэффициент предварительного растяжения равный 1,5. Возможно, это объяс-
няется неоднородностью растяжения пленки, приводящей к тому, что одни участки поверхности
исследуемого образца оказались растянуты в большей мере, чем другие. По истечении месяца
нормированная площадь обсуждаемых полос практически не меняется. Это позволяет предполо-
жить, что содержание С=С связей в карбонизованном веществе в процессе хранения в темноте
также не изменяется.

Рис. 5. Модификация полосы двойных С=С связей в спектрах образцов с коэффициентом растяжения 4 в зави-

симости от продолжительности химической карбонизации. Штрихпунктирная и штриховая линии соответствуют
спектрам, полученным спустя месяц после химической карбонизации пленок в течение 6 и 12 ч соответственно

Рис. 4. Зависимости нормированной площади полосы двойных углерод-углеродных
связей от времени карбонизации образцов и коэффициента растяжения. Разными мар-
керами обозначены образцы с коэффициентами растяжения: 1(■), 1,5 (♦), 2 (▲), 4(●)
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Однако форма кривых поглощения претерпевает изменения, которые качественно подобны в
спектрах образцов с различным коэффициентом предварительного удлинения, карбонизованных
в течение одинаковых промежутков времени. В качестве примера на рис. 5 показана модифика-

ция полосы двойных С=С связей в зависимости от продолжительности карбонизации в ИК-

спектрах образцов с максимальным коэффициентом растяжения.
Изменения формы полосы поглощения С=С связей с увеличением времени химической об-

работки до 6 часов, скорее всего, обусловлено двухступенчатостью процесса карбонизации. На
первом этапе дегидрофторирования появляются двойные углерод-углеродные связи, образующие
галогензамещенные полиеновые структуры (1500–1560 см–1

). На втором этапе, по мере продол-

жения карбонизации, происходит их исчерпывающее дегидрофторирование с формированием
поликумуленовых фрагментов, что приводит к уменьшению массы колеблющихся групп и сме-
щению «центра тяжести» полосы в сторону больших волновых чисел. По истечении месяца си-

ний сдвиг еще более увеличивается, что может быть результатом релаксационных процессов, а
также процессов окисления с образованием небольшого количества карбонильных групп, кото-

рые поляризуют полиеновые и кумуленовые фрагменты и могут изменять интенсивность погло-
щения этими структурами.

Выводы
1. При одноосном растяжении частично кристаллической пленки ПВДФ происходит увели-

чение аморфной составляющей полимерного вещества, доля которой убывает при химической
карбонизации и при дальнейшем хранении образцов в течение месяца в темноте в атмосфере воз-
духа.

2. Содержание С=С связей возрастает с увеличением продолжительности карбонизации и
степени предварительного растяжения образца. При увеличении продолжительности карбониза-

ции от 6 до 12 ч происходит превращение фторзамещенных полиеновых фрагментов частично
дегидрофторированных полимерных цепей в поликумуленовые. Последующее хранение образ-
цов в течение месяца после карбонизации сопровождается процессами механической релаксации
и химического окисления, которое при хранении в темноте происходит относительно медленно.
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EFFECT OF THE UNIAXIAL MECHANICAL EXTENSION
OF POLYVINYLIDENE FLUORIDE FILMS

ON THEIR PHASE COMPOSITION AND CARBONIZATION DEGREE

Using the IR-spectroscopy method the quantitative analysis of the phase contest of films of the par-

tially crystalline PVDF planes was carried out. Increase of amorphous phase caused by uniaxial me-

chanical extension of the film has been observed. In the course of the following chemical carbonization
the part of the amorphous component in the stretched films decreases. IR measurements a month later

the chemical treatment show a further drop in the amorphous phase content during carbonized films

storage. In the IR region corresponding to the double carbon-carbon bonds absorption storage of the
films for a month modifies spectra shape while the integral intensity of the remains practically constant.

Keywords: polyvinylidene fluoride (PVDF), uniaxial mechanical extension of films, dehydrofluori-

nation (DHF), amorphous and crystal phases of polymer, double carbon-carbon bounds.
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ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ МОНОКРИСТАЛЛОВ Al2O3,
ЛЕГИРОВАННЫХ Cr, V И Ti, В ИНТЕРВАЛЕ ТЕМПЕРАТУР 50–300 К

П.А. Попов, Д.А. Винник, С.А. Арчугов, Г.Г. Михайлов,
Л.С. Машковцева, В.Д. Соломенник

Экспериментально исследована теплопроводность пяти образцов ко-

рунда с различными примесями: 0,15 ат. % V, 0,5 ат. % Ti, 1,0, 1,25 и 1,5

ат. % Cr. Для образца с примесью Ti теплопроводность оказалась харак-

терной для кристалла с существенной дефектностью.

Ключевые слова: монокристаллы, корунд, теплопроводность, фононы.

Введение

Кристаллы окиси алюминия Al2O3 издавна являлись объектами исследования различных фи-
зических характеристик, в том числе теплопроводности. Кристаллическая матрица α-

модификации этого соединения относится к дитригонально-скаленоэдрическому классу симмет-
рии 3m. Эти кристаллы очень хорошо проводят тепло, что, впрочем, предполагает высокую чув-

ствительность теплопроводности к вносимым при легировании дефектам. А это обстоятельство,
в свою очередь, обуславливает значительную вариабельность величин теплопроводности разли-

чающихся по составу и термообработке корундовых кристаллов даже при достаточно высоких
температурах, например, комнатных [1]. Существующая теория не позволяет надежно рассчиты-
вать такую кинетическую характеристику материала, как теплопроводность [2]. Поэтому экспе-
риментально определенная температурная зависимость теплопроводности является полезной
сертификационной характеристикой производимого кристаллического сырья, тесно связанной с
его структурными особенностями.

Цель настоящей работы – экспериментальное исследование в широком интервале температур
ряда выращенных в НИУ «Южно-Уральский государственный университет» (г. Челябинск) ко-

рундовых кристаллов с различным легирующим составом.

Экспериментальная часть

Все кристаллы были выращены на основе Al2O3 по методу Степанова на индукционных ус-
тановках «Кристалл-3М» в аргоновой среде из молибдено-графитовой ростовой системы. Техно-
логия роста описана в работе [3]. В первом образце концентрация примеси ионов V

5+ была оце-
нена как 0,15 ат. %. Во втором усредненное по объему содержание ионов Ti

4+ было оценено 0,5

ат. %. Три остальных образца содержали различное количество ионов Cr
3+

: 1,0, 1,25 и 1,5 ат. %.

Примесный состав определялся методом растровой электронной микроскопии. Длинные оси об-
разцов совпадали с направлением кристаллографической оси с.

Теплопроводность k(T) измерялась методом стационарного продольного потока в интервале
температур 50 – 300 К. Образцы представляли собой цилиндры длиной 40 мм с различными диа-
метрами (табл. 1). Расстояние между датчиками температуры составляло 20 мм. Техника измере-
ний описана в работе [4]. Погрешность определения величины теплопроводности не превышала
5 %, воспроизводимость результатов была не хуже 3 %.

Таблица 1

Геометрические размеры исследуемых образцов

Легирующая примесь V Cr (1,0 %) Cr (1,25 %) Cr (1,5 %) Ti

Диаметр, мм 3,9 3,9 3,5 5,3 3,6

Результаты и их обсуждение
На рис. 1 представлены графики зависимостей теплопроводности исследуемых образцов от

значений температур. Численные значения теплопроводности представлены в табл. 2.

Как видно из графиков на рис. 1, для всех исследуемых образцов, за исключением Ti-

содержащего, характерны высокие значения величины теплопроводности k и степени темпера-

турной зависимости теплопроводности. При описании k(T) степенной функцией nT в области
комнатной температуры показатель степени n становится существенно больше 1. Это можно
объяснить тем обстоятельством, что исследованные температуры весьма далеки от достаточно
высокого значения характеристической температуры кристалла Al2O3.
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Рис. 1. Графики температурной зави-

симости теплопроводности монокри-
сталлов Al2O3 с различными леги-
рующими примесями: 1 – 1% Cr;

2 – 1,5% Cr; 3 – 1,25% Cr;
4 – 0,15% V; 5 – 0,5% Ti

На рис. 2 приведен график температурной зависимости
средней длины свободного пробега фононов l(T) для образ-
ца рубина, содержащего 1 ат. % Cr. При расчетах l(T) ис-
пользовались калориметрические данные из справочника
[5], а в качестве средней скорости распространения фоно-

нов, с учетом данных из [6], была принята величина υ =

8 км/с. Тот факт, что при температуре T = 300 К значение l

в четыре раза превосходит наибольший параметр с кри-
сталлической ячейки Al2O3, позволяет кривой l(T) при ука-

занной температуре круто снижаться по закону 2,3T − и, не-
смотря на продолжающийся значительный рост теплоемко-

сти [5], по закону 1,4T − снижаться величине теплопровод-
ности k(T). В интервале 80–150 К значения l наиболее чув-

ствительны к изменению температуры. В области 50–80 К
снижение температуры приводит к замедлению роста
функции l(T), что, вероятно, связано с проявлением фонон-

ного рассеяния на примесях [7].

По абсолютной величине значения теплопроводности
исследованных образцов занимают промежуточное поло-

жение среди широко варьирующихся соответствующих
данных, полученных для кристаллов Al2O3 другими автора-
ми [8–10]. Вариации величин k в области комнатной темпе-
ратуры, вероятно, связаны с влиянием легирующих ионов,

имеющих бóльшие значения эффективного радиуса, чем
изоморфно замещаемые Al

3+
, на размеры кристаллической

ячейки.

В области низких температур наблюдается наибольшее
расхождение кривых k(T). Тот факт, что при Т = 50 К значе-
ние k для кристалла рубина с наибольшим содержанием
хрома – 1,5 ат. % – оказалось выше, чем у кристалла с кон-

центрацией 1,25 ат. %, можно объяснить различием в геометрических размерах образцов. Как
показано в работе [10], в области температур Т = 50 К при исследовании теплопроводности ко-

рундовых кристаллов необходимо учитывать размерный эффект.
Таблица 2

Сглаженные значения теплопроводности

k, Вт/(м К)
Т, К

V Cr (1,0) Cr (1,25) Cr (1,5) Ti

50 825 1411 1000 1120 33,1

60 662 1005 817 874 36,2

70 516 745 640 668 38,4

80 407 545 488 485 39,6

90 313 400 363 365 40,5

100 244 307 284 282 41,0

110 199 237 219 216 41,6

120 161 188 176 172 41,8

130 133 155 147 141 41,7

140 113 132 123 118 41,4

150 99,0 113 107 100 41,0

160 87,2 98,0 91,4 87,0 40,4

170 78,2 87,0 82,6 77,3 39,7

180 71,0 78,9 74,2 70,0 38,9

190 63,8 71,9 67,0 64,0 38,0

200 59,1 64,8 61,8 58,0 37,0

210 54,2 60,2 56,9 53,3 35,9
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Окончание табл. 2

k, Вт/(м К)
Т, К

V Cr (1,0) Cr (1,25) Cr (1,5) Ti

220 50,5 55,7 53,2 49,0 34,8

230 47,4 51,8 50,1 45,8 33,8

240 44,5 48,7 47,4 43,2 32,6

250 42,6 46,1 44,7 41,3 31,5

260 40,7 43,5 42,5 39,3 30,5

270 38,7 41,3 40,6 37,4 29,4

280 36,9 39,1 38,5 35,4 28,6

290 35,5 37,2 36,6 33,9 27,7

300 34,0 35,6 35,0 32,8 26,9

Малое количество ионов V
3+ оказалось ответственным за су-

щественно более низкую теплопроводность, чем у рубиновых
кристаллов, в области самых низких исследованных температур. В
статье [8] отмечалось проявление резонансного фононного рас-
сеяния в кристалле Al2O3 на ионах V

3+ при Т = 53 К. Более высо-

кую теплопроводность, чем у нашего образца Al2O3:V
3+

, можно
связать с бóльшим диаметром образца, исследованного в [8] (5

мм) и с меньшим содержанием в нем допанта (1115 ppm).

Для Ti-содержащего образца полученная кривая k(T) оказа-
лась характерной не для монокристалла с простым химическим
составом, а для высококонцентрированного твердого раствора.

Малая высота и размытость по температуре максимума k(T) сви-

детельствует о дефектности структуры кристалла. Температурная
зависимость средней длины свободного пробега фононов l(T) для
этого образца, тем не менее, в области комнатной температуры

существенно сильнее 1T −
.

Заметим, что по сравнению с Cr
3+ ионы Ti

3+
, также изоморфно

замещающие в кристалле Al2O3 ионы Al
3+

, при существенно
меньших количествах заметно повышают дефектность структуры
корунда. Это связано с относительно малым значением коэффи-

циента распределения титана в кристалле Al2O3. По-видимому,
неоднородность распределения ионов Ti

3+ в объеме исследованно-

го образца и возникшие механические напряжения явились при-

чиной существенного фононного рассеяния в широкой темпера-
турной области.

Заключение

Как показывают экспериментальные результаты, допанты V
3+

,

Cr
3+ и Ti

3+ имеют различное влияние на значения величины тепло-

проводности k(T). Следует подчеркнуть, что значения теплопро-
водностей для ванадиевых и хромовых корундов находятся в пределе допустимого. Также следу-

ет отметить, что поскольку теплопроводность Ti-содержащих образцов проявляет нетривиальный
характер, то они должны стать объектом дальнейших исследований. Возможно, в случае приме-
нения метода Степанова для выращивания качественных Ti-содержащих кристаллов требуются
его модификации.
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TERMAL CONDUCTIVITY OF MONOCRYSTALS Al2O3 DOPED WITH Cr, V AND Ti
IN THE TEMPERATURE RANGE 50–300 K

Thermal conductivity of corundum samples with different admixtures: 0,15 at. % V, 0,5 at. % Ti,

1,0, 1,25 and 1,5 at. % Cr was analysed. Thermal conductivity of a crystal with Ti admixture was one

for crystal with significant structure imperfection.
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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ШОММЕРСА ДЛЯ РАСЧЕТА ПАРНОГО
ПОТЕНЦИАЛА В NPT АНСАМБЛЕ

В.А. Старухин, А.А. Мирзоев, А.Г. Воронцов

Предложен алгоритм расчета эффективного парного потенциала на ос-

нове схемыШоммерса в NPT ансамбле. С помощью данного алгоритма рас-

считан эффективный парный потенциал для жидкого железа вблизи темпе-

ратуры плавления. Особенность построенного алгоритма позволила полу-

чить потенциал, корректно воспроизводящий структуру и плотность иссле-

дуемой системы.

Ключевые слова: эффективный парный потенциал, компьютерное модели-
рование, неупорядоченные системы, структура жидкости, молекулярная дина-
мика.

Введение

На сегодняшний день компьютерное моделирование представляет собой очень мощное сред-

ство для изучения различных веществ, которое дает возможность предсказания их свойств при
условиях, недоступных в эксперименте. Существует два основных подхода в этой области – пер-

вопринципное и полуэмпирическое моделирование. В первом случае расчет ограничивается не-
сколькими сотнями атомов и малым масштабом времени, но при этом представляет собой наибо-
лее точный квантово-механический способ описания структуры и свойств исследуемой системы.

Второй вариант менее точен, поскольку основан на задании эмпирического потенциала межчас-
тичного взаимодействия, но при этом существенно менее ресурсоемкий, что позволяет модели-

ровать системы из большого числа частиц.
Среди эмпирических методов наиболее точными являются подходы, использующие для мо-

делирования экспериментальные дифракционные данные о структуре исследуемого объекта. Из
них можно выделить два вида алгоритмов. К первой группе относятся методы, которые позволя-
ют построить только структурную модель системы по данным дифракционных экспериментов.

Это обратный метод Монте-Карло [1] и силовой алгоритм Менделева–Белащенко [2]. Вторую
группу составляют методы, которые помимо структурной модели позволяют определить эффек-

тивный парный потенциал, воспроизводящий при моделировании известную из эксперимента
парную корреляционную функцию (ПКФ). Наиболее удачными примерами этих методов являют-
ся метод Шоммерса [3, 4], метод Реатто [5], а также распространенный в настоящее время алго-

ритм Сопера [6].
С точки зрения возможностей моделирования, методы второй группы представляют значи-

тельно больший интерес, поскольку с помощью полученного эффективного потенциала появля-

ется возможность рассчитать не только структурные характеристики системы, но и широкий круг
физических свойств вещества. Кроме того, парный потенциал можно использовать для разработ-
ки более реалистических потенциалов межчастичного взаимодействия имеющих зависимость от
объема, называемых потенциалами погруженного атома (ЕАМ) [7]. Наиболее простым методом,

позволяющим рассчитать эффективный парный потенциал, воспроизводящий эксперименталь-
ную структуру, является метод Шоммерса. Методы подобные методу Шоммерса, в том числе и
основанный на нем метод Сопера, хорошо воспроизводят парную корреляционную функцию и
структурный фактор при проведении молекулярно-динамических расчетов в NVT ансамбле (мо-
делирование с фиксированным количеством частиц, объемом и температурой системы), однако
при этом не обеспечивают адекватного значения давления в системе. Поэтому использование та-

кого потенциала для расчета физических характеристик может приводить к большой погрешно-
сти. В настоящей работе предлагается метод построения эффективного парного потенциала в
NPT ансамбле (в системе постоянным остается количество частиц, давление и температура), ос-
нованный на методе Шоммерса и приводящий не только к заданному виду парной корреляцион-

ной функции, но и правильному значению равновесной плотности.
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Алгоритм

Сохранив математическую основу схемы Шоммерса [3, 4], мы внесли в нее ряд изменений.

Наиболее существенное из них состоит в переходе от итерационной схемы для потенциала к ите-
рациям по парным силовым функциям. Для этого уравнения метода Шоммерса были продиффе-
ренцированы и взяты с обратным знаком. Таким образом, мы пришли к следующей итерацион-

ной схеме для силовых функций:
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где )(1 rF – эффективная силовая функция на i -й итерации, )(rg – целевая ПКФ, k – постоянная

Больцмана, T – температура, )(rg i – расчетная ПКФ на i -й итерации, функции со штрихом –

производные соответствующих функций.

Переход к силовой итерационной процедуре был сделан по двум причинам. Во-первых, схе-
ма Шоммерса в таком представлении позволяет получать более гладкие кривые эффективного
потенциала и силовой функции. Дело в том, что в оригинальном методе Шоммерса используется
итерационная процедура для потенциала, в которую входит ПКФ полученная из модели. Послед-

няя, в силу ограниченного числа частиц модели, достаточно сильно флуктуирует, что приводит к
флуктуациям потенциала парного взаимодействия и, как следствие, немонотонному, скачкооб-
разному поведению силовой функции. Данную проблему можно решить, используя методы регу-

ляризации, например сглаживание кубическими сплайнами [8], но лучшие результаты получают-
ся при использовании силового варианта алгоритма Шоммерса. Во-вторых, использование сило-

вого алгоритма Шоммерса позволяет избавиться от сдвига уровня потенциала при проведении
итераций, поскольку потенциал рассчитывается интегрированием силовой функции при условии,

что потенциал на бесконечности равен нулю.

Критерием близости модели к данным эксперимента служила невязка по ПКФ, которая на
i -й итерации рассчитывалась по формуле
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где )(rg – целевая ПКФ, )(rgi – расчетная ПКФ на i -й итерации, N – количество точек в целе-
вой и модельной ПКФ. Для уменьшения случайных выбросов и получения стабильной сходимо-

сти при расчетах использовалась линейная схема примешивания. В этом случае новое приближе-
ние выбиралось по формуле

)()1()()( 11 rFprpFrF ii
new

i −+= ++ , (3)

где )(rFi – эффективная силовая функция на i -й итерации; p – коэффициент примешивания,
принимающий значения от 0 до 1.

Еще одним отличием предлагаемого алгоритма от оригинальной схемы Шоммерса является
использование NPT ансамбля вместо NVT ансамбля при моделировании. Можно ожидать, что
если невязка по ПКФ в NPT ансамбле будет уменьшаться, то и плотность системы должна при-

ближаться к экспериментальному значению, что не происходит для NVT ансамбля. К сожалению,

итерационная процедура Шоммерса в NPT ансамбле значительно менее устойчива. Например,
если объем системы не ограничен, то ее случайное расширение может оказаться необратимым.

Этот эффект объясняется тем, что притягивающая ветвь потенциала достаточно слаба и ее дейст-

вие при моделировании ограничено, т.е. система медленно собирается, а если атомы разлетелись
на расстояния большие радиуса обрыва потенциала, то сжатия может не происходить вовсе. По-

этому данная схема очень чувствительна к выбору стартового потенциала. В данной работе в ка-

честве стартового потенциала и стартовой конфигурации атомов мы использовали результат рас-
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чета методом Шоммерса для NVT ансамбля. Т.е. потенциал, полученный методом Шоммерса в
NVT ансамбле, доводится до искомого значения в NPT ансамбле.

Расчет потенциала

В результате тестовых расчетов было установлено, что схема Шоммерса в NPT ансамбле
сходится, если стартовый потенциал соответствует атомной плотности, превышающей экспери-

ментальное значение, и одновременно воспроизводит ПКФ. Поэтому процедура расчета потен-

циала, воспроизводящего ПКФ и плотность в NPT ансамбле, была разбита на две стадии. На пер-
вом этапе рассчитывался потенциал методом Шоммерса в NVT ансамбле, а на втором он уточ-

нялся в NPT ансамбле.
В качестве целевой ПКФ были выбраны результаты для жидкого железа при температуре

1820 К [9]. Экспериментальная ПКФ показана на рис. 1 сплошной линией. Все парные корреля-

ционные функции задавались в 200 точках, равномерно распределенных по интервалу от 0 до 9

Å. Система состояла из 1000 атомов, при этом модель представляла собой куб с длиной грани
6497,23 Å, что соответствует фактической атомной плотности 0756,0 Å–3

. Моделирование про-

изводилось с использованием периодических граничных условий. Шаг по времени составлял 1

фс.

В качестве стартового потенциала для моделирования в NVT ансамбле использовался потен-

циал Леннард-Джонса. Положение ямы выбиралось по положению первого пика ПКФ равное
приблизительно 2,5 Å. Для удовлетворения условия о завышенном значении атомной плотности
глубина ямы Леннард-Джонса выбиралась достаточно большой: kTE 10min −= , где k – постоян-

ная Больцмана, T = 1820 К – температура. Радиус обрыва потенциала был выбран равным 9 Å.

Это было обусловлено предыдущими расчетами с большими значениями радиуса обрыва, по ито-

гам которых было замечено, что потенциал после 9 Å приблизительно равен нулю. Начальный
потенциал показан на рис. 2 сплошной линией.

На рис. 1 приведены кривые ПКФ, рассчитанные для начальных моделей с потенциалом
Леннард-Джонса в NPT и NVT ансамблях. Расчет в NVT ансамбле выполнялся при атомной
плотности жидкого железа равной экспериментальному значению. Расчет в NPT ансамбле вы-
полнялся при нулевом давлении в баростате. Как видно из рисунка, ПКФ для двух моделей не-
много отличаются друг от друга и совершенно не похожи на экспериментальную ПКФ. Это свя-

зано с тем, что используемый потенциал Леннард-Джонса соответствует атомной плотности от-
личной от экспериментальной, а именно 0912,0 Å–3

. Невязка (2) для результата в NVT ансамбле

составила 21052,4 −⋅ , в NPT ансамбле – 21004,1 −⋅ .

Рис. 1. Парная корреляционная функция жидкого железа при температуре 1820 К [9].
Сплошная линия – экспериментальная кривая. Проколотые кружки – ПКФ, рассчи-
танная в NPT ансамбле со стартовым потенциалом Леннард-Джонса. Закрашенные

кружки – ПКФ, рассчитанная с тем же потенциалом в NVT ансамбле
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Для восстановления потенциала методом Шоммерса в NVT ансамбле на каждой итерации
после изменения потенциала выполнялась релаксация модели в течение 5000 шагов моделирова-

ния, после этого в течение 1000 шагов с интервалом в 10 шагов накапливалась информация для
вычисления модельной ПКФ. Для достижения сходимости при моделировании в NVT ансамбле
потребовалось 30 итераций с коэффициентом примешивания 0,5. Был получен эффективный по-

тенциал (рис. 2 проколотые кружки), хорошо воспроизводящий целевую ПКФ с невязкой
31048,1 −⋅ . При таком значении невязки целевая ПКФ визуально совпадает с ПКФ модели

(рис. 3).

Полученный при моделировании с NVT ансамблем потенциал использовался в качестве
стартового для NPT ансамбля. Процедура применения метода Шоммерса в этом случае была
практически идентичной описанной выше. Отличия состояли в следующем. Во-первых, для ре-
лаксации модели использовалось 10 000 шагов вместо 5000 шагов, т.к. релаксация объема проис-
ходит медленнее, чем давления. Во-вторых, усреднение ПКФ проводилось по 1000 кривым, что
уменьшало статистическую ошибку. Флуктуации по объему при этом составляли около 50–
100 Å3

. И, в-третьих, на каждой итерации в качестве стартовой конфигурации использовалась
одна и та же модель, которая была получена для потенциала в NVT расчете. Это позволило избе-

Рис. 3. Парная корреляционная функция жидкого железа при темпера-
туре 1820 К [9]. Сплошная линия – экспериментальная кривая. Закра-

шенные кружки – ПКФ, рассчитанная в NVT ансамбле

Рис. 2. Эффективный парный потенциал. Сплошная линия – стартовый потенциал
Леннард-Джонса. Проколотые кружки – результат моделирования в NVT ансамбле.

Закрашенные кружки – результат моделирования в NPT ансамбле
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жать ситуации, когда при запуске расчета методом молекулярной динамики силы в системе с но-
вым потенциалом оказываются слишком большими, что приводит к быстрому расширению сис-
темы. Баростат в NPT ансамбле устанавливался в нулевое значение. Коэффициент примешивания
был задан равным 0,3.

В результате расчета в NPT ансамбле невязка по ПКФ опустилась с 21,04 10−⋅ до 32,34 10−⋅ .

Модельная ПКФ при этом существенно приблизилась к целевой кривой (рис. 4). Для достижения
этого результата потребовалась 21 итерация методом Шоммерса в NPT ансамбле. Итоговый эф-

фективный парный потенциал приведен на рис. 2 (закрашенный кружки). Атомная плотность, как
и ожидалось, тоже изменилась, опустившись на первой итерации в NPT ансамбле со значения
0,0861 до 0,0756 Å–3 на итерации 21, достигнув экспериментальной величины. Для сравнения,

потенциал Леннард-Джонса, использованный на первой итерации в NVT ансамбле, соответствует
значению атомной плотности 0,0912 Å–3

.

Анализ полученного потенциала

Как видно из рис. 2, существенно изменилась отталкивающая часть эффективного потенциа-

ла. Слишком крутая отталкивающая часть Леннард-Джонса стала намного мягче. При этом при-

тягивающая осталась приблизительно того же порядка. В отличие от исходного потенциала Лен-
нард-Джонса корректировка потенциала по ПКФ методом Шоммерса привела к появлению ос-
циллирующего хвоста, который объясняют эффектом экранирования ионного остова атомов
электронами проводимости. Доводка потенциала в NPT ансамбле привела к незначительным по-
правкам к потенциалу, полученному в NVT ансамбле. Хотя ПКФ при этом претерпела сущест-
венные изменения (рис. 4).

Изменение расчетной ПКФ при доводке в NPT ансамбле особенно заметно в области второй
и последующих координационных сфер (рис. 4). Все пики сдвинулись вправо и уменьшились по
амплитуде. Также заметно изменение формы кривой. Например, самым заметным изменениям
подверглась впадина за первым пиком. При всем этом потенциал изменился в основном только в
области ямы, немного увеличив ее глубину и сместив ее положение вправо. Хвост потенциала
практически не изменился.

В таблице приведены значения атомной плотности n, потенциальной энергии Upot, коэффи-

циента самодиффузии D, и коэффициента теплового линейного расширения α. Доверительный
интервал приведен для вероятности 95 %. Потенциальная энергия рассчитана по значению теп-

лоты испарения [13]:

RTHU −∆=∆ , (4)

Рис. 4. Парная корреляционная функция жидкого железа при температуре 1820 К
[9]. Сплошная линия – экспериментальная кривая. Проколотые кружки – ПКФ стар-

товой конфигурации атомов для NPT ансамбля. Закрашенные кружки – конечная
ПКФ для NPT ансамбля
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где U∆ – изменение внутренней энергии, H∆ – теплота испарения, R – универсальная газовая
постоянная, T – температура. Коэффициент теплового линейного расширения рассчитан по зна-

чениям массовой плотности жидкого железа [14]:

12

12

1

1

TT

LL

L −
−

⋅=α , (5)

3

ρ

m
L = , (6)

где L – линейные размеры образца, m – масса, ρ – массовая плотность, T – температура. Ве-
личина L рассчитывалась по формуле (6) при массе для одного моля вещества. Параметр α рас-
считывался по формуле (5) при нагревании с 1823 К до 1873 К.

Для сравнения в таблице приводятся значения величин, полученных с парным потенциалом,

использованным для разработки потенциала погруженного атома [10]. Несмотря на хорошее вос-
произведение плотности, процедура получения этого потенциала требует ручной корректировки
параметров, поэтому ее сложно сделать автоматической.

Расчетные свойства жидкого железа при температуре 1820 К с различными парными потенциалами

n , Å–3
potU− , кДж/моль D , 10

–5 см2
/с α , 10

–6 К–1

Эксперимент 0,0756 [11] 339,2 [12] 13,0 [13] 55,0 [14]

Парный потенциал [10] 0,07529±0,00008 175,7±0,2 3,61±0,15 31,6±0,8

Стартовый потенциал
Леннарда - Джонса

0,094896±0,000002 1220,704±0,007 0,0018±0,0008 2,72±0,02

Результат NVT 0,0860±0,0001 468,7±0,2 2,32±0,19 16,0±0,6

Результат NPT 0,07553±0,00004 458,0±0,1 3,26±0,13 8,2±0,6

Два существенно различных парных потенциала (потенциал из работы [10] и потенциал, по-

лученный в данной работе) хорошо воспроизводят экспериментальную ПКФ и плотность систе-
мы, но при этом дают существенно различные результаты для коэффициента теплового линейно-

го расширения и потенциальной энергии. Это явилось следствием неоднозначности воспроизве-
дения эффективного парного потенциала по структурным данным. В работе [15] было показано,

что парный потенциал определен с точностью до функции, использование которой в качестве
потенциала при моделировании методом непрерывной статической релаксации [16] приводит к
воспроизведению этой же структуры при нулевой температуре. Поэтому значение других физи-

ческих характеристик тоже должно быть использовано в качестве критерия при расчете эффек-
тивного потенциала.

Сравнивая результат метода Шоммерса в NVT ансамбле и его доводки в NPT ансамбле, вид-

но, что помимо плотности изменились все остальные параметры. Самое существенное изменение
получил коэффициент теплового линейного расширения, уменьшившись почти в два раза. Хотя
при этом потенциалы очень близки друг к другу (рис. 2). Отсюда следует высокая чувствитель-

ность некоторых физических характеристик к форме эффективного потенциала.

Заключение

В результате работы был получен алгоритм расчета эффективного парного потенциала в NPT

ансамбле на основе схемы Шоммерса. Получаемый потенциал позволяет не только хорошо вос-
производить экспериментальную кривую ПКФ, но и атомную плотность системы при расчете в
NPT ансамбле с нулевым давлением. Тестовый расчет эффективного парного потенциала жидко-

го железа при температуре 1820 К привел к совпадению расчетной и экспериментальной атомной

плотности и достаточно низкой невязке по ПКФ ( 31034,2 −⋅ ), что при сравнении на графике соот-
ветствует визуальному совпадению кривых экспериментальной и модельной ПКФ.

Однако алгоритм оказался неустойчив по отношению к стартовому потенциалу. Расчеты по-

казали, что расчетная схема сходится, если стартовый потенциал хорошо воспроизводит ПКФ в
NVT ансамбле и дает завышенную в сравнении с экспериментальной плотность. Поэтому пред-

ложенная схема на данный момент представляет собой не самостоятельный метод, а скорее спо-

соб тонкой настройки потенциала для корректного воспроизведения ПКФ в более естественных
условиях NPT ансамбля.
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Неоднозначность воспроизведения эффективного парного потенциала по данным структур-
ного эксперимента, продемонстрированная в работе [15], приводит к возможности получения
потенциалов соответствующих одной и той же структуре, но с различными физическими свойст-
вами. Поэтому при расчете эффективного парного потенциала, помимо воспроизведения струк-

туры, необходимо также накладывать условие на воспроизведение при моделировании других
физических свойств системы.

Работа выполнена при поддержке грантов РФФИ 10-03-96088 р_урал_а, 11-08-00891-а.
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THE APPLICATION OF SCHOMMERS SCHEME FOR THE CALCULATION
OF EFFECTIVE PAIR POTENTIAL IN NPT ENSEMBLE

An algorithm for effective pair potential obtaining was elaborated. It is based on Schommers
scheme and molecular dynamics simulation in NPT ensemble. An effective pair potential for liquid iron

near its melting point was calculated. Peculiarity of the new scheme allowed us to obtain an effective

potential which could reproduce both structure and density of the system.
Keywords: effective pair potential, computer simulation, disordered systems, liquid structure, mo-

lecular dynamics.

Staruhin Victor Andreevich is Post-graduate Student, General and Theoretical Physics Depart-
ment, South Ural State University.

Старухин Виктор Андреевич – аспирант, кафедра общей и теоретической физики, Южно-

Уральский государственный университет.
e-mail: victor_staruhin@mail.ru

Mirzoev Alexander Aminulaevich is Dr. Sc. (Physics and Mathematics), Professor, General and
Theoretical Physics Department, South Ural State University.

Мирзоев Александр Аминулаевич – профессор, доктор физико-математических наук, ка-

федра общей и теоретической физики, Южно-Уральский государственный университет.
e-mail: mirzoev@physics.susu.ac.ru

Vorontsov Alexander Gennadevich is Cand. Sc. (Physics and Mathematics), Associate Professor,

General and Theoretical Physics Department, South Ural State University.
Воронцов Александр Геннадьевич – кандидат физико-математических наук, доцент, ка-

федра общей и теоретической физики, Южно-Уральский государственный университет.
e-mail: sas@physics.susu.ac.ru



Вестник ЮУрГУ, № 10, 2011114

УДК 538.915

AB INITIO МОДЕЛИРОВАНИЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ВОДОРОДА
С ТОЧЕЧНЫМИ ДЕФЕКТАМИ В ОЦК-ЖЕЛЕЗЕ

А.В. Урсаева, М.С. Ракитин, Г.Е. Рузанова, А.А. Мирзоев

Проведено ab initio моделирование взаимодействия водорода с точеч-

ными дефектами в ОЦК-железе. Определено равновесное положение и

энергия захвата водорода в ячейке с вакансией. Показано, что связь водо-

рода с комплексом дефектов вакансия + атом замещения в основном опре-

деляется взаимодействием водорода с вакансией.

Ключевые слова: ab initio, ОЦК-железо, водород, точечные дефекты.

Введение
Явление водородной деградации эксплуатационных свойств ОЦК-сплавов железа, обнару-

женное более ста лет назад, в последние десятилетия привлекает особое внимание [1–3]. Объяс-
няется это тем, что примесь водорода, попадающего в сталь при выплавке, во время различных
процессов металлообработки или при эксплуатации стальных изделий создает серьезные техно-

логические проблемы, наиболее острой из которых является водородное охрупчивание материала
[3]. При этом механизмы, участвующие в данном процессе, до сих пор изучены не до конца.

В настоящее время предполагается, что водород, растворяясь в металле, диффундирует в
сторону дефектов микроструктуры (микротрещины, краевые дислокации, границы зерен и др.),

где и накапливается, что способствует охрупчиванию материала. Естественно, что такой процесс
напрямую зависит от диффузии водорода в металле [4]. Несмотря на то, что водород обладает
высокой мобильностью в ОЦК-железе, скорость диффузии водорода может быть снижена вслед-

ствие его взаимодействия с точечными дефектами (вакансии, атомы внедрения, замещения и др.).

Последние выступают в качестве «ловушек», которые способны связывать растворенный водо-
род в устойчивые комплексы, тем самым уменьшая его подвижность. Известно, что наиболее
эффективно в качестве такой «ловушки» может выступать атом Pd, замещающий один из атомов
железа [5, 6]. С другой стороны, в ряде экспериментов показано, что взаимодействие водорода с
вакансией приводит к росту концентрации вакансий [7, 8]. По этой причине представляет боль-

шой интерес рассмотрение взаимодействия водорода одновременно с Pd и вакансией в ОЦК-

железе.
Экспериментальное определение энергии связи водорода с подобным комплексом точечных

дефектов является довольно сложной задачей, которая может быть решена с помощью ab initio

методов компьютерного моделирования, основанных на теории функционала плотности (DFT)

[9], которые обладают высокой точностью и хорошо согласуются с экспериментом.
В данной работе c помощью методов ab initio моделирования было рассмотрено взаимодей-

ствие атома водорода с точечными дефектами в ОЦК-железе: вакансией и атомом замещения X

(X = Pd, Ti, Cr, V) как по отдельности, так и в совокупности (атомы Ti, Cr и V рассмотрены для
проверки полученных результатов).

Методы

Моделирование проводилось с использованием программного пакета WIEN2k [10]. В данном
пакте реализован метод линейных присоединенных плоских волн (LAPW) с учетом обобщенного
градиентного приближения (GGA) [10, 11]. Это один из наиболее мощных методов в рамках
DFT.

В качестве модели для расчетов была выбрана суперячейка ОЦК-железа из 54 атомов. Все
вычисления проводились с использованием 27 k-точек в неприводимой области зоны Бриллюэна
[12]. Согласно работе [13] были выбраны следующие параметры: равновесный параметр решетки

2,84a = Å, параметр max 5,0K =  a.e.
–1

, радиус muffin-tin сферы Fe,X
mt 2,0R = а.е.; H

mt 0,7R = а.е.
[14]. Моделирование точечных дефектов осуществлялось путем добавления либо удаления соот-
ветствующих атомов. Так, атом водорода помещался в тетраэдрические и октаэдрические поры
ОЦК-железа, а атом X замещал один из атомов железа.
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В данной работе производилось вычисление двух показательных величин: энергии образова-

ния и энергии связи, поскольку значения именно этих величин могут быть определены экспери-

ментально. Энергия образования точечного дефекта определялась как разница между энергиями
суперячейки, содержащей дефект, и суперячейки чистого железа:

f
ref ref( ) ( ) ( )i iE A E A E E A= − − ,

где ( )iE A – энергия системы, содержащей дефект Ai, refE – энергия чистого железа, ref( )E A –

энергия одиночного дефекта.
Энергия связи определялась как разность между энергией комплекса точечных дефектов и

суммой энергий отдельного дефекта. Так, в случае образования комплекса из n дефектов, энергия
его связи рассчитывалась по следующей формуле:

[ ]b
1 2 1 2 ref( , ,..., ) ( ) ( ... ) ( 1)n i n

i

E A A A E A E A A A n E= − + + + + −∑ ,

где 1 2( ... )nE A A A+ + + – энергия системы, содержащей комплекс дефектов. Так, для суперячей-

ки, содержащей два точечных дефекта, энергия связи определялась следующим образом:

[ ]b
1 2 1 2 1 2 ref( , ) ( ) ( ) ( )E A A E A E A E A A E= + − + + .

Энергия связи водорода с комплексом вакансия + атом X определялась по следующей фор-
муле:

H,vac+X
1 2 3 1 2 3 refb ( ) ( , ) ( , , )E E A E A A E A A A E= + − − ,

где A1 – водород, A2 – вакансия, А3 – атом X.

Следует отметить, что положительное значение энергии связи, определяемой формулами,

представленными выше, соответствует притяжению между дефектами. При этом все величины,
входящие в формулы, относятся к отрелаксированным системам.

Результаты
Водород в ОЦК-железе

Как известно, водород в ОЦК-железе может занимать как октаэдрические, так и тетраэдриче-
ские поры. Поэтому было определено, какая из пор является предпочтительнее. Было показано,

что энергия растворения водорода в тетрапоре ниже, чем в октапоре, и составляет f
H 0,19E = эВ (с

учетом энергии нулевых колебаний – 0,30 эВ), что согласуется как с экспериментом [15], так и с
другими работами [14].

Энергия образования вакансии

Было рассчитано значение энергии образования вакансии, равное f
vac 2,15E = эВ, что нахо-

дится в хорошем согласии как с экспериментальными данными 1,6–2,2 эВ [16], так и с результа-
тами, представленными в других работах последних лет. В работе [17] с использованием про-

граммного пакета VASP в таком же приближении было получено аналогичное значение
f
vac 2,15E = эВ, в работе [18] с использованием того же программного продукта энергия образо-

вания вакансии f
vac 2,17E = эВ.

Взаимодействие вакансии с водородом в ОЦК-железе
На следующем этапе была вычислена энергия связи комплекса водород–вакансия. Для этого

необходимо было определить равновесное положение атома водорода в ячейке с вакансией. В
первую очередь водород был помещен в вакансию, так как, на первый взгляд, это положения ка-
жется наиболее предпочтительным ввиду высокой симметрии данной конфигурации. Однако

значение энергии образования вакансии в такой системе f
H,vac 2,7E = эВ, что существенно выше

энергии образования вакансии для чистого железа, а энергия связи водорода с вакансией
b
H,vac 0,22E = − эВ, что может свидетельствовать о том, что вакансия пытается вытолкнуть водо-

род.
С целью нахождения оптимального положения водорода были выбраны точки вдоль двух

прямых, одна из которых соединяет вакансию с октапорой, а другая – с тетрапорой. На рис. 1

представлен график зависимости энергии системы от расстояния между атомом водорода и ва-
кансией. Таким образом, было показано, что водород смещается на 0,23 Å от октапоры в направ-
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лении вакансии. Данному положению водорода соответствует минимум зависимости магнитного
момента (рис. 2, а), в то время как заряд плавно возрастает с увеличением расстояния между ва-

кансией и водородом (рис. 2, б). Отметим, что направление магнитного момента на атоме водо-

рода антипараллельно магнитному моменту на атомах Fe. Возможно, что положение равновесия
для атома водорода определяется именно магнитным взаимодействием с окружающей матрицей.

Данной конфигурации соответствует энергия связи b
H,vac 0,6E = эВ.

Было проведено сравнение полученных результатов. В экспериментах по захвату дейтерия в
ОЦК-железе было показано, что водород располагается на расстоянии 0,4±0,1 Å от октапоры, что

соответствует b
H,vac 0,63E = эВ [19]. В работе [20], в которой также использовался метод DFT,

расстояние между водородом и октапорой составляет 0,23 Å и b
H,vac 0,55E = эВ. В работе [18] во-

дород находится на расстоянии 0,2 Å от октапоры и b
H,vac 0,57E = эВ. Таким образом, полученные

результаты хорошо согласуются как с экспериментом, так и с результатами, представленными в
других работах.

Взаимодействие вакансии с примесями в ОЦК-железе
Также было рассмотрено взаимодействие вакансии с атомами замещения в ОЦК-железе.

Данное взаимодействие может осуществляться как через упругое взаимодействие, наблюдаемое
при несоответствии размера примеси и матричного атома, так и через магнитное взаимодействие.
Уменьшение энергии системы при добавлении в матрицу надразмерной примеси связано с час-
тичной компенсацией поля возмущений, создаваемого вакансией. Для первых трех окружений

Рис. 1. Зависимость энергии суперячейки ОЦК-железа с внедренным атомом водорода
в различных положениях от расстояния до вакансии

Рис. 2. Зависимость магнитного момента (а) и заряда (б) от расстояния до вакансии



Урсаева А.В., Ракитин М.С., Ab initio моделирование взаимодействия водорода
Рузанова Г.Е., Мирзоев А.А. с точечными дефектами в ОЦК-железе

Серия «Математика. Механика. Физика», выпуск 4 117

относительно вакансии были получены значения энергии связи комплекса вакансия + атом за-

мещения X (рис. 3). Как видно из
графика, если взаимодействие
между вакансией и атомом за-

мещения определялось бы толь-

ко упругим взаимодействием, то
энергии связи Ti и V имели бы
бо(льшие значения, так как ради-

ус Ti (1,47 Å) превосходит ради-

ус Pd (1,37 Å), а радиус V сопос-
тавим с ним (1,35 Å). При этом
Ti и V проявляют в такой систе-
ме антиферромагнитные свойст-
ва, тогда как атом Cr практиче-
ски не взаимодействует с вакан-

сией ввиду его близости к ато-
мам Fe как по размеру, так и по
свойствам.

Таким образом, взаимодействие атома Pd с вакансией в основном определяется размерным
фактором, тогда как взаимодействие с Ti и V определяется, главным образом, магнитным взаи-
модействием. В табл. 1 представлено сравнение полученных результатов с результатами, пред-

ставленными в других работах, и экспериментом.

Как видно из табл. 1, результаты, полученные в настоящей работе, хорошо согласуются с ре-
зультатами других работ и экспериментально полученными данными.

Таблица 1
Энергия связи комплекса вакансия + атом замещения X. Сравнение результатов

Энергия связи, эВ
1 окружение 2 окружение 3 окружение

Атом X Ti V Cr Pd Ti V Cr Pd Ti V Cr Pd

Данная работа 0,28 0,08 0,07 0,30 –0,15 –0,07 0,04 0,25 0,04 0,03 0,03 0,14

[21] 0,25 0,05 0,06 0,30 –0,17 –0,08 0,007 0,18 0 0 0 0,1

[17] 0,22 0,04 0,05 — — — — — — — — —

Эксперимент [17] 0,16 <0,11 <0,11 — — — — — — — — —

Энергия связи водорода с комплексом вакансия + атом замещения.

Как было показано выше, комплекс вакансия +
атом замещения X является устойчивым в ОЦК-железе
и энергия связи комплекса максимальна при располо-

жении атома замещения в первой координационной
сфере по отношению к вакансии. При этом существует
вероятность того, что атом водорода, диффундируя по
решетке, может быть захвачен подобным комплексом с
образованием тройного дефекта. Для оценки связи во-
дорода с комплексом «вакансия + X» в отрелаксиро-

ванную решетку, содержащую вакансию и атом заме-
щения, помещался атом водорода на расстоянии 0,23 Å
от октапоры (оптимальное положение водорода в
ячейке без примеси). В отрелаксированной ячейке атом
водорода находится на расстоянии 3,1 Å от атома за-

мещения (рис. 4).
Таблица 2

Энергия связи водорода с комплексом вакансия + атом замещения. Сравнение результатов
Энергия связи, эВ

1 окружение 2 окружение
Атом замещения Ti V Cr Pd Ti V Cr Pd

Данная работа 0,58 0,58 0,58 0,60 0,59 — — 0,55

[18] 0,57 0,57 0,58 — — — — —

Рис. 4. Расположение атома водорода и
атома замещения X в отрелаксированной

ячейке ОЦК-железа

Рис. 3. Энергия связи комплекса вакансия + атом замещения X

для первого–третьего окружений относительно вакансии
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Были получены значения энергии связи водорода с комплексом «вакансия + X» (рис. 5). Как
видно из рис. 5, энергия связи водорода с данным комплексом сопоставима или даже ниже энер-

гии связи водорода с вакансией. Таким образом, присутствие примеси замещения в подобном
комплексе в первом окружении не приводит к
каким-либо существенным изменениям, что со-
гласуется с результатами, представленными в ра-

боте [18] (табл. 2). Присутствие примеси во вто-

ром окружении вносит небольшие изменения, и
этот эффект максимален для Pd: ∆E = –0,05 эВ.

Выводы
Рассмотрено взаимодействие водорода с раз-

личными типами точечных дефектов и их ком-

плексом в ОЦК-железе. Было показано, что водо-

род в чистом железе располагается предпочти-
тельно в тетраэдрической поре с энергией раство-

рения 0,3 эВ (с учетом энергии нулевых колеба-

ний). В присутствии вакансии оптимальным для
водорода является положение на расстоянии
0,23 Å от октапоры. В этом случае энергия захва-

та водорода вакансией составляет 0,60 эВ.
Также было показано, что с вакансией наибо-

лее сильно взаимодействуют атомы Pd и Ti (однако энергия связи вакансии и Ti, расположенного
во второй координационной сфере относительно вакансии, имеет противоположный знак) и мак-

симальное значение энергии связи соответствует примерно 0,3 эВ.
Была рассмотрена возможность захвата водорода комплексом вакансия + атом замещения в

ОЦК-железе. Показано, что основным взаимодействием водорода с точечными дефектами явля-

ется взаимодействие водорода с вакансией, что согласуется с другими работами.
Работа выполнена в рамках ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры инновационной

России» и поддержана грантом РФФИ 10-03-00295.
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AB INITIO MODELING OF VACANCY-POINT DEFECTS INTERACTION
IN BCC IRON

Ab initio modeling of the hydrogen and vacancy – solute atom complex interaction in bcc iron are

carried out. The equilibrium position and hydrogen energy trap are obtained. It was shown, that a hydro-

gen bond with the vacancy – solute atom complex is mainly determined by the hydrogen – vacancy in-

teraction.
Keywords: ab initio, bcc iron, hydrogen, point defects.
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