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ОБ ОБОБЩЕННОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ 
УРАВНЕНИЙ СОБОЛЕВСКОГО ТИПА НА ГРАФЕ 
 
А.А. Баязитова 
Южно-Уральский государственный университет, г. Челябинск, Российская Федерация 
E-mail: balfiya@mai.ru 
 

На геометрическом графе рассматривается краевая задача, где помимо 
условий непрерывности и баланса потоков, впервые вводится условие не-
подвижности в вершине графа, которое превращается в условие Дирихле, 
когда граф содержит одно ребро с двумя вершинами. При решении этой за-
дачи сначала рассматривается соответствующая задача Штурма–
Лиувилля, а затем полученные результаты применяются для решения за-
дачи Коши двух линейных моделей, заданных на графе: уравнения Хоффа и 
уравнения Баренблатта–Желтова–Кочиной. Особенностью работы является 
и тот факт, что на каждом ребре графа задаются уравнения с различными 
коэффициентами, что вкупе с введением неподвижных вершин графа явля-
ется впервые рассматриваемой задачей. 

Обе модели относятся к уравнениям соболевского типа, изучение кото-
рых переживает эпоху своего расцвета. Проведенная редукция этих уравне-
ний к абстрактному уравнению соболевского типа позволила применить 
метод вырожденных полугрупп операторов. Найдено фазовое пространство 
решений методом фазового пространства, заключающимся в сведении син-
гулярного уравнения к определенному на некотором подпространстве ис-
ходного пространства регулярному уравнению. Полученные результаты 
теорем могут быть применены при рассмотрении обратных задач, задач оп-
тимального управления, начально-конечных и многоточечных задач, а 
также при рассмотрении стохастических уравнений для моделей, заданных 
на геометрическом графе. 

Ключевые слова: модели соболевского типа; уравнения на графе; метод 
фазового пространства. 

 
Введение 

Уравнение Баренблатта–Желтова–Кочиной [1] 

( ) tu u fλ α− ∆ = ∆ +      (1) 

моделирует процессы фильтрации жидкости в трещинновато-пористых средах, влагопереноса в 
почве [2], а также теплопроводности в среде с «двумя температурами» [3].  

Уравнение Хоффа [4]  

( ) tu u fλ α+ ∆ = +              (2) 

моделирует выпучивание двутавровой балки под воздействием высоких температур.  
Обе модели относятся к уравнениям соболевского типа, изучение которых переживает эпоху сво-
его расцвета. Уравнения (1), (2) в различных аспектах изучены в [5–7]. Особенностями нашего 
подхода будут активное использование теории относительно ограниченных операторов и порож-
даемых ими вырожденных голоморфных групп операторов [8, гл. 3]. 

В данной работе впервые изучаются уравнения соболевского типа на графах с более общими 
условиями в вершинах графа, что является обобщением полученных ранее результатов, напри-
мер, [9]. Приведены примеры решения задачи Коши для линейных уравнений Хоффа и Баренб-
латта–Желтова–Кочиной при более общих предположениях на коэффициенты уравнений. В за-
ключительной части статьи намечены направления дальнейших возможных исследований. Спи-
сок литературы соответствует лишь вкусам автора и не является полным. 
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1. Функциональные пространства и дифференциальные операторы на графе 
Рассмотрим конечный связный ориентированный граф ( );G G= B E  с множеством вершин 

{ }iV=B  и множеством ребер (дуг) { }jE=E . Каждая дуга снабжена параметрами: длиной 0jl >  

и шириной 0jd > . Рассмотрим задачу с краевыми условиями: 

( ) ( ) ( ) ( )' '0, , , , ,j k k j k i iu t u l t E E E V E Vα ω= ∈ ∪                                      (3) 

( )( ) ( )( )' '0, 0, 0,j jx k kxE Ei ij j
d u t d u tE V E Vα ω− =∈ ∈∑ ∑                               (4) 

( ) ( ) ( ) ( )'' ''0, , 0, ,j k k j k i iu t u l t E E E V E Vα ω= = ∈ ∪                                   (5) 

для уравнений на графе G  

j j jxxa u u = f.−                                                               (6) 

Здесь через ' '{ }iV=B  обозначено множество «подвижных» вершин графа, а через '' ''{ }iV=B  – 

множество «неподвижных» вершин графа, через ( ) ( )α ω
iE V  обозначено множество дуг, у которых 

начало дуги (конец дуги) в вершине iV . 
Условие (3) соответствует требованиям непрерывности всех решений в вершинах графа, а 

условие (4) является аналогом условия Кирхгоффа и означает, что поток через каждую вершину 
графа должен равняться нулю (соответствует условию Неймана в случае, когда заданный граф 
состоит из единственной дуги с двумя подвижными вершинами), условие (5) – условие непод-

вижности решения в вершинах графа '' ''{ }iV=B . 

Определение. Вектор-функцию ( )1 2, ,..., ,...ju u u u=  такую, что ( )2 10, 0,j j ju C l C l ∈  ∩ , на-

зовем решением задачи (3)–(6), если она удовлетворяет уравнению (6) и краевым условиям (3)–
(5). 

Через ( )2L G  обозначим пространство ( ) ( ) ( )2 1 2 2{ , ,..., ,... : 0, }j j jL G g g g g g L l= = ∈ , это гиль-

бертово пространство со скалярным произведением ( ) ( ): 0
,

l j
j j jj E j

g h d g x h x dx〈 〉 ≥ ∈∑ ∫E
. Через 

U  обозначим гильбертово пространство ( )1 2{ , ,..., ,... :ju u u u= =U  ( )1
2 0,j ju W l∈  и выполнены (4), 

(5)} со скалярным произведением [ ] ( ) ( ) ( ) ( )( ): 0
,

l j
j jx jx j jj E j

u v d u x v x u x v x dx∈= +∑ ∫E
. 

В пространстве ( )1
2 0, jW l  абсолютно непрерывные функции согласно теоремам вложения 

Соболева, поэтому следует корректное определение, полнота и компактное вложение в ( )2L G  

пространства U . Отождествим в силу гильбертовости ( )2L G  со своим сопряженным простран-

ством, и введем сопряженное относительно двойственности ,〈⋅ ⋅〉  пространство F  к U . Легко за-
метить, что F  тоже является гильбертовым пространством с компактным вложением →U F . 

Умножим (6) скалярно на υ , где ,〈⋅ ⋅〉  – скалярное произведение в ( )2L G , тогда 

, ,Au fυ υ〈 〉 = 〈 〉 , где ( ): 0
,

l j
j jxx j j j jj E j

Au d u a u dxυ υ υ〈 〉 ≥ − +∈∑ ∫E
. 

Интегрируя по частям и используя условия (3)–(5), получим  

( ): 0
, .

l j
j jx jx j j jj E j

Au d u a u dxυ υ υ∈〈 〉 ≥ +∑ ∫E
 

Как нетрудно заметить, оператор A  самосопряжен, положительно определен и является топ-
линейным изоморфизмом пространств U  и F . Ввиду компактности вложения →U F  спектр  

( )σ A оператор A  положителен, дискретен, конечнократен и сгущается только к +∞ .  
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2. Редукция уравнения Хоффа и уравнения Баренблатта–Желтова–Кочиной  
На каждом ребре jE  зададим линейное уравнение Хоффа 

,j jt jxxt j ju u uλ α+ =                                                            (7) 

описывающее процесс выпучивания двутавровой балки, где параметр jλ +∈ℝ  характеризует на-

грузке на балку, параметры ,j jα β ∈ℝ  характеризуют свойства материала балки, переменные 

( )0, jx l∈  соответствуют натуральному параметру дуги, t ∈ℝ , и линейное уравнение Баренблат-

та–Желтова–Кочиной 
,j jt jxxt j jxxu u uλ α− =                                                          (8) 

описывающее динамику давления жидкости, фильтрующейся в трещиновато-пористой среде, а 
также процессы влагопереноса в почве и теплопроводности в среде с «двумя температурами», 

где параметры j jλ ,α ∈ℝ  характеризуют свойства среды, переменные ( )0, ,jx l t∈ ∈ℝ . 

Под краевой задачей понимается поиск вектор-функции ( )1 2, ,..., ,...ju u u u= , каждая компо-

нента которой ( )j ju = u x,t  удовлетворяет уравнению (7) или (8) на ребре jE , а в вершинах ком-

поненты удовлетворяют условиям (3)–(5). 
Будем для этих моделей рассматривать задачу с начальными условиями Коши 

( ) ( ) ( )0,0 , 0, .j j ju x u x x l= ∈                                                     (9) 

Для редукции уравнения Хоффа к линейному абстрактному уравнению соболевского типа по-
строим операторы , :L M →U F  

( )
0

, , ,
l j

j j j j jj
Lu d a u dx Auυ λ υ υ〈 〉 ≥ + − 〈 〉∑ ∫                                       (10) 

0
, ,

l j
j j j jj

Mu d u dxυ α υ〈 〉 ≥∑ ∫                                                   (11) 

а для редукции уравнения Баренблатта–Желтова–Кочиной 

( )
0

, , ,
l j

j j j j jj
Lu d a u dx Auυ λ υ υ〈 〉 ≥ − + 〈 〉∑ ∫                                        (12) 

0
, .

l j
j j jx jxj

Mu d u v dxυ α〈 〉 ≥ −∑ ∫                                                   (13) 

Очевидно, что рассмотренные в (10)–(13) операторы ( )L,M ∈ ≃L U F  (т. е. линейные и не-

прерывны), причем операторы L  фредгольмовы (т. е. ind 0L = ), а операторы M  компактны.  
Таким образом мы редуцировали задачу Коши (9) с краевыми условиями (3)–(5) для уравне-

ний (7), (8) к задаче Коши 

( ) 00u u=                                                                    (14) 

для абстрактного линейного уравнения соболевского типа 
.Lu Mu=ɺ                                                                    (15) 

 
3. Фазовое пространство уравнения Хоффа и уравнения Баренблатта–Желтова–Кочиной 

Пусть U  и F  – банаховы пространства, операторы ( ), ;L M ∈L U F  (т. е. линейны и ограни-

чены). Множества ( ) ( ) ( )1
{ : ; }L M L Mρ µ µ −= ∈ − ∈ℂ L F U  и ( ) ( )\L LM Mσ ρ= ℂ  назовем ре-

зольвентным множеством и L -спектром оператора M  соответственно. Оператор M  назовем 

( ),L σ -ограниченным, если 

( ) ( )( )| | La a Mµ µ µ ρ+∃ ∈ ∀ ∈ > ⇒ ∈ℝ ℂ . 

Если оператор ( ),0L -ограничен, то существуют проекторы 

( ) ( ) ( )1 1
, ( ).

2 2
L LP R M d Q L M d

i iµ µγ γ
µ µ

π π
= ∈ = ∈∫ ∫L U L F  



Математика 

Bulletin of the South Ural State University 
Ser. Mathematics. Mechanics. Physics, 2018, vol. 10, no. 3, pp. 5–11 

8 

Здесь ( ) ( ) 1LR M L M Lµ µ −= −  – правая, а ( ) ( ) 1LL M L L Mµ µ −= −  – левая L-резольвенты опе-

ратора M ; контур { :| | }C r aγ µ µ= ∈ = > . Контурные интегралы здесь и ниже понимаются в 

смысле Римана. Введем в рассмотрение подпространства 0 kerP=U , 1 im P=U , 0 kerQ=F , 
1 imQ=F  и обозначим через ( )k kL M  сужение оператора ( )L M  на ( )domk k

∩U U , 0,1k = . 

Справедлива 
Теорема 3.1. [8] Пусть оператор ( )M L,σ -ограничен. Тогда  

(i) оператор ( )k k
kL ;∈L U F , 0,1k = ; причем существует оператор ( )1 1 1

1 ;L− ∈L F U ; 

(ii) оператор ( ); , 0,1k k
kM Cl k∈ =U F ; причем существует оператор ( )1 0 0

0 ;M − ∈L F U . 

Пусть оператор ( )M L,σ -ограничен, построим оператор ( )1 0
0 0 .H M L−= ∈L U  Оператор M  

назовем ( )L, p -ограниченным, (( ,0)p L∈ℕ -ограниченным), если pH ≠O , а 1 ( )pH H+ = =O O . 

 
Для уравнения Хоффа справедливо следующее утверждение. 
Лемма 3.1 Оператор M  ( ),0L -ограничен (10), (11) в случае выполнения одного из условий: 

(i) тривиальное ядро оператора ker {0}L = ; 

(ii) нетривиальное ядро оператора ker {0}L ≠ , коэффициенты 0jα ≠  при любом j  и все jα  

имеют одинаковый знак. 
Доказательство. Очевидность утверждения (i) следует из существования оператора 

( )1L− ∈ ≃L U F . Пусть ker {0}L ≠  и jα +∈ℝ . Тогда билинейная форма   

[ ]
0

,
l j

j j j jj
h g d h g dxα=∑ ∫   

задает эквивалентное ,〈⋅ ⋅〉  скалярное произведение в ( )2L G . Оператор L  фредгольмов, т. е.  

dimim dimkerco L = L  и ядро kerL  ортогонально относительно ,〈⋅ ⋅〉 образу im L . Пусть вектор 

ker /{0}Lψ ∈ , рассмотрим 

[ ]2

0
, , 0.

l j
j j jj

M d dxψ ψ α ψ ψ ψ〈 〉 ≥ = >∑ ∫   

Следовательно, imM Lψ ≠  для любого вектора ker \ {0}Lψ ∈ , что означает отсутствие L -

присоединенных векторов для вектора ker \ {0}Lψ ∈ , что доказывает утверждение леммы в слу-

чае jα +∈ℝ . Если же jα −∈ℝ , то для леммы доказательство аналогично. 

Для уравнения Баренблатта–Желтова–Кочиной справедливо утверждение. 
Лемма 3.2. Оператор M  ( ),0L -ограничен (12), (13) в случае выполнения одного из двух ус-

ловий 
(i) тривиальности ядра ker {0}L = ; 

(ii) ядро оператора нетривиально ker {0}L ≠ , а для коэффициентов выполняются условия 

0jα ≠  при любом j , все jα  с одинаковым знаком,  0jλ ≠  при любом j  и все jλ  имеют одина-

ковый знак. 

Доказательство. Утверждение (i) следует из существования оператора ( )1L− ∈ ≃L U F . Если 

же ker {0}L ≠  и jα +∈ℝ , то при векторе ker /{0}Lψ ∈  получим 

2

0
, 0,

l j
j j jxj

M d dxψ ψ α ψ〈 〉 ≥ − ≤∑ ∫  

равенство , 0Mψ ψ〈 〉 ≥  выполняется только при ( )1 2, ,..., ,... 0x x x jxψ ψ ψ ψ= ≡ , а 

( )2 2 2

0 0
, 0

l lj j
j j j jx j j jj j

L d dx d dxψ ψ λ ψ ψ λ ψ〈 〉 ≥ + = ≠∑ ∑∫ ∫  при 0jλ ≠  при любом j  и все jλ  име-
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ют одинаковый знак и 0ψ ≠ . Это приводит к противоречию с тем, что  ker /{0}Lψ ∈ , поэтому 

, 0Mψ ψ〈 〉 <  при ker /{0}Lψ ∈  и jα +∈ℝ . 

Получаем, что imM Lψ ≠  для любого вектора ker \ {0}Lψ ∈ , аналогично лемме 3.1 получа-

ем, что ни один вектор ker \ {0}Lψ ∈  не имеет L -присоединенных векторов. Для случая  

jα +∈ℝ  лемма доказана. Тот же самый результат получим при значениях jα −∈ℝ . 

 
Решением уравнения (15) называется вектор-функция ( )u = u t , t ∈ℝ , если она удовлетворяет 

этому уравнению. Решение ( )u = u t  назовем решением задачи Коши (14), если оно удовлетворяет 

условию (14) при некотором 0u ∈U . Фазовым пространством уравнения (15) называется мно-

жество ⊂B U , если любое его решение ( )u t ∈B  при каждом t ∈ℝ ; и для любого 0u ∈B  суще-

ствует единственное решение ( )1 ;u C∈ ℝ U  задачи (14) для уравнения (15). Наконец, введем в 

рассмотрение вырожденную (если ker {0}L ≠ ) голоморфную (во всей плоскости ℂ ) группу опе-
раторов 

( )1
, .

2
t L tU R M e d t

i
µ

µγ
µ

π
= ∈∫ ℂ  

Заметим, что 0U P= , причем ker kerP L⊃ . Справедлива 
Теорема 3.2. [8] Пусть оператор ( )M L, p -ограничен, { }0p∈ ∪ℕ . Тогда  

(i) любое решение ( )1 ;u C∈ ℝ U  уравнения (15) имеет вид ( ) 0
tu t U u= , t +∈ℝ , и некотором 

0u ∈ U ; 

(ii) фазовым пространством уравнения (15) служит подпространство 1
U .  

Итак, в условиях теоремы 3.2 L -резольвента ( ) 1
L Mµ −−  оператора M  в кольце | | aµ >  раз-

лагается в ряд Лорана  

( ) ( )1 1 1 1
1 0

1 0

,
p

k k k k

k k

L M S L Q H M Qµ µ µ
∞

− − − − −

= =
− = − −∑ ∑ I  

где операторы ( )1 1
1 1S L M−= ∈L U , ( )1 0

0 0H M L−= ∈L U . Отсюда разрешающая вырожденная 

группа tU  уравнения (15) выглядит следующим образом:  

( ) ,t StU Q e Q= − +I  

где  

( )
0

1

2 !

k
St t

k

St
e S e d

i k
µ

γ
µ µ

π

∞

=
= − =∑∫ I  

– группа операторов, заданная на фазовом пространстве 1
U  уравнения (15). 

Основным результатом статьи являются теоремы о разрешимости задачи Коши для линейных 
уравнений Хоффа и Баренблатта–Желтова–Кочиной. 

Теорема 3.3 (уравнение Хоффа) (i) Пусть ker {0}L = . Тогда фазовым пространством урав-

нения (7) является все пространство U .  
(ii) Пусть  ker {0}L ≠ , 0jα ≠  при любом j  и все jα  имеют одинаковый знак. Тогда фазо-

вым пространством уравнения (7) является подпространство 1
U . 

Теорема 3.4 (уравнение Баренблатта–Желтова–Кочиной) (i) Пусть ker {0}L = . Тогда фазо-

вым пространством уравнения (8) является все пространство U .  
(ii) Пусть  ker {0}L ≠ , 0jα ≠  при любом j  и все jα  имеют одинаковый знак, 0jλ ≠  при лю-

бом j  и все jλ  имеют одинаковый знак. Тогда фазовым пространством уравнения (8) является 

подпространство 1
U . 
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Заключение 
Полученные результаты теорем могут быть применены при рассмотрении обратных задач, 

задач оптимального управления, начально-конечных и многоточечных задач, а также при рас-
смотрении стохастических уравнений для моделей (7), (8), заданных на геометрическом графе с 
условиями (3)–(5). 
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On the geometric graph, where in addition to the continuity conditions and balance flow, condition 
of immobility is first introduced into the vertices of the graph, which is converted to a Dirichlet condi-
tion when the graph has one edge with two vertices. To solve this problem we first consider the corre-
sponding Sturm–Liouville problem, and the results are then used to solve the Cauchy problem for two 
linear models, defined on the graph: Hoff equation and Barenblatt–Zheltov–Kochina equation. A feature 
of the work is the fact that on each edge of the graph given by the equation with different coefficients, 
which coupled with the introduction of vertices, is fixed for the first time in this problem. 

Both models relate to Sobolev type equations, the study of which is experiencing an era of its hey-
day. Reduction of these equations to an abstract Sobolev type equation makes it possible to apply the 
method of degenerate semigroups of operators. The phase space of solutions is determined by the phase 
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space method, which consists in reducing the singular equation to a regular equation defined on some 
subspace of the original space. The obtained results of theorems can be used in consideration of inverse 
problems, optimal control problems, the initial-end and multipoint problems, and also in consideration 
of stochastic equations for the models set in a geometric graph. 

Keywords: Sobolev type models; equations on graph; phase space method. 
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ЗАДАЧА СТАРТОВОГО УПРАВЛЕНИЯ И ФИНАЛЬНОГО 
НАБЛЮДЕНИЯ ДЛЯ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ ФИТЦ ХЬЮ–НАГУМО 
С УСЛОВИЕМ ДИРИХЛЕ–ШОУОЛТЕРА–СИДОРОВА 
 
О.В. Гаврилова 
Южно-Уральский государственный университет, г. Челябинск, Российская Федерация 
E-mail: gavrilovaov@susu.ru 

 
Исследуется стартовое управление и финальное наблюдение 

решениями задачи Дирихле–Шоуолтера–Сидорова для вырож-
денной системы уравнений Фитц Хью–Нагумо. Эта система от-
носится к классу уравнений реакции-диффузии и описывает 
распространения волн в активных биологических средах, таких 
как сердечная мышца или мозговая ткань. Система уравнений 
Фитц Хью–Нагумо является, с одной стороны, развитием из-
вестной модели Колмогорова–Петровского–Пискунова, а с дру-
гой стороны – упрощением модели Ходжинса–Хаксли. При по-
строении математической модели учитывая, что скорость одной 
искомой функции системы уравнений Фитц Хью–Нагумо значи-
тельно превышает скорость другой, было предложено исследо-
вать вырожденный случай. Изучаемая задача стартового управ-
ления и финального наблюдения моделирует ситуацию, когда 
после кратковременного управляющего воздействие ожидается 
требуемый результат за некоторый период времени, т. е. в на-
чальный момент времени посылается импульс большой мощно-
сти в систему нервов и ожидается требуемое состояние системы 
через некоторое установленное время. На основе методов Галер-
кина и компактности доказана теорема существования задачи 
стартового управления и финального наблюдения в слабом 
обобщенном случае. 

Ключевые слова: полулинейные уравнения соболевского типа; 
задача Шоуолтера–Сидорова; задача стартового управления и фи-
нального наблюдения; система уравнений Фитц Хью–Нагумо; сла-
бое обобщенное решение. 

Введение 

Пусть nRΩ ⊂  – ограниченная область с границей ∂Ω  класса C∞ . В цилиндре (0, )Q T= Ω ×  
рассмотрим вырожденную систему уравнении Фитц Хью – Нагумо: 

1 1 1 1

3
2 2 2 2

0 ,v w v f

w
w w v w f

t

α β η

α β η

= ∆ + − +


∂ = ∆ + − − + ∂

      (1) 

с краевым условием Дирихле 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0v s,t = ,w s,t = , s,t × ,T∈∂Ω          (2) 

и начальным условием Шоуолтера–Сидорова 

( ) ( ),0 , .w s u s s= ∈Ω          (3) 

Искомые функции ( )w= w s,t  и ( )v= v s,t  описывают динамику мембранного потенциала и пове-

дение натриевого и калиевого токов; 2 Rβ −∈ , 1 1 2 1 2, , , , , Rα β α α η η +∈  – характеризуют порог воз-
буждения, скорость порога возбуждения, электропроводность и реполяризацию среды; 

( )1 2,f f f=  – источник возбуждения. Первоначально в работах [1, 2] была получена невырож-

денная система уравнений Фитц Хью–Нагумо, зависящая от двух искомых функций v  и w , мо-
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делирующих поведение химических элементов в мембране. Скорость искомой функции w  уве-
личивается по мере ее роста, что привносит в систему сильную нелинейность. Невырожденная 
система уравнений Фитц–Хью в двухкомпонентном и многокомпонентном случаях изучалась 
подробно в работах [3–5]. Нулевое решение невырожденной системы при 2 0β <  асимптотически 

устойчиво, а при 2 0β >  неустойчиво [6]. В связи с тем, что скорость искомой функции w  суще-

ственно превосходит скорость изменения v , в случае устойчивости решения (при 2 0β < ) в рабо-
те [7] было предложено рассматривать именно вырожденную систему уравнений вида (1). Нами 
будет рассмотрен случай асимптотически устойчивой задачи, когда 2 0β <  и 1 2β η= . 
Начально-краевая задача (2), (3) для системы уравнений (1) в специальным образом подоб-

ранных функциональных пространствах редуцируются к задаче Шоуолтера–Сидорова 

( ) ( )( )0 0L x u s− =           (4) 

для абстрактного полулинейного уравнения 

( ).
,ker {0}xL Mx N x f L+ + = ≠     (5) 

и относится к широкому классу уравнений соболевского типа [8, 9]. При рассмотрении классиче-
ского условия Коши в случае уравнений соболевского типа решение задачи существует лишь при 
начальном значении ( )u s  взятом из фазового пространства уравнения (5). Рассматриваемое в 

работе условие Шоуолтера–Сидорова (4) является более общим по сравнению с условием Коши 
и позволяет снять данное ограничение. Впервые задача управления для уравнений соболевского 
типа была поставлена и изучена в конце XX века, задачи же стартового управления и финального 
наблюдения исследуются сравнительно недавно. Задачи управления для полулинейных уравне-
ний соболевского типа с условием Шоуолтера–Сидорова рассматривались в [10, 11]. В работе 
[12] была исследована задача оптимального управления для вырожденной системы уравнений 
(1), а также рассмотрены и доказаны существование и единственность решения задачи (1)–(3) в 
слабом обобщенном смысле. Впервые задача стартового управления и финального наблюдения 
для системы уравнений (1) рассматривалась в работе [13]. 
Данная работа посвящена исследованию задачи стартового управления и финального на-

блюдения 

( )( )J x T ,u inf→      (6) 

решениями задачи (1)–(3) в слабом обобщенном смысле [8, 14]. Задача стартового управления и 
финального наблюдения моделирует ситуацию, когда после кратковременного управляющего 
воздействие ожидается требуемый результат за некоторый период времени, т. е. в начальный мо-
мент времени посылается импульс большой мощности в систему нервов и ожидается требуемое 
состояние системы через некоторое установленное время. В работах [15–17] изучались задачи 
стартового управления и финального наблюдения для различных математических моделей, осно-
ванных на уравнениях соболевского типа. 
 
1. Задача стартового управления и финального наблюдения 

Положим 1
2 ( )

o

iH W= Ω  и ( )4iB L= Ω , 1,2.i =  Рассмотрим гильбертово пространство 

( ) ( )2 2A L L= Ω × Ω  со скалярным произведением  

( ) ( )2 2
[ , ] , , ,

L L
x v wζ ξ ηΩ Ω= +  где ( , ),x v w=  ( , ).ζ ξ η=  

Определим пространства 1 2H H H= ×  и 1 2B B B= × , а через * ,H  *B  обозначим сопряженные 

пространства к пространству H , B  относительно скалярного произведения в A , соответственно. 
В силу теоремы Соболева в случае 4n ≤  имеют место плотные и непрерывные вложения 

* * ,H B A B H⊂ ⊂ ⊂ ⊂  
причем вложение H A⊂  компактно согласно теореме Реллиха–Кондрашева. 
Определим операторы L,M,N  следующим образом: 

[ ] ,Lx,ζ = w,η ,x,ζ H〈 〉 ∈  
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[ ] 1 1 1 2 2 1, , , , | | , , , ,Mx v w v w w v x Hζ α ξ β η ξ α η β β η ζ= − ∇ ∇ + − + + − ∇ ∇ + + ∈  

( ) 3, , , , .N x w x Bζ η ζ  = ∈   

Замечание 1. Операторы ( )*L,M H;H∈L  линейные непрерывные операторы. Справедли-

вость данного утверждения является классическим результатом. 
Рассмотрим пространство  
 ( ) ( ) ( )2 1 4 2{ | 0, ; , 0, ;coim 0, ; }.X x v L T H w L T L L T B∞= ∈ ∈ ∩  

Определение 1. Вектор-функцию x X∈  при +T R∈  назовем слабым обобщенным решением 
задачи Шоуолтера–Сидорова (1)–(3), если она удовлетворяет  

( ) ( )
0

, ,
T dx

t L Mx N x dt
dt

ϕ ζ ζ   +  +  =     
∫ ( )[ ] ( )0

0

, , , 0
T

t f dt L x xϕ ζ ζ − = ∫  ( )2, 0, .H L Tζ ϕ∀ ∈ ∀ ∈  

Теорема 1. [13] Пусть 1 2 1 1, , , Rα α β η +∈ , 2 Rβ −∈  и 4n ≤ , тогда при любых 0 ,,x H T R+∈ ∈  

( )*
1 2 10, ;f L T H∈ , ( )4

3

*
2 20, ;f L T B∈ , 2u H∈  существует единственное решение x X∈  задачи (1)–

(3), причем 

( ) ( ) ( )
2 1 2

2 2 4
1( )

0

t

L H B
w t C v w dτ τ τ

Ω
 + + ≤  ∫ ( ) ( )* *

21 2

2
2 1 3 2 ( )

0 0

,
t t

LH B
C f d C f d uτ τ τ τ Ω+ +∫ ∫  

0 1 3iC > ,i = , .       (7) 

Пусть ( )( )J x T ,u  – ограниченный снизу, полунепрерывный снизу, коэрцитивный функцио-

нал; adu U∈ , где adU  – некоторое замкнутое и выпуклое множество в пространстве управлений 

2U H= . Рассмотрим задачу стартового управления и финального наблюдения (6) решениями (1) 
– (3) в слабом обобщенном смысле. 

Определение 2. Пару ( )( )ˆ ˆ adx T ,u X ×U∈  будем называть решением задачи (1)–(3), (6), если  

 
( , )

ˆ ˆ( ( ), ) inf ( ( ), ),
x u

J x T u J x T u=  

и пары ( )x,u  удовлетворяют задаче (1)–(3) в смысле определения 1. Вектор-функцию u  будем 

называть стартовым управлением задачи (1)–(3), (6). 
Теорема 2. Пусть 1 2 1 1, , , Rα α β η +∈ , 2 Rβ −∈ , T R+∈  и 4n ≤ , тогда существует решение 

( )( )ˆ ˆx T ,u  задачи (1)–(3), (6). 

Доказательство. В силу теоремы 1 для задачи (1)–(3), (6) для любого adu U∈  существует 
единственное слабое обобщенное решение. Следовательно, можно считать, что  

( )( ) ( )J x T ,u = J u . 

I.  Множество значений функционала ограничено снизу, значит, существует минимизирую-
щая последовательность { } ,m adu U⊂  такая что  

( ) ,lim m
m

J u C
→∞

=  

где C  – точная нижняя грань множества значений функционала ( )( )J x T ,u . Последовательность 

( ) 1{ }m mJ u ∞
=  ограничена в R, следовательно, в силу коэрцитивности функционала ( )J u , последо-

вательность 1{ }m mu ∞
=  ограничена в U.  Согласно теореме Банаха–Алаоглу из { }mu  можно извлечь 

слабо сходящуюся подпоследовательность ˆmu u→  в U.  В силу теоремы Мазура точка ˆ .adu U∈  

II.  Обозначим за ( ) ( ) ( ) ( )( )m m m m m mx = x u = v ,w = v u ,w u  последовательность слабо обобщен-

ных решений задачи 

( ) ,m m mLx Mx N x f+ + =ɺ  ( )( )0 0m mL x u = .−  
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В силу теоремы 1 и оценки (7) и, ввиду рефлексивности бохнеровских пространств ( )4 20, ;L T B , 

( )2 10, ;L T H  и ( )4
3

*
20, ;L T B  существуют слабые пределы  

ˆmv v→  слабо ( )2 10, ;L T H , 

ˆmw w→  *-слабо ( )20, ; ( )L T L∞ Ω , 

ˆmw w→  слабо ( )4 20, ;L T B . 

В силу ограниченности операторов L  и M  получим  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
*

2
*

, ,

, ,

L
m m m m mH H H

M
m m m m mH H H

Lx t x t Lx t x t C x t

Mx t x t Mx t x t C x t

  ≤ ≤ 

  ≤ ≤ 

 

значит { },{ }m mLx Mx  ограничены в ( )0L ,T;H .∞  

По построению оператора N  получим, что 

( )
2 2

3

0 0

,
T T

m m m mB B
N x x d w w dτ τ  = ∫ ∫  

и ( ){ }mN x  ограничена в ( )4
3

*0, ;L T B  следовательно,  

( )mN x µ→  слабо в ( )4
3

*0, ;L T B . 

III.  Покажем, что ( )ˆ ,µ= N x  где ( )ˆ ˆ ˆx= v,w . Так как пространство H A⊂  компактно, то по-

следовательность mw w→  в пространстве ( )( )2 20, ;L T L Ω . Получим, что  

( ) 3ˆN x w=  

в силу единственности предела. 
IV.  Так как пространство A  сепарабельно, то выберем в нем счетную всюду плотную орто-

нормированную систему функций { } ( ){ }1 2, .j j jϕ ϕ ϕ=  Тогда в силу основной леммы вариационно-

го исчисления 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )
0

, , , 0 , .
T

m j m j m j m jLx T Mx N x d Lxϕ τ ϕ τ ϕ τ ϕ      + + =      ∫  

Зафиксируем j  и перейдем к пределу при m→ +∞  

( ) ( ) ( )( )
0

ˆ ˆ ˆ ˆ, , , .
T

j j jLx T Mx N x d Luϕ τ τ ϕ τ ϕ    + + =    ∫  

Тогда получим, что  

( ) ( )
0

ˆ
ˆ ˆ, , 0,

T dx
L Mx N x d

d
ϕ ϕ φ τ τ

τ
   +  +  =     
∫  ( ) ( )2ˆ ˆ0 , , 0, .Lx u A L Tϕ ϕ= ∀ ∈ ∀ ∈  

Следовательно, ( )ˆ ˆx= x u  и в силу полунепрерывности снизу функционала J , получим 

ˆlim inf ( ) ( ).
ad

m
m U

J u J u
→∞

≥  Значит u  есть стартовое управление в задаче (1)–(3), (6). Таким образом, 

теорема доказана. 
Рассмотрим задачу стартового управления и финального наблюдения (1)–(3), (6), где функ-

ционал штрафа задается формулой 

( )( ) ( ) ( )
1 2

2 4
, f fH B

J x T u v T v w T wϑ ϑ= − + − +
2

4
.

H
u                    (8) 

Здесь ( ) ( ) ( )( )f f fx s = v s ,w s  – требуемое состояние системы, которого достигается при мини-

мальном начальном воздействии по прошествии времени t = T . 
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Лемма 1. Функционал ( )( )J x T ,u , заданный в виде (8), является ограниченным снизу, полу-

непрерывным снизу, коэрцитивным функционалом. 

Доказательство. Покажем, что функционал ( )( )J x T ,u , заданный в виде (8), является коэр-

цитивным 

( )( ) ( ) ( )
21 2

2 4 2

HH B
x T ,u v T + w T + u≤ ≤  

( ) ( )
21 2

2 4 2
1 2 3f f HH B

C v T v C w T w C u≤ − + − + + = *
2 2

4 2
1 1

1 1
B H

C u C uϑ ϑ
ϑ ϑ

− + =  

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
21 2

2 4 2
1 6 1 61 , ,f f HH B

C v T v w T w u C C J x u Cϑ ϑ ϑ= − + − + − + = +  

2
3 2

5
0, 1,6, 3при .

4i f B
C    i    C   C w> = > =  

Очевидно, что функционал ( )( )J x T ,u  непрерывный, а значит, и полунепрерывный снизу. Таким 

образом, лемма доказана. 
В силу теоремы 2 и леммы 1 справедлива 
Теорема 3. Пусть 1 2 1 1, , , Rα α β η +∈ , 2 Rβ −∈ , T R+∈  и 4n ≤ , тогда существует решение 

( )( )ˆ ˆx T ,u  задачи (1)–(3), (6), где функционал ( )( )J x T ,u  принимает вид (8). 
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The paper discusses the start control and the final observation of solutions of the Dirichlet–

Showalter–Sidorov problem for the degenerate Fitz Hugh–Nagumo system of equations. This system 
refers to the class of reaction-diffusion equations and describes the propagation of waves in active bio-
logical media, such as the heart muscle, or brain tissue. On the one hand, the Fitz Hugh–Nagumo system 
of equations is the development of more familiar model of Kolmogorov–Petrovsky–Piskunov, and on 
the other hand, the simplification of the Hodgins–Huxley model. When constructing a mathematical 
model taking into account that the speed of one desired function of the Fitz Hugh–Nagumo system of 
equations significantly exceeds the speed of the other, it has been suggested to investigate the degenerate 
case. The studied task of the start control and final observation simulates the situation when, after a 
short-time control action, the expected result for a certain period of time, i.e. at the initial moment of 
time sends a high-power pulse is sent to a nerve system and the required state of the system is expected 
after a certain set time. On the basis of Galerkin's methods and compactness, the existence theorem of 
the problem of starting control and final observation in a weak generalized case is proved. 

Keywords: semilinear Sobolev type equations; Showalter–Sidorov problem, the start control and fi-
nal observation problem; weak generalized solution; the Fitz Hugh–Nagumo system of equations. 
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Предложен алгоритм настройки систем типа Мамдани, использующий 
для подстройки правил нечёткого логического вывода принцип пропор-
ционально-интегрального регулятора с ограниченной интегральной со-
ставляющей. Для уменьшения времени подстройки по сравнению с про-
порциональным регулятором и уменьшения величины перерегулирования, 
по сравнению с пропорционально-интегральным регулятором с теми же 
значениями коэффициентов интегральной и пропорциональной состав-
ляющих, используется ограничение интегральной составляющей. Достоин-
ство разработанного алгоритма заключается в возможности осуществления 
локальной подстройки без полного набора данных области определения 
входных переменных и соответствующих им значений отклика системы. В 
качестве приоритетного направления дальнейших исследований рассмат-
ривается адаптация применения алгоритмов для функций принадлежности 
других (отличных от гауссовых) типов. Эффективность алгоритма под-
тверждена результатами его сопоставления с алгоритмами подстройки сис-
тем нечёткого логического вывода на основе нечётких нейронных сетей и 
нечёткой кластеризации при решении идентичных задач. 

Ключевые слова: системы нечёткого логического вывода; адаптивные сис-
темы; системы Мамдани; интеллектуальные системы; нечёткая логика; функ-
ции принадлежности; пропорционально-интегральный регулятор. 

 
Введение 

Использование систем нечёткого логического вывода приобрело широкое распространение, 
начиная с 1980-х гг., когда разработанные в 1965 году Л. Заде математические принципы стало 
возможным применить в алгоритмах, выполняемых с использованием ЭВМ. Математическое 
подтверждение возможности использования нечётких моделей в задачах моделирования функ-
циональных зависимостей получено после доказательства Б. Коско теоремы [1] о том, что систе-
мы нечёткого логического вывода типа Мамдани могут аппроксимировать любую функциональ-
ную зависимость с заданной точностью (впоследствии аналогичные теоремы доказаны в отноше-
нии систем нечёткого вывода типа Сугено). Для настройки правил нечётких моделей существуют 
различные алгоритмы, наиболее распространенными из которых являются алгоритмы, построен-
ные на основе нейронных сетей или алгоритмы нечёткой кластеризации. Но указанные методы 
более часто применяются для настройки систем типа Сугено [2–5], в связи с большей вычисли-
тельной простотой и точностью. Тем не менее остаётся класс систем типа Мамдани [6–9], кото-
рые применяются при реализации экспертных систем, в связи с интуитивной понятностью ин-
терпретации правил и большей близостью к логическому мышлению человека, для которых по-
сле настройки системы экспертами требуется корректировка правил нечёткого логического вы-
вода на основе статистических данных, получаемых в процессе функционирования системы.  

В качестве объекта применения адаптивного алгоритма возьмем классическую систему не-
чёткого логического вывода типа Мамдани, содержащую m входных переменных и одну выход-
ную переменную. Каждая входная переменная может содержать от 2 до m функций принадлеж-
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ности к нечёткому множеству. Выходная переменная содержит k ≥ 2 функций принадлежности. 
Общая схема вывода для систем типа Мамдани производится по следующему алгоритму: 

1. Этап фаззификации: чёткие значения входных переменных x приводятся к нечётким зна-
чениям посредством вычисления их степени истинности выражения: xu есть Au

j как вычисления 
значения соответствующего значения входной функции принадлежности µA(xu), где u – номер 
входной переменной, j – номер правила нечёткого логического вывода. 

2. Этап нечёткого вывода: используя полученные на первом этапе значения степеней истин-
ности, вычисляются результирующие значения для каждого j-го правила из набора в m правил: 

1 1:ЕСЛИ ( ),...,И ( ) ТОj jj
j n n kR x есть А x есть А y есть B ,                              (1)

 
где И – операция пересечения нечётких множеств (t-норма). В статье в качестве оператора t-
нормы используется оператор умножения (оператор MIN), k – номер функции принадлежности 
выходной переменной. 

3. Этап дефаззификации: получение чёткого значения. В статье будет рассматриваться мо-
дель с выполнением дефаззификации методом вычисления центра тяжести 

max max

min min

( ) ( )r ry y y dy y dyµ µ= ∫ ∫ ,                (2) 

где µr(y) – результирующая функция принадлежности, полученная посредством суммирования 
частных усечённых функций принадлежности µjr(y), полученных при срабатывании j-го правила. 
 
Синтез алгоритма настройки системы нечёткого логического вывода 

Для применения принципов регулятора, работающего по пропорционально-интегральному 
принципу (ПИ-регулятор) [10], для каждого правила введём понятие накапливаемой (интеграль-
ной) ошибки, рассчитываемой по формуле (3), и пропорциональной ошибки: 

1

( )
N

ij j i i
i

I w y s
=

= −∑ ,              (3) 

( )ij j i iP w y s= − ,           (4) 

где j – номер сработавшего правила; i – номер шага, на котором было получено прогнозируемое 
значение на выходе системы нечёткого логического вывода y; Si – реальное значение прогнози-
руемой величины; jw  – вес вклада результирующей функции принадлежности j-го правила при 

формировании i-й оценки, вычисляется по формуле: 

1 1 2 2 1( ( ), ( ),..., ( ))j A j A j Anjw T x x xµ µ µ= ,         (5) 

где T – операция вычисления t-нормы. В качестве t-нормы нами использована операция MIN, но 
можно использовать другие варианты t-норм, такие как оператор произведения или оператор 
усиленного произведения [11]. В представленной интерпретации wi соответствует уровню акти-
вации j-го правила при получении результирующей функции принадлежности. Для каждого пра-
вила выделим чёткое значение заключения yj, получаемое по тому же правилу, что и общее ре-
зультирующее значение (6), только в функция принадлежности µjr(y) является результирующей 
функцией от срабатывания j-го правила: 

max max

min min

( ) ( )j jr jry y y dy y dyµ µ= ∫ ∫ .                                                 (6) 

В качестве формы функции принадлежности для описания входных и выходной переменных 
выбрана симметричная гауссова функция принадлежности: 

2

2
( )

2( )
x b

ax eµ
−−

= ,                                                                (7) 
где a – параметр, определяющий ширину функции принадлежности; b – параметр, 
определяющий положение ядра функции принадлежности. Поскольку в выбранной системе 
каждому правилу соответстует только одна функция принадлежности выходной переменной, 
которая является симметричной относительно центра b, то результат дефаззификации для 
правила (6) будет совпадать с ядром функции принадлежности b.  
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Алгоритм подстройки основан на вычислении ошибки по принципу работы ПИ-регулятора с 
ограниченной интегральной составляющей и последующим изменением на её основе параметров 
консеквента для правил логического вывода [11–13]. 

Для корректной работы алгоритма необходимо соблюдение следующих ограничений: 
1. Для задания выходной переменной используются симметричные гауссовы функции при-

надлежности, описываемые уравнениями (7). 
2. Число функций принадлежности выходных переменных равно числу правил логического 

вывода и равно произведению числа функций принадлежности разных входных переменных. 
3. Центры (ядра) входных функций принадлежности должны быть равномерно расположе-

ны на всей области определения. При этом расстояние между центрами функций принадлежно-
сти ∆x вычисляется по формуле 

( )max min 1x x x N∆ = − − ,          (8) 

где xmax  –  верхняя граница области определения входной переменной, xmin – нижняя граница об-
ласти определения выходной переменной. В предельном случае для числа функций принадлеж-
ности, равным двум, центры функций принадлежности будут совпадать с границами области оп-
ределения, N – число функций принадлежности. 

4. Значение истинности в точке пересечения двух соседних функций принадлежности xk 
равно 0,5: ( ) 0,5kxµ = . При задании функции принадлежности гауссова типа (6) оценка парамет-
ра а, определяющего ширину функции принадлежности, будет рассчитываться по формуле 

( )0,5 2 ln0,5a b x= − ∆ .                                                       (9) 

Алгоритм основан на изменении ядер функций принадлежности при возникновении ошибки 
вычислений и состоит из следующих шагов: 

1. Берётся набор значений входных переменных [x1, xn] и соответствующее им расчётное yi и 
фактическое si значения выходной переменной (i – номер шага, на котором было получено про-
гнозируемое значение на выходе системы нечёткого логического вывода для заданного фиксиро-
ванного значения входных переменных). 

2. Для каждого j-го правила j = [1, M], где M – число правил в системе, выполняются шаги 
3–6. 

3. На основе данных, полученных в результате предыдущих измерений, вычисляется значе-
ние ошибки для интегральной составляющий по формуле (3).  

4. Для уменьшения значения перерегулирования вводится ограничение интегральной со-
ставляющей с помощью указания максимального значения Is, выше которого значение инте-
гральной составляющей быть не может: 

, если ,

, если .

ij ij

ij ij

I Is I Is

I I Is

= ≥
 <

        (10) 

5. Вычисляется значение пропорциональной составляющей по формуле (4). 
6. Вычисляется общее значение ошибки Eij как сумма пропорциональной и интегральной 

составляющих  
Eij = KII ij + KPPij,                                                             (11) 

где KI и Kp – коэффициенты для интегральной и пропорциональной составляющих, используемые 
для изменения скорости реагирования на ошибку выхода. 

7. Производится корректировка параметра b функции принадлежности заключения j-го пра-
вила по формуле 

j j ijb b E= +              (12) 

 
Рис. 1. Графическая интерпретация терм-множества входной переменной 
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Рис. 2. Графическая интерпретация терм-множества выходной переменной 

Рассмотрим работу алгоритма при различных значениях коэффициентов KI и Kp для того, 
чтобы показать их влияние на скорость и точность подстройки параметров модели. Для этого 
возьмем систему нечёткого логического вывода, содержащую одну входную переменную, терм-
множество которой содержит 10 функций принадлежности и одну выходную переменную, терм-
множество которой также содержит 10 функций принадлежности (для соблюдения второго огра-
ничения).  

Графическое представление терм-множества входной переменной представлено на рис. 1, 
выходной переменной – на рис. 2. Система будет содержать 10 правил нечёткого логического 
вывода, посредством которых функция принадлежности входной переменной с номером 1 связа-
на с функцией входной переменной номер 1, функция принадлежности с номером 2 связана с 
функцией принадлежности выходной переменной с номером 2 и т. д. 

Влияние коэффициентов KI и Kp будет показано следующим образом: зафиксировано значе-
ние входной переменной, равное 3,018. При заданных выше первоначальных настройках системы 
соответствующее выходное значение будет равно s = 2,7725. На первых 5 шагах задано значение 
s = 2,7725, начиная с 20 шага задано значение s = 6,0829 (произведено ступенчатое изменение 
ожидаемой величины). Графики изменения выходного значения y от шага применения алгоритма 
при различных коэффициентах KI и Kp представлены на рис. 3. 

 
Рис. 3. Зависимость выходного значения системы от шага выполнения алгоритма подстройки  

при различных коэффициентах KI и Kp 

 
Рис. 4. Зависимость выходного значения от шага выполнения алгоритма подстройки  

при различных значениях коэффициентов K I, Kp, Is 
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При значениях коэффициента интегральной составляющей больше 0,5 амплитуда перерегу-
лирования становится большой – может превысить 0,7 от значения изменения отслеживаемой 
выходной величины, но при этом интегральная составляющая позволяет быстрее реагировать на 
возмущающее воздействие (в этом случае сохраняется скорость подстройки, но уменьшается ам-
плитуда перерегулирования) [14, 15]. Графики изменения выходного значения от шага примене-
ния алгоритма для различных значений коэффициентов KI, Kp, Is представлены на рис. 4. 

За счёт изменения параметров выходной переменной алгоритм производит интерполяцион-
ную подстройку поверхности нечёткого вывода. При этом подстройка производится за счёт сдви-
га «опорных точек», формируемых центрами функций принадлежности выходных переменных. 
Рассмотрим изменение поверхности вывода и расположения функций принадлежности входных 
переменных для следующих значений входной переменной: в которой функция принадлежности 
принимает значение ( ) 0,5xµ =  и происходит пересечение двух функций принадлежности, для 
этого возьмем x = 2,77, в которой значение функции принадлежности равно ( ) 0,5xµ = , возьмём 
x = 3,33, в которой только одна функция принадлежности с номером 4 активирует правило, для 
неё µ(x) = 1, и промежуточное значение x = 3. Выбранные значения x и их взаимосвязь с функ-
циями принадлежности входной переменной представлены на рис. 5. 

 
Рис. 5. Выбранные значения x и их взаимосвязь с функциями принадлежности входной переменной 

 
Исходный график поверхности нечёткого логического вывода и его изменения в результате 

подстройки представлены на рис. 6, изменение расположений функций принадлежности выход-
ной переменной представлены на рис. 7–9. 

 
Рис. 6. Изменение поверхности вывода для разных значений входной переменной 

 

 
Рис. 7. Расположение функций принадлежности после подстройки параметров для входного значения 3,33 
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Рис. 8. Расположение функций принадлежности после подстройки параметров для входного значения 2,77 

 

 
Рис. 9. Расположение функций принадлежности после подстройки параметров для входного значения 3 

 
Получаемая нечёткая поверхность вывода для системы вывода по типу Мамдани и гауссовых 

функций принадлежности является гладкой функцией, интерполирующей значения между цен-
трами функций принадлежности выходных переменных. В связи с этим при значении х = 2,77 
алгоритмом было выполнено перемещение выходных функций принадлежности с номерами 3 и 4 
(рис. 8). При этом результирующая поверхность вывода имеет более пологий вид, чем поверх-
ность вывода, изменённая для x = 3, когда четвертая выходная функция принадлежности имела 
более существенный вклад в результирующее значение и была перемещена дальше, чем функция 
с номером 3 (рис. 9). При расчёте степень истинности четвертой выходной функции принадлеж-
ности равна 0,8, степень истинности третьей выходной функции принадлежности равна 0,2. При 
подстройке при значении x = 3,33 перемещалась только одна функция принадлежности под но-
мером 4 (рис. 3), при этом полученная функциональная зависимость подстройки для значения 
3,33 имеет наименьшее значение максимума на участке [1, 5] области определения входной пе-
ременной.  
 
Сравнение эффективности алгоритмов подстройки системы нечёткого логического вывода 

В качестве критерия для сравнения предложенных алгоритмов будем использовать среднюю 
величину ошибки, вычисляемую по формуле 

*1 N

i i
i

e y y
N

= −∑ ,                                                            (13) 

где N – число точек, в которых проводилась проверка; iy  – значение, спрогнозированное систе-

мой; *
i

y  – моделируемое значение функции. 

Для выполнения сравнения будем использовать нечёткую нейронную сеть ANFIS (adaptive-
network-based fuzzy inference system) для подстройки системы нечёткого логического вывода Та-
каги–Сугено–Канга (TSK) первого порядка с результирующими функциями принадлежности 

f(x) = b, 
где b – константа, значение которой совпадает с ядром выходной функции принадлежности сис-
темы Мамдани (на графиках и далее будем обозначать ANFIS) и генерацию нечёткой системы 
типа Мамдани на основе статистических данных c использованием нечёткого алгоритма C-
средних (на графиках и далее будем обозначать FCM – fuzzy C-means). Область определения мо-
делей примем D = [0, 10], область значений E = [0, 10]. Первоначально нечёткие модели настрое-
ны на вывод зависимости y = 5 для любого значения x.  

Сравнение проведено на двух типах проверок:  
1. Подстройка системы по одной моделируемой зависимости. 
2. Подстройка системы по трём, последовательно изменяемым зависимостям. 
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Первая проверка производится на моделируемой нелинейной зависимости, имеющей один 
максимум:  

2( 5) / 2,53 4 xy e− −= + .     (14) 
Моделируемая зависимость служит математическим ожиданием для генерации пяти случай-

ных последовательностей (этапов), значения которых распределены по нормальному закону рас-
пределения с дисперсией, равной 0,5. Исходная зависимость и сгенерированные случайные по-
следовательности для пяти этапов представлены на рис. 10. 

 
Рис. 10. График исходной зависимости и сгенерированные случайные последовательности 

 
При сравнении алгоритмов нейронная сеть ANFIS будет использовать 10 эпох обучения. 

Средние значения полученных ошибок представлены в табл. 1. Итоговые графики зависимостей, 
полученные в результате обработки зашумлённых данных с использованием проверяемых алго-
ритмов, приведены на рис. 11. 

 
Рис. 11. Зависимости, полученные в результате обработки зашумлённых данных  

с использованием проверяемых алгоритмов 
 
 

Таблица 1 
 Средние значения ошибок на обучающих и контрольных выборках для подстройки  

с использованием сравниваемых алгоритмов 

Номер этапа 
Алгоритм Тип выборки 

1 2 3 4 5 
Обучающая 1,118256 0,574143 0,44774 0,354911 0,233608 

Предложенный 
Контрольная 1,135829 0,573822 0,447369 0,351716 0,216397 
Обучающая 0,370094 0,270445 0,340054 0,29814 0,24303 

ANFIS 
Контрольная 0,367198 0,277986 0,342855 0,287561 0,240048 
Обучающая 0,42473 0,43392 0,440363 0,438923 0,390062 

FCM 
Контрольная 0,432041 0,43917 0,4501 0,450138 0,398141 

 
Вторая проверка выполнена на серии из трёх последовательностей, являющихся нелинейны-

ми и имеющих несколько максимумов и минимумов: формулы (15)–(17). Таким образом, прове-
рена возможность аппроксимации динамической зависимости. Проверка адаптационных свойств 
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проведена для трёх итераций по четыре этапа в каждой. Исходные настройки систем и правила 
генерации случайных последовательностей для алгоритмов идентичны исходным настройкам и 
правилам генерации случайных последовательностей из предыдущей проверки: 

53 1 (0,3 0,2 )xy e −= + + ,                (15) 

( )0,1( 5)sin 2 8 4xy e x− −= − + ,       (16) 

( )( )2
5 sin( ) 0,5 0,7 ln 0,09y x x= + + + .              (17) 

Графики трёх исходных зависимостей и точек, случайно сгенерированных с использованием 
этих зависимостей в качестве среднего значения для проверки адаптации алгоритмов, представ-
лены на рис. 12. Результаты аппроксимации этих зависимостей с использованием проверяемых 
алгоритмов представлены в виде графиков на рис. 13 и в виде числовых значений в табл. 2. 

 

 
Рис. 12. Распределение исходной величины x и моделирования случайных результатов измерений  

по итерациям 1–3, содержащим по 5 этапов в каждой 
 

 
Рис. 13. Графики зависимостей, полученных в результате обработки зашумлённых данных  

с использованием проверяемых алгоритмов 
 

Проведённые сравнения показывают, что предложенный алгоритм выполняет подстройку за-
висимости на уровне алгоритмов ANFIS и FCM. Средняя ошибка на обучающей выборке на пя-
том этапе за три итерации составила 0,201446 для предложенного алгоритма, 0,161623 для алго-
ритма ANFIS и 0,206263 для алгоритма FCM. На контрольной выборке средняя ошибка на пятом 
этапе за три итерации составила 0,193556 для предложенного алгоритма, 0,164013 – для алгорит-
ма ANFIS и 0,19779 – для алгоритма FCM. 
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Таблица 2 
Средние значения ошибок на обучающих (ОВ) и контрольных (КВ) выборках по трём итерациям  

для предложенного алгоритма подстройки с использованием нечёткой сети ANFIS,  
генерации системы с использованием алгоритма FCM 

Предложенный  
алгоритм 

Алгоритм AFNFIS Алгоритм FCM Номер 
итерации 

Номер 
этапа 

ОВ КВ ОВ КВ ОВ КВ 

1 0,46926 0,47266 0,17618 0,17454 0,12255 0,12249 

2 0,19537 0,19857 0,15471 0,14542 0,05548 0,05549 

3 0,20666 0,20123 0,17847 0,17895 0,10935 0,11191 

4 0,12472 0,12134 0,16901 0,17085 0,0789 0,07762 

1 

5 0,12951 0,12919 0,12179 0,11241 0,06711 0,06843 

1 0,66071 0,66577 0,19378 0,19846 0,45681 0,45056 

2 0,41051 0,40337 0,13703 0,13326 0,34301 0,34559 

3 0,24624 0,23246 0,17043 0,16858 0,37221 0,37075 

4 0,23783 0,22348 0,20851 0,20771 0,37072 0,3561 

2 

5 0,24675 0,24498 0,16294 0,16389 0,3795 0,37116 

1 0,59862 0,59041 0,17529 0,18355 0,20335 0,18813 

2 0,35333 0,35615 0,18398 0,18221 0,20071 0,18264 

3 0,23531 0,20726 0,18021 0,1796 0,18457 0,17185 

4 0,23134 0,20509 0,18918 0,18109 0,18346 0,15748 

3 

5 0,22808 0,2065 0,20014 0,21574 0,17218 0,15378 
 
Заключение 

Проведённое исследование показывает, что достоинство разработанного алгоритма настрой-
ки системы нечёткого логического вывода типа Мамдани заключается в возможности осуществ-
ления локальной подстройки: для одного фиксированного набора входных переменных можно 
настроить выходное значение (отклик) системы. Для аналогичной подстройки алгоритмам ANFIS 
и FCM требуется передавать полный набор данных области определения входных переменных и 
соответствующие им значения отклика системы. В качестве приоритетного направления даль-
нейших исследований рассматривается адаптация применения алгоритмов для функций принад-
лежности других (отличных от гауссовых) типов. 
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An algorithm to adjust the Mamdani-type systems is given; it uses the principle of a proportional-

integral controller with a limited integral component to adjust fuzzy inference rules. To reduce the ad-
justment time in comparison with proportional controller and to reduce the overshoot amount in com-
parison with the proportional-integral controller with the same values of the coefficients of the integral 
and proportional components, the integral component limitation is used. The advantage of the developed 
algorithm is in the possibility of performing a local adjustment without a complete set of data for the 
domain of definition of input variables and the corresponding response values of the system. As a prior-
ity area for further research adaption of the application of the algorithms to the membership functions of 
other types (non-Gaussian) is considered. The efficiency of the algorithm is confirmed by the results of 
its comparison with algorithms of fuzzy inference system adjustment based on fuzzy neural networks 
and fuzzy clustering in solving identical problems. 

Keywords: fuzzy inference systems; adaptive systems; Mamdani-type systems; intelligent systems; 
fuzzy logic; functions of membership; proportional-integral controller. 
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Corporative-competitive system, which is inside of corporations, can be de-

termined as a “game”, step-by-step performing a certain type of activity. The sys-
tem operates in real physical time, and the result of operation is the distance, 
which is divided into stages. The stages are passed by the team participants due to 
rigid schedule, which may be occasionally selected from the set of possible sched-
ules. The abstraction “M-parallel semi-Markov process” is used for description of 
a system under consideration. In semi-Markov process degenerate distribution is 
used for description of time intervals between relay points. For analysis of relay-
race evolution, recurrent method which takes into account rigidity of schedule 
and stochastic character of route selection is used. In accordance with the concept 
of distributed forfeit and proposed recurrent procedure, the method of calcula-
tion of summing forfeit, which one of competing teams receives from other teams, 
is proposed. 

Keywords: relay-race; semi-Markov process; degenerate distribution; route; evo-
lution; distributed forfeit; recurrent procedure. 

 
Introduction 

Relay-races, as the basic conception of corporative-concurrent system description, may be applied 
to modeling of such fields of human activity, as industry, economics, politics, defense, sport, etc [1–4]. 
Due to conception announced teams, participating in relay-race, should to pass the distance, which is 
divided onto stages by relay-points, and team participants should to pass the stage in real physical time. 
Common case of random time relay-race simulation was considered in [2, 5], where for description of 
teams behavior such abstraction, as semi-Markov process was used. Semi-Markov process is quite uni-
versal mathematical apparatus, and when instead of random time emerges rigid schedule, it can be used 
too. Rigidity of stage passing time permit substantially simplify model of the system and calculation of 
forfeit, but also leads to substantial restrictions of results obtained. 

On practice teams, participated the relay race, may vary their schedules, and for an external ob-
server such variations are the stochastic ones. This permits to consider different combinations of sched-
ules and to improve results obtained. Approaches to modeling of relay-races with rigid schedules and 
alternative routes are currently known insufficiently, that explains necessity and relevance of the inves-
tigations in this domain. 
 
1. Relay-race as M-parallel semi-Markov process 

The graph, which shows the alternative routes rigid schedule relay-race structure, is shown on the 
fig. 1.  

Following assumptions, when modeling this kind of races, are made bellow [5]: 
in relay-race participate M-teams, every of which pass its distance in real physical time; 
distance of every team is divided onto stages, every of which is overcame by one participant of a 

team, and first participants of all teams start their stages at once; 
every participant may choose a route, for passing the stage, for an external observer the route selec-

tion is a random event;  
passing the stage route by participant lasts rigid time, which is individual for the team, the stage and 

the route; 
after completion of a current stage on the selected route next participant of the team selects route 

and starts the passing next stage without a lag; 
forfeit, which is imposed on the teams is defined as the distributed payment, value of which de-

pends on the time and difference of stages, which currently teams pass. 
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Fig. 1. Structure of alternative routes rigid sched ule relay-race 

 

The model of relay-race with M teams may be performed as M-parallel semi-Markov process [6–8]: 

( ){ }1, ..., , ...,m M tµ µ µ µ= ,      (1) 

( ){ },hm m mA tµ = , 

where t is the physical time; mµ  is the ordinary semi-Markov process, mA  is the set of states; ( )hm t  is 

the semi-Markov matrix, which describes an activity of the m-th team; 

( ) ( ) ( ) ( ){ }0 1, , ..., , ...,m m m j m J mA a a a a= ;        (2) 

( ) ( ) ( ) ( ),m j m l mt h t =
 

h ;                      (3) 

( ) ( ) ( ) ( ),m j m l mt h t =
 

h , ( ) ( )1 ,j m l m J≤ ≤ ;             (4) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

,

,
, 1,

when 1, 0 1;

0 in all other cases

K m j

k m j
k m jj m l m

h t , l m j m j m J m
h t

.

=


= + ≤ ≤ −

= 



∑                   (5) 
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Due to rigid schedule and quasi-stochastic principle of route selection [9] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,k m j k m j k m j k m j k m jh t p f t p t Tδ  = = −
 

,            (6) 

where ( ),k m jp  is the probability of route selection; ( ) ( ),k m jf t  is the pure time density of residence the 

process at the state ( )j ma  with further switch to the state ( ) 1j ma +  on the k-th route; ( ),( )k m jt Tδ −  is the 

Dirac δ-function; ( ),k m jT  is the rigid time of passing the j-th stage by participant of team m with 

( ),k m j -th route. 

Comparison of classic competition [2] and competition with rigid schedule is shown on the fig. 2;   
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Fig. 2. Classic competition (a) and competition wit h rigid schedules (b) 
 

When classic competition, times of semi-Markov process residence in states  ( )j ma  and ( )i na  are 

equal to ( ) ( ),k m jf t  and ( ) ( ),l n if t , correspondingly. When rigid schedule times are equal to 

( ),k m jt Tδ  −
 

 and ( ),l n it Tδ  −
 

. Formulae, which describe weighted time density and probabilities of 

winning the j-th stage of race by m-th team, if all participating teams start their stages simultaneously, 
are as follows:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,
1

1
M

w
k m j k m j l n i

n
n m

t f t F tψ
=
≠

 = −
 ∏ ,                 (7) 

( ) ( ) ( ), ,
0

w w
k m j k m j t dtπ ψ

∞

= ∫ ;                  (8) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, , 1, , ,
,

, when min , ..., , ..., ;

nonsense, otherwise

w k m j k m j l i k m j l M i
k m j

t T T T T T
t

,

δ
ψ

 − == 


     (9) 

( )
( ) ( ) ( ) ( ){ }, 1, , ,

,

1, when min , ..., , ..., ,

0, otherwise

w k m j l i k m j l M i
k m j

T T T T

,
π

 == 


    (10) 

where ( ) ( )... ...
0

t

F t f dθ θ= ∫  is the distribution function; θ is the auxiliary argument. 

Pure time density of winning the j-th stage of race by m-th team is as follows: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

,
,

,

w
k m jw

k m j w
k m j

t
t

ψ
ϕ

π
= .               (11) 

When paired competition, formulae, which describe the time density of waiting by m-th, winner, 
team until n-th, loser, team, finishes the stage, are as follows: 
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( ) ( ) ( )
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,
, ,

, ;

nonsense, otherwise,

l n i k m j k m j l n i
k m j l n i

t T T when T T
t

δ
ϕ →

  − + ≤  = 


     (13) 

where ( )tη  is the Heaviside function; 

( ) 0, when 0;

1, otherwise.

t
tη

≤
= 


 

It is necessary to admit, that in the case under consideration, unlike the case considered at [2], the 
draw effect emerges. It is caused with the infinitesimal probability of two or more teams stage passing 
times coincidence when time intervals are a random ones, and quite real rigid schedule case, when some 
time intervals are quite the same (the case is shown on the fig. 2, b, bottom line).  

Due to the fact, that for all teams, participated in a race, number of the stage j at every relay point 
may to increment only, for external viewer sequence of switches during relays in the system as a whole 
has the nature of evolution [10–13], which develops from functional state, being defined with vector 

[14] ( ) ( ) ( )( )0 1 0 0, ..., , ...,m Ma a a  till functional state ( ) ( ) ( )( )1 , ..., , ...,J J m J Ma a a . Trajectory of evolution 

depends of routes, which every team select for passing of proper stages and schedules which develop 
from routes selected. Owing to random character of routes selection trajectory of evolution is the ran-
dom one. Common number of routes, on which m-th team as a whole may overcome the distance is 
equal to 

( ) ( )
1

,
J

j

K m K m j
=

= ∏ɶ ,            (14) 

where ( ),K m j  is the common number of routs of m-th team j-th stage. 

Common number of different variants of rigid relay-races is as follows: 

( )
1

M

m

K K m
=

= ∏ɶ ɶ .       (15) 

 
2. Recursive procedure of relay-race evolution analysis 

Let us select from all possible routes on which m-th team may overcome the distance the ( )k mɶ -th 

variant, in which routes ( ),1k m , ..., ( ),k m j , ..., ( ),k m J  are selected (note, that in common case 

( ),1k m ≠ ( ).. ,k m j≠ ≠ ( ).. ,k m J≠ , since these are different functions of m and j). So ( )1 mɶ -th and  

( )K mɶ -th variants correspond to combinations ( )1 ,1m , ..., ( )1 ,m j , ..., ( )1 ,m J  and ( ),1K m , ..., 

( ),K m j , ..., ( ),K m J  respectively. Such a selection should be executed on routes of all other teams. 

For selected routes the recursive procedure of relay-race evolution may be worked out. For this purpose 
auxiliary time θ should be introduced. Recursive procedure of evolution analysis is as follows. 

Initial functional state of the semi-Markov process (1) as a whole is ( ) ( ) ( )( )0 1 0 0, ..., , ...,m Ma a a , 

where elements of vector are numbers of relay-race starting points. All teams start race simultaneously, 
and into auxiliary time θ next substitutions should be made: 

( ) ( )0 1,11 kTθ ⇐ , ..., ( ) ( )0 ,1k mm Tθ ⇐ , ..., ( ) ( )0 ,1k MM Tθ ⇐ ,          (16) 

where arrow ⇐  indicates the direction of substitution; index means the quantity of previous switches. 



Математика 

Bulletin of the South Ural State University 
Ser. Mathematics. Mechanics. Physics, 2018, vol. 10, no. 3, pp. 30–40 

34 

Rigid time intervals ( ) ( ) ( )0 0 01 , ..., , ...,m Mθ θ θ  compete between them, and result of competition 

is winning the stage by those teams, which have minimal value of θ. This values fulfill the subset *0Θ : 

( ) ( ) ( ){ }* * * *
0 0 0 0, ..., , ...,u v wθ θ θΘ = ;        (17) 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }* * *
0 0 0 0 0 0, ..., , ..., min 1 , ..., , ...,u v w m M

θ
θ θ θ θ θ θ= , 

where u, v, w are auxiliary indices for nomination the number of team. 
It is obviously, that  

( ) ( ) ( )* * * *
0 0 0 0... ...u v wθ θ θ θ⇐ = = = = ,           (18) 

i. e. teams with numbers  

( ) ( ) ( ){ }* * * *
0 0 0 0arg , ..., arg , ..., argN u v wθ θ θ     =           (19) 

win the competition among other teams, but draw the competition among themselves. Quantity of 

switches ( )1s  on the first step of recursion is equal to cardinal number of subset *0Θ : 

( ) *
01s = Θ .      (20) 

Due to the switches, next substitutions should be maid to prepare next step of recursion: 
index of ( )0 mθ , 1 m M≤ ≤ , should be replaced with index of ( ) ( )1 0 1s s⇐ + ; 

time intervals, which will compete further should be replaced as follows 

( ) ( )
( )

( )

* *
0 0 0

1 *
0,2

, when ;

, when ;
s

k m

m m N
m

T m N

θ θ
θ

 − ∉⇐ 
∈

               (21) 

indices ( )mι of elements of vector ( ) ( ) ( )( )0 1 0 0, ..., , ...,m Ma a a  should be replaced as follows: 

( ) ( )
( )

*
0

*
0

0 , when ;

1 , when .

m m N
m

m m N
ι

 ∉⇐ 
∈

        (22) 

In such a way on the second step or recursion rigid time intervals ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 11 , ..., , ...,s s sm Mθ θ θ  

will compete between them. 
Let us assume that on the r-th step of the recursion vector of functional state of semi-Markov proc-

ess is ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1, ..., , ...,j j m j Ma a a− − − , and time intervals ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 11 , ..., , ...,s r s r s rm Mθ θ θ− − −  com-

pete between them. Result of competition is winning the stage by those teams, which have minimal 

value of θ. This values fulfill the subset ( )
*

1s r−Θ : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }* * * *
1 1 1 1, ..., , ...,s r s r s r s ru v wθ θ θ− − − −Θ = ;         (23) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }* * *
1 1 1 1 1 1, ..., , ..., min 1 , ..., , ..., .s r s r s r s r s r s ru v w m M

θ
θ θ θ θ θ θ− − − − − −=  

It is obviously, that  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * * *
1 1 1 1... ...s r s r s r s ru v wθ θ θ θ− − − −⇐ = = = = ,                       (24) 

i.e. teams with numbers 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }* * * *
1 1 1 1arg , ..., arg , ..., args r s r s r s rN u v wθ θ θ− − − −

     =
     

        (25) 

win the competition. Quantity of switches on the r-th step of recursion is equal to cardinal number of 

subset ( )
*

1s r−Θ : 

( ) ( )
*

1s rs r −= Θ .        (26) 

Due to the switches, following substitutions should be maid to prepare next step of recursion: 
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index of ( ) ( )1s r mθ −  1 m M≤ ≤ , should be replaced with index ( ) ( ) ( )1s r s r s r⇐ − + ; 

time intervals, which will compete further should be replaced as follows – 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

* *
1 1 1

*
, 1 1

, when ;

, when ;

s r s r s r

s r

k m j s r

m m N
m

T m N

θ θ
θ

− − −

+ −

 − ∉⇐ 
∈

         (27) 

components of vector ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1, ..., , ...,j j m j Ma a a− − −  should be replaced as follows – 

( )
( ) ( )

( ) ( )

*
1 1

1 *
1

, when ;

, when .

j m s r

j m

j m s r

a m N
a

a m N

− −
−

−

 ∉⇐ 
∈

            (28) 

In such a way on the (r+1)-th step or recursion rigid time intervals 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 , ..., , ...,s r s r s rm Mθ θ θ  compete between them. 

Let assume that on the lust but one step of recursion after MJ – 3 switches vector became 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1, ..., , ..., , ..., , ..., , ...,J J u J v J m J w J Ma a a a a a− − − , and rigid time intervals 

( ) ( ) ( )3 3 3, ,MJ MJ MJk l nθ θ θ− − −  compete between them only. Let us also assume, that minimal values of 

θ, which fulfill the subset *
3JM −Θ , are 

( ) ( ){ }* * *
3 3 3,JM JM JMu wθ θ− − −Θ = ;        (29) 

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }* *
3 3 3 3 3, ..., min , , .JM JM MJ MJ MJu w u v w

θ
θ θ θ θ θ− − − − −⊆  

( ) ( )* * *
3 3 3MJ MJ MJu wθ θ θ− − −⇐ = ,         (30) 

i. e. teams with numbers u and w win the competition.  
Due to (29) and (30) on the last but one step two switches occur, namely u-th and w-th teams reach 

the final point of race and after that functional state became 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1, ..., , ..., , ..., , ..., , ...,J J u J v J m J w J Ma a a a a a− , i.e. w-th team on the last step should finish the 

distance at the time 

( ) ( ) *
3 2 3 3MJ MJ MJl lθ θ θ− + − −= − ,       (31) 

and relay race in the state ( ) ( ) ( )( )1 , ..., , ...,J J m J Ma a a  will over. 

 
3. Schedule effectiveness evaluation recursive procedure 

Quite natural for evaluation of rigid schedule effectiveness is the model, in which all possible pairs 
of teams, f.e. m-th and n-th, and forfeit ( ) ( ) ( ),i m j n tσ , distributed at the time, are considered. Distributed 

forfeit, in turn, is defined as payment, which the n-th team pays to the m-th team, namely 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

,

0, when ;

0, when ;

0, when ,
i m j n

i m j n

t i m j n

i m j n

σ
> >


= >
< <

            (32) 

where ( ) ( )0 ,i m j n J≤ ≤ . 

For evaluation of common forfeit, which the m-th team receives from the n-th team, one can to use 

the recursive procedure, described above. At initial two-elements functional state ( ) ( )( )0 0,m na a  substitu-

tions  

( ) ( )0 ,1k mm Tθ ⇐ , ( ) ( )0 ,1k nn Tθ ⇐        (33)  

should be done. 
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In this simplified two-parallel semi-Markov process only time intervals ( )0 mθ , ( )0 nθ  compete be-

tween them. Possible result of competition may be the next:  

a) wins the team m, if ( )0 mθ < ( )0 nθ , then ( ){ } ( ) ( ){ }* *
0 0 0 0min ,m m nθ θ θΘ = = , ( )* *

0 0 mθ θ⇐ , 

( )1 1s = ; 

b) wins the team n, if ( )0 mθ > ( )0 nθ , then ( ){ } ( ) ( ){ }* *
0 0 0 0min ,n n nθ θ θΘ = = , ( )* *

0 0 nθ θ⇐ , 

( )1 1s = ; 

c) competition is draw, if ( )0 mθ = ( )0 nθ , then ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }* * *
0 0 0 0 0, min ,m m m nθ θ θ θΘ = = , 

( ) ( )* * *
0 0 0m mθ θ θ⇐ = , ( )1 2s = . 

Value of forfeit is equal as follows: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
*
0

0 0 ,0
0

,1 , ,1s m nk m k n t dt
θ

σ σ  =  ∫ ,                   (34) 

where insertion indices ( ) ( ),1 , ,1k m k n  substitution (33). 

Substitutions for preparing next step of recursion are as follows: 
indices of ( )0 mθ , ( )0 nθ , should be replaced with  

( ) ( )1 0 1s s⇐ + ;            (35) 

( ) 1in the case a), b);
1

2 in the case c);
s


= 


                   (36) 

time intervals, which will compete further and components of vector ( ) ( )0 , 0m m    should be replaced 

as follows 

( ) ( ) ( )

( )
,2

1 *
0 0

in the cases a), c);

in the cases b);

k m

s

T
m

m
θ

θ θ

⇐ 
−

 

( ) ( ) ( )

( )
,2

1 *
0 0

in the cases b), c);

in the cases a);

k n

s

T
n

n
θ

θ θ

⇐ 
−

               (37) 

components of vector ( ) ( )( )0 0,m na a  should be replaced as follows – 

( ) ( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )

1 0

0 0 0 1

1 1

, in the case a);

, , in the case b);

, in the case c).

m n

m n m n

m n

a a

a a a a

a a





⇐ 




            (38) 

In such a way on the second step or recursion rigid time intervals ( ) ( ) ( ) ( )1 1,s sm nθ θ  will compete 

between them. 
Let us assume that on the r-th step of the recursion vector of functional state of semi-Markov proc-

ess is ( ) ( )( ),i m j na a , and time intervals ( ) ( ) ( ) ( )1 1,s r s rm nθ θ− −  compete between them. Possible result of 

competition may be the next:  
a) wins the team m, if ( ) ( )1s r mθ − < ( ) ( )1s r nθ − , then 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ){ }* *
1 1 1 1min ,s r s r s r s rm m nθ θ θ− − − −Θ = = , ( ) ( ) ( )* *

1 1s r s r mθ θ− −⇐ , ( ) ( )1 1s r s r⇐ − + ; 
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b) wins the team n, if ( ) ( )1s r mθ − > ( ) ( )1s r nθ − , then 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ){ }* *
1 1 1 1min ,s r s r s r s rn n nθ θ θ− − − −Θ = = , ( ) ( ) ( )* *

1 1s r s r nθ θ− −⇐ , ( ) ( )1 1s r s r⇐ − + ; 

c) competition is draw, if ( ) ( )1s r mθ − = ( ) ( )1s r nθ − , then 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ){ }* * *
1 1 1 1 1, min ,s r s r s r s r s rm m m nθ θ θ θ− − − − −Θ = = , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * *

1 1 1s r s r s rm mθ θ θ− − −⇐ = , 

( ) ( )1 2s r s r⇐ − + . 

Value of forfeit is equal as follows: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

*
1

1 ,
0

, , ,
s r

s r i m j nk m i k n j t dt

θ

σ σ
−

−   =  ∫ .      (39) 

Substitutions for preparing next step of recursion are as follows: 
indices of ( ) ( )1s r mθ − , ( ) ( )1s r nθ − , should be replaced with index of ( ) ( ) ( )1s r s r s r⇐ − + , where 

( )s r  is defined as (36); 

time intervals, which will compete further and components of vector ( ) ( ),i m j m   should be re-

placed as follows 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

, 1

*
1 1

in the cases a), c);

in the case b);

k m i

s r
s r s r

T
m

m
θ

θ θ

+

− −

⇐ 
−

 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

, 1

*
1 1

in the cases

in the case ;

k n j

s r
s r s r

T b),c);
n

n a)
θ

θ θ

+

− −

⇐ 
−

            (40) 

components of vector ( ) ( ),i m j n    should be replaced as follows 

( ) ( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )

1

1

1 1

, in the case a);

, , in the case b);

, in the case c).

i m j n

i m j n i m j n

i m j n

a a

a a a a

a a

+

+

+ +





⇐ 




             (41) 

So on the (r+ 1)-th step or recursion rigid time intervals ( ) ( ) ( ) ( ),s r s rm nθ θ  will compete between 

them. 
Let us assume, that on the last step of recursion only m-th team stays in race, and time, it spend 

from a previous switch till finishing J)-th stage, obtained on previous stage of recursion, is ( )
*

1s Rθ − . 

Value of forfeit on the last stage is is equal as follows: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

*
1

1 1,
0

, 1 , , ,
s R

s R J m J nk m J k n J t dt

θ

σ σ
−

− − −  =  ∫ .                    (42) 

For evaluation of common forfeit one should to evaluate probability of realization of the ( )k mɶ -th 

evolution trajectory of team m and ( )k nɶ -th evolution trajectory of team n. They are as follows: 

( ) ( ),
1

J

k m ik m
i

p p
=

= ∏ɶɶ ɶ ,  ( ) ( ) ( )1 m k m K m≤ ≤ɶɶ ɶ ; 

( ) ( ),
1

J

k n jk n
j

p p
=

= ∏ɶɶ ɶ ,  ( ) ( ) ( )1 n k n K n≤ ≤ɶɶ ɶ .          (43) 
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Weighted sum of forfeit, which the m-th team receives from m-th team when realized ( )k mɶ -th and 

( )k nɶ -th evolution trajectories is as follows: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1,
0

, , , ,
R

s rk m k n k m k n
r

m n p p k m i k n jσ σ
−

−
=

=   ∑ɶ ɶ ɶ ɶɶ ɶ .      (44) 

Common sum of forfeit, which the m-th team receives from the n-th team is as follows: 
Common sum of forfeit, which the m-th team receives from the n-th team, when is as follows 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

,
1 1

, ,
K n K m

k m k n
k m m k m m

m n m nσ σ
= =

= ∑ ∑
ɶ ɶ

ɶ ɶ

ɶ ɶɶ ɶ

.          (45) 

Common sum of forfeit, which the m-th team receives from all other teams, is as follows 

( ) ( )
1,

,
M

n
n m

m m nσ σ
=
≠

= ∑ .                  (46) 

It is necessary to admit, that common sum of forfeit, ( )mσ , the m-th team receives from all other 

teams, rigidly depends of schedules of all participants of races, including the m-th team and probabilities 
of routes selection. So to change a sum of forfeit ( )mσ  one may both change m-th team schedule, and 

probabilities of selection possible routes on the every stage of the distance. This is essential obstacle, 
from point of view of putting and solving the forfeit optimization task. 

 
Conclusion 

Results obtained gives to system engineers and economists rather simple method of evaluation the 
effectiveness of those or that team management decisions on the basis of opponent teams behavior ob-
servation. Method of forfeit calculation proposed, gives a solid forfeit figure, based on the real knowl-
edge of the strategies of opponents and possible changes of opponents plans. This, in turn, permits to use 
the game theory [15, 16] to work out a managing strategy, for increasing sum of forfeit which team un-
der management receives from other teams, participated in relay race. 

Further investigation in this area should be directed to finding common recommendation for sched-
uling m-th team strategy with optimization sum of forfeit [17].  

The research was carried out within the state assignment of the Ministry of Education and Science 
of Russian Federation (No 2.3121.2017/PCH). 
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Корпоративно-конкурирующая система, которая присутствует внутри корпораций, может 
быть определена как «игра», шаг за шагом реализующая определённую деятельность. Система 
функционирует в реальном физическом времени, а результат операции – это «дистанция», кото-
рая делится на «этапы». Этапы проходят участники команд в соответствии с «жестким графи-
ком», который может быть выбран из набора возможных графиков. Абстракция «M-
параллельный полумарковский процесс» может быть использована для описания рассматривае-
мой системы. В полумарковском процессе вырожденное распределение используется для описа-
ния временных интервалов между промежуточными точками эстафеты. Для анализа развития  
эстафеты используется рекуррентный метод, учитывающий жесткость графика и стохастический 
характер выбора маршрута. В соответствии с предложенной концепцией распределенной «неус-
тойки» и предлагаемой рекуррентной процедуры предлагается метод расчета суммирующей «не-
устойки», которую получает одна из конкурирующих команд от других команд. 

Ключевые слова: эстафета; полумарковский процесс; вырожденное распределение; мар-
шрут; эволюция; распределенная неустойка; рекуррентная процедура. 
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The paper is devoted to the possibility of determinate and probabilistic scat-
tering under various assumptions of the state of the locations of medical robots in 
both fault-tolerance and vulnerable environments. The topicality of the work is 
due to the need to place medical robots in the coordinate space having disjoint 
polygons (robot bodies) which is absolutely unacceptable in the case of medical 
applications. As a limitation it is assumed that the medical robot sees its nearest 
neighbors and local monitor of multiplicity is functioning, which can determine 
the situation when robots occupy intersecting spaces. We propose a probabilistic 
scattering algorithm which describes the initial states of medical robots and the 
proper transient state algorithm which can predict the movement of robots to a 
location where they can intersect. It is shown, that when using the algorithm the 
states and motion algorithms can be estimated in a fault-tolerance (robots do not 
fail and the medium is stationary) and vulnerable (the robot may fail and the 
byzantine problem is not solved, the environment changes faster than the robot 
can react) environments. The estimates for the computational complexity of the 
algorithm working without the mission planner are given.  

Keywords: mobile medical robots; fault-tolerance; probabilistic scattering; self-
stabilization. 

 
Introduction 

In recent years, centralized sophisticated and expensive medical robots gave way to distributed sys-
tems of mobile autonomous and cheap medical robots [1–3]. The rise of distributed systems was based 
on two main reasons: 

1. The lower cost of uniform medical robots compared to centralized ones. For example, now there 
are polymorphic medical robots which consist of a network of low cost simple medical robots that are 
able to reorganize themselves into a single complex medical robot [4]). 

2. The simplicity of uniform medical robots. Indeed, it may be advantageous to use a group of sim-
ple small and relatively cheap medical robots in some instances of cooperative work. For example, ap-
plication of medical robot networks in hazardous or harsh environments, such as space, great depths of 
seas, or after some natural or man caused disasters, etc. It follows that the group should be able to reor-
ganize themselves without any prior infrastructure or after a major disaster occurred. 

On the other hand, as the systems of cheap, simple and relatively weak medical robots are not reli-
able we can face the problem of possible failures, especially when such medical robot systems are ex-
pected to operate in hazardous or harsh environments. At the same time, one of the main advantages of 
mobile medical robot systems is the possibility to correctly execute a given task even in case of faults. 
This is possible due to redundancy of such systems [5]. Another problem of these systems is a complex-
ity of coordination which appears because of the large medical robot networks. Due to simplicity of 
medical robots algorithm they follow must be simultaneously self-organized fault-tolerant and distrib-
uted. 

Another important task that has been studied to a lesser extent is that of scattering. In this task, the 
medical robots must start from any initial configuration, and then scatter on the positions, not fixed in 
advance, such that no two medical robots occupy the same position. 

To study the scattering problem, we consider the ATOM system model first defined by Suzuki and 
Yamashita [6]. In this model, medical robots are represented as points that evolve on the plane. At any 
given time, a medical robot can be either idle or active. In the latter case, the medical robot observes the 
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locations of other medical robots, computes a target position, and moves towards it. In our case we have 
a partially blind medical robot meaning that the medical robot has the capability of detecting the position 
of its nearest neighbor. Hereinafter, we use the term of visibility of nearest neighbor to express the sense 
of ”partially blind”. The time when a medical robot becomes active is governed by an activation daemon 
(scheduler). In the original definition of Suzuki and Yamashita, called the ATOM model, activations 
(i.e., look-compute-move) are atomic, and the scheduler is assumed to be arbitrary and distributed, 
meaning that at each configuration, an arbitrary (non-empty) subset of enabled medical robots is acti-
vated. In the CORDA model of Prencipe [7], activations are completely asynchronous, for instance al-
lowing medical robots to be seen while moving. 
 
Model 

Medical robots networks 
We consider a network of n autonomous mobile medical robots, denoted by r1; … ; rn, arbitrarily 

deployed in a two-dimensional unbounded plane. The medical robots are viewed as points, and they are 
capable to freely move in the plane. The medical robots never collide and two or more medical robots 
may simultaneously occupy the same physical position. The medical robots are devices with sensing, 
computational and motion capabilities. The medical robots are devoid of any common orientation and 
any means of explicit communication. Communication occurs in a totally implicit manner, by observing 
other medical robots’ position. Each medical robot has its own local coordinate system (e. g., Cartesian). 

The medical robots are uniform, it means that they all execute the same algorithm. The medical ro-
bots are anonymous. They cannot be distinguished by their appearance and they do not have any kind of 
identifiers that can be used during the computation. The medical robots are oblivious, meaning that they 
do not remember any previous observation nor computations performed in the previous steps. 

In this paper, we consider that medical robots have complementary capabilities: 
1. Visibility of nearest neighbor – each medical robot can only observe the position of its nearest 

neighbor. 
2. Local multiplicity detector – a medical robot can distinguish if there are more than one medical 

robot at the current position. 
This model is more adapted to systems where the visibility is replaced by wireless communication 

or radar detection. 
Summarizing, the medical robots are uniform, anonymous, oblivious, and endowed with capabilities 

of local multiplicity detection and visibility of nearest neighbor; they are devoid of any orientation. 
Medical robot computation cycle. Each medical robot repeatedly cycles through the following 

states: 
– Look. The medical robot observes the world and returns a snapshot of the positions of all other 

medical robots in the visibility range with respect to its local coordinate system. In our case, this obser-
vation returns the value of the distance between the medical robot and its nearest neighbor. 

– Compute. The medical robot performs a local computation to a probabilistic algorithm A. The al-
gorithm is the same for all medical robots and the result of the computed state is a destination point. 

– Move. The medical robot moves towards the computed destination. It can be stopped anywhere 
before the destination by the scheduler after some predefined distance has been traversed. 
 
Computational model 

The literature proposes two computational models: ATOM and CORDA. The ATOM model was in-
troduced by Suzuki and Yamashita [6]. In this model, each medical robot performs the actions of a com-
putation cycle (observation, computation and motion) once activated by the scheduler in an atomic man-
ner. The execution of the system can be modeled as an infinite sequence of rounds. In a round one or 
more medical robots are activated and perform a computation cycle. In every single activation, the dis-
tance that medical robot r i can travel in one cycle is bounded by δri > 0. Specifically, if the destination 
point computed at a given cycle by medical robot r is farther than δri, then the algorithm returns a point 
of at most δri . This distance may be different for different medical robots. 

The CORDA model was introduced by Prencipe [7]. This model refines the atomicity of actions 
performed by each robot. Hence, medical robots may perform in a decoupled fashion the atomic actions 
of a computation cycle. They may be interrupted by the scheduler in the middle of a computation cycle. 
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In particular, when a medical robot goes towards its goal, the move can end anywhere before the desti-
nation. Moreover, while a medical robot performs an action A, where A can be one of the following 
atomic actions: wait, look, compute or move, another medical robot may perform a totally different ac-
tion B. 

Scheduler. A scheduler decides at each configuration the set of medical robots allowed to perform 
their actions. We distinguish various kinds of scheduler. The arbitrary scheduler is such that at each con-
figuration an arbitrary subset of enabled medical robots is activated. In our case, a medical robot is en-
abled if it occupies a multiplicity point. A scheduler is fair if, in an infinite execution, a medical robot is 
activated infinitely often. The probabilistic scheduler guarantees that the probability for medical robot r i 
to be activated at time tj is such that limj→∞ Pr[r i(tj) = active] = 1. A centralized scheduler guarantees that 
at each configuration a single medical robot is allowed to execute its actions.  

In our work we use two hypotheses to assure the termination of scattering procedure: 
1. A non-fair scheduler activates a medical robot which is placed on one of multiplicity points, if a 

medical robot is alone on its position it will be never activated. 
Definition 2.1. A multiplicity aware scheduler – a scheduler which activates a medical robot which 

is placed on one of multiplicity points.  
2. A fair scheduler activates a medical robot even if it is alone on its position. In this case, the medi-

cal robots have a complementary capability as the local multiplicity detection. 
 
Faults 

The ordinary models of medical robot networks are relatively simple and cheap medical robots and, 
hence, not fail-proof. In addition, hazardous or harsh environments (explosion, theft, crash, etc.) can also 
affect the fail-proof of medical robots. Thus, it is essential to study distributed networks of autonomous 
mobile medical robots in the context of faulty medical robots. Our attention focuses on two types of 
faults: 

1. crash failures can happen in two cases: 
– medical robots physically disappear from the network; 
– medical robots stop all their activities, however they are still physically present in the network. 
Note. The scheduler activates only non-crashed medical robots in the case of crashed medical robots 

which are still physically present in the network. 
2. Byzantine failures. A Byzantine medical robot [8] might behave in arbitrary and unforeseeable 

ways. To prevent correct medical robots to disperse on the plan, a Byzantine medical robot chooses, by 
vision, one or more medical robots on the same multiplicity point and go at the same position. 

 
Scattering problem 

In the following we formally define the scattering problem. The Scatter problem is considered 
solved when no two medical robots occupy the same position [9, 10]. A system of n autonomous mobile 
medical robots solves the scattering problem if any execution of the system verifies the following prop-
erties: 

1. Convergence: Regardless of the initial position of the medical robots on the plane, no two medi-
cal robots are eventually located at the same position. 

2. Closure: Starting from a configuration where no two medical robots are located at the same posi-
tion, no two medical robots are located at the same position thereafter. 

3. Termination: Starting from any configuration the scattering procedure is finite when no two 
medical robots are located at the same position. 

Lemma. Termination of scattering is impossible without additional assumptions. 
Proof. During an execution of scattering procedure without additional assumptions, the medical ro-

bots never stop moving. A scheduler activates a medical robot even if it is alone on its position. The 
medical robots have no ability to detect number of medical robots on the same position and, even if no 
two medical robots are located at the same position, to stop. So, execution of scattering procedure must 
be infinite.  

Note. Petit and Dieudonné [10] proved that there does not exist a deterministic algorithm that solves 
the scattering problem in ATOM model, even if the medical robots have the localization knowledge or 
are able to detect the multiplicity. 
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If the faults are present (crash or Byzantine medical robots) in the system we can have a situation 
where several faulty medical robots can be on the same multiplicity point, so, the scattering of medical 
robots is impossible in the general sense. But to avoid this situation we consider that the scattering prob-
lem has a solution for the correct medical robots. For that we introduce a following definition: 

Definition. The weak scattering problem consists in providing scattering of correct medical robots. 
By definition [11] a self-stabilizing system is a system that will end in a correct state after a finite 

number of execution steps regardless of the initial states of the computing units. So, an algorithm is self-
stabilizing if it solves the scattering problem with oblivious or stateless medical robots [12]. 
 
Probabilistic scattering algorithm 

In this section we present a probabilistic self-stabilizing algorithm for the scattering problem. In 
general, r denotes a medical robot in the system, p(r) is used to represent the point in the plane occupied 
by that robot. A configuration of the medical robots at given time t (t > 0) is the set of positions in the 
plane occupied by the medical robots at time t: P(t) = {p1; … ; pn}. 

We consider that medical robots move according to a local coordinate system (i.e. the axes and the 
distances may be specific to each robot). The local coordinate system makes use of possible distances 
and directions. We consider the set A = {a1; a2; … ; ak} as the set of possible distances in the plane. The 
set A contains k elements, k > 0; k e N. The set B = {b1; b2; ... ; bd} is the set of possible directions which 
contains d elements, d > 0; d e N. Thus, we have the set of kd pairs (ai; bj) – the set of possible destina-
tion points in the plane. 

Lemma. Termination of scattering procedure in fault-free systems is possible with additional as-
sumptions.  

Proof. We can get a termination for the scattering procedure in fault-free systems in two cases. 
Case 1. Under a non-fair multiplicity aware scheduler (which activates a medical robot locating on 

one of multiplicity points). 
A non-fair scheduler can choose the same set of medical robots at each activation, so, the scattering 

problem has no solution. If we apply an additional assumptions that a non-fair scheduler activates only 
medical robots which are placed on a multiplicity point, thus, gradually we reduce number of multiplic-
ity points (at moment of activation each medical robot is obliged to move on other position). So, execu-
tion of scattering procedure is finite. 

Case 2. Under a fair scheduler which activates a medical robot even if it is alone on its position with 
multiplicity detection capability of medical robots. 

In [10], the authors apply a fair scheduler and note the necessity of multiplicity detection capability 
to ensure the termination of scattering procedure. During an execution of scattering procedure without 
additional assumptions, the medical robots never stop moving. Because they have no ability to detect 
number of medical robots on the same position and, even if no two medical robots are located at the 
same position, to stop. So, execution of scattering procedure must be infinite. 

But multiplicity detection allows the medical robots to stop if there exists no position with more 
than one robot. So, execution of scattering procedure can be finite. In fault-free systems we can apply 
both cases for the termination of scattering procedure. 
 
Systems under an arbitrary multiplicity aware scheduler 

In this section, we consider a system of medical robots with visibility of nearest neighbor under an 
arbitrary multiplicity aware scheduler.  

At the time of activation, the multiplicity aware scheduler activates a medical robot which is placed 
on a multiplicity point. This medical robot detects its nearest neighbor by vision and it builds its move-
ment circle by taking the half of the distance between itself and its neighbor. Then, it chooses a position 
with a probability within its movement circle and it moves towards the chosen position. 

A medical robot r1 has the capability of viewing its nearest neighbor – he detects the medical robot 
r2 its nearest strict neighbor (p(r1) ≠ p(r2)). It estimates the value of distance between them as βr1. Then, 
the medical robot r1 takes the half of this distance βr1 to build its movement circle with radius 1 2rβ . It 
moves at distance ai which is chosen with probability 1/k and a direction bj which is chosen with prob-
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ability 1/d. The destination coordinates are bounded by the movement circle: (εmin; 1 2rβ ), where 
εmin > 0. 

Definition The movement circle of medical robot r is a set of points in the circle with radius ( εmin; 

1 2rβ ), where βr1 is value of distance between medical robot r and its nearest strict neighbor; where 
εmin > 0 and εmin  can be different for every computation cycle. 

Algorithm 1. Probabilistic scattering for medical robot r. 
Function: 
compute nearest distance :: returns the distance βr1 be-

tween r and a nearest neighbor r’. 
A1 :: 
compute nearest distance () and medical robot r chooses 

a position pj with probability 1/kd (k – distance; d – direc-
tion) and move from current position pi towards the chosen 
position pj where pi ≠ pj within Circler2 e ( εmin; 1 2rβ ). 

Lemma. No two medical robots which are nearest 
neighbors choose the same destination point. 

Proof. Consider a system of two medical robots r1 and r2, so, they are nearest neighbors. The 
value of distance between medical robot r1 and r2 is β. By algorithm 1 each of the medical robots 
builds its movement circle by taking half of the distance between itself and its neighbor. The medical 
robot r1 has its movement circle: Circler1 e  ( εmin; 2β ), and respectively for medical robot r2: Circler2 

e ( εmin; 2β ). So, the movement circles of medical robots have one point of intersection on the border 
of circles. But the medical robots can move within their movement circles and not on the border of 
circles. So, they can not choose the same destination because the medical robots have not a sector of 
intersection.  

Definition. Legitimate configuration: 
∀ r i; local multiplicity detection (position[r i]) = 1. 
Lemma  (Closure). Started in a legitimate configuration the system verifies the closure property. 
Proof. The medical robot r will be activated if it is on a multiplicity point: 
local multiplicity detection (position[r]) > 1. 
If medical robot r is alone at its position it will be never activated. 
Lemma (Convergence). For any time tz and for every pair of medical robots (r i; r j) such that p(r i) = 

p(r j). By executing scattering algorithm, we have 

( ) ( )Pr 1lim i z j z
x

p t p t
→∞

 ≠ =  . 

Proof. If medical robots occupying the same position at the instant of activation do not choose the 
same destination, the condition of convergence is accomplished. 

The probability that n medical robots choose the same destination tends to zero when the number of 
rounds tends to infinity: 

( ) ( )
( ) 1

1
Pr 0,lim

x

i z j z n
x

p t p t
kd

−
→∞

 
  = = =   
 

 

where x is the number of rounds of execution. 
Consider two medical robots r1 and r2 which occupy 

the same position in the initial configuration. 
The probability that the medical robot r1 chooses a 

distance among k-elements is 1/k (respectively for r2). 
The probability that two medical robots r1 and r2 choose 
the same distance is upper bounded by k/k2 = 1/k. It’s the 
same for direction. The probability that two medical ro-
bots r1 and r2 choose the same element of direction among d-elements is upper bounded by 1/d. The 
choice of the two medical robots are independent, so, Pr[choice r1 ∩ choice r2] = 1/kd.  

The probability that two medical robots choose the same destination tends to zero if x →∞, where x 
is the number of rounds of execution. 

Fig.  1. Watts – Radius detection of the 
mov ement circle  

Fig.  2. Two medical robots occupying the same 
position at the instant of activation 
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Lemma. Algorithm 1 converges in 
1

1
1

n
kd

− +
−

 rounds under an arbitrary scheduler with multi-

pliciy detection assumption. 
Proof. The scheduler activates only the medical robots with strict multiplicity. That is a medical ro-

bot alone on its position is not activated. 
Consider a system with n medical robots and let Xt = k be the stochastic process shown in fig. 3: at 

round t there are k medical robots at the same position and n–k medical robots with different positions. 
In the worst case, all the n medical robots are initially placed on the same point, X0 = n. We should 

compute the time needed for the stochastic process to reach 1 (all the medical robots have different posi-
tions). Note that in a particular configuration the scheduler may activate all the medical robots on the 

same multiplicity point at the same time and all of them may choose the same destination. Let e
bT  be the 

expectaction time for the Markov chain defined above to reach state e starting from state b. Formally, 

{ }0min ,such that knowinge
b tT E t X e X b = = =  . 

 

 
Fig. 3. Time of convergence in the worst case 

 

It follows that the convergence time of Algorithm is 1
nT  computed below. 
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−= −  – probability not to choose the same destination. 
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If kd ≥ 2, so 
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We can bound the equation: 
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The algorithm converges in 
1

1
1

n
kd

− +
−

 rounds. 

Note that we studied the time of convergence of Algorithm 1 in a discrete space. In a continuous 
space the set of possible destinations for every medical robot tends to infinity. For k-distances choices 

→∞ and for d-directions choices →∞, the fraction 
1

1kd −
 tends to 0. It follows that the convergence 

time tends to n–1 rounds.  
Lemma. Algorithm 1 converges in n–1 steps under a centralized scheduler with multiplicity detec-

tion assumption. 
Proof. A centralized scheduler activates the medical robots on multiplicity points one by one. The 

probability that the activated medical robot reaches a sigularity position after it completes its move op-
eration is 1. 

  
Fig. 4. Time of convergence in the best case 

 
The convergence time is (n–1) steps. 
Lemma 4.7. Algorithm 1 converges on average in logkdn rounds under an arbitrary multiplicity 

aware scheduler. 
Proof. Consider a system of n medical robots. A scheduler activates the non empty subset of medi-

cal robots which are placed on the multiplicity points. If a medical robot is alone on its position it will be 
never activated. At the moment of activation a medical robot chooses with probability 1/kd its future 
position, where k – number of elements of possible distances and d – number of elements of possible 
directions. 
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Consider that all n medical robots are initially placed on the same point p0. The scheduler activates 
the medical robots. The probability that at least one medical robot chooses the position px (a pair (ai; bj) 
is the position px in the plane) is n = kd. The probability that after i-rounds on the position px remains no 
more than one medical robot is n/(kd)i. So, the average convergence time is logkd n. If kd →∞ the aver-
age convergence time equal to 1. 

The number of rounds is 
log

log

n
i

kd
= : 

( )
1

i

n

kd
= , 

( )i
n kd= , 

log logn i kd= , 

log

log

n
i

kd
= . 

Note. The convergence time with the same assumptions as in Lemma is log42. 
 
Systems under a fair scheduler 

In this section we consider a system of medical robots with nearest neighbor visibility under a fair 
scheduler which activates a medical robot even if it is alone on its position. In this case, the medical ro-
bots possess complementary capability as the local multiplicity detection to assure the termination of 
scattering procedure. 

A system of n autonomous mobile medical robots solves the scattering problem if any execution of 
the system verifies the following properties: 

1. Convergence: regardless of the initial position of the medical robots on the plane, no two medical 
robots are eventually located at the same position. 

2. Closure: starting from a configuration where no two medical robots are located at the same posi-
tion, no two medical robots are located at the same position thereafter. 

3. Termination: starting from any configuration the scattering procedure is finite when no two 
medical robots are located at the same position. 

In Lemma we proved that the termination is possible in the systems of medical robots with capabil-
ity of local multiplicity detection under a fair scheduler. 

At the time of activation, the scheduler activates a medical robot even if it is alone on its position. 
This medical robot verifies the multiplicity. If the medical robot distinguishes more than one medical 
robot on its position it executes the algorithm 1, else it does not move. Executing algorithm 1 the medi-
cal robot detects its nearest neighbor by vision and it builds its movement circle by taking the half of the 
distance between itself and its neighbor. Then, it chooses a position with a probability within its move-
ment circle and it moves towards the chosen position. 

A medical robot r1 has the capability of viewing its nearest neighbor – he detects the medical robot 
r2 its nearest strict neighbor (p(r1) ≠ p(r2)). It estimates the value of distance between them as βr1. 

Then, the medical robot r1 takes the half of this distance βr1 to build its movement circle with radius 

1 2rβ . It moves at distance ai which is chosen with probability 1/k and a direction bj which is chosen 

with probability 1/d. The destination coordinates are bounded by the movement circle: ( εmin; 1 2rβ ), 
where εmin > 0. 

Algorithm 1. Probabilistic scattering for medical robot r. 
Function: 
local multiplicity detection :: local multiplicity detection. 
compute nearest distance :: returns the distance βr between r and a nearest neighbor r’. 
A1 :: 
if local multiplicity detection () > 1; 
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then compute nearest distance () and medical robot r chooses a position pj with probability 1/kd (k – 
distance; d – direction) and move from current position pi towards the chosen position pj where pi ≠ pj 
within Circler2 e  ( εmin; 1 2rβ ). 

else do not move. 
Lemma (Convergence) are true for this case, because, in these Lemmas we do not use any assum-

tions of scheduler. 
Lemma (Closure) Started in a legitimate configuration the system verifies the closure property. 
Proof. Each medical robot has a complementary capability as local multiplicity detection. At the 

moment of activation a medical robot verifie legitimate configuration. If local multiplicity detection (po-
sition[r]) > 1 than this medical robot chooses a new position with probability 1/kd (k – distance, d – di-
rection) and move towards it, else it does not move.  

The time of convergence in the case of arbitrary multiplicity aware schaduler is better than in the 
case of fair scheduler, because, an arbitrary multiplicity aware scheduler activates the medical robots of 
multiplicity points whereas a fair scheduler activates a medical robot even if it is alone on its position. 

Note. The time of convergence in the case of multiplicity aware scheduler is better than in the case 
of fair scheduler, because, a multiplicity aware scheduler activates the medical robots of multiplicity 
points whereas a fair scheduler activates a medical robot even if it is alone on its position. 

The goal of our research is to define minimal capabilities of theoretical medical robots for solving 
the scattering problem in both fault-free and fault-prone systems. We proposed a probabilistic self-
stabilizing algorithm for the scattering problem. As far as we know, this is the first attempt to solve scat-
tering in fault-prone environments [13, 14]. 

The given paper is completed with the support of the Ministry of Education and Science of the Rus-
sian Federation within the limits of the project part of the state assignment of TUSUR in 2017 and 2019 
(project 2.3583.2017) and science school (№ NSH-3070.2018.8).  

In conclusion, the authors are pleasant sincere gratitude to Professor A.V. Bogomolov for his 
hearts discussion of the on problem of medical device and equipment in the framework of medical and 
biological research and congratulate him on anniversary. 
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Работа посвящена возможности детерминированного и вероятностного рассеяния при раз-
личных предположениях состояния местоположения медицинских роботов как в безотказной, так 
и в уязвимой среде. Актуальность работы обусловлена необходимостью размещения медицин-
ских роботов в пространстве координат, имеющие непересекающиеся полигоны (тела роботов), 
что в случае медицинских приложений абсолютно недопустимо. В качестве ограничений приня-
ты предположения, что медицинский робот видит ближайших соседей и функционирует локаль-
ный монитор множественности, который может определять ситуацию, когда роботы занимают 
пересекающиеся места в пространстве. Предлагается алгоритм вероятностного рассеяния, опи-
сывающий исходные состояния медицинских роботов и собственно алгоритм переходных со-
стояний, которые может прогнозировать движение роботов в местоположение, где они могут пе-
ресекаться. Показывается, что при использовании алгоритма могут быть оценены состояния и 
алгоритмы движения как в безотказной среде (роботы не выходят из строя и среда стационарна), 
так и в уязвимой среде (робот может выйти из строя, не решена Византийская проблема, среда 
меняется быстрее, чем робот может реагировать). Также приведены оценки по вычислительной 
сложности алгоритма, работающего без планировщика миссий.  

Ключевые слова: робот; медицинский робот; алгоритм; вероятностное рассеяние; авто-
стибилизация. 
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О НЕУСТОЙЧИВОСТИ РЕШЕНИЙ ОДНОРОДНОЙ КРАЕВОЙ 
ЗАДАЧИ РИМАНА ДЛЯ КВАЗИГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ  
В КРУГОВЫХ ОБЛАСТЯХ 
 
К.М. Расулов, Ш.С. Ханкишиева 
Смоленский государственный университет, г. Смоленск, Российская Федерация 
E-mail: kahrimanr@yandex.ru 
 

Рассматривается краевая задача типа задачи Римана (задача сопряже-
ния) в классах кусочно квазигармонических функций. Подробно исследует-
ся однородная задача типа задачи Римана в классах кусочно квазигармони-
ческих функций второго рода в круговых областях. В частности, в указан-
ном случае для однородной задачи типа задачи Римана разработан явный 
метод решения, логическая суть которого состоит в сведении решения рас-
сматриваемой однородной задачи к последовательному решению обычной 
однородной задачи Римана для аналитических функций и двух линейных 
дифференциальных уравнений Эйлера второго порядка. Кроме того, уста-
новлена неустойчивость решений искомой однородной задачи по отноше-
нию к изменению величины радиуса рассматриваемой круговой области, а 
также построена полная картина её разрешимости при различных значени-
ях индекса задачи и величины радиуса круговой области. Доказано, что ос-
новной причиной неустойчивости решений однородной задачи типа Римана 
в классах кусочно квазигармонических функций второго рода в круговых 
областях по отношению к изменению величины радиуса рассматриваемой 
круговой области является тот факт, что число линейно независимых ана-
литических решений однородных дифференциальных уравнений Эйлера, к 
которым редуцируется исследуемая задача типа Римана, существенным об-
разом зависит от величины радиуса рассматриваемой круговой области. 

Ключевые слова: краевая задача типа Римана; кусочно квазигармоническая 
функция; дифференциальное уравнение Эйлера; круговые области; радиус круго-
вой области. 

 

1. Постановка задачи. Рассмотрим на плоскости комплексного переменного iyxz +=  об-

ласть +T , ограниченную замкнутым гладким контуром L , причем для определенности будем 

считать, что точка 0=z  принадлежит +T . Пусть )(\ LTT ∪= +− C . 
В дальнейшем в основном будем пользоваться определениями и обозначениями, принятыми 

в работе [1]. 
В работе [1] была сформулирована краевая задача типа задачи Римана (короче, задача nρ ) в 

классе кусочно квазигармонических функций произвольного рода n . 
Из результатов [1; 2] следует, что если носителем краевых условий является окружность 
{ }rttLr == : , 0>r , то задача nρ  допускает решение в явном виде. Основной целью настоящей 

заметки является установление неустойчивости решения однородной задачи 0
nρ  в круге 

{ }rzzTr <=+ :  по отношению к изменению величины радиуса r , причем ради краткости далее 

ограничиваемся рассмотрением случая 2=n , т. е. исследованием задачи 0
2ρ . 

2. О явном решении задачи 0
2ρ  в круговых областях. Пусть { }rzzTr <=+ : , { }rttLr == : , 

)(\ rrr LTT ∪= +− C . Далее рассматривается следующая задача 0
2ρ : требуется найти все ограни-

ченные на бесконечности кусочно квазигармонические функции )}(),({)( zWzWzW −+=  второго 

рода с линией скачков rL , принадлежащие классу )()( )2(
2 rr LHT ∩±Q  и удовлетворяющие на  rL  

условию 

),()()( tWtGtW −+ =                                                              (1) 
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где )(tG  – заданная на rL  функция, ( ) ( )rG t H L∈  и 0)( ≠tG  на rL . 

Поскольку (см. [1; 2]) при 2=n  квазигармонические функции )(zW
+

 и )(zW
−

 можно 
представить соответственно в виде 
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где )()()( 2
rr LHTAz ∩∈ ±±ϕ , то решения )}(),({)( zWzWzW −+=  краевой задачи 0

2ρ  будем искать 
в виде (2) и (3). 

В силу того, что на { }rttLr == :  имеет место соотношение 2t r t= , то с учетом (2) и (3) 

краевое условие (1) можно переписать так: 
2 2 4
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Далее введем в рассмотрение следующие функции: 
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,   ±∈ rTz ,                     (5) 

а )(z±ϕ  – аналитические компоненты искомой кусочно квазигармонической функции )(zW . 

Ясно, что функция )}(),({)( zzz −+ ΨΨ=Ψ  является кусочно аналитической функцией с линией 

скачков { }rttLr == : . С помощью функций (5) краевое условие (4) можно записать в виде 

rLtttGt ∈Ψ=Ψ −+ ),()()( ,                                                       (6) 

где )(lim)( zt
rLtz

±

∈→

± Ψ=Ψ .  

Таким образом, получили однородную краевую задачу Римана (6) относительно ограничен-

ной на бесконечности кусочно аналитической функции )}(),({)( zzz −+ ΨΨ=Ψ  (см., например, [3, 
с. 106]).  

В случае 0)(Ind <= tGχ  (см., например, [3, с. 110]) краевая задача (6) неразрешима (т. е. 

имеет лишь тривиальное решение 0)( ≡Ψ ± z ). Если же 0≥χ , то задача (6) безусловно разре-
шима и её общее решение можно задавать формулой: 

)()()( zPzXz χ
±± =Ψ , ±∈ rTz ,                                                    (7) 

где )}(),({)( zXzXzX −+=  – каноническая функция задачи, а χ
χχ µµµ zzzP +++= ...)( 10  – про-

извольный многочлен степени не выше χ . 

Предположим, что 0)(Ind <= tGχ . Тогда 0)( ≡Ψ ± z  и, следовательно, в силу (5) аналитиче-

ские функции )(z+ϕ  и )(z−ϕ  должны удовлетворять соответственно линейным однородным 
дифференциальным уравнениям Эйлера 2-го порядка следующего вида: 
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Допустим, что однородные дифференциальные уравнения Эйлера (8) и (9) разрешимы в 

классах )()( )2( LHT ∩+A  и )()( )2( LHT ∩−A  соответственно. Тогда общее решение искомой за-

дачи 0
2ρ  можно найти по формуле 
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где )(ˆ z+ϕ  и )(ˆ z−ϕ  – общие решения дифференциальных уравнений (8) и (9) соответственно. 

Если же 0)(Ind ≥= tGχ , то в силу (5) и (7) аналитические компоненты )(z+ϕ  и )(z−ϕ  иско-

мой кусочно квазигармонической функции )}(),({)( zWzWzW −+=  должны удовлетворять соот-

ветственно линейным неоднородным дифференциальным уравнениям Эйлера 2-го порядка: 
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В случае разрешимости неоднородных дифференциальных уравнений (11) и (12) в классах 

)()( )2( LHT ∩+A  и )()( )2( LHT ∩−A  соответственно, общее решение исходной задачи 0
2ρ  также 

можно найти по формуле (10), где )(ˆ z+ϕ  и )(ˆ z−ϕ  – общие решения неоднородных дифференци-
альных уравнений (11) и (12) соответственно. 

Из приведенных выше рассуждений вытекает справедливость следующей теоремы. 

Теорема 1. Если 0)(Ind <=χ tG  и { }rzzTr <=+ : , то решение задачи 0
2ρ  в классе 

)()( )2(
2 rr LHT ∩±Q  квазигармонических функций второго рода сводится к решению двух одно-

родных уравнений Эйлера 2-го порядка вида (8) и (9) в классах аналитических функций 

)()( )2( LHT ∩+A  и )()( )2( LHT ∩−A  соответственно. Если же 0)(Ind ≥=χ tG  и 

{ }rzzTr <=+ : , то решение задачи 0
2ρ  в классе )()( )2(

2 rr LHT ∩±Q  квазигармонических функций 

второго рода сводится к последовательному решению однородной задачи Римана (6) для анали-
тических функций и двух неоднородных уравнений Эйлера 2-го порядка вида (11) и (12) в классах 

аналитических функций )()( )2( LHT ∩+A  и )()( )2( LHT ∩−A  соответственно.  

3. О неустойчивости решений задачи 0
2ρ  в круговых областях по отношению к измене-

нию величины радиуса рассматриваемой области. Как видно из формулы (10), при фиксиро-
ванном значении )(Ind tG=χ  число линейно независимых (над полем C ) решений однородной 

краевой задачи 0
2ρ  определяется числом линейно независимых решений однородных дифферен-

циальных уравнений Эйлера (8) и (9).  
Далее покажем, что при различных значениях величины радиуса r рассматриваемого круга 

{ }rzzTr <=+ : , дифференциальные уравнения (8) и (9) будут иметь различное число линейно 

независимых (над полем C ) решений, принадлежащих классу )()( )2(
rr LHTA ∩+ . Для этого, во-

первых, покажем, что однородное дифференциальное уравнение (8) будет иметь ненулевые ре-

шения, принадлежащие классу )()( )2(
rr LHT ∩+A , лишь при следующих трех значениях радиуса 

r: 1=r , 32 −=r  и 32 +=r . В самом деле, нетрудно проверить (см. также [4, с. 136]), что 
общее решение дифференциального уравнения Эйлера (8) задается в виде 
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где 1С , 2С  – произвольные комплексные постоянные. 

Так как функция 
)1(2

14171
)(

2

422

1
r

rrr
r

+
++−+=ω  принимает целые неотрицательные значения 

лишь при 32 +=r  и 1=r  ( 2)32(1 =+ω и 1)1(1 =ω ), то при 01 ≠C  ( 02 =C ) функция вида 

(13) может принадлежать классу )()( )2(
rr LHT ∩+A  только при 1=r  или 32 +=r . 

Аналогично, функция 
)1(2

14171
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2

422

2
r

rrr
r

+
++++=ω

 
принимает целые неотрицательные 

значения лишь при 32 −=r  и 1=r  (причем 2)32(2 =−ω ; 3)1(2 =ω ), а значит при 02 ≠C  

( 01 =C ) функция вида (13) может принадлежать классу )()( )2(
rr LHT ∩+A  лишь при 1=r  или 

32 −=r . 
Таким образом, если 1=r , то общее решение однородного дифференциального уравнения 

(8), принадлежащее классу )()( )2(
rr LHT ∩+A , задается в виде 

3
21)( zCzCz +=ϕ+ ,                                                           (14) 

где 1С , 2С  – произвольные комплексные постоянные. 

Если же 32 −=r  или 32 +=r , то общее решение дифференциального уравнения (8), 

принадлежащее классу )()( )2(
rr LHT ∩+A , можно задавать в виде  

2)( Czz =ϕ+ ,                                                                   (15) 
где С  – произвольная комплексная постоянная. 

Далее методом степенных рядов нетрудно убедиться, что однородное дифференциальное 
уравнение (9) ни при каком значении параметра ),0( ∞+∈r  не имеет нетривиальных решений, 

принадлежащих классу )()( )2(
rr LHT ∩−A .  

Таким образом, при 1≠r  и 32±≠r  и 0<χ  однородные дифференциальные уравнения 

(8) и (9) не имеют ненулевых решений. Значит, в этом случае однородная задача 0
2ρ  неразреши-

ма (т. е. она не имеет ненулевых решений). 

Если 1=r  и 0<χ , то искомая однородная задача 0
2ρ  разрешима и ее общее решение зависит 

от двух произвольных комплексных постоянных. Если же 32 +=r или 32 −=r  и 0<χ , 

то однородная задача 0
2ρ  также разрешима, но ее общее решение зависит в данном случае лишь 

от одной произвольной комплексной постоянной. 

Предположим теперь, что 0≥χ . Тогда в силу (5) и (7) аналитические компоненты )(z+ϕ  и 

)(z−ϕ  искомой кусочно квазигармонической функции )}(),({)( zWzWzW −+=  должны удовле-

творять соответственно линейным неоднородным дифференциальным уравнениям 2-го порядка 
вида (11) и (12). 

Так как при 1≠r  и 32±≠r и 0≥χ  соответствующие (11) и (12) однородные диффе-

ренциальные уравнения неразрешимы в классах )()( )2(
rr LHT ∩±A , то (в случае их разрешимо-

сти) неоднородные дифференциальные уравнения (11) и (12) будут иметь единственные реше-
ния. Но поскольку правые части данных дифференциальных уравнений линейно зависят от 1+χ  
произвольных комплексных постоянных, то в данном случае общие решения этих уравнений бу-
дут содержать не более 1+χ  произвольных комплексных постоянных. Следовательно, в рас-

сматриваемом случае решение искомой задачи 0
2ρ  также линейно зависит не более чем от 1+χ  

произвольных комплексных постоянных. 
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Если 1=r  и 0≥χ , то общее решение соответствующего (11) однородного дифференциаль-

ного уравнения (8) задается формулой (14). Следовательно, в этом случае общее решение )(ˆ z+ϕ  
неоднородного уравнения (11) может линейно зависеть не более чем от 3+χ  произвольных ком-

плексных постоянных. Поэтому (в силу (10)) в этом случае общее решение задачи 0
2ρ  линейно 

зависит не более чем от 3+χ  произвольных комплексных постоянных.  

Если же 32 +=r  или 32 −=r и 0≥χ , то общее решение соответствующего (11) од-

нородного уравнения (8) задается формулой (15). Значит, в этом случае общее решение )(ˆ z+ϕ  
неоднородного уравнения (11) может линейно зависеть не более чем от 2+χ  произвольных ком-

плексных постоянных. Следовательно, общее решение задачи 0
2ρ  в этом случае также может ли-

нейно зависеть не более чем от 2+χ  произвольных комплексных постоянных.  

Итак, установлена справедливость следующей теоремы. 

Теорема 2. Если 0≥χ , то для разрешимости однородной задачи 0
2ρ  в классе квазигармони-

ческих функций второго рода в круге { }rzzTr <=+ :  необходимо и достаточно, чтобы линейные 

дифференциальные уравнения (11) и (12) были разрешимы в классах функций )()( )2(
rr LHTA ∩+  и 

)()( )2(
rr LHTA ∩−  соответственно. Причем общее решение задачи 0

2ρ , задаваемое формулой 

(10), будет линейно зависеть не более чем от l  произвольных комплексных постоянных, причем  

1, если 1, 2 3,

3, если 1,

2, если 2 3.

r r

l r

r

χ
χ

χ

 + ≠ ≠ ±
= + =


+ = ±

 

Если 0<χ  и 1≠r , 32±≠r , то однородная задача 0
2ρ  неразрешима. 

Если 0<χ  и 1=r , то однородная задача 0
2ρ  безусловно разрешима, и её общее решение, за-

даваемое формулой 
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линейно зависит от двух произвольных комплексных постоянных 1С , 2С , т. е. 2=l . 

Если же 0<χ  и 32±=r , то однородная задача 0
2ρ  безусловно разрешима, и её общее 

решение, задается в виде 
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и зависит от одной произвольной комплексной постоянной C , т.е. 1=l . 
На основании теоремы 2 можно сделать несколько важных выводов. Во-первых, из этой тео-

ремы следует, что в случае 1=r  картина разрешимости задачи 0
2ρ  имеет «резонансный» харак-

тер, так как при изменении радиуса круга { }rzzTr <=+ :  в пределах интервала 

3232 +<<− r , именно при 1=r , задача 0
2ρ  имеет наибольшее число линейно незави-

симых решений. Аналогичный характер картина разрешимости задачи 0
2ρ  имеет при 32 −=r  

и 32 +=r .  
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Наконец, пусть );(
1

zrW  и );(
2

zrW  – решения задачи 0
2ρ  в областях { }1:

1
rzzTr <=+  и 

{ }2:
2

rzzTr <=+  соответственно. Как видно из утверждения теоремы 2, если, например, 0<χ , 

1
1

=r  и )32;1(
2

+∈r , то для любого достаточно малого положительного числа ε  при усло-

вии ε− <
12
rr  может случиться, что ε− >);();(

12
zrWzrW , так как в рассматриваемом случае 

0);(
2

≡zrW , а );(
1

zrW  определяется формулой (16). Значит, решения задачи 0
2ρ  неустойчивы по 

отношению к изменению границы рассматриваемой круговой области.  
Таким образом, из теоремы 2 вытекает следующее важное утверждение. 

Следствие. Решения краевой задачи 0
2ρ  неустойчивы по отношению к изменению границы 

круговой области. 
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VALUE PROBLEM OF RIEMANN TYPE FOR QUASIHARMONIC FUN CTIONS  
IN CIRCULAR DOMAINS 
 
K.M. Rasulov , Sh.S. Khankishieva 
Smolensk State University, Smolensk, Russian Federation 
E-mail: kahrimanr@yandex.ru 
 

We consider the boundary value problem of Riemann type (the conjugation problem) in the classes 
of piecewise quasiharmonic functions. A homogeneous problem of a Riemann type problem in the 
classes of piecewise quasiharmonic functions of the second kind in circular domains is studied in details. 
In particular, in this case a clear solution method is developed for a homogeneous problem of Riemann 
type, the logical essence of which consists in reducing the solution of the homogeneous problem under 
consideration to a sequential solution of the common homogeneous Riemann problem for analytic func-
tions and two second-order linear differential Euler equations. Moreover, instability of the solutions of 
the homogeneous problem is determined with respect to the change in the radius value of the considered 
circular domain, and a complete picture of its solvability for different values of the index of the problem 
and the radius of the circular domain is constructed. It is proved that the main reason for the instability 
of the solutions of a homogeneous problem of Riemann type in classes of piecewise quasiharmonic 
functions of the second kind in circular domains with respect to the change in the radius value of the 
considered circular domain is the fact that the number of linear independent analytic solutions of homo-
geneous differential Euler equations, to which the desired Riemann type problem is reduced, depends 
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essentially on  the radius of the considered circular region. In this paper we use the methods of the the-
ory of functions of a complex variable, the theory of integral equations, and the analytic theory of differ-
ential equations. 

Keywords: the boundary value problem of Riemann type; piecewise quasiharmonic function; differ-
ential equation of Euler; circular domains; radius of a circular domain. 
 

References 
1. Rasulov K.M. On the Method of Solution of the Riemann Type Boundary Value Problem in 

Classes of Quasiharmonic Functions of Arbitrary Genus. Izvestiya Smolenskogo gosudarstvennogo uni-
versiteta, 2015, no. 2/1, pp. 159–168. (in Russ.). 

2. Rasulov K.M., Khankishieva Sh.S. O kraevoy zadache tipa Rimana kvazigarmonicheskikh 
funktsiy v kruge needi-nichnogo radiusa (On a boundary-value problem of Riemann type of quasihar-
monic functions in a circle of a non-unitary radius). Materialy XVII mezhdunarodnoy nauchnoy konfer-
entsii “Sistemy komp'yuternoy matematiki i ikh prilozheniya” (Proc. XVII international scientific con-
ference "Computer mathematics systems and their applications"), Smolensk, Izdatel'stvo SmolGU Publ., 
2016, Issue 17, pp. 211–216. (in Russ.). 

3. Gakhov F.D. Kraevye zadachi (Boundary value problems). Moscow, Nauka Publ., 1977, 640 p. 
(in Russ.). 

4. Koddington E.A., Levinson N. Teoriya obyknovennykh differentsial'nykh uravneniy (Theory of 
Ordinary Differential Equations). Moscow, Izd-vo inostrannoy literatury Publ., 1958, 474 p. (in Russ.). 

Received November 24, 2017 



Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2018, том 10, № 3, С. 59–66 

59 

 DOI: 10.14529/mmph180307 
 

METHODS OF SPEECH AND TEXT DATABASES DEVELOPMENT  
FOR QA-SYSTEMS 

 
A.L. Ronzhin, A.A. Zaytseva, S.V. Kuleshov, K.V. Ne nausnikov 
Saint-Petersburg Institute for Informatics and Automation of Russian Academy of Science, 
Saint-Petersburg, Russian Federation 
E-mail: ronzhin@iias.spb.su 

 
The paper is devoted to the problems of question-answer systems develop-

ment (QA-systems). The subject of the study is discussion of approaches to the 
automatic filling of the database of the QA-system based on the analysis of the 
unstructured text sources currently available in the public domain of the Inter-
net. 

The analysis reveals that the following ways of implementing QA-systems 
are distinguished: based on inference for ontologies, rules and syntax, using arti-
ficial neural networks. 

The methods for automatically search of question-answer pairs based on the 
structure of sentences and on the basis of associative-ontological analysis has been 
developed and tested in the research. 

The method based on the analysis of the structure of sentences is effective for 
texts such as lists of frequently asked questions (FAQ), as well as literature texts 
containing dialogs, direct speech, based on preliminary processing of the text, ex-
pressed in the form of a heuristic rule. 

The method based on associative-ontological analysis is focused to the class 
of reference and dictionary texts and is based on the assumption that in the de-
scriptive text there is a sentence (or a group of sentences) containing the main 
idea of the text. In this case, the title of the text can be considered a question, and 
this sentence (or a group of sentences) is the answer. We need to make the selec-
tion of meaning-generating sentences due to the semantic reduction of the text 
automation. For this purpose, algorithms of self-referencing are applied based on 
the associative-ontological approach to the processing of texts in natural lan-
guage. 

For the experimental verification of the possibility of creating an open QA-
system based on the automatic collection of question-answer pairs from the 
Internet, a prototype of a collection module for the database of the QA-system 
has been developed. 

Keywords: question-answer pair; associative-ontological analysis; text; auto-
matic text processing; natural language; speech recognition. 

 
Introduction 

The task of automatic speech recognition in real conditions is far from its solution, taking into 
account the variability of the source of the speech signal and the acoustic noise that harbors the initial 
sequence of audio segments. In recent years, significant progress has been made in this area and there 
are commercial voice-independent applications that quite successfully recognize speech in the 
processing of voice commands (Google maps, Yandex maps), in interactive systems (Siri), in 
stenographic systems [1]. The accuracy of recognition of speech units in these systems has reached the 
necessary threshold, so that users begin to trust automatic voice input and think about the transition from 
the usual means of contact input of information to contactless ones. 

The reached success in the field of speech recognition is associated with the development of cloud 
technologies, which made it possible to use: 1) "large" heterogeneous data for teaching a multi-level 
hierarchical acoustic language model of language and speech; 2) crowdsourcing technologies for manual 
processing of a huge volume of training and recognizable audio and text data; 3) distributed computing 
resources for servicing client voice applications. 

The advantageous factors, that reduce the complexity of the task, are the possibility of preliminary 
tuning to a specific speaker and a relatively small size of the dictionary of recognizable speech units. 
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Among the possible areas of research contributing to the solution of the problem are the methods with 
the application of: 1) multichannel recording and processing of audio signals using an array of 
microphones for filtering audio noise; 2) multi-sensory recording of the process of speech formation 
using different types of datacom (microphones, laryngophones, video cameras, etc.); 3) biometric 
analysis of the psychophysiological state of the speaker with the evaluation of speech capabilities and 
the choice of the most accessible communication channel. 

The effectiveness of human-machine interaction is also related to the current state of the operator. 
In the works [2, 3] the technology of personified monitoring of working conditions of the personnel of 
industrial enterprises and industries, implemented in the interests of ensuring reliable activity and health 
preservation, is presented. The general scheme of a personified indicator of working conditions is 
presented. In the works [4, 5] the analysis of domestic patents for methods and devices for diagnosing 
the functional state of a human operator has been performed, showing a low innovative ability of 
inventions, and the forecast of the process of scientific and inventive activity indicates a decrease in the 
number of inventions in this branch of science and equipment for the next years. 

The problem of the variability of speech in the various psychophysiological states of the speaker 
caused by external factors is less studied and represents the greatest complexity. To study it, it is 
required to create the speech databases necessary for the subsequent learning of the on-board speech 
recognition system. But first of all it’s important to determine the hardware and software resources that 
can be allocated for the processing of speech audio. This will determine which generation of speech 
recognition systems (based on comparison of standards, hidden Markov models, artificial neural 
networks, etc.) can be launched on the client device. 

Given the responsibility of the tasks to be solved with the help of on-board client devices, it is 
difficult to record training voice databases in real operating conditions. The only option for the 
introduction of speech technologies is the iterative procedure for the gradual modification of speech 
training databases, recorded primarily in an artificially recreated acoustic environment. The main steps 
in the formation of speech databases are: 1) classification, analysis of the amplitude-frequency 
characteristics of audio noise and the creation of appropriate databases; 2) an analysis of the variability 
of the speaker's speech caused by audio noise. 

It is probably possible to organize the implementation of the first step in conditions closed to real 
operation. Audio recordings in the second study can be carried out in the laboratory, giving the 
headphones audio speaker with the specified characteristics. The implementation of additional devices 
for audio signals recording in real conditions, of course, significantly accelerated the process of solving 
the problem of noise and variability of the speaker's speech filtering. 

Automatic text processing is an integral step in the formation of human-machine speech interfaces. 
For QA-systems, it is important that the equivalent in sense questions can be recognized as the same 
question, regardless of the words, style, syntactic interconnections and idioms used. To search or 
generate an answer to a question, a QA system must have access to some knowledge base that contains 
information allowing you to formulate a response.  

There are two main types of QA-systems: closed-domain or specialized (with a limited thematic 
area) and open-domain (not limited to a particular subject area). The Open-domain QA-systems work 
with information in all areas of knowledge, which provides the ability to conduct search in related areas. 
An open-domain QA-system usually works with several sources of knowledge, in which it searches for 
answers depending on the class of the given question [6, 7]. 

The following ways of QA-systems implementing can be distinguished: on the basis of inference on 
ontologies [8], rules, and syntax [9], using artificial neural networks [10]. Also it is worth noting that 
there is the availability of approaches to improve the quality of QA-systems based on the user satisfac-
tion score [11]. 

The system's response should be presented in the form of a phrase in natural language. In some 
cases, the simple search for the data of the copy of the communicative act is enough, that gives the ques-
tion was ever used and an answer was given to it (a question-answer pair was formed). 

The existing database filling technologies for QA-systems include expert filling [12], the use of 
crowd sourcing technologies [13], methods of procedure generation [14], automatic filling methods us-
ing existing anthologies (text corpus). 
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The growth of the number of public information resources in the Internet, which allows, on the one 
hand, the completeness of the terminological thesaurus within individual subject areas, and on the other 
hand, the diversity of thematic areas, has become the basis for making the assumption of the possibility 
of automatic analysis of texts of various content with the purpose to detect and highlight communicative 
acts for their subsequent entry into the database of the QA-system in the form of QA-pairs. 

The joint use of the voice interface and QA-systems within the framework of human-machine 
interaction gives the following features:  

1) the use of a closed-domain QA-system within the voice interface of interaction with the operator 
can expand the functionality in cases where the operator's co-command can’t be directly executed, in 
which case the phrase is transmitted as a request to the QA system for issuing recommendations or re-
ceiving situational help. In this case, the QA system should be built on the extended thesaurus of the 
voice interface of a specific board system and include the basic aspects of the functioning of such a sys-
tem in the base of question-answer pairs. 

2) the use of an open-domain QA system operating in the voice assistant mode for issues not di-
rectly related to the operation of the on-board or mobile system (the analog of the assistants Siri, Cor-
tana, Google Assistant, etc.) increases the process of satisfaction in communication with the system. In 
this case, the filling of the system can be made from available open resources, but in addition it is neces-
sary to take into account the variability of speech and the difference in the forms of question phrases 
constructing. 

 
1. The approach to the QA-system’s database development 

Consider the functional features of the QA-system that allows creating a database of QA-pairs, ex-
tracting knowledge from the publicly available Internet resources and providing a dialog question-
answer interface in the form of web service (the block diagram is shown in Figure). As we can see on 
the figure, the system consists of functionally independent blocks for generating a database and for using 
this database to respond to user requests. 

For filling the database there is a set of web crawlers and a module for collecting QA-pairs, that col-
lect, download and analyze text documents, as well as extracting question-answer pairs from them.  

For the analysis of search queries (texts of questions) and the choice of the most relevant answer to 
this question, among the available question-answer pairs there is the interface search-and-dialogue com-
ponent, represented on the structural diagram by the interface module of the question-answer system. 

The formulation of the final answer is made by the module for responses generating (included in the 
interface module of the QA-system), so that the result looks syntactically natural and represents exactly 
what the user was looking for. 

The mechanisms of decomposition of the question (user query), search and generation of the answer 
are considered, for example, in [15]. We will consider only methods of automatic collection of 
documents for filling the database (DB) of the 
QA-system based on the analysis of texts 
available in the web.  

The available pages from the Internet are 
downloaded using web crawler technology 
[16]. It crawls links in processed documents 
according to specified algorithms, in 
conjunction with a headless browser that 
parses the original format of the downloaded 
document (PDF, HTML, MS Word, etc.) and 
converts it to text format. Additionally, the 
title of the document is retrieved. At this 
stage, the elements of the document are 
filtered, containing blocks of information that 
are not related to the main text: text blocks, 
navigation bars, etc. 

In the work several methods of automatic 

The structured scheme of QA-system with speech inte rface 
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selection of question-answer pairs were developed and tested based on the structure of sentences and on 
the basis of an associative-ontological approach to text analysis [16]. 

Before the direct allocation of question-answer pairs by any of the developed methods, the received 
texts are subjected to preliminary processing, in this case the graphematic analysis [17], which includes 
the definition of the boundaries of paragraphs, sentences and words, taking into account the structure of 
sentences. 

The selection of sentences from the text is made by heuristic rules based on the search for the 
delimiter characters of the sentences: «.», «!», «?», «…» and the line transfer symbol. The words 
boundaries are delimited characters: « », «,», «;», «–», «(», «)», «:» и «"». 

Each word in the text is being lemmatized – normalized using the function m  of the morphological 
analysis (m-function). In this context the normalization means the obtaining the base form of the word 

(called ‘lemma’), { },
m

i i iw w w∈→ W , i∈ℕ, where { }W  is the set of word forms, iw is the base form 

of the word, iw is a word, W  – set of words, and ω is the set of valid words in the language, i∈ℕ. A 

valid set of words in the language { }ω  is defined by some thesaurus { } { }iw∈ ⊂W ω . The words belonging 

to the set of stop-words are ignored. 
 

2. The method of QA-pairs delivering based on the sentence structure analysis 
For texts such as lists of frequently asked questions (FAQs), as well as prose texts containing dia-

logs and direct speech, a method based on the analysis of the sentence structure obtained by preprocess-
ing the text, expressed in the form of the following heuristic rule is effective. A sentence containing a 
direct speech is a sentence satisfying any of the following conditions: 

– the first symbol of the sentence is the symbol «–»; 
– within the sentence, a pair of symbols are sequentially located: the first character is the element of 

the set {«,», «.», «!», «?», «"»}, the second character is the «–» symbol; 
– inside the sentence, a pair of «:» and «"» symbols are sequentially located. 
From the sentences received, the author's words are deleted. The author's words are the text frag-

ment that satisfies any of the following conditions: 
– the text fragment is located after a pair of characters: the first character is the element of the set 

{«,», «.», «!», «?», «"»}, the second character is the«–»symbol; 
– the fragment of the text is separated by the symbols «–»; 
– the fragment of the text is located before the sequence of characters: «:» and «"». 
Proposals that do not contain direct speech are considered in their original form, because they aren’t 

needed in preprocessing. 
Interrogative sentences are allocated from the text. 
These sentences satisfy the following condition: 
(the sentence contains more than two words) AND (the sentence ends with the symbol «?»). 
Immediately after the interrogative sentences within one paragraph, a sentence that satisfies the 

conditions is selected: 
(the sentence must not end with a «?» symbol) AND (the sentence contains at least one word). 
Such a proposal will be considered an answer to the question posed. If any sentence in this para-

graph doesn’t satisfy these conditions, we believe that the question doesn’t contain a response and it 
won’t be entered into the database. 

These heuristic rules can be written in the form of a generating grammar and implemented as a fi-
nite automaton. 

 
3. The method on QA-pairs delivering based on associative-ontological approach 

The method based on associative-ontological analysis is primarily focused on the class of reference 
and dictionary texts and it is based on the assumption that in the descriptive text there is a sentence (or a 
group of sentences) containing the main idea of the text. In this case, the title of the text (including that 
indicated through the meta tags of the online document) can be considered as a question, and this sen-
tence (or a group of sentences) is the answer. 
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The use of abstracting algorithms based on the associative-ontological approach to the processing of 
texts in natural language [18] makes it possible to automate the selection of meaning-generating sen-
tences through the semantic reduction of the text. The abstracting of texts is based on bi-grams, where a 
bi-gram is a pair of words found in one sentence. A couple of words that are often found in one sentence 
are considered associated, and the more often this bi-gram occurs, the stronger the connection. The sen-
tences containing concepts, whose sum of connections is greatest, better than all other reflect the subject 
area described in the text. 

 

4. The experiments and discussion 
For the experimental verification of the possibility of creating an open-domain QA-system based on 

the automatic collection of question-answer pairs from the Internet, a prototype of the collection module, 
working in conjunction with the web crawler of the monitoring system for Internet resources is devel-
oped [18, 19]. The system processed 310,239 documents with useful volume of the text 1.92 GB (with-
out taking into account the layout of the document and media data). While analyzing the texts, 2,230,325 
questions and answers were received, the database size is 710 MB. The quantitative results obtained dur-
ing the experimental verification of various methods are presented in Table. 

 

The obtained QA-pairs quantity  

Method QA-pairs quantity 
The method based on the structure sentences analysis without the direct  
speech registration  

529117 

The method based on the sentence structure analysis for direct speech  1080730 
The method of QA-pairs delivering based on associative-ontological approach 310239 

 

The greatest contribution to the formation of the database of question-answer pairs among the texts 
containing recorded communicative acts, mainly due to the high specific content of question-answer 
pairs within each document was made: 

– by the prose texts containing dialogues of heroes (26 %); 
– by the sections of frequently asked questions (FAQ) (17 %); 
– by the reference and dictionary sources using the algorithm based on associative-semantic analy-

sis (21 %); 
– by the user generated content (UGC): forums, blogs, comments; 
– by the documentary texts and news content. 
 

Conclusion 
A prototype of a system for collecting question-answer pairs was developed on the basis of the ac-

tual material contained in the public domain of the Internet. 
Available pages were downloaded using web crawler technology, which crawls links in conjunction 

with a headless browser that parses the original format of the loaded document. 
Two methods were tested for identifying question-answer pairs: a method based on analysis of the 

structure of sentences, and a method based on an associative-ontological analysis of texts. 
Based on the analysis of the results obtained by the developed methods, it can be asserted that for a 

particular sample the average number of question-answer pairs was 7,9 per 1 document (one question-
answer pair per 1 KB of text). 

At the same time, an expert evaluation of the quality and completeness of the database, carried out 
using the interactive prototype, showed the impossibility of obtaining adequate answers for most of the 
specified search queries that the expert asked the search system without regard to the subject area. 

This indicates the limited ability to create an open-domain (not specialized) QA-system only by di-
rectly identifying question-answer pairs from unstructured text sources currently available in the public 
domain of the Internet. 

In conclusion, the authors are pleasant to express their sincere gratitude to Professor A.V. 
Bogomolov for his constructive criticism, a joint discussion of the problems of human-machine 
interaction in the framework of medical and biological research and congratulate him on the forty-fifth 
anniversary. 

The research is granted by the budget (projects No. 0073-2014-0005 and No. 0073-2018-0002). 
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МЕТОДЫ СОЗДАНИЯ РЕЧЕВЫХ И ТЕКСТОВЫХ БАЗ ДАННЫХ 
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А.Л. Ронжин, А.А. Зайцева, С.В. Кулешов, К.В. Ненаусников 
Санкт-Петербургский институт информатики и автоматизации Российской академии наук, 
г. Санкт-Петербург, Россия 
E-mail: ronzhin@iias.spb.su 
 

Работа посвящена проблемам построения речевых вопросно-ответных систем (QA-систем). 
Предметом исследования являются подходы к автоматическому наполнению базы данных во-
просно-ответной системы путем анализа неструктурированных текстовых источников, имею-
щихся в настоящий момент времени в открытом доступе в сети Интернет. 

В результате анализа выявлено, что выделяют следующие способы реализации QA-систем: 
на основе логического вывода по онтологиям, правилам и на основе синтаксиса, с использовани-
ем искусственных нейронных сетей.  

В исследовании разработаны и протестированы методы автоматического выделения вопрос-
но-ответных пар на основе структуры предложений и на основе ассоциативно-онтологического 
анализа. 

Метод на основе анализа структуры предложений эффективен для текстов типа списков час-
то задаваемых вопросов (FAQ), а также художественных текстов, содержащих диалоги, прямую 
речь, основан на предварительной обработке текста, выраженный в виде эвристического правила. 

Метод на основе ассоциативно-онтологического анализа ориентирован на класс справочных 
и словарных текстов и основан на предположении о том, что в тексте описательного характера 
имеется предложение (или группа предложений), содержащее основную мысль текста. В этом 
случае заголовок текста может считаться вопросом, а это предложение (или группа предложе-
ний) – ответом. Для автоматизации выделения смыслообразующих предложений за счет семан-
тической редукции текста применяются алгоритмы реферирования на основе ассоциативно-
онтологического подхода к обработке текстов на естественном языке. 

Для экспериментальной проверки возможности создания открытой вопросно-ответной сис-
темы на базе автоматического сбора вопросно-ответных пар из сети Интернет был разработан 
прототип модуля сбора базы данных вопросно-ответной системы. 

Ключевые слова: вопросно-ответная пара; ассоциативно-онтологический подход; текст на 
естественном языке; автоматическая обработка текста; распознавание речи. 
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СЕДИМЕНТАЦИЯ МАЛОКОНЦЕНТРИРОВАННОЙ 
ПОЛИДИСПЕРСНОЙ ВЗВЕСИ СТОКСОВСКИХ ЧАСТИЦ  
В ПЛОСКОМ СЛОЕ 
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На основе диффузионно-кинетического подхода выполнен аналитиче-
ский анализ осаждения малоконцентрированной полидисперсной взвеси 
стоксовских частиц в плоском слое покоящейся дисперсионной фазы (вяз-
кая несжимаемая жидкость). При отсутствии перемешивания математиче-
ская модель для монодисперсных частиц, обобщенная на полидисперсный 
случай с использованием принципа суперпозиции концентрационных по-
лей, представлена в виде начально-краевой задачи для дифференциального 
уравнения первого порядка в частных производных относительно функции 
плотности распределения частиц по размерам, решение которой записано 
аналитическим соотношением с помощью обобщенной функции Хэвисайда. 
Получены расчетные выражения для локальной счетной функции плотно-
сти распределения частиц в пространстве размеров, массовой концентра-
ции в объеме и роста осадка, инвариантных физико-химическим свойствам 
гетерогенной системы. Показано, что найденное обобщенное решение может 
быть применено для дисперсного анализа взвеси как альтернативная мето-
дика седиментометрическому анализу, если известна эмпирическая относи-
тельная седиментационная кривая. Если исходная счетная функция плот-
ности распределения частиц по размерам относится к экспоненциальному 
типу, то из безусловной задачи минимизации легко может быть вычислен 
среднечисленный размер частиц взвеси. Данный подход может быть обоб-
щен на случай грубодисперсных взвесей, скорость осаждения которых не 
подчиняется закону Стокса, а также для произвольных исходных счетных 
функций плотности распределения частиц взвеси по размеру. В этом случае 
для нахождения функции плотности частиц по размеру применяется целе-
вая функция, записанная в виде функционала, и задача его минимизации 
приводит с некоторой степенью приближения к искомой эксперименталь-
ной счетной функции плотности распределения частиц по размерам. 

Ключевые слова: седиментация; полидисперсная взвесь; осадок; плоский 
слой; концентрация. 

 
Введение. Процесс осаждения малоконцентрированной полидисперсной взвеси находит ши-

рокое использование в энергетике, химической и пищевой технологиях [1, 2], а если при этом 
несущая среда является условно неподвижной, то этот процесс имеет фундаментальное значение 
в седиментометрическом анализе дисперсной фазы [3]. В частности, если скорость частиц посто-
янна, что означает уравновешивание силы тяжести силами гидродинамического сопротивления, 
то такие частицы принято называть стоксовскими [4]. Анализ процесса осаждения с позиций ме-
ханики гетерогенных сред вызывает ряд трудностей, связанных с идентификацией межфазной 
границы [5], что, в конечном счете, делает невозможным постановку краевых условий и приме-
нение интегро-дифференциального исчисления. Альтернативой этому является применение диф-
фузионно-кинетической модели процесса осаждения [6], что с успехом апробировано при реше-
нии ряда задач [7, 8]. 

Постановка задачи. Рассмотрим плоский слой дисперсионной среды высотой h со свобод-
ной поверхностью, которая содержит равномерно распределенную дисперсную фазу малокон-
центрированных полидисперсных частиц. Направим ось Ox декартовой координаты с началом на 
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поверхности осаждения перпендикулярно к свободной поверхности, тогда диффузионно-
кинетическая модель осаждения монодисперсной взвеси имеет вид [9]: 

( ) ( ) ( )2

2

, , ,n x n x n x
w D

x x

τ τ τ
τ

∂ ∂ ∂= +
∂ ∂ ∂

;                  (1) 

( ) 0,0n x n= ;             (2) 

( ) ( ) ( )0,
0, 0

n
w k n D

x

ττ ∂− + =
∂

;               (3) 

( ) ( ),
, 0

n h
wn h D

x

ττ ∂+ =
∂

,          (4) 

где ,xτ  – время и декартова координата; ( ),n x τ  – локальная счетная концентрация частиц раз-
мера l; w – стоксовская скорость осаждения частиц размера l; D – коэффициент конвективного 
перемешивания взвеси; k – кинетический коэффициент встраивания частиц в структуру осадка. 

Если перемешивание отсутствует ( )0D = , то из (3) следует, что k w→ , т. е. частицы, подо-
шедшие к поверхности осаждения, беспрепятственно оказываются в осадке. Поэтому (1)–(4) 
трансформируется в систему: 

( ) ( ), ,n x n x
w

x

τ τ
τ

∂ ∂=
∂ ∂

,         (5) 

( ) 0,n x nτ = ,             (6) 

( ) 00,n nτ ≠ ,             (7) 

( ), 0n h τ = .            (8) 
Из (5)–(8) следует, что 

( ) ( ) ( ) 00,n h w nτ τ τ = Η − Η −  , 

где ( )...Η  – функция Хэвисайда. В силу малоконцентрированности взвеси система (5)–(8) может 
быть обобщена на полидисперсный случай, используя принцип суперпозиции концентрационных 
полей, т. е. 

( ) ( ) ( ), , , ,f x l f x l
w l

x

τ τ
τ

∂ ∂=
∂ ∂

,             (9) 

( ) ( )0, ,0f x l f l= ,                 (10) 

( ) ( ) ( ){ } ( )00, ,f l h w l f lτ τ τ = Η − Η −  ,         (11) 

где ( )0f l , ( ), ,f x l τ  – исходная и локальная счетные функции плотности распределения частиц 
по размерам. 

В безразмерном виде система (9)–(11) такова: 
( ) ( )2, , , ,F X L F X L
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где ( )w l hθ τ= ; X x h= ; L l l= ; ( ) ( ) ( ), , , ,NF X L lf x lθ τ= ; ( ) ( ) ( )0
NF L lf l= ; 
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0

l
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l

l f l dl= ∫ ; minl , maxl  – 

минимальный и максимальный размеры частиц взвеси. 
Применяя одностороннее преобразование Лапласа по θ , получим решение (12)–(14) 

( ) ( ) ( )[ ]{ } ( )2
0, , 1F X L X L F Lθ θ θ −= Η − Η − − .              (15) 

С помощью (15) определены: локальная относительная массовая концентрация частиц во 
взвеси 
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Vk  – коэффициент формы частиц, Tρ  – плотность частиц; среднеобъемная относительная массо-
вая концентрация частиц 

( ) ( )
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,C C X dXθ θ= ∫ ;         (17) 

относительная толщина осадка 
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− ∫ ; ε  – порозность осадка взвеси. 

Пример расчета. В практике наиболее часто встречается экспоненциальный закон распре-
деления взвеси, например, в процессах кристаллизации твердой фазы из растворов, объемной 
конденсации парообразных сред и т. д. В этом случае ( ) ( )

0 expF L L= −  и приближенно можно 

считать min 0L = , maxL → ∞ . Заметим, что условие нормировки при этом выполняется автоматиче-
ски. Тогда из (15) следует 

( ) ( ) ( )[ ]{ } ( )2, , 1 expF X L X L Lθ θ θ −= Η − Η − − − . 

 
Рис. 1. Безразмерная функция плотности распределе-

ния частиц по размеру при 0,05θ =  
Рис. 2. Относительная массовая концентрация частиц 

при: 1 – 0,001θ = ; 2 – 0,01θ = ; 3 – 0,1θ =  

Трансформирование ( ), ,F X L θ  в процессе седиментации показано на рис. 1. Выражение для 
локальной относительной массовой концентрации частиц во взвеси (16) принимает вид (рис. 2) 

( ) ( ) ( )3 3
, 6 3 6 6 exp 6C X L L L Lθ ∗ ∗ ∗ ∗ = − + + + −  , 

где ( )1L X θ∗ = − . Кинетика осветления взвеси в процессе осаждения есть 

( ) ( ) ( )2 60 3 60 1 60 27 7 exp 1C θ θ θ θ θ θ θ = − − + + + + −  . 

Относительная толщина осадка представлена в квадратурах 
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В частности, если известна экспериментальная относительная седиментационная кривая 
( )
эσ τ , то решив оптимизационную задачу 

( ) ( )1 minэ α
σ ατ σ τ− → , 

в которой ( )w l hα = , нетрудно найти ( )
18

T

l
g

ρνα
ρ ρ

=
−

, где ρ  – плотность; ν  – кинематическая 

вязкость несущей среды; g  – ускорение свободного падения. 
Заключение. Аналитический анализ позволил получить основные характеристики кинетики 

осаждения малоконцентрированной полидисперсной взвеси стоксовских частиц в неподвижной 
несущей среде инвариантно физико-химическим свойствам гетерогенной системы и на его осно-
ве предложить способ идентификации среднего размера взвеси по экспериментальной седимен-
тационной кривой. 
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SEDIMENTATION OF A SMALL-CONCENTRATED POLYDISPERSE SUSPENSION 
OF STOKES PARTICLES IN A FLAT LAYER 
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On the basis of the diffusion-kinetic approach, an analytical analysis of the precipitation of a low-

concentration polydisperse suspension of Stokes particles in a flat layer of a stationary dispersive phase 
(viscous incompressible liquid) is performed. In the absence of mixing, the mathematical model for 
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monodisperse particles, generalized to a polydisperse case using the principle of superposition of con-
centration fields, is presented in the form of an initial-boundary value problem for a first-order partial 
differential equation with respect to the particle size distribution function in dimensions, the solution of 
which is written in the analytic relation with the help of the generalized Heaviside function. The calcu-
lated expressions are obtained for the local counting function of the density of the particle distribution in 
the space of dimensions, mass concentration in the volume, and growth of the sediment, which are in-
variant to the physicochemical properties of the heterogeneous system. It is shown that the generalized 
solution found can be applied to the dispersion analysis of suspended matter as an alternative technique 
to sedimentometric analysis if the empirical relative sedimentation curve is known. If the initial counting 
function of the particle size distribution density refers to the exponential type, then the average number 
particle size of the suspension can easily be calculated from the unconditional minimization problem. 
This approach can be generalized to the case of coarse suspended solids, the rate of deposition of which 
does not obey the Stokes law, and also for arbitrary initial counting functions of the particle size distri-
bution of the slurry in size. In this case, to find the particle density function with respect to size, we use 
the objective function written in the form of a functional and the minimization problem leads to a certain 
degree of approximation to the required experimental countable density distribution function for parti-
cles. 

Keywords: sedimentation; polydisperse suspension; sediment; flat layer; concentration. 
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Diffraction of a focused Gaussian beam in the vicinity of the waist region at the edge of the screen 
is considered on the basis of numerical simulation and experimental investigation. The Gaussian beam 
propagation has been simulated on the basis of the Helmholtz equation solution by the spectral method. 
The diffraction of coherent laser radiation (wavelength of 0,63 µm) at the edge of a rectangular screen 
overlapping half the beam in the transverse direction has been analyzed experimentally. The laser beam 
is focused by the lens of focal length of 4 cm. A dependence of the diffraction pattern on the screen po-
sition relative to the focal waist position is observed. It is found that if the screen is located at distances 
less than the focal length, then the diffraction pattern is observed in the dark region and represents a 
semicircle with diffraction fringes. If the screen is placed in the waist region, then the diffraction pattern 
becomes symmetrical with respect to the screen edge, and if the screen is located at a distance greater 
than the focal length, then the diffraction pattern is observed in bright area with the diffraction fringes 
appearing on the other side. The results can be used for the accurate determination of the focused Gaus-
sian beams waist position. 

Keywords: Gaussian beam; the beam waist; the focal plane; light diffraction. 
 
Introduction  

The focusing of structured light beams gives rise to new effects in the focal plane [1]. Changing of 
the sign of circular polarization of asymmetric light beams causes the transverse displacement of beam 
waist [2–6]. Transverse focal displacement is also observable in beams with vortices. The value of this 
displacement from the geometric focus depends on the topological charge of the vortices, the vortices 
initial position in the beam, and the beam aperture [7, 8]. 

Besides the transverse displacement, the longitudinal focal shift from the geometric focus is ob-
servable. This focal shift is directed toward the beam aperture and depends on a Fresnel number [9, 10]. 
For the focused Laguerre-Gaussian beams the longitudinal focal shift increases with the increasing of 
the focal distance and decreases with the increasing of the waist region diameter [11]. 

The diffraction by the screen with the straight edge (half plane) has been investigated for several 
decades and revealed new properties of optical waves [12]. It was found that the diffraction of a beam 
with a zero topological charge gives rise to optical vortices (wavefront dislocations) [13]. Half plane 
edge diffraction allowed researchers to determine the dependence of diffraction pattern on the sign of 
circular polarization and to demonstrate the vortex character of the longitudinal field component of the 
circularly polarized beams [14]. The diffraction of the Gaussian vortex beam by the edge of the screen 
resulted in the formation of polarization singularities, which appear from the transverse and longitudinal 
components of the diffracted beam electric field [15]. Moreover, half plane and slit diffraction of beams 
made possible the determination of the energy flow direction in beams with wavefront dislocations [16, 
17]. 

The diffraction of focused beams by a screen will allow us to research the properties of light in the 
waist region. In this paper we present the results of numerical simulation and experimental investigation 
of the half plane diffraction of a focused Gaussian beam at the beam waist. 
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Half plane diffraction of a focused Gaussian beam: simulation 
To obtain the diffraction pattern of the Gaussian beam cross section after the diffraction of the 

beam by the edge of the screen we solved Helmholtz equation using a spectral method. We calculated 
the far-field intensity distribution. The screen was located at different distances from the focal waist in 
such way, that it always overlapped the right half of the beam. 

The results of the intensity distribution calculations are shown in Fig. 1. We can see that the 
diffraction pattern changes with the screen move along the beam propagation axis. If the screen is 
located in the waist region, the intensity distribution is symmetric with respect to the screen edge and 
forms an ellipse, the major ellipse axis is perpendicular to the screen edge (Fig. 1, c). If the screen is 
before or after the beam waist region, the intensity distribution has an evident diffraction nature and 
forms a semicircle with diffraction fringes. If the screen is far from the beam waist, the diffraction 
pattern is more evident, and the diffraction pattern image depends on the screen location (before or after 
the waist region). If the screen is located before the beam waist, the diffraction fringes are to the left of 
the screen edge (Fig. 1 a, b). If the screen is located after the beam waist, the diffraction fringes are to 
the right of the screen edge (Fig. 1 d, f). 
 

 
a) b) c) d) f) 

Fig. 1. Calculated far-field intensity distribution s.  
The screen is between the lens and the focal plane (a, b); at focal plane ( c); after the focal plane ( d, f) 

 
Half plane diffraction of a focused Gaussian beam: experiment 

For experimental investigation we used the radiation of a He-Ne laser generated on the main trans-
verse mode at the wavelength λ = 632,8 nm. The laser beam was focused by a lens with the focal dis-
tance of 4 сm. The opaque screen with the vertical edge was mounted on a two-coordinate micro-motion 
stage. We can smoothly insert the screen into a beam, overlapping the right half of the beam, and move 
the screen along the beam propagation. The changes in the far-field intensity distribution on the change 
of the screen location relative to the focal waist were recorded by a CCD-camera (Fig. 2). At some 
screen locations we detected clear vertical fringes (Fig. 2, a, b), which were observable under any beam 
cross-section overlapping (by half or not). At some point the light spot formed an ellipse, the major el-
lipse axis was perpendicular to the screen edge (Fig. 2, c). A further move of the screen along the beam 
propagation axis led to the appearance of vertical diffraction fringes at the other side of the intensity dis-
tribution (Fig. 2 d, f). 

The comparison of Fig. 1 and Fig. 2 demonstrates that the symmetric diffraction pattern 
corresponds to the screen location at the focal plane. This fact allows us to assume that the focal plane 
position can be determined from the diffraction pattern form. We showed that the symmetry of the 
diffraction pattern is broken under the screen displacement by 20 µm from the focal plane. Therefore, 
using a lens with the focal distance of 4 сm, we could determine the focal plane position with an 
accuracy of 20 µm. 
 

a) b) c) d) f) 
Fig. 2. Experimental far-field intensity distributi ons. The screen is located a) at 1,5 mm before the focal plane; b) at 
75 µm before the focal plane; c) at the focal plane; d) at 75 µm after the focal plane; f) at 1,5 mm after the focal plane  

 



Физика 

Bulletin of the South Ural State University 
Ser. Mathematics. Mechanics. Physics, 2018, vol. 10, no. 3, pp. 72–76 

74 

Conclusion 
We investigated experimentally and theoretically half plane diffraction of the focused Gaussian 

beam in the vicinity of the waist region. We found that if the screen is located at distances less than the 
focal length, the diffraction pattern appears in the dark region. If the screen is placed in the waist region, 
the diffraction pattern becomes symmetrical with respect to the screen edge. And if the screen is located 
at a distance greater than the focal length, the diffraction pattern appears in the bright area. The results 
can be used for the accurate determination of the focused Gauss beams waist position. 

This work was partly carried out within the scope of the topic of State Assignment No. 0389-2016-
0003. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ДИФРАКЦИИ СФОКУСИРОВАННОГО ПУЧКА ГАУССА  
НА ПОЛУПЛОСКОСТИ В ОБЛАСТИ ПЕРЕТЯЖКИ 
 
Э.А. Бибикова1,2, Н.Д. Кундикова1,2, Н. Алвассити2,3 
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На основе численного моделирования и экспериментального исследования рассмотрена ди-
фракция на краю экрана сфокусированного пучка Гаусса в окрестности области перетяжки.  Мо-
делирование распространения пучка Гаусса проводилось на основе  решения уравнения Гельм-
гольца спектральным методом. Экспериментально исследовалась дифракция когерентного лазер-
ного излучения на длине волны 0,63 мкм на краю прямоугольного экрана, перекрывающего по-
ловину пучка в поперечном направлении. Фокальная перетяжка формировалась с помощью лин-
зы с фокусным расстоянием 4 см. Была обнаружена зависимость картины дифракции от положе-
ния экрана относительно положения фокальной перетяжки. Оказалось, что если экран располо-
жен на расстояниях меньше фокусного, то дифракционная картина наблюдается в области тени и 
представляет собой полукруг с дифракционными полосами. Если экран помещен в область пере-
тяжки, то дифракционная картина становится симметричной относительно края экрана. А если 
экран расположен на расстоянии большем фокусного расстояния, то дифракционная картина на-
блюдается в светлой области, при этом дифракционные полосы появляются уже с другой сторо-
ны. Полученные результаты могут быть использованы для точного определения положения пере-
тяжки сфокусированных пучков Гаусса. 

Ключевые слова: пучок Гаусса; перетяжка пучка; фокальная плоскость; дифракция света. 
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