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Математика 
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДВИЖЕНИЯ ПОРШНЯ  
ПОД ВОЗДЕЙСТВИЕМ ГОРЯЩЕГО ГАЗА С УЧЕТОМ ЗАЗОРА 
МЕЖДУ ПОРШНЕМ И ТРУБОЙ 
 
А.В. Геренштейн, Н.С. Мидоночева 
Южно-Уральский государственный университет, г. Челябинск, Российская Федерация 
E-mail: gerenshteinav@susu.ru 
 

Рассматриваются математические модели пневматической системы, 
состоящей из трубки, закрытой с одной стороны и открытой с другой. В 
трубке находится поршень, ограничивающий некоторый объем сжатого 
газа. Для нахождения параметров движения поршня под действием 
давления расширяющегося газа строится математическая модель системы 
несколькими способами: с помощью обыкновенных дифференциальных 
уравнений и с помощью уравнений в частных производных. В последнюю 
включаются такие уравнения, как уравнение движения, уравнение 
неразрывности и уравнение сохранения энергии, т. е. уравнения газовой 
динамики. Кроме того, определяются соответствующие краевые условия. 
При этом учитывается возможный нагрев газа и возможные потери 
некоторого объема газа сквозь имеющийся зазор между цилиндром и 
поршнем. Все уравнения, входящие в состав математической модели, 
приводятся к безразмерной форме. Для выполнения расчетов используются 
методы конечных разностей и характеристик, при которых все частные 
производные в уравнениях заменяются конечными разностями в узлах 
некоторой сетки. По имеющемуся шаблону находится приближенное 
значение каждого уравнения в каждом узле сетки по пространству, затем 
происходит переход на следующий временной слой. Расчеты выполняются 
до тех пор, пока поршень не достиг открытого конца трубы или до тех пор, 
пока поршень не начал замедляться. Затем проводится сравнение 
результатов, полученных с помощью рассматриваемых методов, по 
критериям быстродействия и точности, а также даются рекомендации 
относительно целесообразности использования каждого метода построения 
математической модели. 

Ключевые слова: математическая модель; сжатый газ; пневматическая 
система. 

 
Введение 

Существующие методы расчета параметров пневматических систем не являются полностью 
приемлемыми. Связано это с тем, что при расчетах математических моделей точными 
аналитическими методами можно решить лишь некоторые простейшие задачи. Для решения 
более сложных задач применяются различные численные методы. Численный метод позволяет 
получить лишь приближенное решение задачи. Методы сравниваются между собой по критериям 
точности и быстродействия. Следовательно, некоторые методы решений являются более 

предпочтительными, а некоторые – 
менее предпочтительными. 
Необходимо исследовать каждый 
метод и принять решение о его 
предпочтительности. 

В данной работе рассматривается 
класс систем «поршень-труба» (рис. 
1), предназначенных для создания Рис. 1. Система «Труба-поршень» с зазором 
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ускоренного движения поршня. В общем виде подобного рода системы состоят из двух основных 
частей: герметичного с одной стороны цилиндра, который содержит сжатый и подогреваемый 
газ, и подвижного поршня, который под действием давления сжатого газа приводится в движение 
внутри цилиндра. В этом случае скорость поршня до достижения им конца цилиндра (до 
достижения максимальной скорости) имеет принципиальное значение (рис. 1) [1–10]. 

Кроме того, необходимо учитывать возможный нагрев газа в процессе движения поршня, а 
также возможный зазор между цилиндром и поршнем. 

Цель работы – сравнить результаты, полученные с помощью рассматриваемых методов по 
критериям быстродействия и точности, и дать рекомендации относительно целесообразности 
использования каждого метода. 
 

1. Обозначения 
( )u = u x,t  – смещение частицы смеси в момент времени t . 1 u xβ = + ∂ ∂  – деформация 

(удлинение) частицы смеси. v = u t∂ ∂  – скорость частицы смеси. T  – температура газа 

(Кельвин). pc  – удельная теплоемкость газа при постоянном давлении. vc  – удельная 

теплоемкость газа при постоянном объеме. ρ  – плотность частицы смеси в момент времени t . 

0ρ  – плотность частицы смеси в момент времени 0t = , 0ρβ ρ= . p  – давление в частице газа в 

момент времени t . p vR = c – c  – универсальная газовая постоянная. p vγ= c c  – отношение 

удельных теплоемкостей. q  – удельная мощность тепла, выделяемого сгорающим порохом. sq  – 

удельная мощность тепла, выделяемого внешним источником. F  – площадь сечения трубы (и 
поршня). P  – давление на поршень справа. 0l  – начальная длина участка трубы, занятой смесью. 

M  – масса поршня. ν  – доля массы твердой фазы (пороха, ( )ν= ν t  – заданная функция вре-

мени). 
 

2. Математическая модель задачи, построенная с помощью  
уравнений в частных производных 

1.1. С учетом нагрева газа 
В основе данной математической модели лежат уравнения газовой динамики [6–10]: 

1.1.1. Уравнение неразрывности (совместности)  
Имеет место: 

1 , .x tu v uβ = + =  
Ввиду равенства смешанных производных (предполагая их непрерывность) получим 

β ν
= .

t x

∂ ∂
∂ ∂

              (1) 

1.1.2. Уравнение движения 

0 0.
p

t x

νρ ∂ ∂+ =
∂ ∂

      (2) 

1.1.3. Уравнение энергии 

( )( ) ( )
2

0

1
1 .

2 s
v

c T pv q q
t t xνν ν

ρ
 ∂ ∂ ∂− + + = +  ∂ ∂ ∂ 

                (3) 

Учитывая уравнения совместности, движения и Клапейрона, получим 

( ) ( )
0

1 1

1 sp p q q
t t

β β ν
γ ρ

∂ ∂+ = +
− ∂ ∂

               (4) 

или, дифференцируя произведение, деля на pβ  и приводя подобные, получим 

( )( )0 11
.sq qp

t p t p

ρ ν γγ β
β β

+ −∂ ∂+ =
∂ ∂
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1.1.4. Начальные и краевые условия 
В начальный момент времени (при 0t = ) в любом сечении плотность, давление и 

температура одна и та же, а скорость и деформация равны нулю, поэтому (рис. 2) 

( ) ( ) ( ) ( )0 0,0 , ,0 , ,0 0, ,0 1x p x p v x xρ ρ β= = = = . 

На левом конце ( 0x = ) газ прилегает вплотную к закрытому концу трубы и неподвижен: 

( )0, 0.v t =             (5) 
 

 
Рис. 2. Пневматическая система 

 

На правом конце ( 0x l= ) поршень движется под действием давления газа и противодавления. 

Поэтому при 0x l=  имеем 

( )0,l tβ β= , ( ) ( )0 0, , ,v v l t p p l t= =  и ( )– .tMv p P F=      (6) 

1.2. С учетом зазора между цилиндром и поршнем 
Рассмотрим пневматическую систему, изображенную на рис. 1. В данной системе поршень 

неплотно прилегает к стенкам трубки, и возникает промежуток (зазор) между поршнем и трубкой 
(например, при нарезном канале ствола, поршне нестандартной толщины и др.).  

Заметим, что в начальный момент времени газ между поршнем и трубкой не просачивается, 
эта проблема возникает лишь после начала движения поршня. Имеем, что при движении поршня 
сквозь зазор в единицу времени просачивается некоторый объем газа. При этом уравнения 
математической модели не меняются, корректируются лишь методы расчета. 

Также необходимо отметить, что расчет параметров движения поршня происходит в 
одномерном пространстве, и поэтому не учитывается характер течения газа сквозь зазор, а 
учитываются лишь потери некоторых объемов газа. Так, некоторый объем газа, вытекая через 
зазор, перестает участвовать в продвижении поршня вперед, и, следовательно, параметры 
движения поршня меняются. 

 
3. Математическая модель задачи, построенная с помощью 
обыкновенных дифференциальных уравнений 

t  – время, u  – координата поршня ( ( )0 1u = ), ( )q q t=  – мощность тепла, выделяемая 

единицей массы горящего пороха, v  – скорость поршня ( ( )0 0v = ), p  – давление, ( )0 1, vp c=  – 

удельная теплоемкость при постоянном давлении, γ  – отношение удельных теплоемкостей, m  – 

сумма масс газа и пороха, M  – масса поршня, ( )µ= m γM , 1p  – противодавление на поршне. 
2

0a p pγ ρ γ β ρ= =  – квадрат скорости звука, ν  – начальная доля массы еще несгоревшего 

пороха, λ  – показатель скорости сгорания пороха, F  – площадь сечения трубы. 
du

= v,
dt

            (7) 

( )1 .
dv

M F p p
dt

= −  

При равномерном расширении газ рассматривается как единое целое, поэтому применим 
условие (7) и выразим p  через квадрат скорости звука. При этом система уравнений (1)–(3), (6) 
сводится к уравнению: 
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( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

1
1

1 1 1 1 ,
3

tda a v a
q me p

dt u u
λγ γ γ υµ γ γ

 
= − − − − − − −  

 
 

с краевыми условиями: 

( )0, 0,v t =               (8) 

( )– .tMv p P F=       (9) 

 
4. Методы вычислений  

1.1. Приведение к безразмерному виду 
Обозначим 0 0 0a pγ ρ=  (исходная скорость звука). 

Положим 

' ' ' '0

0 0 0

, , , ,
ta x v p

t x v p
l l a p

= = = =  
( ) ( )0 0' ' '0 0

3 3
0 0 0

1 1
, , , .s

ql qslFl P
P q q

M p a a

γ γ γ γρµ
γ

− −
= = = =  

Теперь под st,x,v, p,q,q  будем подразумевать '
st’,x’,v’, p’,q’,q .  

В безразмерных переменных получим уравнение совместности: 
β v

= c.
t x

∂ ∂
∂ ∂

           (10) 

Уравнение движения 
1

0.
v p

t xγ
∂ ∂+ =
∂ ∂

               (11) 

Уравнение энергии 
1

.sq qp

t p t p

νγ β
β β

+∂ ∂+ =
∂ ∂

         (12) 

Начальные условия (при 0t = ) 

( ) ( ) ( ),0 1, ,0 0, ,0 1.p x v x xβ= = =            (13) 

Условие на дне трубы ( 0x = ) 

( )0, 0.v t =  

 Условие на поршне примет вид (при 1x = ): 

( )– .
v

p П
t

µ∂ =
∂

 

После решения задачи (8)–(13) надо параметры t,x,v, p заменить на t’,x’,v’, p’ , а затем эти 
«штрихованные» параметры с помощью соотношений (12) снова заменить на исходные 
параметры , , ,t x v a. Эти манипуляции выполняются исключительно для упрощения записей. 

Замечание. Обозначим 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )0

.
t

sq q
g t d

p

τ ν τ τ
τ

τ β τ
+

= ∫  

В уравнении (3) перейдем к квадратурам. Получим 

( )0
0 .g tp p e

γβ
β

 =  
 

 

Произведя некоторую перегруппировку сомножителей, получим такое представление [1–5] 

( ) ( ) ( )
( )0

.
t

sq q
p d

τ ν τ τ
τ

β τ
+

= ∫  

1.2. Метод конечных разностей 
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В соответствии с шаблоном (рис. 3) получим следующее соотношение для уравнения 
совместности: 

1 1 .
2

i i
i i

v v
c

h
β β τ+ −−

= +  

Для уравнения движения: 

1 1 .
2

i i
i i

p p
v v

h

τ
γ

− +−
= +  

Уравнение энергии: 

( ) ( ) ( )
( )0

.
t

sq q
p d

τ ν τ τ
τ

β τ
+

= ∫  

1.3. Учет зазора между поршнем и трубкой 
Для выполнения расчетов с учетом зазора между поршнем и трубкой так же строится сетка 

по методу конечных разностей, то есть полость трубки 
разбивается на участки, как показано на рис. 4 

Затем на первом шаге работы метода считаем, что 
прилегающий к поршню слой под номером n полностью 
вытек сквозь зазор между поршнем и трубкой. Тогда 
необходимо скорректировать положение поршня, и, по-
скольку реальное продвижение поршня в направлении 
незакрытого конца трубки меньше рассчитанного, то мы «сдвигаем» поршень в противополож-
ном направлении. То есть новое, скорректированное положение поршня более соответствует 
действительности. 

Затем наступает очередь слоя n–1, затем n–2 и т. д. 
 
5. Сравнение математических моделей 

Сравнение математических моделей, в основе которых лежат обыкновенные ДУ и уравнения 
газовой динамики с учетом нагрева газа (подогрев 2·10+7 Дж/кг): решение, полученное с 
помощью обыкновенных дифференциальных уравнений: время 0,00240744 с, деформация 
11,5002, путь 0,500009 м, скорость 235,899 м/с, давление 1,65846 атм. Среднее время работы 
метода 0,06 с. 

С помощью уравнений газовой динамики: время 0.00240771 с, деформация 11,5789, путь 
0,500003 м, скорость 235,87 м/сек, давление 1,64565 атм. Среднее время работы метода 7 с. 

Разность скоростей: 0,02879 м/с, что в процентах составляет: 0,012206 %. Разность путей: 
0,006263, что в процентах: 0,001253 % 
(рис. 5). 

Полученные данные показывают, что 
метод обыкновенных дифференциальных 
уравнений позволяет получить решение 
задачи в несколько раз быстрее (в 117 раз 
для данного примера). При этом метод 
конечных разностей более предпочтителен, 
чем метод характеристик. 
 
6. Практическая значимость 

Применяемые способы 
математического моделирования 
применяются к расчету параметров 
пневматических систем с поршнем.  
 
Выводы 

– В ходе исследования были рассмотрены методы построения моделей «труба-поршень» и 
выявлены их недостатки; 

Рис. 3. Шаблон 

Рис. 4. Схема расчета  
параметров движения поршня 

Рис. 5. График зависимости скорости поршня от времени 
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– построены математические модели движения поршня в трубе с учетом давления газа при 
равномерном и неравномерном расширении газа, с учетом нагрева газа и его проникновением в 
зазор между поршнем и трубой; 

– сравнительный анализ математических моделей позволил сделать следующие выводы: ре-
шение, полученное в случае уравнений газовой динамики, является более точным, нежели в слу-
чае обыкновенных дифференциальных уравнений: отклонения от точных аналитических ре-
шений в простых задачах составляют не более 0,4–1,1 % (тогда как в случае обыкновенных диф-
ференциальных уравнений до 1,3 %); 

– но при рассмотрении нагрева газа метод обыкновенных дифференциальных уравнений по-
зволяет получить решение почти в 117 раз быстрее, нежели метод уравнений газовой динамики 
при незначительной разнице в результатах. При этом метод конечных разностей более предпоч-
тителен, чем метод характеристик. 
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The article regards mathematical models of pneumatic system, consisting of a pipe which is closed 
from one end and open from the other. In the pipe, there is a piston that limits some volume of com-
pressed gas. In order to determine parameters of the piston’s motion under the pressure of expanding 
gas, mathematical model of the system gets constructed using several methods: with the use of ordinary 
differential equations, and with the use of partial differential equations. The last method includes such 
equations as motion equation, continuity equation, and energy conservation equation, i.e. the equations 
of gas dynamics. Besides, corresponding boundary conditions get determined. At that, possible heating 
of the gas and probable loss of some volume of the gas through an existing clearance between the cylin-
der and the piston are taken into account. All equations included into the mathematical model get re-
duced to the dimensionless form.   Methods of finite differences and characteristics are used for calcula-
tions, at which all partial derivatives in equations get replaced with finite differences in nodes of a grid. 
By the existing template, approximate value of each equation gets determined in each node of the grid 
by the space; then a transition to the next temporal layer takes place. Calculations are being performed 
either until the piston reaches the open end of the tube or until the piston started to slow down. After 
that, results obtained with the use of methods under consideration get compared by the criteria of fast 
operation and accuracy, and recommendations regarding advisability of using each method for construc-
tion of a mathematical model get provided. 

Keywords: mathematical model; compressed gas; pneumatic system. 
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ОБ ОДНОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ ФУНКЦИИ ГРИНА ЗАДАЧИ 
ДИРИХЛЕ ДЛЯ БИГАРМОНИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ В ШАРЕ 
 

В.В. Карачик 
Южно-Уральский государственный университет, г. Челябинск, Российская Федерация 
E-mail: karachik@susu.ru 
 

Аналогично известному элементарному решению уравнения Лапласа 
вводится элементарное решение бигармонического уравнения. Находится 
связь этого элементарного решения с элементарным решением уравнения 
Лапласа. В зависимости от размерности пространства, в котором 
исследуется краевая задача, через введенное элементарное решение 
бигармонического уравнения в явном виде определяется некоторая 
симметричная функция двух переменных. Затем доказывается, что эта 
функция обладает свойствами функции Грина задачи Дирихле для 
бигармонического уравнения в единичном шаре. Отдельно исследуются два 
случая, когда размерность пространства два и когда размерность 
пространства больше двух. Аналогично функции Грина задачи Дирихле для 
уравнения Пуассона в шаре находится разложение функции Грина задачи 
Дирихле для бигармонического уравнения в шаре по полной, 
ортогональной на единичной сфере системе однородных гармонических 
многочленов. Это сделано в случае размерности пространства больше 
четырех. С помощью полученного разложения функции Грина 
вычисляется интеграл по шару с ядром из функции Грина от однородного 
гармонического многочлена, умноженного на положительную степень 
нормы независимой переменной. Полученные результаты согласуются с 
результатами, известными ранее в этой области. 

Ключевые слова: задача Дирихле; бигармоническое уравнение; функция 
Грина. 

 

Пусть { :| | 1}nS x x= ∈ <ℝ  – n -мерный единичный шар в евклидовом пространстве n
ℝ  с 

нормой 2 2 2
1 2| | nx x x x= + + +⋯ , а { :| | 1}nS x x∂ = ∈ =ℝ  – единичная сфера. В единичном шаре S 

рассмотрим следующую однородную краевую задачу Дирихле для неоднородного 
бигармонического уравнения 

2 ( ),u f x x S∆ = ∈ ,        (1) 

| 0, 0S
S

u
u

ν∂
∂

∂= =
∂

,        (2) 

где 
ν
∂

∂
 – внешняя нормальная производная к единичной сфере, 1( )f C S∈  – заданная функция. 

Найдем явное представление функции Грина этой краевой задачи. Хорошо известно (см., 
например, [1]), что функция Грина задачи Дирихле для уравнения Пуассона в шаре при 2n ≥  
имеет вид  

( , ) ( , ) ,| |
| |

( )x
G x E x E x

x
ξ ξ ξ= − ,    (3) 

где 

21
| | , 2

( , ) 2
ln | |, 2

nx n
E x n

x n

ξ
ξ

ξ

− − >= −
− − =

     (4) 

– элементарное решение уравнения Лапласа [1]. Явная форма функции Грина в секторе для 
бигармонического и тригармонического уравнений приведена в работах [2, 3]. Функция Грина 

задачи Неймана для уравнения Пуассона в полупространстве n
+ℝ  в явном виде построена в [4], а 

функция Грина для задачи Робена в круге в работах [5–7]. Отметим также работы [8, 9], которые 
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посвящены построению функции Грина для задачи Дирихле для полигармонического уравнения 
в единичном шаре и работы [10, 11], где найден оператор Грина задачи Дирихле для 
бигармонического и полигармонического уравнения в единичном шаре при полиномиальных 
данных. В работе [12] найдена функция Грина третьей краевой задачи для уравнения Пуассона. В 
работах [13, 14] дано представление функции Грина для классических внешней и внутренней 
задач Неймана для уравнения Пуассона в единичном шаре. 

Рассмотрим следующую функцию 

4

4

2

1
| | , 4, 3

2( 2)( 4)

1
( , ) ln | |, 4 ,

4

| |
ln | | 1 , 2

4
( )

nx n n
n n

E x x n

x
x n

ξ

ξ ξ

ξ ξ

− − > = − −

= − − =

 − − − =


   (5) 

которую, по аналогии с функцией ( , )E x ξ  из (4), назовем элементарным решением 
бигармонического уравнения. 

Лемма 1. Функция 4( , )E x ξ , определенная при xξ ≠ , удовлетворяет равенствам 

4 4( , ) ( , ), ( , ) ( , )xE x E x E x E xξ ξ ξ ξ ξ∆ = − ∆ = −  

и значит является бигармонической по x  и ξ  при xξ ≠ . 

Доказательство. В силу симметричности функции 4( , )E x ξ  достаточно доказать лишь 

первое равенство. Пусть 4n >  или 3n = . Нетрудно проверить, что 

( ) ( )4 2 2| | 2 2 | | (4 ) | |
2

n n n
i i i i

i

n
x x x n x xξ ξ ξ ξ ξ

ξ
− − −∂  − = − − − = − − − ∂  

 

и значит 

( )( )2
24 2

2
| | (4 ) | | (2 ) | | .n n n

i i
i

x n x n x xξ ξ ξ ξ
ξ

− − −∂ − = − − + − − −
∂

 

Поэтому 

( )( )
( )

24 2

1

22 2

1

| | (4 ) | | (2 ) | |

(4 ) | | (2 ) | | 2(4 ) | | .

n
n n n

i i
i

n
n n n

i i
i

x n x n x x

n n x n x x n x

ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

− − −

=

− − −

=

∆ − = − − + − − − =

 
= − − + − − − = − − 

 

∑

∑
 

Отсюда следует доказываемое равенство 

2
4

1
( , ) | | ( , )

( 2)
nE x x E x

nξ ξ ξ ξ−∆ = − − = −
−

. 

При 4n =  будем иметь 
2 22

2 2 4

( ) | | 2( )
ln | | , ln | |

| | | |
i i i i

i i

x x x
x x

x x

ξ ξ ξξ ξ
ξ ξ ξ ξ

− − − −∂ ∂− = − =
∂ − ∂ −

 

и значит 
2

4 2

1 1 2 | | 1 1
ln | | ( , )

4 4 2| | | |
( ) x

x E x
x x

ξ
ξξ ξ

ξ ξ
−∆ − − = − = − = −

− −
. 

При 2n =  будем иметь 

2 2
2

2 2 22
2 2

2 2 4

| | ln | | 2( ) ln | | | | ,
| |

( ) | | 2( )
| | ln | | 2ln | | 4 | |

| | | |

i i
i i

i

i i i i

i

x
x x x x x

x

x x x
x x x x

x x

ξξ ξ ξ ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ ξξ ξ ξ ξ
ξ ξ ξ

−∂ − − = − − + −
∂ −

− − − −∂ − − = − + + −
∂ − −
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и значит 
2| | ln | | 4ln | | 4.( )x x xξ ξ ξ ξ∆ − − = − +  

Поэтому 
2

4
| |

( , ) ln | | 1 ln | | 1 1 ( , )
4

( ( ))x
E x x x E xξ ξ

ξξ ξ ξ ξ−∆ = ∆ − − = − + − = − . 

Последнее равенство легко также проверить с помощью Mathematica.  
В силу свойства элементарного решения ( , ) 0E xξ ξ∆ =  при xξ ≠  получаем бигармоничность 

функции 4( , )E x ξ  при xξ ≠ . Лемма доказана. 

Рассмотрим однородный дифференциальный оператор 
1

i

n

i x
k

u x u
=

Λ =∑  [17], который обладает 

полезным в дальнейшем свойством 

0( )| S
u

u
ν ∂

∂Λ − =
∂

.      (6) 

Теорема 1. Пусть 3n ≥ . Функция 
2 2

4 4 4
| | 1 | | 1

( , ) ( , ) ,| | ,| |
| | 2 2 | |

( ) ( )x x x
G x E x E x E x

x x

ξξ ξ ξ ξ− −= − −   (7) 

является функцией Грина задачи Дирихле (1), (2), а именно функция 

4
1

( ) ( , ) ( )
S

n

u x G x f dξ ξ ξ
ω

= ∫ ,              (8) 

где 1( )f C S∈  является решением задачи (1), (2). Функция Грина 4( , )G x ξ  симметрична 
относительно x  и ξ  и бигармоническая при ,x Sξ ∈ , x ξ≠ . 

Доказательство. Пусть 4n >  или 3n =  и Sξ ∈  фиксировано. Докажем, что функция 

4( , )G x ξ  бигармоническая при ,x Sξ ∈ , x ξ≠  и удовлетворяет однородным условиям (2). 

Бигармоничность функции 4( , )E x ξ  доказана в лемме 1. Бигармоничность функции 

4( / | |,| | )E x x x ξ  по обеим переменным при ,x Sξ ∈  следует из равенства 
4 2 2/ | | | | / | | | | / | | | || | | | | |n nx x x x x x x x xξ ξ ξ− −− = − − , 

поскольку функция 2/ | | | | ( / | |,| | )| | nx x x E x x xξ ξ−− =  - гармоническая по ,x Sξ ∈  (это 

преобразование Кельвина по x  гармонической функции ( , )E x ξ  [18]) и 
2

2 2 2 2 2
2

| |
| | 2 , | | | | | | 1 2( , ) | | | |

| | | || |
| | ( )x x x

x x x x x
x xx

ξ ξ ξ ξ ξ− = − + = − + ,   (9) 

а произведение таких функций – бигармоническая функция по ,x Sξ ∈ . Аналогично функция 
2 2| | 1 | | 1

,| |
2 2 | |

( )x x
E x

x

ξ ξ− −
 

бигармоническая по ,x Sξ ∈ , поскольку функция ( / | |,| | )E x x x ξ  гармоническая по ,x Sξ ∈ . 
Очевидно, что при Sξ ∈  переменная x  может принимать значение на S∂ . 

Далее, при Sξ ∈  функция ( / | |,| | )E x x x ξ  ограничена по x S∈  и значит первое условие из 
(2) выполнено 

2 2

4 4 4
| | 1 | | 1

( , ) | ( , ) ,| | ,| | 0.
| | 2 2 | |

( ( ) ( ))|x S x S
x x x

G x E x E x E x
x x

ξξ ξ ξ ξ∈∂ ∈∂
− −= − − =  

Докажем второе условие из (2). Нетрудно подсчитать 
2

4
4 2 2

1

| | ( , )
2( 2)( 4) ( , ) | | (4 ) (4 )

| | | |

n
n i i

x x i n n
i

x x x
n n E x x n x n

x x

ξ ξξ ξ
ξ ξ

−
− −

=

− −− − Λ = Λ − = − = −
− −∑  

и 
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2 2 2 / 2
4

2 2 2

2 2 / 2 1 2
1

2( 2)( 4) ,| | 1 2( , ) | | | |
| |

2 2 | |4 | | | | ( , )
(4 ) ,

2 1 2( , ) | | | | / | | | |

( ) ( )

( ) | |

n
x x

n
i i

i n n
i

x
n n E x x x

x

xn x x
x n

x x x x x

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
ξ ξ ξ

−

− −
=

− − Λ = Λ − + =

− +− −= = −
− + −

∑
 

а поэтому при x S∈∂  
2 2 2 2

4 4 2 2

2 2 2

1 | | | | | | | | 1 1 1
( , ) ,| |

| | 2( 2) 2 2/ | | | | / | | | |

| | 1 | | 1 | | 1
,| | ,| | .

2 | | 2 2 | |

( ( ))
| | | |

( ) ( ( ))

x n n

x

x x x
E x E x

x n nx x x x x x

x x x
E x E x

x x

ξ ξξ ξ
ξ ξ

ξ ξξ ξ

− −
− −Λ − = − = =

− −− −

− − −= = Λ

 

Если перенести члены из правой части этого в левую часть, воспользоваться (6) и 
определением 4( , )G x ξ  найдем 

4( , ) 0.| SG x ξ
ν ∂
∂ =

∂
 

Случаи 4n >  и 3n =  доказаны. Пусть 4n = . Бигармоничность 4( , )E x ξ  при x ξ≠  доказана в 
лемме 1. Если обозначить  

2 2
4

1 1
4 ,| | ln | | ln 1 2( , ) | | | | ln ,

| | | | 2 2
( ) | | ( )x x

E x x x x t
x x

ξ ξ ξ ξ− = − = − + ≡  

то 
2 2 22 2

4 42 2

| | ( | | ) | |
4 ,| | , ,| | 2

| | | |
( ) ( )i i i i

i i

x xx x
E x E x

x x t x tx t

ξ ξ ξ ξ ξξ ξ− + − +∂ ∂− = = − +
∂ ∂

 

при 1, ,4i = …  и значит 
2 2 2 2

4 2

2 2 2

2 2 2 2

| | (1 2( , ) | | | | ) | |
4 ,| | 2 4

| |

| | 2 | | 2 | |
2 .

/ | | | | | | / | |

( )

| | | |

x
x x x

E x
x tt

t x x x x x x

ξ ξ ξ ξξ

ξ ξ ξ
ξ ξ

− +− ∆ = − + =

= = =
− −

 

Последняя функция является преобразованием Кельвина по x  гармонической при 4n =  

функции 2 22 | | /| |xξ ξ− , а поскольку преобразование  Кельвина сохраняет гармоничность [18], 

то эта функция гармоническая по x S∈ , а значит 4 / | |,| |( )E x x x ξ  – бигармоническая по x S∈ . 

Проверим граничные условия (2). Начнем со второго. Нетрудно вычислить 
24

4 2 2
1

| | ( , )
4 ( , ) ln | |

| | | |
i i

x x i
i

x x x
E x x x

x x

ξ ξξ ξ
ξ ξ=

− −− Λ = Λ − = =
− −∑  

и 
2 2 24

2 2
4 2 2 2

1

2 2 | |1 1 | | | | ( , )
4 ,| | ln 1 2( , ) | | | | ,

| | 2 2 1 2( , ) | | | | / | | | |
( ) ( )

| |
i i

x x i
i

xx x x
E x x x x

x x x x x x

ξ ξ ξ ξξ ξ ξ
ξ ξ ξ=

− + −− Λ = Λ − + = =
− + −

∑  

а поэтому при x S∈∂  
2 2 2 2

4 4 2 2

2 2 2

1 | | | | | | | | 1 1 1
( , ) ,| |

| | 4 2 2/ | | | | / | | | |

| | 1 | | 1 | | 1
,| | ,| | .

2 | | 2 2 | |

( ( ))
| | | |

( ) ( ( ))

x

x

x x x
E x E x

x x x x x x x

x x x
E x E x

x x

ξ ξξ ξ
ξ ξ

ξ ξξ ξ

− −Λ − = − = =
− −

− − −= = Λ

 

Отсюда, после перенесения функции справа в левую часть равенства, получаем, что при 

4n =  функция 4( , )G x ξ  из (7) при x S∈  удовлетворяет условию 4( , ) | 0SG x ξ
ν ∂
∂ =

∂
. Условие 



Карачик В.В. Об одном представлении функции Грина задачи Дирихле 
 для бигармонического уравнения в шаре 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2018, том 10, № 4, С. 13–22 

17 

4( , ) | 0SG x ξ ∂ =  при Sξ ∈  очевидно тоже выполнено, поскольку функция ( / | |,| | )E x x x ξ  

ограничена по x S∈ . 
Известно [18], что интегралы типа потенциала 

( )

| |S
d

x α
ρ ξ ξ

ξ−∫  

являются функциями класса ( )p nC ℝ  при ограниченной интегрируемой функции ( )xρ , причем 
дифференцирование возможно под знаком интеграла при всяком целом неотрицательном p  

таком, что p nα + < . В нашем случае 4nα = − , а значит для интеграла 

1 4
1

( ) ( , ) ( )
S

n

u x E x f dξ ξ ξ
ω

= ∫  

3p =  и 3
1 ( )nu C∈ ℝ . Поэтому, учитывая  лемму 1, при x S∈  получим 

1 4
1 1

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ,xS S
n n

u x E x f d E x f dξ ξ ξ ξ ξ ξ
ω ω

∆ = ∆ = −∫ ∫  

а значит, по свойству объемного потенциала [1] получим 

2
1

1
( ) ( , ) ( ) ( ), .( )

S
n

u x E x f d f x x Sξ ξ ξ
ω

∆ = ∆ − = ∈∫  

Условие 1( )f C S∈  необходимо для выполнения равенства  

1( ( )) ( )u x f x∆ ∆ =  
в S [1]. Выше было доказано, что функция 

2 2

4
| | 1 | | 1

,| | ,| |
| | 2 2 | |

( ) ( )x x x
E x E x

x x

ξξ ξ− −− −  

является бигармонической по x  в S при любом Sξ ∈  и ее можно дифференцировать по x  под 
знаком интеграла по ξ  любое число раз. Обозначая интеграл по Sξ ∈  от этой функции, 

умноженной на 1/ ( )n fω ξ , через 2( )u x  найдем 
2 2

2 2
2 4

1 | | 1 | | 1
( ) ,| | ,| | ( ) 0.

| | 2 2 | |
( ( ) ( ))xS

n

x x x
u x E x E x f d

x x

ξξ ξ ξ ξ
ω

− −∆ = − ∆ + =∫  

Поэтому, учитывая (7), функция ( )u x  из (8) удовлетворяет равенству 
2 2 2

1 2( ) ( ) ( ) ( ).u x u x u x f x∆ = ∆ + ∆ =  

Наконец, в силу того, что 3( )u C S∈  и найденных граничных значений 4( , )G x ξ , найдем 

4
4

( , )1 1
( ) | ( , ) | ( ) 0, ( ) 0,| |S x S S x SS S

n n

G xu
u x G x f d f d

ξξ ξ ξ ξ ξ
ω ν ω ν∂ ∈∂ ∂ ∈∂

∂∂= = = =
∂ ∂∫ ∫  

а значит условия (2) для функции ( )u x  выполнены. 

Симметричность функции Грина следует из вида функций 4( , )E x ξ , ( , )E x ξ  и формулы (9). 
Теорема доказана. 

Вид функции Грина, полученный в теореме 1, отличается от найденного в [8]. 
Замечание 1. Функцию Грина 4( , )G x ξ  с учетом леммы 1 можно записать в виде 

2 2

4 4 4 4
| | 1 | | 1

( , ) ( , ) ,| | ,| | .
| | 2 2 | |

( ) ( )x x x
G x E x E x E x

x x

ξξ ξ ξ ξ− −= − + ∆  

Теорему 1 можно дополнить следующим утверждением. 
Теорема 2. Пусть функция 4( , )E x ξ  находится из (5) при 2n = . Тогда функция 

2 2

4 4 4
| | 1 | | 1 1

( , ) ( , ) ,| | ,| |
| | 2 2 | | 2

( ) ( ( ) )x x x
G x E x E x E x

x x

ξξ ξ ξ ξ− −= − − +  

является функцией Грина задачи Дирихле (1), (2) при 2n = . Функция Грина симметрична и 
бигармоническая при ,x Sξ ∈ , x ξ≠ . 
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Доказательство. Докажем, что функция 4( , )G x ξ  бигармоническая при ,x Sξ ∈  и x ξ≠  и 
удовлетворяет однородным условиям (2). Бигармоничность функции 

2

4
| |

( , ) ln | | 1
4

( )x
E x x

ξξ ξ−= − −  

при x ξ≠  была установлена в лемме 1. Исследуем функцию 4 / | |,| |( )E x x x ξ . Аналогично 

случаю 4n =  обозначим 

2 21 1
ln | | ln 1 2( , ) | | | | ln .

| | 2 2
| | ( )x

x x x t
x

ξ ξ ξ− = − + ≡  

Тогда 
2 2 22 2

2 2

| | ( | | )1 1 | |
ln , ln 2

2 2
i i i i

i i

x x
t t

x t tx t

ξ ξ ξ ξ ξ− + − +∂ ∂= = − +
∂ ∂

 

и значит 
2 2 2 2

2

1 | | (1 2( , ) | | | | ) | |
ln 2 2 0,

2x
x x

t
tt

ξ ξ ξ ξ− +∆ = − + =  

т. е. функция ln / | | | || |x x x ξ−  гармоническая по x S∈ . Так как множитель перед логарифмом в 

4( , )E x ξ  равен 2 2 2/ | | | | 1 2( , ) | | | || |x x x x xξ ξ ξ− = − + , то функция 4 / | |,| |( )E x x x ξ  при 2n =  

бигармоническая по x  при ,x Sξ ∈ . Наконец, функция 
2 2| | 1 | | 1 1

,| |
2 2 | | 2

( ( ) )x x
E x

x

ξ ξ− − +  

бигармоническая, поскольку функция / | |,| |( )E x x x ξ  – гармоническая при ,x Sξ ∈ . 

Проверим граничные условия (2). Начнем со второго. Нетрудно видеть, что 
2

2 2
2

| | ( , )
| | 2(| | ( , )), ln | | ,

| |
x x

x x
x x x x

x

ξξ ξ ξ
ξ

−Λ − = − Λ − =
−

 

а поэтому 
2 2 2

44 ( , ) 2(| | ( , )) ln | | 1 | | ( , ) | | ( , ) (2 ln | | 1)( ) ( )xE x x x x x x x x xξ ξ ξ ξ ξ ξΛ = − − − + − = − − −  

Аналогично случаю 4n =  найдем 
2 2

2 2 2
2

| | | | ( , )
/ | | | | 2(| | | | ( , )), ln / | | | | ,

/ | | | |
| | | |

| |x x
x x

x x x x x x x x
x x x

ξ ξξ ξ ξ ξ
ξ

−Λ − = − Λ − =
−

 

а поэтому, поскольку оператор Λ  первого порядка, найдем 
2 2

4

2 2
2 2 2

2

4 / | |,| | 2(| | | | ( , )) ln / | | | | 1

| | | | ( , )
/ | | | | | | | | ( , ) 2ln / | | | | 1 .

/ | | | |

( ) ( | | )

| | ( )( | | )
| |

xE x x x x x x x x

x x
x x x x x x x x

x x x

ξ ξ ξ ξ

ξ ξξ ξ ξ ξ
ξ

Λ = − − − +

−+ − = − − −
−

 

Таким образом, при x S∈∂  будем иметь 
2

4 4

2 2

2 2

4 ( , ) / | |,| | 2ln / | | | | 1 (1 | | )

1 | | 1 1 | | 1
4 ln / | | | | 4 / | |,| |

2 2 2 2

| | 1 | | 1 1
4 / | |,| | .

2 2 2

( ( )) ( | | )

( | | ) ( ( ) )

( ( ( ) ))

x

x

E x E x x x x x x

x x x E x x x

x
E x x x

ξ ξ ξ ξ

ξ ξξ ξ

ξ ξ

Λ − = − − − =

− −= − − + = + =

− −= Λ +

 

Сокращая полученное равенство на 4 и перенося члены из правой части в левую часть, 

получим 4( , ) 0|x SG x ξ
ν ∈∂
∂ =

∂
. Условие 4( , ) | 0x SG x ξ ∈∂ = , где Sξ ∈ , очевидно тоже выполнено. 

Дальнейшее доказательство повторяет конец доказательства теоремы 1, в силу которого 
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дифференцирование и предельный переход можно внести под знак интеграла в формуле (8). 
Симметрия доказывается аналогично. Теорема доказана. 

Пусть ( )
0{ ( ) : 1, , , }i

kkH x i h k= ∈… ℕ  – полная система однородных степени 0k ∈ℕ  

ортогональных сферических гармоник (см., например, [15]), нормированных так, что 
( ) 2( ( )) ,i

nkS
H dsξξ ω

∂
=∫ где kh  – размерность базиса однородных гармонических многочленов 

степени k  [16], а nω  – площадь единичной сферы S∂ . Справедливо также следующее 
утверждение. 

Теорема 3. Пусть 4n > . Функция 4( , )G x ξ  при | | | |xξ <  может быть записана в виде 

( )

(2 2) 2 2

4
0

2 2 2
( ) ( )2

1

1 | | | | | | 1
( , )

2 2 2 2 4 2 2 2

1 | | | | | | 1
| | 1 ( ) ( ).

2 4 2 2

(

)
k

k n

k

h
i i

k k
i

x x
G x

k n k n k n k n

x x
H x H

k n k n

ξξ

ξ ξ ξ

− + −∞

=

=

 
= − − ×  + − + − + + − 

 −× − + −  + − + 

∑

∑
 

При | | | |x ξ<  представление для 4( , )G x ξ  получается из приведенного выше перестановкой 
местами переменных x  и ξ . 

Замечание 2. С помощью теоремы 3 вычисляется интеграл 
2 4 2

2
4

,

1 | | 1 ( 2)(| | 1)
( , ) | | ( ) ( )

l
l

m mS
n l m

x l x
G x H d H x

C
ξ ξ ξ ξ

ω

+ − − + −=∫ , 

где , (2 2)(2 4)(2 2 )(2 2 2)l mC l l l m n l m n= + + + + + + +  и ( )mH x  – однородный степени 0m∈ℕ  

гармонический многочлен. Похожий результат при 0l ∈ℕ  был получен в [19] с помощью 
результатов [20]. Представление функции ( , )E x ξ , аналогичное полученному в теореме 2, было 
найдено ранее в [21], а равномерная сходимость аналогичных рядов исследовалась в [22]. 
 

Литература 
1. Бицадзе, А.В. Уравнения математической физики / А.В. Бицадзе. – М.: Наука, 1982. – 

336 с.  
2. Wang, Y. Biharmonic Green function and biharmonic Neumann function in a sector / Y. Wang, 

L. Ye // Complex Variables and Elliptic Equations. – 2013. – Vol. 58, no. 1. – P. 7–22. 
3. Wang, Y. Tri-harmonic boundary value problems in a sector / Y. Wang // Complex Variables and 

Elliptic Equations. – 2014. – Vol. 59. – Issue 5. – P. 732–749. 

4. Constantin, E. Green function of the Laplacian for the Neumann problem in n+ℝ  / E. Constantin, 
N.H. Pavel // Libertas Mathematica. – 2010. – Vol. 30. – P. 57–69. 

5. Begehr, H. Modified harmonic Robin function / H. Begehr, T. Vaitekhovich // Complex Vari-
ables and Elliptic Equations. – 2013. – Vol. 58. – Issue 4. – P. 483–496. 

6. Sadybekov, M.A. On an explicit form of the Green function of the third boundary value problem 
for the Poisson equation in a circle / M.A. Sadybekov, B.T. Torebek, B.Kh. Turmetov // AIP Conf. Proc. 
– 2015. – Vol. 1611. – P. 255–260. 

7. Sadybekov, M.A. On an explicit form of the Green function of the Robin problem for the Laplace 
operator in a circle / M.A. Sadybekov, B.T. Torebek, B.Kh. Turmetov // Advances in Pure and Applied 
Mathematics. – 2015. – Vol. 6, Issue 3. – P. 163–172.  

8. Кальменов, Т.Ш. Представление функции Грина задачи Дирихле для полигармонических 
уравнений в шаре / Т.Ш. Кальменов, Б.Д. Кошанов, М.Ю. Немченко // Доклады Академии Наук. 
– 2008. – Т. 421, № 3. – С. 305–307. 

9. Кальменов, Т.Ш. О новом методе построения функции Грина задачи Дирихле для 
полигармонического уравнения / Т.Ш. Кальменов, Д. Сураган // Дифференциальные уравнения. – 
2012. – Т. 48, № 3. – С. 435–438. 

10. Карачик, В.В. О полиномиальных решениях задачи Дирихле для бигармонического 
уравнения в шаре / В.В. Карачик, Н.А. Антропова  // Сибирский журнал индустриальной 
математики. – 2012. – T. 15, № 2. – C. 86–98. 



Математика 

Bulletin of the South Ural State University 
Ser. Mathematics. Mechanics. Physics, 2018, vol. 10, no. 4, pp. 13–22 

20 

11. Карачик, В.В. Функция Грина задачи Дирихле для полигармонического уравнения в шаре 
при полиномиальных данных / В.В. Карачик // Известия Саратовского университета. Новая 
серия. Серия: Математика. Механика. Информатика. – 2014. – T. 14, № 4(2). – C. 550–558. 

12. Карачик, В.В. O функции Грина третьей краевой задачи для уравнения Пуассона / 
В.В. Карачик, Б.Х. Турметов // Математические труды. – 2018. – T. 21, № 1. – C. 17–34. 

13.  Садыбеков, М.А. Представление функции Грина внешней задачи Неймана для оператора 
Лапласа / М.А. Садыбеков, Б.Т. Торебек, Б.Х. Турметов // Сиб. матем. журн. – 2017. – Т. 58, № 1. 
– С. 199–205. 

14. Sadybekov, M.A. Representation of Green's function of the Neumann problem for a multi-
dimensional ball / M.A. Sadybekov, B.T. Torebek, B.Kh. Turmetov // Complex Variables and Elliptic 
Equations. – 2016. – Vol. 61, no. 1. – P. 104–123. 

15. Karachik, V.V. On one set of orthogonal harmonic polynomials / V.V. Karachik // Proceedings 
of American Mathematical Society. – 1998. – Vol. 126, no. 12. – P. 3513–3519. 

16. Бейтмен, Г. Высшие трансцендентные функции / Г. Бейтмен, А. Эрдейи. – М.: Наука, 
1966. – 295 с.  

17. Карачик, В.В. Построение полиномиальных решений задачи Дирихле для 
полигармонического уравнения в шаре / В.В. Карачик // Журнал вычислительной математики и 
математической физики. – 2014. – Т. 54, № 7. – С. 1149–1170. 

18. Владимиров, В.С. Уравнения математической физики / В.С. Владимиров. – М.: Наука, 
1981. – 512 с. 

19. Карачик, В.В. Решение задачи Дирихле для полигармонического уравнения в шаре при 
полиномиальных данных / В.В. Карачик // Дифференциальные уравнения. – 2015. – T. 51, № 8. – 
С. 1038–1047. 

20. Карачик, В.В. Об одном разложении типа Альманси / В.В. Карачик // Математические 
заметки. – 2008. – Т. 83, № 3. – С. 370–380. 

21. Карачик, В.В. Построение полиномиальных решений некоторых краевых задач для 
уравнения Пуассона / В.В. Карачик // Журнал вычислительной математики и математической 
физики. – 2011. – Т. 51, № 9. – С. 1674–1694. 

22. Карачик, В.В. Об одной задаче типа Неймана для бигармонического уравнения / 
В.В. Карачик // Математические труды. – 2016. – № 2. – С. 86–108. 

Поступила в редакцию 8 июня 2018 г. 
 
 

Bulletin of the South Ural State University 
Series “Mathematics. Mechanics. Physics” 

2018, vol. 10, no. 4, pp. 13–22  
 

 DOI: 10.14529/mmph180402 
 
ON REPRESENTATION OF GREEN’S FUNCTION OF THE DIRICHLET PROBLEM 
FOR BIHARMONIC EQUATION IN A BALL 
 
V.V. Karachik 
South Ural State University, Chelyabinsk, Russian Federation 
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Elementary solution of a biharmonic equation is introduced in analogy to the known elementary so-
lution of the Laplace equation. Relation of this elementary solution with the elementary solution of the 
Laplace equation gets determined. Depending on dimensionality of space in which a boundary problem 
is being under research, a symmetric function of two variables gets determined in explicit form through 
the introduced elementary solution. Then it gets proved that this function possesses properties of 
Green’s function of the Dirichlet problem for biharmonic equation in a unit ball. Two cases when space 
dimensionality equals two and when space dimensionality is more than two are being researched sepa-
rately. Analogous to Green’s function of the Dirichlet problem for Poisson’s equation in a ball, there is 
expansion of Green’s function of the Dirichlet problem for biharmonic equation in a ball in the full, or-
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thogonal-at-the-unit-sphere, system of homogenous harmonic polynominals. This is to be done in case 
when space dimensionality is more than four. Using the obtained expansion of Green’s function, integral 
gets calculated by a ball with the kernel out of Green’s function from a homogenous harmonic poly-
nominal multiplied by the positive degree of norm of the independent variable. The obtained results get 
complied with the previously known results in this sphere. 

Keywords: Dirichlet problem; biharmonic equation; Green’s function. 
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RECOVERING OF LOWER ORDER COEFFICIENTS IN FORWARD-
BACKWARD PARABOLIC EQUATIONS  
 
S.G. Pyatkov, E.S. Kvich 
Yugra State University, Hanty-Mansiisk, Russian Federation 
E-mail: pyatkov@math.nsc.ru 
 

We study the issue of recovering a lower order coefficient depending on 
spatial variables in a forward-backward parabolic equation of the second order. 
The overdetermination condition is an analog of the final overdetermination 
condition. A solution at the initial and final moments of time is given. Equations 
of this type often appear in mathematical physics, for example, in fluid dynamics,  
in transport theory, geometry, population dynamics, and some other fields. 
Conditions on the data are reduced to smoothness assumptions and some 
inequalities for the norms of the data. So it is possible to say that the obtained 
results are local in a certain way. Under some condition on the data, we prove 
that the problem is solvable. Uniqueness of the theorem is also described. The 
arguments rely on the generalized maximum principle and the solvability of 
theorems of the periodic direct problem. The results generalize the previous 
knowledge about the multidimensional case. The used function spaces are the 
Sobolev spaces.  

Keywords: inverse problem; final overdetermination; forward-backward 
parabolic equation; solvability; periodic condition. 

 
1.  Introduction 

Let G  be a bounded. The  inverse problems is studied  in the cylinder = (0, )Q G T× , 

= (0, )S TΓ × , = GΓ ∂ . The problem is stated as follows: find a pair of functions ( , )u x t  and ( )xλ  
satisfying the equation 

( , ) = ( ) ( , ), ( , ) ,tg x t u Lu x u f x t x t Qλ− + ∈            (1) 
 and the boundary conditions 

| = ( , ),SBu x tϕ                  (2) 

0( ,0) = ( , ) = ( ).u x u x T u x            (3) 

Here the operator L  is of the form 0, =1 =1
= ( ) ( ) ( )

n n
x ij x i xi j ij i i

Lu a x u a x u a x u∂ − −   and =Bu u  or 

, =1
= ( )

n
ij x ji j i

Bu a u x uν σ+ , where jν  are the components of the outer unit normal to Γ . We assume 

that the coefficients of the operator L  and the boundary operator B  as well as the corresponding 
function spaces are real. The definitions of the function spaces involved can be found, for instance, in 
[1]. The operator L  is elliptic, i. e., there exists a constant 0 > 0δ  such that  

2
0

, =1

( ) | | , , = for all , .
n

n
ij i j ij ji

i j
a x x G a a i jξ ξ δ ξ ξ≥ ∀ ∈ ∈   

The inverse problems of the form (1)–(3) in the case of positive function ( , )g x t  are studied in many 

articles (see [2–5] and the bibliography therein). In our case the function ( , )g x t  can change a sign, i. e., 
we deal with the forward-backward parabolic equation. Equations of this type often appear in 
mathematical physics, for example, in fluid dynamics while studying fluid motion with alternating 
coefficient of viscosity, in transport theory while describing the process of particles motion in some 
environment. Such equations also occur in geometry, population dynamics, and some other fields. 
Sufficient number of examples is given in [6]. The boundary value problems for equations of the form 
(1) are studied in many articles (see, for instance, [7, 8]). The inverse problem of finding the right-hand 
side in (1) is studied in [9, 10, 12, 13]. We generalize here the results of the article [13]. Our conditions 
on the coefficients are more general (in particular, the function in front of the derivative in time can 
depend on t ) and moreover, we prove solvability for an arbitrary n  ( 3n ≤  in [13]). 
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2. Preliminaries 
Let 2= ( )E L G . The inner product in E  is defined by the equality ( , ) = ( ) ( )

G
u v u x v x dx . Let 

2
2( ) = { ( ) : | = 0}D L v W G Bv Γ∈ . The space 1H  agrees with with 1

2 ( )GW


 in the case of Dirichlet boundary 

conditions and with 1
2 ( )W G  in the case of conditions of the third boundary value problem. The space 

1'H  is the completion of E  in the norm  

'1 1
, 01

= | ( , ) | / ,supH H
w H w

v v w w
∈ ≠

     

i. e., it is a negative space constructed on the pair of 1,H E . The operator L  extends to an operator of the 

class 1 1( , ')L H H  which is the space of linear continuous operator defined on 1H  with values in 1'H . 
Define the space  

1 1
2 2 2 2= { (0, ; ( )) : , (0, ; ( )),t ttW u L T W G u u L T W G∈ ∈  ( ,0) = ( , ) ( = 0,1)k k

t tu x u x T k∂ ∂ }. 

where k
t∂  are generalized derivatives in the Sobolev sense. By 0W  we mean the subspace of W  of 

functions satisfying the homogeneous Dirichlet conditions in S . Define the norm  
2

(0, ; )2 1
=0

= .i
W t L T H

i
u u∂     

Next, we present the condition on the data of the problem. We assume that  
1 1

0( ), ( ) ( , = 1, , ) and ( ) ;ij i p pa W G a W G i j n a L G∞∈ ∈ ∈         (4) 

, , (0, ; ( )), ( ,0) = ( , ) ( = 0,1),k k
t tt p t tg g g L T L G g x g x T k∞∈ ∂ ∂                                (5) 

where /2p n>  for > 2n  and > 1p  for 2n ≤ ; 

(i) 2 1, , (0, ; ')t ttf f f L T H∈ , ( ,0) = ( , ) ( = 0,1)k k
t tf x f x T k∂ ∂ ; 

(ii) 2, , ( )t tt L Sϕ ϕ ϕ ∈ , ( ,0) = ( , )i i
t tx x Tϕ ϕ∂ ∂  ( = 0,1)i  in the case of the Robin boundary conditions 

and there exists a function ( , )x t WΦ ∈  such that | =S ϕΦ  in the case of the Dirichlet boundary 

conditions (this function Φ  exists if, for instance, if 1/2
2 2, , , (0, ; ( ))t tt ttt L T Wϕ ϕ ϕ ϕ ∈ Γ  and 

( ,0) = ( , )i i
t tx x Tϕ ϕ∂ ∂  ( = 0,1,2)i ). 

(iii) there exists a constant 1 > 0δ  such that 0 1=1

1
( ) ( , ) ( ) > > 0

2
n

t ixi i
a x g x t a xα δ+ −   for all 

[ 1/2,3/2]α ∈ −  and a.a. ( , )x t Q∈ ; 

(iv) ( ) ( )x Lσ ∞∈ Γ  and 
=1

1
( ) 0

2
n

i iix aσ ν+ ≥  for a. a. x∈Γ  in the case of the Robin boundary 

conditions. 
A pair of functions ( , ), ( )u x t xλ  is called a solution to problem (1)–(3) if /2( ) ( )nx L Gλ ∈  for > 2n , 

( ) ( )px L Gλ ∈  with some > 1p  for 2n ≤ , u W∈  in the case of Robin boundary conditions, 0u W− Φ ∈  

in the case of the Dirichlet boundary conditions, the conditions (2), (3) holds, and  

0
, =1 =1

= ,
n n

t ij x x i xi j i
i j iG G

gu v a u v a u v a uvdQ uv vd uv fvdGσ ϕ λ
Γ

+ + + + − Γ +             (6) 

1v H∀ ∈ , where the integral over Γ  is absent in the case of the Dirichlet boundary conditions. 
Consider an auxiliary problem  

= ( , ) = ( , ), ( , ) ,tMu g x t u Lu f x t x t Q− ∈          (7) 

( ,0) = ( , ), | = ( , ).Su x u x T Bu x tϕ                 (8) 
We can state that 
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Theorem 1. Under the conditions (4)–(5), (i)–(iv) there exists a unique solution to the problem (7), 
(8) such that u W∈  in the case of the Robin boundary conditions and 0u W− Φ ∈  in the case of the 
Dirichlet boundary conditions. A solution satisfies the estimate  

2

0 (0, ; ')2 1
=0

( )i
W t L T H

i
u c f M− Φ ≤ ∂ − Φ               (9) 

in the case of the Dirichlet boundary condition and the estimate  
2

0 (0, ; ') ( )2 1 2
=0

( )i i
W t L T H t L S

i
u c f ϕ≤ ∂ + ∂                (10) 

in the case of the Robin boundary conditions, where the constant 0c  is some absolute constant c  

multiplied by the quantity 1 01/ min( , )δ δ . 
Proof. We can refer to Theorem 3 in [8], where the corresponding result is stated in an abstract 

form. We need only to check the conditions of this theorem. In the case of the Dirichlet boundary 
condition Theorem 1 is reduced to Theorem 3 in [8] after the change of variables =u v + Φ . The 
corresponding check relies on the embedding theorems and the condition of the theorem. 
 
3. Main results 

In this section we consider the inverse problem in question. To justify the corresponding results 
below, we employ the generalized maximum principle. So we need to impose some additional 
conditions on the data. 

(v) ( , ) ( )g x t L Q∞∈ , , ( )tf f L Q∞∈ ; , ( )t L Sϕ ϕ ∞∈ , 2
0 ( ) ( )u x W G∞∈  and there exists a constant 

2 > 0δ  such that 0 2( )u x δ≥ ; 

(vi) there exists a constant 3 > 0δ  such that 0 3( ) ( , ) > 0ta x g x t δ+ ≥  for a.a. ( , )x t Q∈ ; 

(vii) in the case of the Robin boundary conditions, we have that 1( ) ( )x Cσ ∈ Γ , either 4( ) > 0xσ δ≥  

for some constant 4δ  and all x∈Γ  or ( ) 0xσ ≥  and ( , ) 0x tϕ ≡ , 1/4,1/2
2( , ) ( )x t W Sϕ ∈ , and  

( ) 1 0 1 ( ) 4 ( ) 3( ,0) ( ( ,0)), = max( / , / );L G G t L S t L Qg x R vraimin Lu f x R fϕ δ δ
∞ ∞ ∞

≤ +       

(viii) in the case of the Dirichlet boundary conditions we have that 3/4,3/2
2( , ) ( )x t W Sϕ ∈  and  

( ) 2 0 2 ( ) ( ) 3( ,0) ( ( ,0)), = max( , / ).L G G t L S t L Qg x R vraimin Lu f x R fϕ δ
∞ ∞ ∞

≤ +       

Theorem 2.  Under the conditions (4)–(6), (i)–(viii), there exists a solution 
2

2 2(0, ; ( ))u W L T W G∈ ∩ , ( )L Gλ ∞∈  to the problem (1)–(3).  
Proof. Consider the problem  

0 = ( , ) ( ) = ( , ), ( , ) ,tM u g x t u Lu x u f x t x t Qλ− − ∈             (11) 

( ,0) = ( , ), | = ( , ),Su x u x T Bu x tϕ              (12) 

where we assume that ( ) 0xλ ≤  a. a. in G . In view of Theorem 1, for a fixed 

( )= { ( ) ( ), ( ) 0 . ., }R p L Gp
B x L G x a e Rλ λ λ λ∈ ∈ ≤ ≤  , where /2p n≥  for > 2n  and >1p  for 2n ≤ , 

there exists a unique solution to the problem (11), (12) from the class W . This solution satisfies the 
estimate  

2 2

0 (0, ; ') 0 (0, ; ')2 1 2 1
=0 =0

( ) ( )i i
W t L T H t L T H

i i
u c f M c xλ− Φ ≤ ∂ − Φ + ∂ Φ          (13) 

in the case of the Dirichlet boundary condition and the estimate  
2

0 (0, ; ') ( )2 1 2
=0

( )i i
W t L T H t L S

i
u c f ϕ≤ ∂ + ∂                  (14) 

in the case of the Robin boundary conditions. In view of the embedding 1
2 2 /( 2)( ) ( )n nW G L G−⊂  (see [1]) 

we have (let, n > 2, for example)  

1 1/ 2 2 2
( ) ( ) ( )

| ( ( ) , ) | || || || || || ||
n

i i
t L G t W G W G

x v c vλ λ∂ Φ ≤ ∂ Φ  
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and thus 

' 1
2 1 2 2

( )(0, ; ) (0, ; ( ))
|| ( ) || || || || || .

p
i i
t L G tL T H L T W G

x cλ λ∂ Φ ≤ ∂ Φ                 (15) 

Using the conditions on the data and (15), we can rewrite (13) in the form  
2

2 (0, ; ') 3 ( )2 1
=0

( ) || || ,
p

i
W t L T H W L G

i
u c f c λ≤ ∂ + Φ +          (16) 

where the constants 2c , 3c  are independent of λ , u. Differentiate the equality (6) with respect t to  and 

take ( )tv u k += − , with ( )t tu k u k+− = −  if tu k≥  and ( )tu k +−  = 0 otherwise. Take 0k >  and as 

before assume that RBλ ∈ . First, consider the case of the Robin boundary conditions and assume that 

0ϕ ≠ . Integrating with respect t to  and by parts we infer  

2
0 0

, =1 =1

2

=1

1 1
( ) ( )

2 2

1
( ) = .

2

n n

ij x x t i x ti j i
i j iQ

n

i i t t t
iS Q

a v v a g a v a g kvdQ

a v kv vdS u v f vdQσ ν σ ϕ λ

+ + − + + +

+ + − +

 

 
                            (17) 

Here we employ the transformations of the type 2( )t tau v a u k v akv av akv= − + = + . This equality can 
be rewritten in the form (see the conditions (iv), (vii) and the ellipticity condition)  

2 2
0 1 3 4| | .t t

Q S Q

v v kvdQ kv vdS f vdGδ δ δ δ ϕ∇ + + + − ≤    

Choosing ( ) 3|| || /t L Qk f δ
∞

≥  here and ( ) 4|| || /t L Sk ϕ δ
∞

≥ , we arrive at the inequality  
2 2

0 1| | 0
G

v v dQδ δ∇ + ≤  

and, therefore, 0v =  a. e. or ( ) 3 ( ) 4 1( , ) max(|| || / ,|| || / ) .t t L Q t L Su x t k f Rδ ϕ δ
∞ ∞

≤ = =  Similar arguments 

applied to a function - tu  yield the estimate  

( ) ( ) 3 ( ) 4 1|| ( , ) || max(|| || / ,|| || / ) .t L G t L Q t L Su x t f Rδ ϕ δ
∞ ∞ ∞

≤ =      (18) 

In the case of the Dirichlet boundary condition an analog of the equality (17) is written as  

2
0 0

, =1 =1

1 1
( ) ( ) = ,

2 2

n n

ij x x t i x t t ti j i
i j iQ Q

a v v a g a v a g kvdQ u v f vdQλ+ + − + + +       (19) 

if we take ( )|| ||t L Sk ϕ
∞

≥ . In this case we obtain the estimate  

( ) ( ) 4 ( ) 2|| ( , ) || max(|| || / ,|| || ) .t L G t L Q t L Su x t f Rδ ϕ
∞ ∞ ∞

≤ =             (20) 

Consider the mapping 0 0( ) ( ( ,0) ( ,0) ( ,0)) / ( )A g x u x Lu f x u xλ = − − , where u is a solution to the 

problem (11), (12). Let RBλ ∈ , with 1/
( ) 0 ( ) ( )( )(|| ( ,0) || || || || ( ,0) || )p

L G i L G L GR G g x R Lu f xμ
∞ ∞ ∞

= + + , 

where  1i =  in the case of the Robin boundary conditions and  2i =  otherwise, and ( )Gμ  is the 

Lebesgue measure of G. Demonstrate that this operator A takes a set RB  into itself and is compact. Let 

RBλ ∈ . As we have proven, the inequalities (18), (20) hold and the conditions (vii), (viii) imply that 

( )|| ( ) || 0
pL GA λ ≤  a.e. Next, the definition of the quantity  and the estimates (14), (20) imply that 

( )|| ( ) ||
pL GA Rλ ≤ , i. e.,  takes the set RB  into itself. The continuity of the mapping ( )A λ  is obvious. 

Demonstrate that it is compact. Consider a sequence nλ  with n RBλ ∈ . The corresponding sequence of 
solutions satisfies the estimates (13), (14), (18), (20) and thus the sequence  is bounded as well as the 
sequence ( )|| ||nt L Qu

∞
. Moreover,  

1/
( )|| ( ) || / ( ).p

L GA R Gλ μ
∞

≤           (21) 
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Fix 0 2 /( 2)p n n< −  in the case of 2n >  and is 0p  arbitrary if 2n ≤ . The sequence 1 1
2 2(0, ; ( ))

|| ||nt W T W G
u  

is bounded and thus so is the sequence 1
2([0, ]; ( ))

|| ||nt C T W G
u  . In this case there exists a subsequence 

knu  

such that ( ,0) ( )
knu x v x→  in 

0
( )pL G  (the embedding theorems). Extracting one more subsequence if 

necessary we can assume that ( ,0) ( )
knu x v x→  a. e. in Lemma 3.2 of Ch.2 in [14] implies that 

( ,0) ( )
knu x v x→  in any ( )qL G . We have proven that the mapping  is compact. By Schauder fixed point 

theorem, the equation is solvable on the set RB . Consider the equation (11). Since u W∈ , every 

summand in this equation belongs '
1([0, ]; )C T H  to  after a possible change on a set of zero measure. So 

we can take the trace at t = 0. We obtain that  
( ,0) ( ,0) ( ,0) ( ) ( ,0) ( ,0)tg x u x Lu x x u x f xλ− = + . 

The equation ( )A λ λ=  can be rewritten as  

0( ,0) ( ,0) ( ) ( ) ( ,0) ( ,0)tg x u x Lu x x u x f xλ− = + . 
Subtracting these equalities and using the uniqueness theorem for solutions to the problem 

0, | 0Lv v   Bvλ Γ+ = = , we conclude that 0( ,0) ( )u x u x= . Next, we note that the conditions 

( , ) ( )tu x t L Q∞∈  and 2( , ) ([0, ]; ( ))tu x t C T L G∈  (we can state even that 1
2( , ) ([0, ]; ( ))tu x t C T W G∈ ) imply 

that  ( , ) ( )tu x t L G∞∈ for every t. Hence, in view of the equality ( )A λ λ=  we have that ( )L Gλ ∞∈ . 
Rewrite the equation (11) in the form  

( ) ( , ) ( ).tLu gu x u f x t L Qλ ∞= + − ∈  
In view of the conditions (vii), (viii) and the classical results on solvability of elliptic problem (see [14]), 

we can conclude that 2
2 2(0, ; ( ))u L T W G∈ . 

In the next theorem we expose the uniqueness conditions. The proof coincides with that in [13, 
Theorem 6]. So we omit it. 

Theorem 3. Let the conditions of Theorem 2 hold and  

( ) 2|| || / 1,L Q ig R δ
∞

<  

where i = 1 in the case of the Robin boundary conditions and i = 2 otherwise. Then a solution ( , )u λ  to 
the problem (1)–(3) from the class pointed out in the claim of Theorem 2 is unique. 
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ВОССТАНОВЛЕНИЕ МЛАДШИХ КОЭФФИЦИЕНТОВ В ПАРАБОЛИЧЕСКОМ 
УРАВНЕНИИ С МЕНЯЮЩИМСЯ НАПРАВЛЕНИЕМ ВРЕМЕНИ 
 
С.Г. Пятков, Е.С. Квич 
Югорский государственный университет, г. Ханты-Мансийск, Российская Федерация 
E-mail: pyatkov@math.nsc.ru 
 

Рассматривается обратная задача восстановления младшего коэффициента, зависящего от 
пространственных переменных, в параболическом уравнении второго порядка с меняющимся 
направлением времени. Условие переопределения – аналог условия финального переопределе-
ния. Решение задается в начальный и конечный момент времени. Уравнения такого типа возни-
кают в математической физике, в задачах гидродинамики, в теории переноса, геометрии, популя-
ционной динамике, и некоторых других областях. Условия на данные сводятся к условиям глад-
кости и некоторым неравенствам для норм данных. В силу этого можно сказать, что полученные 
результаты являются в некоторой степени локальными. При выполнении условий на данные до-
казано, что задача разрешима. Получена также и теорема единственности при несколько более 
жестких условиях. Задача сводится к операторному уравнению, разрешимость которого устанав-
ливается при помощи априорных оценок и теоремы Лерэ-Шаудера. Доказательства априорных 
оценок основаны на обобщенном принципе максимума и теоремах о разрешимости периодиче-
ской задачи. Полученное решение является обобщенным решением и уравнение удовлетворяется 
в смысле интегрального тождества. Результаты обобщают уже известные на многомерный слу-
чай. Используемые функциональные пространства есть пространства Соболева. 

Ключевые слова: обратная задача; финальное переопределение; параболическое уравнение с 
меняющимся направлением времени; разрешимость, периодическое условие. 
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ON DETERMINATION OF MINOR COEFFICIENT 
IN A PARABOLIC EQUATION OF THE SECOND ORDER 
 
E.I. Safonov  
Ugra State University, Khanty-Mansyisk, Russian Federation 
E-mail: dc.gerz.hd@gmail.com 
 

An inverse problem of recovering the minor time-dependent coefficient in a 
parabolic equation of the second order is considered. The unknown coefficient is 
the controlling parameter. The inverse problem lies in finding the solution of an 
initial-boundary value problem for this parabolic equation and this time-
dependent coefficient using data of the initial-boundary value problem and point 
conditions of overdetermination. Cases of the Dirichlet boundary conditions and 
oblique derivative conditions are considered. Conditions under which the theo-
rem of existence and solution uniqueness is applicable for the given inverse prob-
lem is described; the numerical solution method is described, and its justification 
is given. All the considerations are carried out in Sobolev spaces. Solution of the 
direct problem is based on the finite element method and the finite difference me-
thod. The proposed algorithm for the numerical solution consists of three stages: 
initialization of the massive that describes geometry of the area and the boundary 
vector; implementation of integrative calculation of the desired coefficient using 
the finite element method; implementation of the finite difference method. Re-
sults of numerical experiments are presented, and numerical solution of the mod-
el inverse problem is constructed in the case of Neumann boundary conditions; 
dependency of an error in calculation of the controlling parameter on the 
variation of the equation coefficients and the noise level of the overdetermination 
data for domains with different number of nodes that depend on an observation 
point is described. Results of the calculations show a good convergence of the 
method. In the case when introduced noise level is 10 %, the error between the 
desired and the obtained solution increases from 8 to 35 times, though the graph 
of recovered coefficient remains close to the solution graph and repeats its out-
lines. 

Keywords: finite element method; parabolic equation; inverse problem. 
 
Introduction 

We consider the question of recovering a lower order coefficient in the parabolic equation  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , 0, .tu A x t D u p t u f x t x t Q G T− + = ∈ = ×           (1) 

where G  is a bounded domain in nR  with boundary 2CΓ∈  and A  is a second order elliptic operator 
of the form 

( ) ( ) ( ) ( )0
, 1 1

, , , , , .
n n

ij x i xi j i
i j i

A x t D u a x t u a x t u a x t ux
= =

= + +∑ ∑  

The equation (1) is furnished with the boundary and initial condition 

( ) ( )0 0, , , 0, ,t Su u Bu g t x S T= = = = Γ ×          (2) 

where Bu u=  or ( ),
u

Bu x t uσ
γ

∂= +
∂

. Here ( ) ( )( )1 , , , ,nx t x tγ γ γ= …  is a smooth nontangent vector 

field on S. The overdetermination condition is written as  

0( , ) ( ).u x t tψ=       (3) 

Thus, the problem can be stated as follows: given functions ψ , 0u , g , find a solution u  to the 

equation (1) and the function ( )p t  such that the equalities (1), (2), and (3) hold. The parameter p  is 
actually a control parameter. This inverse problem is a classical problem and numerous examples can be 
found in [1–6]. The existence and uniqueness theorems of solutions to this inverse problem are exposed 
in [7–10]. The articles [7, 8] contains the conditions of global (in time) solvability of this problem and 
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the local solvability theorems can be found in [9, 10] and some other articles. At last, the articles [11–
20] are devoted to numerical calculations of solutions to this problem. The main approach to numerical 
solving is a reduction of the inverse problem in question to a linear inverse problem by means of the 

change of variable ( )0
exp ( )

t
u v p dτ τ= −∫ . After the change we arrive at a new inverse problem of re-

covering the source function of the form ( ) ( )q t f x,t  (the function ( )0
exp ( )

t
q = p dτ τ∫  is an unknown 

function). The latter problem under the natural conditions on the data is always solvable. However, the 
inverse change of variables in certain sense is not always possible, since it is not known a priori that the 
result of recovering, i.e. the function q , is positive (in this case we can determine the function p ). The 
global existence theorems (the most essential results belongs to Prilepko A.I. [7]) rely on the maximum 
principle and rather rigid conditions for the data. We do not use this change of variables in contrast to 
other article and this all allows to treat larger classes of the data.  

The main numerical methods used in the above-cited articles are the finite difference methods and 
variational methods. In some cases only some model problems are discussed. In this article we use the 
theoretical results of the articles [9, 10] which are constructive and can serve as the base of a numerical 
algorithm. The numerical realization relies on the finite element methods. We expose a numerical algo-
rithm and the results of numerical experiments.  

In Sect. 1 we present the theoretical justification of the method. Section 2 is devoted to the algo-
rithm of solving the problem. Section 3 contains the description of the numerical realization of the algo-
rithm and the results of numerical experiments are displayed in Section 4.  

 
1. Basic assumptions and auxiliary results 

We use the Lebesgue spaces ( ) ( )p pL G ,L Q , the Sobolev spaces ( ) ( )s s
p pW G ,W Q  (1 p≤ ≤ ∞ ), the 

Hölder spaces ( )βC G , and the spaces ( )0, ;pL T E  with E  a Banach space. The latter space consists of 

strongly measurable functions defined on ( )0,T  with values in E . The definitions of these spaces can 

be found in [21].  
Describe some theoretical results. First, we present the conditions on the data.  

Let the symbol ( )0B xδ  stand for the ball centered at 0x  of radius δ . Denote ( )0,Q Gτ τ= × , and 

( )0G B xδ δ= . A parameter 0δ >  is called admissible whenever ( )δ 0B x G⊂ .  

The conditions on the coefficients of A , B  are as follows:  

( ) ( ) ( )1, , , , 2;ij k p ia C Q a L Q C S p nγ σ∈ ∈ ∈ > +    (4) 

( )( ) ( )( )0, ; , 0, ; ,s s
ij p k p pa L T W G a L T W Gδ δ∞∈ ∈ , 1,2, , , 0,1, , ,i j n k n= … = …          (5) 

for some admissible 0δ >  and /s n p> . We also require that the operator A  is elliptic, i. e., there exists 

a constant 0 0δ >  such that  

( )2
0

, 1

, , .
n

n
ij i j

i j

a R x t Qξ ξ δ ξ ξ
=

≥ ∀ ∈ ∀ ∈∑  

We assume that  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 02 ,2 2
0 0, , ,0 ,0 ,k kp

p pu x W G g W S B x u x g x x−
Γ

∈ ∈ = ∀ ∈Γ       (6) 

where 0 1 1/ 2k p= −  in the case of the Dirichlet boundary conditions and 0 1/ 2 1/ 2k p= −  otherwise;  

( ) ( )2 2
0 forsomeadmissible 0and ;s p

pu x W G s n pδ δ+ −∈ > >          (7) 

( ) ( ) ( )1
0 00, , 0 .pW T u xψ ψ∈ =                 (8) 

( )0 0 0.u x >       (9) 

Now we can state the existence theorem [10].  
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Theorem 1. Let the conditions (4)–(9) hold. Then, for some number (0, ]0τ T∈ , on the interval 
0(0, )τ  there exists a unique solution ( )( )u, p t  to the problem (1)–(3) such that ( )( )0 20, ;p pu L W Gτ∈ , 

0
,t pu L Qτ ∈  

 
 ( ) ( )00, ,i pq t L τ∈  11, , .i m= …  Moreover, ( )( )0 2

1
0, ; ,s

p pu L W Gδτ +∈  

( )( )0

1
0, ; s

t p pu L W Gδτ∈  for all 1δ δ< .  

Next, we present some elements of the proof of this theorem. First, we construct an auxiliary func-
tion 

( )( ) ( )0 0 0, , , .t t SL f x t Q u x B g=Φ + Φ = ∈ Φ = Φ =               (10) 

The classical results on solvability of parabolic problems ensure that ( )2,1
pW QΦ ∈ , 

( )( )1
0, ; s

t p pL T W GδΦ ∈ , ( )( )2

1
0, ; s

p pL T W Gδ
+Φ ∈  for all 1δ δ< . We have that ( )( ); 0,s

t p pW G L TΦ ∈  

and thus we can assume that ( )( ); 0,t pC G L TΦ ∈ . The function w u= − Φ , with u  a solution to the 

problem (1)–(3), is a solution to the problem  

( ) ( )( ) 0, , 0, 0,t SLw p t F x t Q w Bw== − Φ = ∈ = =               (11) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0 0, , 0, .pw x t t t x t W Tψ ψ= = − Φ ∈ɶ            (12) 

Fixing the function ( ) ( )0,pp t L τ∈  and finding a solution  w  to the problem (11) on the interval 

( )0,τ , we construct the map ( ) 1w w p L F−= = . This map is nonlinear. Taking 0x x=  in (11), we infer  

( ) ( ) ( ) ( )0 0, , ,t Aw x t p t p t x tψ ψ− + = − Φɶ ɶ        (13) 

which can be written in the form  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0
1 1

, , ,tp t t R p t Aw x t
t t

ψ ψ ψ
ψ ψ

−= + = +ɶ        (14) 

where the function w  is a solution to the direct problem (11). Note that in view of our conditions 

( ) 0tψ >  on some segment [ ]00,τ . This equation is actually of the Volterra type. 

The following theorem was justified in the proof of Theorem 1 in [8].  

Theorem 2. Let the conditions Theorem 1 hold. Then, for some number 0 (0, ]Tτ ∈ , on the interval 

( )00,τ  the operator ( ) ( ) ( )0 0: 0, 0,p pR p L Lτ τ→  is a contraction and thereby the method of successive 

approximations ( ) ( )1
0

n np t R pψ+ = +  converges as n→ ∞ . 

 
2. Description of the algorithm 

Describe a numerical algorithm. We employ the Neumann boundary condition. In other case the 
changes in the algorithm are inessential. We take 2n =  and rewrite the equation (1) and the data in the 
form  

( )( ) ( ) ( ) ( )

1 2
1 2

div , , , ,

( , ) ( ( , ), ( , )) , , ,

t

T
T

u c x t u b x t u a x t u p t u f

u u
b x t b x t b x t u

x x

− ∇ + ∇ + + =

 ∂ ∂= ∇ =  ∂ ∂ 

      (15) 

( )
( )

0 0
0,

, ,t
G T

u
u u x g

n=
∂ ×

∂= =
∂

             (16) 

where n  is the unit outward normal to Γ . We also have that  

( ) ( )0, .u x t tψ=                (17) 

The algorithm is iterative and it is based on the finite element method (FEM).  
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Given a triangulation of G , the nodes of the grid are denoted as 1 2, , , mx x x… . The symbols ( ){ }i xφ  

stand for the corresponding piecewise linear basis functions. Without loss of generality we can assume 

that the point 0x  is a mesh node, i. e., 
0j

x x=  for some 0j . We thus have ( )i j ijxφ δ= , where ijδ  is the 

Kronecker symbol. 

An approximate solution to the problem (15) is written in the form ( ) ( )1

m
m i ii

u c t xϕ==∑ . It is de-

fined from the system (we integrate (15) over G  with the weight jφ ).  

( ) ( ) ( ), , .mt j m j m m m j j j
G G G

u c u dx b u au pu dx cg t x d f dxϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
Γ

+ ∇ ∇ + ∇ + + − Γ =∫ ∫ ∫ ∫           (18) 

This system for the vector-function ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, , , mC t c t c t c t= …
��

 can be written in the form  

,tM C KC pM C F G+ + = +
�� �� ��

             (19) 

where M  and K  are matrices with the entries ji i jG
M dxϕ ϕ= ∫ , 

( )ji i j i j i jG
K c b a dxϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= ∇ ∇ + ∇ +∫ , F  and G  are vectors with coordinates jG

fφ dx∫  and 

jΓ
cgφ dx∫ , , 1,2, ,i j m= … , respectively. Let ( ) ( ) ( )( )1 2, , ,k k k mU u x u x u x= …

��

, and thus 

( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 0 2 00 , , , mU u x u x u x= …
��

. An approximate solution to the system (19) is sought by the finite 

difference method. We replace (19) with the system  

1
0

0
, , 1,2, , , / ,i i

i ii i t

C C
M K C MpC F C U i N T Nτ

τ
−

=

− + + = = = … =
�� ��

�� �� �� ��
   (20) 

where N  is a positive integer, ( )iK = K i τ  and ( )( )iF = F +G τi . Thus, a piecewise constant approxi-

mation of a solution ( )C t
��

 to the system (19) is equal to the vector iC
��

 on the set (( 1) , ]i iτ τ− . From (17) 

and the overdetermination condition we have an approximate equality  

( )0 00 0 0
,t k j k k j j

G G G

V c u dx b u au dx p V f dxψ ϕ ϕ ψ ϕ+ ∇ ∇ + ∇ + + =∫ ∫ ∫             (21) 

where 0 j0G
V = φ .∫  Hence, we obtain that  

( ) 00 0 0
(( ) / ) / ,j k j k k j t

G G G

p = f dx c u dx b u au dx Vϕ ϕ ϕ ψ ψ− ∇ ∇ − ∇ + −∫ ∫ ∫                (22) 

The equality (22) is an analog of the equation (14) and is used in successive approximations.  
 
3. Numerical realization 

Given a triangulation of G , we define the nodes 1 2, , , mx x x…  of the grid and construct the corre-

sponding piecewise linear basis functions ( ){ }i xϕ . Next, we define the quantity /τ = T N  and construct 

the matrices M,K  and the vectors iF . We employ the predictor-corrector arguments. An approximation 

of the function ( )p t  is a piecewise constant function equal ip  on ( )( )1 ,i iτ τ− . Let 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )0 0 0 0,0 ,0 0 / 0tp f x A u x ψ ψ= + − . For simplicity, it is possible to take just 0 1.p =  We take 

also ( )0 0C U=
�� ��

. Assume that we calculate the vectors 1 2, , , lC C C…
�� �� ��

 and the constants 

( )1 2, , , lp p p l N… < . Put 0
1l lp p+ = . Next, we define the quantities ( )1 1,2,j

lp l N+ = …  from the equality  

0 0

1
1 11 1

0

1
(( ) ( ) ) (( 1) ) / (( 1) ),j j

l j l j tl lp F K C l l
V

ψ τ ψ τ+
+ ++ +

 
= − − + + 
 

�
 

where the symbol 
0

( ) jg
�

 denotes the 0j -coordinate of the vector g
�

, and the quantities 1
j
lC +
��

 are defined 

as  
1

1 1 11( ( )) ( ), 0,1,..., 1.
j j
l l l llC M K Mp F MC l Nτ τ−
+ + ++= + + + = −
�� �
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This process continues until 1
01 1

j j
l lp p ε+
+ +− < , where 0ε  is a prescribed small number. Next, we 

put 1
1 1

j
l lp p +
+ +=  and 1

1 1
j

l lC C +
+ +=


. As a result, we obtain the vectors 1 2, , , NC C C…

  
 and the constants 

1 2, , , Np p p…  which define an approximate solution to our problem for a given triangulation and a pa-

rameter τ . 
 
4. The results of numerical experiments 

The characteristics of the computer used: processor Intel(R) Core(TM) i7-3517U, CPU @ 1,90 GHz 
2,40 GHz, RAM 10,00 GB, 64-digital operation system Windows 7 Ultimate.  

To simplify the exposition, we present the results of calculation of the function ( )p t  only. We con-

sider the model problem, where ( )( )2 2 1 1 ,u x y t= + + +  2 2
0 1,tu x y= = + +  2 2 1tu x y= + + . The do-

main G  coincides with the unit disk centered at ( )0,0 . We consider different points 0x  as well as dif-

ferent grids (see the fig. 1).  
 

  
a) b) c) d) e) 

  
f) g) h) i) j) 

Fig. 1. The grids: 
a) 1 442N = ; b) 2 442N = ; c) 3 423N = ; d) 4 437N = ; e) 5 405N = ; 

f) 6 1731N = ; g) 7 1731N = ; h) 8 1653N = ; i) 9 1706N = ; j) 10 1578N =  

 
We examine two groups of the data. For the first group, we have ( ) ( )1p t t= + , ( )1/ 1a t= + , 

( )( )1 / 2 1 ,b x t= +  ( )( )2 / 2 1 ,b y t= +  ( )1/ 1 ,c t= +  

2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 4 4 1,f t t x t y tx ty t x y= + + + + + + + −  ( )2 22 .
S

u
x y

n

∂ = +
∂

 Proceed with the results of 

calculation for the first group of the data for two grids and the data without noise ( 0δ = ) and 5
0 10ε −=  

(an error defined by the user). Denote by sτ  the time of calculations in seconds. One more error is the 

quantity ( ) max ( )k k
i

i
m p p i p p i= − ∨ = −   ε τ ε τ , where 1,2, ,i N= … . We take 1T =  and 100N = , 

/T Nτ =  (see the Fig. 2).  
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a) b) 

  
c) d) 

Fig. 2. The results of calculations for the first g roup of the data: 
a) 1N , 0,0415ε = , 4,37sτ = ; b) 5N , 0,024ε = , 2,81sτ = ;  

c) 6N , 0,0101ε = , 190,63sτ = ; d) 10N , 0,0058ε = , 124,85sτ =  

 
As we can see in Figs. 2, a – d, the presented graphs of the functions ( )p t  and its approximations 

practically coincide. Next we change the parameters 0ε  and δ  to describe the dependence of the error 

ε  on the level δ  of errors of the data and the parameter 0ε . We add the 10 % random noise to the 

overdetermination data (Fig. 3): ( )( )1 random 1 0,2 0,1nz
i iψ ψ= + ⋅ − , with ( )random 1  is a random num-

ber from [ ]0;1 .  

 

  
a) b) 
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c) d) 
Fig. 3. The results of calculations for first group  of the data: 

a) 1N , 0,2141ε = , 5,22sτ = ; b) 5N , 0,2161ε = , 4,42sτ = ; 

c) 6N , 0,2336ε = , 271,12sτ = ; d) 10N , 0,1885ε = , 122,13sτ =  

 
The results of calculations with a noise are displayed on Fig. 3, a–d. The table 1 contains the results 

of numerical experiments for the first group of the data with fixed 5
0 10ε −=  and different parameters 

0δ > .  
Table 1

The results of numerical experiments  
for the first group 

 Table 2
The results of calculations for the first group  

of experiments 

No exp.  Grid δ  ε  τ   No exp.  Grid δ  ε  τ  
1 1N  0 0,0415 4,37  1 6N  0 0,0101 180,37 

2 1N  0,05 0,1033 4,85  2 6N  0,05 0,1071 224,66 

3 1N  0,1 0,2141 5,22  3 6N  0,1 0,2336 271,12 

4 2N  0,05 0,0995 4,79  4 7N  0,05 0,1057 211,27 

5 2N  0,1 0,2163 5,02  5 7N  0,1 0,2055 233,22 

6 3N  0,05 0,1062 4,18  6 8N  0,05 0,1231 180 

7 3N  0,1 0,2115 4,56  7 8N  0,1 0,2092 200,92 

8 4N  0,05 0,1039 4,08  8 9N  0,05 0,1007 163,29 

9 4N  0,1 0,2136 4,41  9 9N  0,1 0,1993 170,97 

10 5N  0 0,024 2,81  10 10N  0 0,0058 124,85 

11 5N  0,05 0,1213 3,34  11 10N  0,05 0,089 119,83 

12 5N  0,1 0,2161 4,42  12 10N  0,1 0,1885 122,13 
 
The error of calculations increases with δ  and the proximity of 0x  to the center of the circle (see 

the table 2).  

The input data for the second group are as follows: ( )1/ 1 ,t +  ( )1 ,xa t= +  ( ) ( )1 1 1 ,b x t= + ⋅ +  

( )2
2 2 ,b x t= −  ( )2 ,c x t= +  ( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 2 22 4 1 2 4 1 2 2 1 2f x x t y t x t y t x t x= − + + − + + − − + + .  

Since the error increases when the point 0x  is closer to the center of the circle, we consider the re-

sults in both case with the 10 %-noise and without it (Fig. 4). The results are displayed below.  
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a) b) 

  
c) d) 

Fig. 4. The results of calculations for the second group of the data: 
a) 1N , 0,0224ε = , 4,51sτ = ; b) 1N , 0,1085ε = , 5,34sτ = ; 

c) 6N , 0,0057ε = , 189,95sτ = ; d) 6N , 0,1492ε = , 218,82sτ =  

We can see on Fig. 4 that the results of calculations of ( )p t  are close to each other for different δ  

(Fig. 4, a – d). The results are similar to those above (see the table 3).  
Table 3 

The results of calculations for the first group of experiments 

No exp,  Grid δ  ε  τ  
1  N1 0,05  0,0591  5,23  
2  N1 0,1  0,1085  5,34  
3  N2 0,05  0,0965  5,34  
4  N2 0,1  0,158  5,27  
5  N3 0,1  0,1435  4,95  
6  N6 0,05  0,0904  211,76  
7  N6 0,1  0,1492  218,82  
8  N7 0,05  0,0851  221,11  
9  N7 0,1  0,185  214,44  
10  N8 0,1  0,1301  174,98  

The use of the grids 6 10N N−  leads to smaller errors (up to 4 times without noise and ≈  on 0,02 

with noise), but the time of calculations is approximately 20 times more than that for the grids 1 5N N− . 

We should take into account the fact that the number of nodes in the grids 6 10N N−  is 3,86≈  times 

more than in the grids 1 5N N− . The change of 0ε  as well as τ  leads to smaller time of calculations sτ . 
The 10 % noise δ increases errors of calculations from ≈ 8 times to ≈ 35 times.  

Acknowledgement. This authors were supported by the Science Foundation of Yugra State Univer-
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ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ МЛАДШЕГО КОЭФФИЦИЕНТА  
В ПАРАБОЛИЧЕСКОМ УРАВНЕНИИ ВТОРОГО ПОРЯДКА 
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E-mail: dc.gerz.hd@gmail.com 
 

Рассматривается обратная задача восстановления младшего коэффициента, зависящего от 
времени, в параболическом уравнении второго порядка. Неизвестный коэффициент является 
управляющим параметром. Обратная задача состоит в нахождении решения начально-краевой 
задачи для этого параболического уравнения и этого коэффициента зависящего от времени с 
использованием данных начально-краевой задачи и точечных условий переопределения. 
Рассмотрены случаи краевых условий Дирихле и условий с косой производной. Описаны 
условия, при выполнении которых имеет место теорема существования и единственности 
решений данной обратной задачи, описан метод численного решения и приведено его 
обоснование. Все рассмотрения проводятся в пространствах Соболева. Решение прямой задачи 
основано на методе конечных элементов и методе конечных разностей. Предложенный алгоритм 
численного решения состоит из трех этапов: инициализации массива, описывающего геометрию 
области и граничного вектора; реализации итерационного расчета искомого коэффициента c 
использованием метода конечных элементов; реализация метода конечных разностей. 
Представлены результаты численных экспериментов, построено численное решение модельной 
обратной задачи в случае краевых условий Неймана, описана зависимость ошибки вычисления 
управляющего параметра от изменения коэффициентов уравнения и уровня зашумленности 
данных переопределения для областей с различным количеством узлов, зависящих от 
расположения точки наблюдения. Результаты вычислений показывают хорошую сходимость 
метода. В случае введения 10 % случайного шума погрешность между искомым решением и 
найденным увеличивается от 8 до 35 раз, но график восстановленного коэффициента остается 
близким к графику решения и повторяет его контуры. 

Ключевые слова: метод конечных элементов; параболическое уравнение; обратная задача. 
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ОБ ОДНОЙ ИГРОВОЙ ЗАДАЧЕ УПРАВЛЕНИЯ ТОЧКАМИ 
ВБЛИЗИ ПОВЕРХНОСТИ ЛУНЫ 
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Рассматривается игровая задача управления, в которой первый игрок 
управляет материальной точкой переменного состава. Второй игрок 
управляет точкой, которая может двигаться с ограниченной по величине 
скоростью. Предполагается, что на материальную точку переменного 
состава, наряду с управляемой реактивной силой, действует еще 
постоянная сила, величина которой пропорциональна массе точки. Такая 
ситуация возникает, например, при рассмотрении движения материальной 
точки вблизи поверхности Луны, где отсутствует атмосферное 
сопротивление. Считается, что у точки переменного состава величина 
относительной скорости отделяющихся частиц топлива является 
постоянной, а величина тяги ограничена сверху заданным положительным 
числом. Первый игрок стремится минимизировать в заданный момент 
времени расстояние между точками, расходуя при этом как можно меньше 
ресурсов. Сформулированная двухкритериальная задача с помощью 
весовых коэффициентов сводится к дифференциальной игре, плата в 
которой является суммой как терминальной, так и интегральной 
составляющих. С помощью замены переменных задача сводится к 
однотипной игре, в которой вектограммы игроков являются шарами с 
радиусами, зависящими от времени. Вычислена функция цены игры и 
найдены оптимальные управления игроков. 

Ключевые слова: управление; дифференциальная игра; плата. 
 

Введение 
Движение материальной точки переменного состава описывается уравнением Мещерского 

[1]. Управлением является реактивная сила. Если величина тяги задана как функция времени, то 
управлением является относительная скорость отделяющихся частиц реактивной массы. В этом 
случае получим задачу об управлении материальной точкой, движущейся под действием 
заданной по величине силы. В монографии [2] рассмотрена дифференциальная игра 
преследования «изотропные ракеты». В этой игре преследователь управляет ограниченной по 
величине силой, приложенной к движущейся материальной точке. Убегающий управляет 
ограниченной по величине скоростью другой точки. Если допускается мгновенное отделение 
конечного количества массы топлива с постоянной по величине скоростью, то задача 
преследования в этом случае сводится к задаче с импульсным управлением [3–6]. В задаче 
преследования платой [2] является время поимки.  

В работе [7] первый игрок управляет реактивной силой точки переменного состава. 
Величина относительной скорости отделяющихся частиц топлива постоянна, а тяга ограничена 
заданным числом. Второй игрок управляет ограниченной по величине скоростью второй точки. 
Решена задача, когда первый игрок стремится сделать в фиксированный момент времени 
расстояние между точками не меньше заданного числа, расходуя при этом как можно меньше 
ресурсов. 

В настоящей статье рассматривается случай, когда первый игрок, управляя реактивной 
силой, стремится минимизировать в заданный момент времени расстояние между точками, 
расходуя при этом как можно меньше ресурсов. Предполагается, что на материальную точку 
переменного состава, наряду с управляемой реактивной силой, действует постоянная сила, 
пропорциональная массе точки. Такая ситуация возникает при рассмотрении движения 
материальной точки вблизи поверхности Луны, где отсутствует атмосферное сопротивление. 
Сформулированная двухкритериальная задача с помощью весовых коэффициентов сводится к 
дифференциальной игре, плата в которой является суммой как терминальной, так и интегральной 
составляющих. Вычислена функция цены игры [2] и найдены оптимальные управления игроков. 
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Постановка задачи 
Вблизи поверхности Луны точка переменного состава, движение которой описывается 

уравнением Мещерского  
( )

, , ,
( )

nm t
x x R t p

m t
µ ς= + ∈ ≤

ɺ
ɺɺ                                                     (1) 

преследует точку, которая движется с ограниченной по величине скоростью 

, , 0, 1.ny bv y R b v= ∈ > ≤ɺ                                                     (2) 

Здесь вектор nRµ ∈  определяется постоянной внешней силой, пропорциональной массе точки; 

величина ς  относительной скорости отделяющихся частиц топлива является постоянной ( ⋅  – 

норма в nR ); 0 1( ) ( )m t m m t= +  – масса точки, причем 0m  – неизменяемая часть массы, 1( )m t  – 
реактивная масса; 0p >  – заданный момент окончания процесса управления. Считаем, что тяга 
ограничена числом 0γ >  

( )
.

( )

m t

m t
ς γ− <
ɺ

 

Точкой переменного состава управляет первый игрок. Второй игрок управляет движением 
второй точки. Цель первого игрока заключается в том, чтобы в момент времени 0p >  сделать 
расстояние между точками как можно меньше и минимизировать при этом расход топлива. Цель 
второго игрока – противоположна. 
 

Формализация задачи 
Введем новые переменные 

2( ) ( ) 1
( ) , , ( ) , .

2 ( )

p t m t
z y x p t x u t v y

m t b

ςµ ϕ ς
ς

−= − − − − = − = − =
ɺ

ɺ ɺ                     (3) 

Тогда  

0

0 1 0

0

( )
( ) ( ) ( ) , ( ) ln .

p

t

m m t
y p x p z p t dt

m
ϕ ς +

− = =∫                                      (4) 

Здесь 1 0( )m t  – начальный запас реактивной массы. Используя уравнения (1) и (2), получим, что 

( ) ( ) ; 1, 0 ; 1.z p t t u b u vϕ ν ϕ γ= − − + = ≤ ≤ ≤ɺ                                      (5) 

Из формул (4) видно, что сформулированная выше цель первого игрока в переменных (3) 

означает, что первый игрок минимизирует ( )z p  и 
0

( )
p

t

t dtϕ∫ . Введем весовой коэффициент 0α ≥  

и рассмотрим показатель качества  

0
,

( ) ( ) min max.
p

u v
t

z p t dt
φ

α ϕ+ →∫                                                      (6) 

Первый игрок стремится его минимизировать, а второй – максимизировать. 
 

Условия оптимальности в однотипных дифференциальных играх 
Рассмотренный пример (5), (6) является частным случаем однотипной дифференциальной 

игры 

0 0( ) ( ) ( ) , ( ) 0 ( ) , 1, 1.z a t t u b t v z t z ; t u vϕ ϕ γ= − + = ≤ ≤ = ≤ɺ                          (7) 

с критерием качества 

( )
0

,
( ) ( , ( )) min max.

p

u v
t

G z p g t t dt
ϕ

ϕ+ →∫                                                (8) 

Здесь ( ) 0a t ≥ , ( ) 0b t ≥  интегрируемые при t p≤  функции. Число 0γ >  задано. 



Ухоботов В.И., Об одной игровой задаче управления точками 
Максакова П.И. вблизи поверхности луны 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2018, том 10, № 4, С. 41–48 

43 

Предположение 1. При каждом [0, ]ϕ γ∈  функция ( , )g t ϕ  является измеримой по ( , ]t p∈ −∞  

и непрерывна по ϕ  при каждом t p≤ ; 0 ( , ) ( )g t D tϕ≤ ≤  при каждых t p≤  и [0, ]ϕ γ∈ , где 

функция ( )D t  является суммируемой на каждом отрезке 1[ , ]p p .  
Из этого предположения следует, что для каждой измеримой при t p≤  функции ( ) [0, ]tϕ γ∈  

сложная функция ( , ( ))g t tϕ  является суммируемой на любом отрезке 1[ , ]p p  [8]. 

Предположение 2. Функция ( )G ε  при 0ε ≥  является непрерывной, строго возрастает и 
( )G ε → +∞  при ε → +∞ .  
Рассмотрим оптимизационную задачу 

0

( ) ( , ( )) min,
p

t

G g t t dtε ϕ+ →∫                                                        (9) 

( )
0

0( ) ( ) ( ) ( ) ,
p

t

z t b t a t t dtϕ ε+ − ≤∫                                                   (10) 

( )
0

max ( ) ( ) ( ) ,
p

t p
b t a t t dt

τ τ
ϕ ε

≤ ≤
− ≤∫              (11) 

00, :[ , ] [0, ]t pε ϕ γ≥ →  – измерима.                                             (12) 

Теорема 1 [9, теорема 2]. Пусть выполнены предположения 1 и 2, а 0ε  и 0 0:[ , ] [0, ]t pϕ γ→  – 

решение задачи (9)–(12). Тогда решением задачи (7) и (8) являются функции 0( )tϕ , 0 ( )u w z=  и 

0 ( )v w z= , где 

( )w z z z=  при 0z >  и любое (0)w  с ограничением (0) 1.w =                         (13) 

Значение цены игры в дифференциальной игре (7) и (8) равна 

0

0 0 0 0( , ( )) ( , ( )) .
p

t

V t z t g t t dtε ϕ= + ∫                                                 (14) 

Теорема 2 [9, теорема 3]. Пусть дополнительно к предположениям 1 и 2 функция ( , )g t ϕ  при 
каждом t p≤  является выпуклой по ϕ , а функция ( )G ε  ограничена снизу. Тогда решение в 
задаче (9)–(12) существует. 

Теорема 3 [9, теорема 4]. Пусть выполнено предположение 1, а число 0 0ε ≥  и измеримая 

функция 0 0:[ , ] [0, ]t pϕ γ→  удовлетворяют неравенствам (10) и (11). Пусть существуют число 

0λ ≥  и неубывающая функция 0:[ , ]t p Rθ →  такие, что 0( ) 0tθ =  и 

( )
0

0 0( ) ( ) ( ) 0,
p

t

b t a t t dtλ ϕ ε
 
 − − =
 
 
∫                                               (15) 

( )
0

0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
p

t

t b t a t t dt pθ ϕ θ ε− =∫                                              (16) 

( ) ( )0 0( ) ( ) ( ) ( )G p G p  ε λ θ ε ε λ θ ε− + ≤ − +  при любом числе 0ε ≥ ;                   (17) 

( ) ( ) ( )0 0 0, ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) , [0, ], .g t t t a t t g t t a t t t pϕ λ θ ϕ ϕ λ θ ϕ ϕ γ− + ≤ − + ∈ ≤ ≤             (18) 

Тогда 0ε  и 0( )tϕ  являются решением задачи (9)–(12). 

Решение примера 
В задаче (5), (6) выполнены равенства  

( ) , ( ) , ( ) , ( , ) .а t p t b t b G g tε ε φ αφ= − = = =  
Поэтому условия (10), (11) и (15)–(18) примут следующий вид: 

( )
0

0 0 0( ) ( ) ( ) 0,
p

t

b p t t dt z tϕ ε− − + − ≤∫                                              (19) 
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( )
0

0 0max ( ) ( ) 0,
p

t p
b p t t dt

τ τ
ϕ ε

≤ ≤
− − − ≤∫     (20) 

( )
0

0 0 0( ) ( ) ( ) 0,
p

t

b p t t dt z tλ ϕ ε
 
 − − + − =
 
 
∫                                           (21) 

( )
0

0 0( ) ( ) ( ) ( ) ,
p

t

t b p t t dt pθ ϕ θ ε− − =∫                                                (22) 

0(1 ( ))( ) 0pλ θ ε ε− − − ≤  при любом 0 ε ≥ ,                                        (23) 

( ) 0( ( ))( ) ( ( ) ) 0t p t t   α λ θ ϕ ϕ− + − − ≤  при любых 0[0, ],  t t pϕ γ∈ ≤ ≤ .                    (24) 

Из условия (23) получим, что 1 ( ).pλ θ= −  Поскольку 0λ ≥  и ( ) 0pθ ≥ , то 0 ( ) 1pθ≤ ≤ . 
Подставим это значение λ  в формулу (24). Будем иметь 

0

при ( ) ( ) 1,

( ) любое [0, ] при ( ) ( ) 1,

0 при ( ) ( ) 1.

 t p
p t

t    t p
p t

 t p
p t

αγ θ θ

αϕ ϕ γ θ θ

α θ θ


< − + −


= ∈ = − + −


> − +
−

                              (25) 

Пусть 0p tα− ≤ . Возьмем функции ( ) 0tθ =  и 0( ) 0tϕ =  при всех 0t t p≤ ≤ . Они 

удовлетворяют формуле (25). Поскольку 1 ( ) 1pλ θ= − = , то из условий (19) и (21) получим 
равенство 

0 0 0( ) ( ) .p t b z tε = − +                                                           (26) 

Максимальное значение по τ  в (20) достигается при 0tτ =  и оно равно 0( )p t b− . Поэтому число 

0ε  (26) удовлетворяет условию (20). Условие (22) также выполнено. 
В рассматриваемом случае значение цены игры (14) равно 

( )0 0 0 0, ( ) ( ) ( )V t z t p t b z t= − +
 
при 0t p α≥ − . 

Пусть  
bα
γ

≤
 
и 0 .

b
p t p α

γ
− ≤ < −                                                    (27) 

Возьмем функции ( ) 0tθ =  при 0t t p≤ ≤ , 

0( )tϕ γ=  при 0t t p α≤ ≤ −  и 0( ) 0tϕ =  при p t pα− < ≤ .                          (28) 
Они удовлетворяют формуле (25). Из второго неравенства (27) следует, что функция (28) 
удовлетворяет неравенству 0( ) ( ) 0b p t tϕ− − >  при 0t t p≤ ≤ . Поэтому максимальное значение по 

τ  в условии (20) достигается при 0tτ =  и оно равно  

( )
0

2 2

0 0( ) ( ) 0.
2 2

p

t

b b
b p t t dt p t b

γ γϕ α α
γ γ

   − − = − − − + − + >   
   

∫                        (29) 

Учитывая формулу (29) из условия (21) при 1λ = , получим, что 
2 2

0 0 0( ) .
2 2

b b
p t z t

γ γε α βα
γ γ

   = − − − + − + +   
   

                                    (30) 

Очевидно, что условие (20) выполнено. 
Из формул (28) и (30) получим, что значение цены игры (14) в рассматриваемом случае 

равно 

( )2
0 0 0 0 0( , ( )) ( ) ( ) .

2
V t z t p t p t b z t

γ α= − − − + − +                                      (31) 



Ухоботов В.И., Об одной игровой задаче управления точками 
Максакова П.И. вблизи поверхности луны 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2018, том 10, № 4, С. 41–48 

45 

Пусть  
2

0 0 0, , ( ) .
2

b b b
t p z t p t

γα
γ γ γ

 ≤ < − ≥ − − 
 

                                        (32) 

Возьмем функцию ( ) 0tθ =  при 0t t p≤ ≤ , а функцию 0( )tϕ  определим формулами (28). Как и 

выше, число 0ε  определяется формулой (30). 
Проверим неравенство (20). Имеем 

( )
0

1 2 1 2
0

, ,max ( ) max , max ( ) , max ( )
p p p

t p p p t t p
t dt I I I t dt b I t dt

τ α τ ατ ττ
ψ ψ α ψ

≤ ≤ − ≤ ≤ ≤ ≤ −
= = = =∫ ∫∫  

где 0( ) ( ) ( ) t b p t tψ ϕ= − − . Из (28) следует, что ( ) 0tψ <  при 0t t p b γ< ≤ −  и ( ) 0tψ >  при 

p b t pγ− < ≤ . Поэтому в формуле, которая определяет число 2I , максимальное значение по τ  

достигается при p bτ γ= −  и 
2

2 .
2

b
I b

γ α α
γ
 = − + 
 

                                                          (33) 

Cтало быть, ( )1 2 2max ,I I I= . Поэтому число 0ε , определяемое равенством (30), должно 

удовлетворять неравенству 0 2Iε ≥ . Согласно (32) и (33) это неравенство выполнено. В 
рассматриваемом случае значение цены игры определяется формулой (31).  

Пусть  
2

0 0 0, , ( ) .
2

b b b
t p z t p t

γα
γ γ γ

 ≤ < − < − − 
 

                                      (34) 

Покажем, что при некотором числе 0t q p b γ< < −  выполнено равенство 

( ) ( )2 2
0 0 0( ) ( ), ( ) .

2

b
z t f q f q p q t q t

γγ
γ

 
= = − − − − 

 
                                (35) 

В самом деле, у квадратного многочлена (35) производная ( ) 0f q′ >  при 0 .
b

t q p
γ

≤ < −
 

Следовательно,  
2

0 00 ( ) ( )
2

b b
f t f q f p p t

γ
γ γ

   = ≤ ≤ − = − −   
   

. 

Отсюда и из третьего неравенства в (34) получим существование требуемого числа q. 
Возьмем при r b γ=  функции 

00 при ,

( ) при ,

1 при .

  t t q

t   q t p r
p t p q

 p r t p
p q

α αθ

α


 ≤ ≤


= − < ≤ − − −


− − < ≤
−

0

0

при ,

( ) при ,

0 при .

 t t q

b
t    q t p r

p t

  p r t p

γ

ϕ

≤ ≤

= < ≤ − −
 − < ≤

              (36) 

Они удовлетворяют формуле (25). Поскольку число ( ) 0p qλ α= − > , то условия (19) и (21) 
принимают вид равенства  

( )( ) ( )
2 2

2 2
0 0 0 0( ) .

2

b b
b p q t q t z t

γε γ
γ γ

= − − + − + + =                                  (37) 

Здесь использованы соотношения (35). 
Далее, 

( )
0

1 2 3max ( ) max , , ,
p

t p
t dt I I I

ττ
ψ

≥ ≤
=∫  
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где  

0
0 1 2 3( ) ( ) ( ), max ( ) , max ( ) , max ( ) .

p p p

p r p q p r t q
t b p t t I t dt I t dt I t dt

τ τ ττ τ τ
ψ ϕ ψ ψ ψ

− ≤ ≤ ≤ ≤ − ≤ ≤
= − = = =∫ ∫ ∫  

Подставим сюда функцию 0( )tϕ  (36). Получим 2
1 2 .I I b γ= =  Поскольку ( ) 0tψ ≤  при 0t t q≤ ≤ , 

то максимальное значение по τ  при определении числа 3I  достигается при qτ = . Поэтому 
2

3I b γ= . Таким образом, ( ) 2
1 2 3max , ,I I I b γ= . Отсюда, учитывая формулу (37), получим, что 

условие (20) выполнено. Подставим функции (36) в условие (22). Получим  

0.br ε=                                                                      (38) 

Числа r b γ=  и 2
0 bε γ=  этому равенству удовлетворяют. Из (36) и (37) следует, что 

0 0 0 0( , ( )) ln ,
b p q

V t z t q t
r

ε αγ
γ

 −= + − + 
 

                                          (39) 

где число q находится из равенства 
2

0 0
2

( ) ,
b b

q p t p z t
γ γ γ

 = − − − − − 
 

                                              (40) 

а 2
0 bε γ=  и r b γ= . 
Пусть  

2 2

0 0 0, , ( ) .
2 2

b b b
t p z t p t

γ γα α α
γ γ γ

   < < − ≥ − − − −   
   

                          (41) 

Возьмем функцию ( ) 0tθ =  при 0t t p≤ ≤  и функцию 0( )tϕ  из (28). Из условия (21) при 1λ =  
получим формулу (30).  

Поскольку p p bα γ− < − , то функция (28) удовлетворяет неравенствам 0( ) ( ) 0b p t tϕ− − <  

при 0t t p α≤ ≤ −  и 0( ) ( ) 0b p t tϕ− − >  при p t pα− < ≤ . Поэтому максимальное значение по τ  в 
условии (20) достигается при pτ α= −  и оно равно bα . Из последнего неравенства в (41) 

получим, что число 0ε  (30) удовлетворяет неравенству 0 bε α≥ . Стало быть, условие (20) 
выполнено. В рассмотренном случае значение цены игры задается формулой (31). 

Пусть  
2 2

0 0 0, , ( ) .
2 2

b b b
t p z t p t

γ γα α α
γ γ γ

   < < − < − − − −   
   

                            (42) 

Покажем, что существует число 0t q p α< < − , при котором выполнено равенство (35). В самом 

деле, многочлен ( )f q  при 0t q p α≤ ≤ −  строго возрастает. Поэтому его максимальное значение 

на отрезке 0[ , ]t p α−  достигается при q p α= −  и оно равно выражению, стоящему в правой 

части третьего неравенства в (42). Поскольку 0( ) 0f t = , то требуемое число q существует.  

Возьмем функции ( )tθ  и 0( )tϕ , которые определяются формулами (36) при r α= . Эти 

функции удовлетворяют формуле (25). Поскольку ( ) 0p qλ α= − > , то условия (19) и (21) 
принимают вид равенства  

( )( ) ( )2 21
0 0 0 02 ( ) .b p q t q t b z t bε γ γ α α= − − + − + + =  

Здесь использовано равенство (35).  
Функция 0( )tϕ , определяемая формулой (36) при r α= , удовлетворяет неравенствам 

0( ) ( ) 0b p t tϕ− − ≤  при 0t t p α≤ ≤ −  и 0( ) ( ) 0b p t tϕ− − >  при .p t pα− < ≤  
Поэтому максимальное значение в неравенстве (20) достигается при pτ α= −  и оно равно 

( ) ( )2 2
0 0 0 0( ) .

2

b
p q t q t b z t b

γγ α α ε
γ

 
− − − + − + = − + ≤ 
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Здесь использовано равенство (35). Числа r α=  и 0 bε α=  удовлетворяют равенству (38). Поэто-

му условие (22) выполнено. Значение цены игры определяется формулами (39), (40) при 0 bε α=  

и r α= . 
 

Заключение 
С помощью найденной функции 0 ( )tϕ  из третьей формулы в (3) вычисляется оптимальный 

закон расхода топлива. Подставляя в формулу (13) значение z  из первой формулы (3), найдем 
оптимальные направления относительной скорости отделяющихся частиц топлива и скорости 
второй точки.  

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РФФИ в рамках научного проекта 
№ 18-01-00264_a и гранта Фонда перспективных научных исследований ФГБОУ ВО «Челябин-
ский государственный университет» (2018 г.). 
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ON A GAME PROBLEM FOR POINT CONTROL  
NEAR THE SURFACE OF THE MOON 
 

V.I. Ukhobotov, P.I. Maksakova 
Chelyabinsk State University, Chelyabinsk, Russian Federation 
E-mail: ukh@csu.ru 
 

A game control problem in which the first player controls the material point of variable composition 
is considered. The second player controls the point that can move with a limited speed. It is assumed that 
the material point of variable composition, along with the controlled reactive power, is exposed to a con-
stant force, the value of which is proportional to the mass of the point. This situation occurs, for exam-
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ple, when we consider the motion of a material point near the surface of the Moon, where there is no 
atmospheric resistance. It is considered that the point of variable composition has constant relative ve-
locity of separating fuel particles, and the value of thrust is limited from above with a given positive 
number. The first player tries to minimize the distance between the points in a set moment, consuming 
as little resources as possible. The formulated two-criterion problem, with the use of weight coefficients, 
gets reduced to a differential game, the payoff of which is the sum of both terminal and integral compo-
nents. By changing variables, the problem is reduced to a single-type game in which vectograms of 
players are balls with time-dependent radii. The function of the game price is calculated, and optimal 
control of the players is determined. 

Keywords: control; differential game; payoff. 
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РАВНОВЕСНАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
МНОГОКОМПОНЕНТНЫХ ГЕТЕРОГЕННЫХ СРЕД 
 
Ю.М. Ковалев, Ф.Г. Магазов, Е.С. Шестаковская 
Южно-Уральский государственный университет, г. Челябинск, Российская Федерация 
E-mail: leshest@list.ru 
 

На основании общих уравнений сохранения гетерогенных 
многокомпонентных смесей построена математическая модель равновесной 
двухфазной смеси. Данная математическая модель была исследована на 
гиперболичность и на инвариантность относительно преобразования 
Галилея. Была показана гиперболичность математической модели 
равновесной двухфазной смеси, что доказало возможность проведения 
расчетов быстропротекающих процессов, например, процессов 
инициирования детонации в конденсированных взрывчатых веществах 
сильными ударными волнами. Гиперболичность математической модели 
равновесной двухфазной смеси приводит к тому, что скорость 
распространения возмущений (скорость звука) в смеси является конечной 
величиной. Данное обстоятельство очень важно при анализе процессов 
выхода инициирующих ударных волн на режим детонации. Предположение 
о равновесности смеси для расчетов инициирования детонации 
значительно упрощает общую математическую модель гетерогенных 
многокомпонентных смесей. Показано, что система законов сохранения в 
равновесной математической модели двухфазной смеси может быть сведена 
к системе законов сохранения для смеси, когда замыкающими уравнениями 
являются уравнения состояния для удельной внутренней энергии и 
давления фаз, а также обычные для гетерогенных смесей соотношения. В 
рамках равновесной математической модели двухфазной смеси было 
проведено обоснование согласования энергетики фазовых переходов. Было 
учтено, что фазовые переходы в детонационной волне происходят при 
постоянном объеме. 

Анализ равновесной математической модели двухфазной смеси на 
инвариантность относительно преобразования Галилея показал ее 
инвариантность, что подтверждает правильность сделанных в работе 
допущений. 

Ключевые слова: математическая модель; двухфазная смесь; уравнение 
состояния; быстропротекающий процесс; ударная волна. 

 
Введение 

Математические модели сплошных сред, широко применяемые для решения различных 
задач физики, химии и технологии, содержат, как правило, упрощающие гипотезы и 
эмпирические параметры. Это позволило разделить единую науку – механику сплошной среды, 
на направления, в каждом из которых для отыскания решений формулируются дополнительные 
упрощающие гипотезы и применяются оригинальные методы. Несмотря на то, что такой подход 
оказался эффективным для построения аналитических решений, применение основанных на 
упрощающих гипотезах математических моделей механики сплошных сред для математического 
моделирования сложных динамических процессов не позволяет в полной мере использовать 
возможности современной вычислительной техники. В силу того, что физический эксперимент 
все чаще стал заменяться математическим, успехи в этом направлении невозможны без создания 
математических моделей нового поколения, учитывающих неоднородность и реальные свойства 
веществ.  

Наиболее полными и перспективными являются математические модели, основанные на 
гипотезе взаимопроникающих взаимодействующих континуумов [1–7]. В классе этих 
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математических моделей есть простые и более сложные. Сложность математических моделей 
зависит от сделанных упрощений. Из-за сложности математической модели в процессе 
упрощения при переходе от общей математической модели к частной могут возникать 
физические противоречия такие как, например, не инвариантность относительно преобразования 
Галилея [8, 9]. 

В настоящее время теория математических моделей механики многокомпонентных сред 
активно развивается. С помощью изучения и применения упрощенных математических моделей 
идет накопление информации и опыта решения задач механики многокомпонентных сред. 
Продолжают сосуществовать диффузионные модели и математические модели, основанные на 
теории взаимопроникающих взаимодействующих континуумов. Математические модели, 
основанные на теории взаимопроникающих взаимодействующих континуумов, являются не 
замкнутыми. Для замыкания их требуются дополнительные соотношения, определяющие 
взаимодействие компонентов и фаз. 

Целью настоящего исследования является построение равновесной математической модели, 
основанной на теории взаимопроникающих взаимодействующих континуумов, для исследования 
процессов инициировании и распространения детонационных волн в конденсированных 
взрывчатых веществах. 

 
1. Общие уравнения сохранения многокомпонентных гетерогенных сред 

Для описания как гомогенных, так и гетерогенных смесей методами механики сплошной 
среды необходимо ввести понятие многоскоростного континуума и определить 
взаимопроникающее движение его составляющих. Многоскоростной континуум представляет 
собой совокупность N континуумов, каждый из которых относится к своей составляющей (фазе 
или компоненту) смеси один и тот же объем, занятый смесью. Каждый из этих составляющих 
континуумов в каждой точке характеризуется своей приведенной плотностью iρ  (масса i-й 

составляющей в единице объема среды), скоростью iv  (i = 1, 2, …, N) и другими параметрами, 
относящимися к своему континууму и своей составляющей смеси. Таким образом, в каждой 
точке объема, занятого смесью, будет определено N плотностей iρ , N скоростей iv , по которым 
можно определить параметры смеси в целом, такие как: плотность смеси, среднемассовую 

(барицентрическую) скорость смеси, тензор поверхностных сил klσ  и вектор массовых сил g 

 
1

N

i
i

ρ ρ
=

=∑ , 
1

N

i i
i

ρv ρ v
=

=∑ , (1) 

 
1

N

i
i

σ σ
=

=∑ , 
1

N

i i
i

ρg ρ g
=

=∑ ,  (2) 

где iσ  – тензор поверхностных сил, относящийся к i-ой компоненте, а ig  – вектор массовых сил, 
относящийся к i-ой компоненте. 

Для определения скорости движения составляющих относительно центра масс смеси или 
среды в целом используют диффузионные скорости iw  

 i iw v v= − , 
1

0
N

i i
i

ρ w
=

=∑ .  (3) 

Удельную энергию смеси Е (приходящуюся на единицу массы среды) определим как сумму 
внутренней e и кинетической K энергий 

E e K= + . 
Рассмотрим случай, когда внутренняя энергия смеси аддитивна по массе входящих в нее 

составляющих  

 
1

N

i i
i

ρe ρ e
=

=∑ ,  (4) 

где ie  – удельные внутренние энергии фаз составляющих смесь, а кинетическая энергия 
определяется лишь макроскопическим движением фаз: 
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2
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N
i i

i

ρ v
ρK .

=
=∑  (5) 

Тогда энергия смеси может быть представлена в виде 
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,
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v v
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∑ ∑ . (6) 

Из равенств (5) и (3) следует, что 21
2K vρ ρ≠ , так как 

 
22

1

.
2 2

N
i i

i

wv
K

ρρρ
=

= +∑  (7) 

Следовательно, кинетическая энергия многоскоростной среды определяется не только ее 
движением как целого со скоростью центра масс, но и скоростями относительного движения 
составляющих, чему соответствует второе слагаемое равенства (7). 

Для описания многоскоростной сплошной среды будем использовать субстанциональные 
производные id dt  и d dt  (барицентрическую субстанциональную производную), 
соответственно связанные с движением i-й составляющей и с движением среды в целом: 

 
,

.

k k ki
i i i k

k k k
k

d
v v v

dt t t t x
d

v v v
dt t t t x

∂ ∂ ∂ ∂≡ + ⋅∇ ≡ + ⋅∇ ≡ + ⋅
∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂≡ + ⋅∇ ≡ + ⋅∇ ≡ + ⋅
∂ ∂ ∂ ∂

  (8) 

Суммирование производится только по верхним индексам, относящимся к координатным осям. 
Механика смесей строится на основе физических законов сохранения массы, импульса и 

энергии. Поэтому далее нужно записать балансовые соотношения массы, импульса и энергии для 
каждой составляющей в некотором фиксированном в пространстве объеме смеси V, 
ограниченном поверхностью S, учитывая при этом обмен (взаимодействие) не только с внешней 
(по отношению к выделенному объему V) средой, но и соответствующий обмен (взаимодействие) 
массой, импульсом и энергией между составляющими внутри объема V. 

В отличие от гомогенных смесей, где каждый компонент может рассматриваться как 
занимающий весь объем смеси равноправно с другими компонентами ( 1 2 ... NV V V V= = = = ), в 

гетерогенной смеси каждая фаза занимает лишь часть объема смеси ( 1 2 ... NV V V V+ + + = ). В 
общем случае гетерогенных смесей выделенный объем интегрирования можно представить 
разбитым на отдельные объемы, каждый из которых заполнен только одной какой-нибудь фазой. 

В связи с этим в теории гетерогенных смесей необходимо использовать величины iα  
( 1, 2, ...,i N= ), характеризующие доли объема смеси, занимаемые каждой фазой 

 ( )1 2 ... 1 0N iα α α α+ + + = ≥ ,  (9) 

и, таким образом, помимо приведенных плотностей iρ , определяются истинные плотности 

веществ фаз 0
iρ  (масса i-й фазы в единице объема i-й фазы) 

 0 .i i iρ ρ α=   (10) 
Если в многокомпонентной гетерогенной смеси имеют место фазовые и химические 

превращения, то система законов сохранения может быть представлена в виде [1]: 
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( )1,2,...,i N= , , 0ij ji iiJ J J= − = , , 0ij ji iiP P P= − = , , 0ij ji iiE E E= − = . 
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Обмен импульсом между i-й и j-й фазами в единицу времени и в единице объема смеси 
представляется в виде суммы двух слагаемых: 

 ( ), 1,2,...,ij ji ji ji jiP P R J v i N= − = + = .  (12) 

Здесь ijR  – межфазная сила (отнесенная к единице объема смеси). Второе слагаемое в правой 

части равенства (12) – изменение импульса соответствующей фазы за счет фазовых и химических 
превращений. Следовательно, уравнение сохранения импульса может быть переписано 
следующим образом 

 
1

( ( ))
N

k ki i
i i i i ji ji ji i

j

d v
g R J v v

dt
ρ σ ρ

=
= ∇ + + + −∑ . (13) 

Рассмотрим величину ijE , характеризующую приток энергии от i-ой к j-ой фазе, отнесенный 

к единице объема и времени. Эта величина может быть также представлена в виде суммы 
нескольких слагаемых 

 ( )21
2( ( ) ), 1,2,...,ij ji ij ji ji ji jiE E W Q J e v i N= − = + + + = , (14) 

где первый член правой части описывает передачу энергии между фазами за счет работы 
межфазных сил, второй – теплообмен между фазами и, наконец, последний член представляет 
собой изменение энергии фазы за счет фазовых и химических превращений. Следовательно, 
уравнение сохранения полной энергии i-ой фазы принимает следующий вид 
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Для построения равновесной модели смеси потребуется уравнение сохранение внутренней 
энергии i-ой фазы. С этой целью получим уравнение кинетической энергии i-ой фазы путем 
умножения уравнения сохранения импульса (11) на скорость i-ой фазы. В результате получается 
следующее уравнение  
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Вычитая из уравнения полной энергии i-ой фазы (16) уравнение кинетической энергии i-й 
фазы, получим уравнение сохранения внутренней энергии i-ой фазы в следующей форме 

( ) 2

1

1
( ) [ ( ) ( ) ]

2

N
k ki

i i i i i i i i i ji ji i ji ji ji i ji ji i
j

d
e c q g v v W R v Q J e e J v v

dt
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=
= ∇ ⋅ − + ⋅ − ∇ + − ⋅ + + − + −∑ .(17) 

Таким образом, проблема многофазного движения в рамках многоскоростной 
(многожидкостной) модели сводится к заданию условий совместного движения фаз и 

определению величин, описывающих внутрифазные (силовое kl
iσ , энергетическое k

ic  и k
iq ) и 

межфазные (массовое jiJ , силовое jiP , энергетическое jiE ) взаимодействия. 
 

2. Уравнения сохранения равновесной двухфазной гетерогенной смеси 
Не ограничивая общности, рассмотрим равновесную смесь двух фаз. Для таких смесей 

температуры, давления и скорости фаз совпадают 
 1 2 1 2 1 2( , ), ( , ), ( , ).T T T x t P P P x t v v v x t= = = = = =   (18) 
Это предположение справедливо для широкого класса физических явлений, когда  

1) плотности фаз одного порядка; 
2) перемещения фаз относительно друг друга малы; 
3) значения коэффициентов температуропроводности фаз велики; 
4) уровни давлений в фазах значительно выше значений компонентов девиаторной части 

тензора напряжений; 
5) значения поверхностных сил значительно больше массовых.  
Этим условиям будет соответствовать математическая модель инициирования сильными 

ударными волнами конденсированных взрывчатых веществ (ВВ) и распространения в них 
детонации. В этом случае первая фаза представляет собой ВВ, а вторая – продукты детонации 
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(ПД), которые образуются процессе химического превращения ВВ. В силу того, что в начальный 
момент времени вторая фаза отсутствует и появляется только в результате химического 
превращения, очень важно правильно согласовать внутренние энергии исходного ВВ и 
появившихся ПД. 

Для двухфазной равновесной гетерогенной смеси уравнения неразрывности фаз и смеси (11), 
с учетом сделанных выше предположений, можно записать виде 

 1 2
1 2( ) , ( ) , ( ) 0,v J v J v

t t t

ρ ρ ρρ ρ ρ∂ ∂ ∂+ ∇ ⋅ = − + ∇ ⋅ = + ∇ ⋅ =
∂ ∂ ∂

  (19) 

где J – массовая скорость химического превращения ВВ в ПД. 
Учитывая предположения (18) и второе равенство (1), получим уравнение сохранения 

импульса смеси 

 
dv

P
dt

ρ = −∇ .  (20) 

С учетом предположений (18) получим вид уравнений для внутренней энергии фаз:  

 ( )1 1 1 21 1( ) ( )
d

e P v J e e
dt

ρ α= − ∇ ⋅ − − ,     (21) 

 ( )2 2 2 12 2( ) ( )
d

e P v J e e
dt

ρ α= − ∇ ⋅ + − ,      (22) 

здесь 21e  и 12e  – теплоты образования ВВ и ПД соответственно.  
Если воспользоваться первыми двумя уравнениями (19), равенства (21) и (22) можно 

преобразовать следующим образом: 

 ( )1 1 21( )i
d

e P v Je
dt

ρ α= − ∇ ⋅ − ,  (23) 

 ( )2 2 2 12( )
d

e P v Je
dt

ρ α= − ∇ ⋅ + .  (24) 

Суммируя левые и правые части уравнений (23) и (24), получим уравнение сохранения удельной 
внутренней энергии смеси 

 1 1 2 2  ( ) ( ) v
d

e e P v JQ
dt

ρ ρ+ + ∇ ⋅ = ,  (25) 

где vQ  – теплота взрыва. Если воспользоваться третьим равенством (19) и ввести массовые 

концентрации 1 1 /с ρ ρ= , 2 2 /с ρ ρ= , то уравнение (25) принимает следующий вид 

 1 1 2 2  ( ) (1/ ) /v
d d

c e c e P JQ
dt dt

ρ ρ+ + = .  (26) 

Система уравнений равновесной двухфазной гетерогенной смеси содержит 14 неизвестных: 

v, ρ , P, T, 1ρ , 2ρ , 0
1ρ , 0

2ρ , 1e , 2e , 1с , 2с , 1α , 2α . Для их нахождения воспользуемся законами 
сохранения (19), (20), (25) или (26). Система законов сохранения замыкается уравнениями 
состояния ВВ [10–13] и ПД [14–16]: 

 0 0 0 0
1 1 1 2 2 2 1 2 1 1 1 1 2 2 2 2( , ), ( , ),   ,  ( , ),  ( , )P P T P P T T T T e e T e e Tρ ρ ρ ρ= = = = = =   (27) 

и обычными для многокомпонентных и гетерогенных смесей связями: 
0 0 0 0

1 2 1 1 1 2 2 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 21,  ,  ,  , 1,     / ,  / .c c c cα α ρ α ρ ρ α ρ ρ α ρ α ρ ρ ρ ρ ρ+ = = = = + + = = =    (28) 
Предложенная система уравнений равновесной двухфазной гетерогенной смеси с 

дополнениями (27) и (28) становится замкнутой. Однако требуется проверка ее на 
гиперболичность и инвариантность относительно преобразования Галилея. 
 

3. Исследование на гиперболичность и инвариантность системы уравнений гетерогенной 
смеси 

Анализ системы уравнений на гиперболичность можно проводить как в эйлеровых, так и в 
лагранжевых переменных. Мы воспользуемся массовыми переменными Лагранжа  и 
ограничимся одномерным плоским случаем, так как основные качественные закономерности 
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просматриваются и в этом частном случае. Также примем, что вязкость и теплопроводность 
отсутствуют, то есть будем рассматривать среду без диссипации энергии. 

Переход от эйлеровых переменных к лагранжевым осуществим с помощью следующих 
формул: 

1
,

d
v

dt t x m xρ
∂ ∂ ∂ ∂= + =
∂ ∂ ∂ ∂

. 

Система уравнений (19), (20), (25) примет вид: 

 2 0,
d v

dt m

ρ ρ ∂+ =
∂

  (29) 

 ,
dv P

dt m

∂= −
∂

 (30) 

 
( )1 1 2 2 0.

d e e v
P

dt m

ρ ρ
ρ

+ ∂+ =
∂

 (31) 

В силу принятого выше допущения об отсутствии теплопроводности, уравнение сохранения 
энергии можно заменить уравнением сохранения энтропии вдоль траектории каждой частицы: 

0
dS

dt
= . 

Заменим в уравнении сохранения импульса производную от давления: 

2 ,S
S

P P P S S
c P

m m S m m mρ

ρ ρ
ρ

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = + = +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
 

где ( )S
c P ρ= ∂ ∂  – скорость звука, ( )SP P S ρ= ∂ ∂ .  

Так как лагранжевы координаты каждой частицы сохраняются вдоль ее траектории, то 
полная производная в уравнениях (29)–(31) является частной в лагранжевых координатах: 

d

dt t

∂≡
∂

. 

Тогда система уравнений (29)–(31) примет вид: 

 2 0,
v

t m

ρ ρ∂ ∂+ =
∂ ∂

  

 2 0,S
v S

c P
t m m

ρ∂ ∂ ∂+ + =
∂ ∂ ∂

  

 0.
S

t

∂ =
∂

  

Составим матрицу коэффициентов при производных по координате 

 

2

2

0 0

0 .

0 0 0
SA c P

ρ 
 
 =
 
 
 

 (32) 

Решая уравнение (32) 

( ) ( )2 2 2det 0A E cλ λ λ ρ− = − = , 

находим собственные значения: 

1 2 30, , .c cλ λ ρ λ ρ= = = −  

Они вещественны и различны при условии, что ( ) 0
S

P ρ∂ ∂ > , которое выполняется для 

предложенной равновесной гетерогенной смеси. Таким образом, система (29)–(31) имеет 
гиперболический тип. 

Проведем анализ системы (19), (20), (25) на инвариантность относительно преобразования 
Галилея по аналогии с [8–9]. Введем  новую систему координат, которая движется с постоянной 
скоростью D относительно старой. Скорость в новой системе координат будет равна 
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Hv v D= + , 
координата определяется из уравнения 

Hx x Dt= + . 
Производные по координате и времени определяются следующим образом: 

, .
H H

D
x x t t x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂= = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

Снова ограничимся одномерным плоским случаем, тогда системы (19), (20), (25) примут вид: 

 0,
v

v
t x x

ρ ρ ρ∂ ∂ ∂+ + =
∂ ∂ ∂

 (33) 

 ,
v v P

v
t x x

ρ ρ∂ ∂ ∂+ = −
∂ ∂ ∂

 (34) 

 
( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2 .v

e e e e v
v P JQ

t x x

ρ ρ ρ ρ∂ + ∂ + ∂+ + =
∂ ∂ ∂

 (35) 

Запишем эти уравнения, для новой системы координат: 

( ) ( )
0,H

H

v D
D v D

t x x x

ρ ρ ρ ρ
∂ −∂ ∂ ∂+ + − + =

∂ ∂ ∂ ∂
 

( ) ( ) ( ) ( )
,H H H

H

v D v D v D P
D v D

t x x x
ρ ρ ρ

∂ − ∂ − ∂ − ∂+ + − = −
∂ ∂ ∂ ∂

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 .H
H v

e e e e e e v D
D v D P JQ

t x x x

ρ ρ ρ ρ ρ ρ∂ + ∂ + ∂ + ∂ −
+ + − + =

∂ ∂ ∂ ∂
 

После несложных преобразований и сокращения членов с противоположными знаками, 
получим уравнения, полностью совпадающие с (33), (34) и (35) соответственно. Таким образом, 
система уравнений равновесной двухфазной гетерогенной смеси инвариантна относительно 
преобразования Галилея. 
 
Выводы 

По результатам данной работы можно сделать следующие выводы: 
1. Система законов сохранения в равновесной математической модели двухфазной смеси 

может быть сведена к системе законов сохранения для смеси, когда замыкающими уравнениями 
являются уравнения состояния для удельной внутренней энергии и давления фаз, а также 
обычные для гетерогенных смесей соотношения; 

2. Система законов сохранения в равновесной математической модели двухфазной смеси 
является гиперболичной; 

3. Система законов сохранения в равновесной математической модели двухфазной смеси 
инвариантна относительно преобразования Галилея. 
Статья выполнена при поддержке Правительства РФ (Постановление № 211 от 

16.03.2013 г.), соглашение № 02.А03.21.0011. 
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In this paper, a mathematical model of an equilibrium two-phase mixture is constructed based on 
the general equations of conservation of heterogeneous multicomponent mixtures. This mathematical 
model was studied for the presence of hyperbolicity and invariance regarding the Galilean transforma-
tion. Hyperbolicity of the mathematical model of the equilibrium two-phase mixture was demonstrated, 
which proved the possibility of calculating high-speed processes, for example, the processes of initiation 
of detonation in condensed explosives by strong shock waves. Hyperbolicity of the mathematical model 
of equilibrium two-phase mixture leads to the fact that velocity of propagation of disturbances (sound 
velocity) in the mixture is a finite value. This fact is very important in analyzing the processes of the 
output of initiating shock waves into the detonation regime. The assumption of the equilibrium of the 
mixture for calculating the initiation of detonation greatly simplifies the general mathematical model of 
heterogeneous multicomponent mixtures. It is shown that the system of conservation laws in an equilib-
rium mathematical model of two-phase mixture can be reduced to the system of conservation laws for a 
mixture, when the closing equations are the equations of state for specific internal energy and phase 
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pressure, as well as the ratios that are usual for heterogeneous mixtures. Within the frameworks of the 
equilibrium mathematical model of two-phase mixture, justification for the coordination of energy of 
phase transitions was carried out. It was taken into account that phase transitions in a detonation wave 
occur at a constant volume. 

Analysis of the equilibrium mathematical model of two-phase mixture for the presence of invari-
ance regarding the Galileo transformation showed its invariance, which confirms the correctness of the 
assumptions made in this paper. 

Keywords: mathematical model; two-phase mixture; equation of state; high-speed process; shock 
wave. 
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СТЕНДОВЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ ВИБРОЗАЩИТНЫХ УСТРОЙСТВ 
ПРИ СЛУЧАЙНОМ ВНЕШНЕМ НАГРУЖЕНИИ 
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Виброзащитные кресла находят широкое применение в конструкциях 
современных мобильных машин как одно из средств обеспечения 
требований санитарных норм по уровню вибраций на месте водителя. При 
этом актуальна задача обоснованного выбора динамических характеристик 
кресла в соответствии с параметрами внешнего вибрационного воздействия 
и особенностями динамической системы машины. Современное 
виброзащитное кресло имеет достаточно сложную конструкцию, 
включающую нелинейные упруго-демпфирующие элементы. Поэтому в 
ряде случаев возникает необходимость экспериментального определения 
его характеристик. 

Статья посвящена экспериментальному исследованию динамических 
характеристик виброзащитного кресла Sibeco промышленного трактора Т-
11 Челябинского тракторного завода. Для исследований использовался 
электродинамический вибростенд V875-440-HBT 900 Combo фирмы LDS 
(Англия), трехкомпонентные акселерометры, информационно-
измерительная система LMS Scadas LAB и программное обеспечение LMS 
Test.Lab 13A. Получена амплитудно-частотная характеристика кресла, 
определена его собственная частота и параметры линеаризованной 
математической модели (масса, жесткость, коэффициент вязкого трения). 
По результатам испытаний при случайном нагружении определены 
сертификационные характеристики кресла (коэффициент передачи SEAT и 
коэффициент передачи в зоне резонанса).  

Характеристики использованы при моделировании движения 
трактора. Показано, что наиболее эффективным способом снижения 
вибронагруженности является изменение собственной частоты за счет 
снижения упругой характеристики системы подрессоривания кресла. 

Ключевые слова: трактор; кресло оператора; виброизоляция; случайный 
процесс; спектральная плотность; вибрационная нагруженность. 

 
При моделировании процессов реальной эксплуатации машин и сооружений часто возникает 

необходимость постановки задачи статистической динамики связанных механических систем 
при случайном воздействии со стороны внешней среды. При этом входное воздействие задается в 
виде функций спектральной плотности, отражающих распределение дисперсий широкополосных 
стационарных процессов в определенных частотных диапазонах. С другой стороны, 
динамические свойства исследуемого объекта описываются системой дифференциальных 
уравнений, которые в соответствии с операторным методом [1, 2] преобразуются в комплекс 
частотных передаточных функций, отражающих распределение потенциально резонансных 
частот системы для каждой из обобщенных координат. В последующем названные функции 
путем применения основных соотношений статистической динамики [3] преобразуются в 
спектральные плотности выходных процессов: 

)()()(
2

/ ωωω XXYY SiWS = , 

где )(ωXS , )(ωYS  – функции спектральных плотностей входного и выходного процессов; 

)(/ ωiW XY  – частотная передаточная функция.  
Полученные функции спектральных плотностей используются при решении важных 

прикладных задач, таких как прогнозирование ресурса изделий, обеспечение прочностной 
надежности ответственных элементов конструкций, оценка и контроль качества вибрационной 
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безопасности обслуживающего персонала и т. п. В предлагаемой публикации на примере 
исследований динамических характеристик виброзащитного кресла оператора промышленного 
трактора обсуждаются методика и результаты стендовых исследований, позволяющих взамен 
проведения натурных испытаний трактора получить наиболее достоверные результаты в 
лабораторных условиях.  

При создании новых моделей промышленных тракторов выполнение нормативных 
требований по вибрациям на месте оператора является достаточно сложной задачей. Результаты 
экспериментальных и расчетных исследований [4, 5] показали, что одним из основных 
источников низкочастотного вибрационного воздействия на ходовую часть трактора являются 
динамические процессы, возникающие при перекатывании опорных катков по тракам гусеницы, 
лежащей на грунте. Эффективным средством снижения передачи таких вибраций на рабочее 
место оператора служит виброзащитное кресло, в связи с чем задача оптимизации его 
характеристик является актуальной [6]. Для проведения расчетных исследований разработана 
математическая модель, описывающая динамику промышленного трактора с полужесткой 
подвеской [7]. В число параметров модели входят линеаризованные упругие и демпфирующие 
характеристики виброзащитного кресла. Современные модели кресел имеют достаточно 
сложную конструкцию, включающую, в частности, совмещенную гидропневматическую систему 
подрессоривания. Наиболее точно значения требуемых характеристик могут быть определены в 
ходе экспериментальных исследований. 

В качестве объекта исследований рассмотрено виброзащитное кресло немецкой фирмы Si-
beco [8], которое в настоящее время устанавливается на перспективном промышленном тракторе 
серии Т–11 Челябинского тракторного завода. Кресло отличается стабильностью характеристик и 
возможностью их регулирования в процессе испытаний опытных образцов тракторов. 
Исследования выполнены в Центре экспериментальной механики Южно-Уральского 
государственного университета (НИУ) на стендовой установке, включающей: 

1. Электродинамический вибростенд V875-440-HBT 900 Combo фирмы LDS (Англия) с 
усилителем SPA40K [9], предназначенный для гармонического, случайного и ударного 
воздействий на исследуемое изделие в вертикальном или горизонтальном направлениях. Рабочий 
диапазон частот 0–3000 Гц; максимальное виброускорение 100g. 

2. Персональный компьютер с предустановленным программным обеспечением LMS 
Test.Lab 13A [10], обеспечивающим управление, обработку и представление результатов 
виброиспытаний.  

3. 96-канальную информационно-измерительную 
систему LMS Scadas LAB, позволяющую 
осуществлять управление, сбор, анализ и 
регистрацию результатов испытаний. В качестве 
первичных датчиков применяются трехкомпонентные 
акселерометры чувствительностью 100 mV/g. 

При проведении испытаний основание кресла 
жестко закреплялось на платформе стенда (рис.1).  

В соответствии с отечественными и 
зарубежными нормативными документами [11–13] в 
качестве сертификационных характеристик 
виброзащитных кресел операторов промышленных 
тракторов установлены: 

– собственная частота кресла fc; 
– коэффициент передачи SEAT, 

характеризующий качество подрессоривания при 
случайном нагружении в диапазоне частот 0–17 Гц; 

– коэффициент передачи H(fr), характеризующий 
качество подрессоривания в зоне резонанса. 

На рис. 2 приведена амплитудно-частотная характеристика кресла Sibeco, на основе анализа 
которой, наряду с определением собственной частоты, выполнена идентификация структуры 
модели кресла и значений его упруго-вязких характеристик. В частности, установлено, что 

Рис. 1. Установка кресла  
на испытательном стенде 
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собственная частота кресла fc равна 2,2 Гц. С учетом малости вибрационных перемещений 
конструкцию кресла можно рассматривать как одномассовую линейную систему с 
последовательным соединением упругого и демпфирующего элементов и характеристиками: Скр 
= 17,1·103 Н/м и µкр = 1,53·103 Н·с/м соответственно. Достоверность характеристик системы 
подрессоривания кресла обеспечена дублированием метода испытаний, в частности, методом 
декремента колебаний при работе стенда в режиме ударного нагружения. 

 
Рис. 2. Амплитудно-частотная характеристика кресла Sibeco. Y, Z – перемещения подвижной платформы стенда и 
приведенной массы тела оператора на поверхности сидения; а – экспериментальные данные; б, в – получено 

расчетом для вариантов параллельного и последовательного соединения упругого и вязкого элементов 
подрессоривания кресла. 

Эффективность виброзащитных кресел в условиях реальной эксплуатации машин 
оценивается сертификационными характеристиками SEAT и H(fr), определение которых в ходе 
проведения натурных испытаний приводит к неоднозначным результатам вследствие 
естественного отличия условий и режимов движения. В связи с этим нормативными 
документами [12, 13] предусмотрена возможность лабораторных исследований, когда с 
поверхности платформы стенда на основание кресла подается реализация стандартизированного 
входного случайного процесса, при этом синхронно регистрируется выходной сигнал датчиков 
измерительного диска на поверхности сидения. Названные реализации преобразуются 
информационно-измерительной системой стенда в соответствующие функции спектральной 
плотности (рис. 3). 

Коэффициент передачи SEAT отображает соответствие между вероятностными 
характеристиками выходного и входного процессов в наименее благоприятном диапазоне частот 
(1–17 Гц), в котором, по данным медико-биологических исследований, возникают резонансные 
явления в основных жизненно важных органах тела человека (голова, позвоночная система, 
внутренние органы, руки, ноги и др.) [14–16]. Нормативными документами коэффициент 
вводится в виде 

SEAT = as/ap, 
где  as  и ap – средние квадратические значения корректированного ускорения на измерительном 
диске сидения в диапазоне частот 1–17 Гц выходного и входного процессов соответственно. Для 
получения корректированных значений экспериментально зарегистрированные ускорения 
умножают на весовые коэффициенты, значения которых соответствуют степени влияния частоты 
на отдельные органы тела человека [17]. Методика определения коэффициента SEAT 
предусматривает следующую последовательность операций: 

– указанный интервал частот разделяется на третьоктавные полосы; 
– в каждой i-й полосе путем интегрирования соответствующих функций спектральной 

плотности получают значения средних квадратических ускорений входа  asi  и api ; 
– корректировкой полученных значений весовыми коэффициентами Wi и последующим 

суммированием получают: 

∑
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1
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Процедура определения коэффициента передачи в зоне резонанса совпадает с предыдущей; 
отличие состоит в том, что здесь расчет проводится лишь в зоне третьоктавной полосы fr, в 
которой возникает резонансное явление: 

H(fr)= as(fr)/ap(fr). 
На графике (рис. 3, в) наличие пика в зоне 2 Гц связано с проявлением резонанса на 

собственной частоте кресла Sibeco. 

 
Рис. 3. Функции спектральной плотности: а – входного процесса, предусмотренная в ГОСТ [12]; б – выходного 

процесса, фактически реализованная на стенде; в – выходного процесса, полученная экспериментально 

 
Сопоставление сертификационных характеристик кресла Sibeco с предельными 

нормативными значениями [11] приведено в табл. 1.  
Таблица 1 

Сертификационные 
характеристики 

виброзащитных кресел 
Нормативные требования 

Результаты лабораторных 
исследований кресла Sibeco 

Собственная частота fс , Гц  не более 1,5 2,2 
Коэффициент передачи SEAT  не более 0,7 0,53 
Коэффициент передачи в зоне 

резонанса H(fr)  
не более 1,5 1,6 

Полученные в результате экспериментальных исследований характеристики кресла были 
использованы в математической модели [7], описывающей динамику промышленного трактора с 
полужесткой подвеской. Проведены расчетные исследования, в ходе которых моделировалось 
движение трактора по трассе; при этом 
варьировались значения упругих и 
демпфирующих характеристик системы 
виброзащиты. В качестве примера на рис. 4. 
представлена спектральная диаграмма 
вибронагруженности кресла оператора, 
полученная при моделировании движения 
трактора Т-11 на III передаче. Из представленных 
данных следует, что наиболее эффективной 
рекомендацией является изменение собственной 
частоты за счет снижения упругой 
характеристики системы подрессоривания 
кресла. 

Заключение. В результате лабораторных 
экспериментальных исследований получены 
значения линеаризованных упругих и 
демпфирующих характеристик виброзащитного 
кресла оператора промышленного трактора. Показано, что собственная частота кресла, а также 
коэффициент передачи в зоне резонанса превышают нормативные значения [11] (табл. 1).  

На основе анализа результатов моделирования движения трактора установлено, что 
снижение собственной частоты кресла до 1,5 Гц позволит снизить корректированный уровень 
вертикальных виброускорений кресла на 36 %; при этом будут выполнены нормативные 
требования по вибронагруженности рабочего места оператора (рис. 4). 

Рис. 4. Спектральная диаграмма 
вибронагруженности кресла оператора: A – 
существующая частота кресла 2,2 Гц; B – 
частота кресла принимается равной 1,5 Гц 
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Anti-vibration seats are widely used in structures of modern mobile cars as one of the means of en-
suring compliance with requirements of sanitary regulations regarding the level of vibrations at the 
driver’s seat. At that, the task of a justified choice of dynamic characteristics of the seat in accordance 
with parameters of external vibratory impact and specificities of dynamic system of a car is relevant. 
The structure of a modern anti-vibration seat is quite complex as in includes non-linear elastically damp-
ing elements. Therefore, it is necessary to experimentally determine characteristics of the seat as of a 
dynamic system when developing linear mathematical models. 

The article is dedicated to experimental research of dynamic characteristics of Sibeco anti-vibration 
seat of the prospective T-11 industrial tractor of the Chelyabinsk Tractor Plant. V875-440-HBT 900 
Combo electrodynamic vibration bench produced by LDS Company (England) was used for the research 
together with three-component accelerometers, LMS Scadas LAB data measurement system and LMS 
Test.Lab 13A software. In the result of the trials, an amplitude-frequency characteristic of the seat was 
obtained, based on which the own frequency and parameters of linearized mathematical model (mass, 
stiffness, viscous friction coefficient) were determined. Validity of determined characteristics is pro-
vided by repetition of the trials using the method of oscillation decrement under operation of the bench 
in the mode of impact loading. Moreover, trials were conducted under random loading, and certificate 
characteristics of the seat were obtained (SEAT transmission coefficient and the coefficient of transmis-
sion in the resonance zone). 

The obtained characteristics were used during simulation of the tractor’s movement. It is shown that 
the most efficient way to reduce vibration load is changing its own frequency due to reduction of elastic 
behavior of the sprung seat system. The obtained dynamic results can be applied when modeling dynam-
ics of vehicles equipped with analogous anti-vibration seat. The developed method can be applied dur-
ing experimental research of anti-vibration devices. 

Keywords: tractor; operator's seat; vibration isolation; random process; spectral density;  
vibration loading. 
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Аналитически исследуются возможности линейного интегрального 
определяющего соотношения вязкоупругости Больцмана–Вольтерры для 
изотропных стабильных реономных материалов по описанию комплекса 
моделируемых реологических эффектов, связанных с возможными 
(наблюдаемыми в испытаниях материалов) типами поведения поперечной 
деформации и коэффициента Пуассона при одноосном нагружении. 
Рассматриваемое соотношение пренебрегает влиянием шаровой и 
девиаторной частей тензоров напряжений и деформаций друг на друга и 
влиянием их третьих инвариантов (параметров Лоде–Надаи) и содержит 
две произвольные материальные функции одного аргумента (функции 
объемной и сдвиговой ползучести). При минимальных (необходимых) 
ограничениях, наложенных на функции ползучести изучены выражения 
для коэффициента Пуассона при одноосном растяжении или сжатии 
постоянной нагрузкой через две функции ползучести и время. Доказаны 
критерии отрицательности, постоянства, возрастания, убывания и 
немонотонности коэффициента Пуассона (в зависимости от свойств 
функции объемной и сдвиговой ползучести) и точная универсальная 
двусторонняя оценка для диапазона его значений: для произвольных 
(возрастающих) функций ползучести величина коэффициента Пуассона в 
любой момент времени лежит в отрезке от минус единицы до одной второй. 
Все эти эффекты и доказанные общие утверждения проиллюстрированы на 
конкретных примерах моделей с классическими функциями ползучести и 
фрактальных моделей.  

Ключевые слова: вязкоупругость; сжимаемость; осевая ползучесть; 
объемная ползучесть; немонотонность поперечной деформации; 
отрицательность коэффициента Пуассона. 

 

Введение 
Данная статья продолжает цикл работ [1–8] по системному изучению комплекса 

моделируемых реологических эффектов, границ области применимости и сфер влияния 
материальных функций (МФ) линейного определяющего соотношения (ОС) вязкоупругости  

0( )ij ij ijt eε ε δ= + ,   3
2( ) ( )ij ije t s t= Π ,   0θ σ= 0Π ,     (1) 

0( ) ( ) / 3iiσ t σ t= ,   0ij ij ijs σ σ δ= − ,   0( ) ( )iiθ t 3 tε ε= = , 

0

( )
t

y t τ dy(τ)= Π −∫Π ,    0
0

( )
t

y t τ dy(τ)= Π −∫0Π ,   0t > ,           (2) 

с двумя произвольными МФ ( )tΠ  и 0( )tΠ  (функциями сдвиговой и объемной ползучести) и 

физически нелинейного ОС 

 13 1
0 0 02 3( ) ( ( )) ( ) [ ] ( ( ))ij ij ij ijt L t t L tε σ σ σ δ δ−= Φ − + Φ ,   ( )L t σ= Π ,  0 0( )L t σ= 0Π , (3) 

с четырьмя произвольными МФ ( )tΠ , ( )xΦ , 0( )tΠ , 0( )xΦ , представляющего собой один из 
вариантов распространения на трехосный случай нелинейного уравнения наследственности 

0
( )) ( )

t
φ(ε t t τ dσ(τ)= Π −∫ , предложенного Ю.Н. Работновым в качестве обобщения одноосного 

линейного ОС (1) путем введения второй МФ )φ(u  [9, 10]. 
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ОС (1) описывает процессы изотермического деформирования нестареющих изотропных 
вязкоупругих сред [11–14]; оно связывает истории изменения тензоров (малых) деформаций ( )tε  
и напряжений ( )tσ  в произвольной точке тела в предположении отсутствия взаимного влияния 

шаровых и девиаторных частей тензоров 0ε−= Ie ε  и 0σ= −s σ I  (т. е. независимости объемной 
деформации ( )θ t  от касательных напряжений, а сдвиговых деформаций – от среднего 

напряжения 0( )σ t ) и пренебрегая влиянием третьих инвариантов тензоров (или их параметров 
Лоде). Входные процессы ( )tσ  предполагаются кусочно-гладкими при 0t > , а время и 
компоненты тензора напряжений – безразмерными. Множитель 3/ 2 вынесен из ( )tΠ  в (1) для 
удобства сравнения с результатами анализа нелинейного ОС (3). 

Цель статьи – аналитическое исследование характерных свойств и возможных типов 
поведения коэффициента Пуассона /ν ε ε⊥= − � , которые порождает ОС (1) с произвольными 

функциями сдвиговой и объемной ползучести при одноосном нагружении 11( ) ( )σ t σh t=  
постоянной нагрузкой ( ( )h t  – функция Хевисайда).  

Коэффициент Пуассона (КоП) изотропных реономных материалов при одноосном 
нагружении не постоянен, а зависит от времени (от продольной деформации ( )tε� ) и программы 

нагружения. Зависимости поперечной и объемной деформаций (ε⊥  и θ ) от времени и осевой 

деформации ε� , поведение и диапазоны значений КоП для многих полимеров, дисперсно 

наполненных композитов (твердых топлив, асфальтобетонов, АБС-пластиков), прессованных 
порошковых композитов, сплавов, металлических и полимерных пен, льдов, грунтов, горных 
пород весьма разнообразны даже в случае одноосных нагружений и малых деформаций, даже в 
испытаниях на ползучесть при постоянной нагрузке или на релаксацию [14–47]. У большинства 
металлов, многих стекол, полимеров (например, полиэтиленов высокой плотности) и 
порошковых композитов наблюдается монотонное возрастание ν  с ростом ( )tε�  [24–29]. У 

многих реономных материалов, как достаточно хрупких, так и высокоэластичных (твердое 
топливо, асфальтобетон, АБС-пластики, чугун и т. п.) наблюдается убывание ( )tν , 
свидетельствующее о необратимом изменении объема при растяжении или сжатии [21, 30–35]. У 
некоторых объемная деформация и КоП меняются немонотонно и меняют знак [36]. В последние 
три десятилетия обнаружены, активно конструируются и исследуются новые материалы с 
отрицательным КоП [37–47]. Поведение и величина КоП изотропных композитных материалов 
зависят от объемной доли (дисперсного) наполнителя, от форм и размеров его частиц, свойств 
адгезионных связей с матрицей, степени кристалличности матрицы, текущего уровня 
поврежденности, предыстории нагружения и термообработки и многих иных факторов. 

Объемную ползучесть, изменение КоП и вида напряженного или деформированного 
состояний, и типичные механические эффекты, связанные с ними, следует учитывать при 
обработке и интерпретации кривых испытаний наследственных материалов (в частности, при 
определении твердости, модуля упругости и других механических свойств пленок, покрытий и 
поверхностных слоев материалов методами (нано)индентирования [48–51]) и при выборе и 
идентификации определяющего соотношения для моделирования их поведения. Для выбора того 
или иного ОС для описания поведения некоторого материала (и дальнейшего совершенствования 
и обобщения ОС) важно знать, какие механические эффекты оно способно моделировать и при 
каких требованиях к материальным функциям, в частности, – какие из упомянутых эффектов, 
связанных с объемной и поперечной деформациями. Для этого необходимо системное 
аналитическое исследование общих свойств кривых релаксации, ползучести и деформирования, 
которые порождает применяемое ОС с произвольными МФ при разных типовых программах 
нагружения, и их зависимости от параметров программ нагружения и характеристик 
материальных функций. В частности – системное исследование арсенала возможностей (круга 
моделируемых и не моделируемых эффектов) и удобных для проверки по данным тех или иных 
испытаний материалов индикаторов применимости линейного ОС (1). Ведь оно играет роль базы 
для сопоставления, своеобразной «системы отсчета», по отношению к которой естественно 
изучать эффекты нелинейности, наблюдаемые в испытаниях материалов и описываемые 
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различными нелинейными ОС (но не описываемые линейным). Нередко случается, что 
нелинейности поведения материала приписывают эффекты, адекватно описываемые в рамках 
линейной теории, которые вытекают лишь из наличия наследственности (памяти) и оказываются 
присущими всем материалам с наследственностью, работающим в линейной области (при 
достаточно малых деформациях и скоростях) [1, 3, 4]. 
 

1. Минимальные ограничения на функции ползучести линейного ОС вязкоупругости 
Обращение ОС (1), как известно, имеет вид  

 0σ θ= 0R ,  2
3( )ij ijs t e= R ,   

0
: ( ) ( )

t
y R t dyτ τ= −∫R ,  00

: ( )
t

y R t τ dy(τ)= −∫0R ,   0t > , (4) 

где функции релаксации ( )R t  и 0( )R t  связаны с Π  и 0Π  интегральными уравнениями  

 
0

( ) ( )
t
R t τ τ dτ t− Π =∫ ,     0 00

( ) ( )
t
R t τ τ dτ t− Π =∫ ,   0t > . (5) 

Функции ползучести и релаксации ( )tΠ , 0( )tΠ , ( )R t , 0( )R t  в ОС (1),(4) предполагаются [11–14] 

положительными и дифференцируемыми на (0; )∞ , функции Π  и 0Π  – возрастающими и 

выпуклыми вверх [1, 3, 4, 13], а R  и 0R  – убывающими и выпуклыми вниз на (0; )∞ , R  и 0R  
могут иметь интегрируемую особенность или δ -сингулярность в т. 0t =  (слагаемое ( )ηδ t , η 0> , 

( )δ t  – дельта-функция). Из этих условий следует, в частности, существование пределов 

( ) inf ( ) 0R R t+∞ = ≥ , (0) sup ( ) 0R R t= >  ( (0) : (0 )y y= +  – краткое обозначение для предела 
функции ( )y t  справа в т. 0t = ; (0)R = +∞ , если ( )R t  не ограничена сверху) и (0) inf ( ) 0tΠ = Π ≥ . 

Если (0) 0Π ≠  и 0(0) 0Π ≠  (такие модели будем называть регулярными), то (0) 1/ (0)R = Π < ∞  и 

0 0(0) 1/ (0)R = Π < ∞  (т. е. мгновенный модуль сдвига 2
3 (0)G R=  и объемный модуль 0(0)K R=  

диаграмм деформирования с постоянной скоростью конечны [2]). 
Все структурные реологические модели, собранные из линейных пружин и демпферов 

посредством последовательных и параллельных соединений, описываются ОС (1). Функция 
ползучести любой реологической модели – сумма экспонент с отрицательными показателями и 
коэффициентами, и, возможно, функции tα β+ , , 0α β ≥ , а функция релаксации – сумма 
экспонент с отрицательными показателями и положительными коэффициентами и, возможно, 
постоянной 0β ≥  и сингулярности ( )tηδ , 0η ≥ . Например, семейство функций  

 ( ) tt t e λα β γ −Π = + − ,   0λ > , , 0α β ≥ , [0, ]γ β∈ ,   (6) 
удовлетворяет всем ограничениям на МФ и в случае (0; )γ β∈ , , 0α β > , порождает все четыре 
структурно различные (но эквивалентные [1]) четырехзвенные модели из двух пружин и двух 
демпферов (они регулярны, т. е. у них (0) 0Π ≠ ), а при 0α =  – трехзвенные модели Кельвина и 
Пойнтинга–Томпсона с одним демпфером (они регулярны и эквивалентны). Так как 

(0) β γΠ = − , то семейство (6) порождает нерегулярные модели лишь в случае γ β= : при 0λβ =  
– ньютоновскую жидкость ( ( )R tηδ= ), при 0α =  – модель Фойгта, при 0α >  – обе трехзвенные 
модели с одной пружиной и двумя демпферами. При 0γ =  (6) даёт модель Максвелла. 
 

2. Кривые ползучести, порождаемые соотношением (1) при одноосном растяжении 
Рассмотрим мгновенное одноосное нагружение 11( ) ( )σ t σh t= , ( )h t  – функция Хевисайда (ее 

в дальнейшем будем опускать, полагая, что 0t > ), т. е. 11( ) constσ t σ= = , а остальные 

компоненты тензора напряжений равны нулю. Тогда 1
0 3 ( )σ σh t= , девиатор напряжений – 

диагональный тензор 1
3 ( )diag(2 1 1)s σh t , ,= − − , а из (1) следует, что девиатор деформаций – тоже 

диагональный тензор 0,5 ( )diag(2 1 1)e σ t , ,= Π − − , т. е. 0ije =  при i j≠  и  

 11 ( )e σ t= Π ,  1
22 33 2 ( )e e σ t= = − Π ,  1

03( ; ) ( )t σ σ tθ = Π ,   0t > . (7) 

У тензора деформаций 0ij ij ijeε ε δ= +  отличны от нуля только диагональные компоненты iiε :  

 1 1
11 0 09 9( ; ) ( ) ( ) (9 ( ) ( ))ε t σ σ t σ t σ t t= Π + Π = Π + Π ,  0t > , (8) 
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  1 1 1
22 33 0 02 9 18( ; ) ( ; ) ( ) ( ) ( 9 ( ) 2 ( ))ε t σ ε t σ σ t σ t σ t t= = − Π + Π = − Π + Π . (9) 

Уравнения (7)–(9) задают семейства кривых объемной, осевой и поперечной ползучести. Из 
ограничений, наложенных на ФП Π  и 0Π , следует, что для любого 0σ >  (будем для 

определенности рассматривать случай растяжения) ( )tε , ( )tθ  и 11( )tε  положительны, монотонно 

возрастают и выпуклы вверх, а с ростом σ  смещаются вверх по оси деформации. Поперечная 

деформация 22( )tε ε⊥ =  и ее модуль не обязаны быть ни монотонными, ни выпуклыми вверх 
функциями: они могут убывать на всем интервале 0t > , могут иметь точки экстремума и менять 
знак. Так как из (9) 1 1

02 9( ) ( ) ( )t σ t σ tε⊥ = − Π + Πɺ ɺɺ , 1 1
02 9( ) ( ) ( )t σ t σ tε⊥ = − Π + Πɺɺ ɺɺɺɺ , то при 0σ >  

критерии (нестрогого) возрастания и выпуклости вниз ( )tε⊥  на некотором интервале времени 

имеют вид  0
9
2( ) ( )t tΠ ≥ Πɺ ɺ ,  0

9
2( ) ( )t tΠ ≥ Πɺɺ ɺɺ . 

Пример 1. Для ОС (1) с (ограниченными) ФП классической модели Кельвина  

 λtβ γe−Π = − ,   0
0 0 0

λ t
β γ e−Π = − ,   0 0 0λ,β,λ ,β > , (0; )γ β∈ , 0 0(0; )γ β∈ , (10) 

имеем 01
0 018( ; ) ( 9 2 9 2 )λ tλtε t σ σ β β + γe γ e−−

⊥ = − + − . При t → ∞  ( ; )ε t σ⊥  стремится к 

горизонтальной асимптоте 1
018 (2 9 )ε σ β β⊥ = − , не зависящей от λ  и 0λ . Скорость ползучести 

01
0 018( ; ) ( 9 2 )λ tλtε t σ σ γλe γ λ e−−

⊥ = − +ɺ  может менять знак; из условия экстремума 0
0 09 2 λ tλtγλe γ λ e−− =  

при 0λ λ≠  находится (единственная) точка экстремума 0(ln ) /( )mt µ λ λ= − , 0 04,5µ γ λ /(γλ)= , если 

0mt >  (т. е. 0λ λ>  & 1µ >  или 0λ λ<  & 1µ < ). Так как 11
0 018( ) [2 9 9 ) ]mλt

mε t σ β β γ(1 λλ e−−
⊥ = − + − , 

то mt  – точка минимума при 0λ λ<  (когда ( ) ( )mε t ε⊥ ⊥< ∞ ) и mt  – точка максимума при 0λ λ>  

(когда ( ) ( )mε t ε⊥ ⊥> ∞ ). При 0λ λ=  (в случае совпадения времен ретардации 1/τ λ=  сдвиговых и 

объемных деформаций) ( )ε t⊥  всегда монотонна на полуоси 0t ≥ : ( )ε t⊥  возрастает при 

09 2 0γ γ− >  и ( )ε t⊥  убывает при 02 9γ γ> . В случае 0 0γ = , когда 0 0( ) constt βΠ = = , т. е. в случае 

упругой зависимости объемной деформации от среднего напряжения, 1
018 ( 9 ( ) 2 )σ t βε⊥ = − Π + ) 

монотонно убывает (и меняет знак, если 9 9
02 2(0) ( )βΠ < < Π ∞ , т. е. 9 9

02 2)(β γ β β− < < ). 
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Рис. 1. Кривые ползучести (7)–(9) моделей семейства (10) при 0,01σ =  

На рис. 1 приведены кривые ползучести 11( )tε  (шесть кривых 2, 4 в верхней части рис.), 

22( )ε t ε⊥ =  (шесть кривых 2, 4 в нижней части рис.), ( )tθ  (три кривые 2 в средней части рис.) для 
0,01σ = , порожденные тремя моделями вида (10) с одинаковыми сдвиговыми ФП ( )tΠ  ( 0,1λ = , 

1β = , 0,5γ =  и 1/ 10τ λ= = ) и разными 0( )tΠ  (с разными временами объемной ретардации 

0 01/τ λ= ): с 0 0,1λ λ= =  (штрих-пунктирные кривые 2, 4), с 0 1λ λ= >  (сплошные кривые 2, 4) и с 
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0 0,01λ λ= <  (штриховые кривые 2, 4). Значение 0 0,9γ =  одинаково у всех моделей, а номера 

кривых соответствуют двум значениям параметра 0 2β =  и 0 4β =  для каждой из моделей ( 0β  

управляет величинами мгновенного и длительного объемных модулей 0 01/( )β γ−  и 01/β  модели 

(10)). Кривые ползучести моделей с одинаковым 0β  стремятся к одной и той же горизонтальной 

асимптоте: 1
03( )θ σ β∞ = , 1 1

11 0 09 9( ) (9 ( ) ( )) (9 )ε σ σ β β∞ = Π ∞ + Π ∞ = + , 1
018( ) (2 9 )ε σ β β⊥ ∞ = − . 

Примечательны немонотонность и смена знака поперечной деформации. 
 

3. Свойства коэффициента Пуассона при ползучести 
Из уравнений кривых ползучести (8), (9) (c 0σ > , 1z = ) найдем КоП 

 0 0

11 0 0

9 ( ) 2 ( ) 3 ( )1
( ) 0,5

2 9 ( ) ( ) 18 ( ) 2 ( )

t t t
t

t t t t

εν
ε

⊥ Π − Π Π
= − = = −

Π +Π Π + Π
,    (11) 

или 

                                           
3 9

( ) 0,5 1
6 2 6 2

z
t

z z

ξν
ξ ξ

= − = − +
+ +

,  (12) 

 1 1
0 0 03 3( ) : 3 / / ( ) / | ( ) ( ) / ( )t σ t σ | t z t tξ ε ε θ ε= = = Π Π = Π Π  (13) 

– параметр вида деформированного состояния, sgn 1z σ= = ± . Существенное отличие линейного 
ОС (1) от нелинейных ОС вязкоупругости – независимость КоП от уровня напряжения и его 
знака. В силу линейности ОС (1) изучаемые качественные свойства кривых ползучести и КоП 
Пуассона не зависят от масштабирования (способа обезразмеривания) времени и напряжений.  

Так как ( ) 0tΠ >  и 0( ) 0tΠ >  при 0t > , то 0θ > , 0ξ >  и ( ) 0,5tν <  в случае 0σ > . Из 
возрастания ( )tΠ  следуют неравенствo ( ) (0)tΠ > Π  и оценка снизу для коэффициента Пуассона 

1
0 0( ) 0,5 3 ( )(18 (0) 2 ( ))t t tν −> − Π Π + Π  (учитывающая специфику ФП); а из ( ) 0tΠ >  следует 

универсальная (но более грубая) оценка ( ) 1tν > −  при всех 0t > , справедливая для любых ФП. 

Для моделей с (0) 0Π =  (нерегулярных) и 0(0) 0Π ≠  формула (11) дает в пределе при 0t →  

(0 ) 1ν + = −  для любого 0σ > , а для моделей с 0(0) 0Π =  и (0) 0Π ≠  имеем (0 ) 0,5ν + = . 

КоП (11) может быть отрицательным, поскольку возможно ( ) 0tε⊥ > . Критерий 

отрицательности ( )tν  на некотором интервале времени при растяжении имеет вид  
9

0 2( ) ( )t tΠ > Π .               (14) 

Из (9) (и сказанного выше) следует, что кривые ползучести в продольном и поперечном 
направлении, вообще говоря, не подобны, т. е. КоП ( )tν  не постоянен. Критерий постоянства 

( )tν  при одноосном растяжении (т. е. постоянства параметра ( )t kξ = , 0k > , в силу (12)) 
налагает связь на ФП ОС (1), управляющими сдвиговыми и объемными деформациями: 

0( ) 3 ( )t k tΠ = Π ,   0t > .       (15) 
13(0,5 )(1 ) 0k ν ν −= − + > . В частности, тождество (15) выполняется для несжимаемого материала 

(с 0( ) 0tΠ ≡ ), когда ( ) 0,5tν ≡  по (11), но никогда не выполняется при всех 0t >  для реономного 

материала с упругим изменением объема ( 0( ) 0t cΠ = > , ( ) consttΠ ≠ ).  
Коэффициент Пуассона не обязан быть монотонной функцией. Поскольку из (12)  

2 2

( )(6 2 ( )) 2 ( ) ( ) 18 ( )
( ) 3

(6 2 ( )) (6 2 ( ))

t t t t t
t

t t

ξ ξ ξ ξ ξν
ξ ξ

+ −= − = −
+ +

ɺ ɺ ɺ

ɺ ,    (16) 

то знаки ( )tνɺ  и ( )tξ− ɺ  одинаковы, и потому совпадают интервалы монотонности ( )tν  и ( )tξ− .  
21

3( ) ( ) ( )t t y tξ −= Πɺ ,  0 0( ) : ( ) ( ) ( ) ( )y t t t t t= Π Π −Π Πɺ ɺ .    (17) 

Так как 0( ) / ( ) 0t tΠ Π >  при всех 0t > , то критерий нестрогого возрастания КоП (убывания ( )tξ ) 

на некотором интервале времени имеет вид 0 0( ) / ( ) ( ) / ( )t t t tΠ Π ≤ Π Πɺ ɺ . Необходимое условие 
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экстремума – 0 0( ) / ( ) ( ) / ( )t t t tΠ Π = Π Πɺ ɺ  (если оно выполняется не только в точке, но и на 
некотором интервале времени, то получается условие постоянства КоП (15)). 

Пример 2. Для ОС (1) с (ограниченными) ФП классической модели Кельвина (10) имеем 
1

0 03(0) ) / ((β γ β γ)ξ = − − ,  1 1
0 0(0) 1 9(6 2 (0)) 1 27[18 2( ) / ( )]ν ξ β γ β γ− −= − + + = − + + − − , 

1
03( ) /β βξ ∞ = , 1

0( ) 1 27[18 2 / ]ν β β −∞ =− + +  (т. е. при t → ∞  ( )tξ  и ( )tν  имеют горизонтальные 

асимптоты, не зависящие от λ  и 0λ ); λtγλe−Π =ɺ , 0
0 0 0

λ t
γ λ e−Π =ɺ  и по (17) 

0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( )λ t λ t λ t λ tλt λt λt λty t γ λ e β γe γλe β γ e γ γ(λ λ )e e γ λ βe γλβ e− − − −− − − −= − − − = − + − . 

При 0λ λ≠  ( )tξ  и ( )tν  могут иметь точки максимума и минимума. При 0λ λ=  (в случае 

совпадения времен ретардации сдвиговых и объемных деформаций) 0 0( ) ) λty t λ(γ β γβ e−= − ; 

поэтому ( ) 0y t >  при 0 0γ β γβ>  и КоП убывает на всем луче 0t > , а при 0 0γ β γβ<  будет ( ) 0y t <  

и КоП возрастает на луче 0t > . Условие наличия отрицательных значений КоП (14) имеет вид 
9

0 0 2 )λt λt
β γ e (β γe− −− > − , или 9 9

0 02 2( λt
β β γ γ)e−− > − .  

На рис. 2, а приведены графики КоП ( )ν t  трех моделей вида (10) с одинаковыми сдвиговыми 

ФП ( )tΠ  ( 0,1λ = , 1β = , 0,5γ =  и 1/ 10τ λ= = ) и разными 0( )tΠ  (с разными временами 

объемной ретардации 0 01/τ λ= ): 1) с 0 0,1λ λ= =  (штрих-пунктирные кривые 1–6), 2) с 0 1λ λ= >  

(сплошные кривые 1-6), 3) с 0 0,01λ λ= <  (штриховые кривые 1–6). Значение 0 0,9γ =  

фиксировано, а номера кривых соответствуют шести значениям 0β  для каждой из трех моделей: 

0 1;2;3;4;5;6β =  (с ростом 0β  график ( )ν t  смещается вниз). Функции ( )ν t  всех трех моделей с 

одинаковым 0β  имеют одинаковые начальные значения (0)ν  и асимптоты ( )ν ν= ∞  (они не 

зависят от λ  и 0λ ) и могут менять знак, но в остальном ведут себя совершенно по-разному: при 

достаточно малом отношении 0 / 1τ τ <  ( )ν t  быстро убывает в окрестности нуля, а затем 

возрастает (сплошные кривые 1–6 с 0 / 0,1τ τ = ), при достаточно большом 0 / 1τ τ >  ( )ν t  медленно 

возрастает в окрестности нуля, а затем убывает к асимптоте (штриховые кривые 1–6 с 0 / 10τ τ = ), 

а при 0τ τ=  ( )ν t  не имеет точек экстремума: убывает при малых 0 *β β< , * 0β βγ /γ=  (штрих-

пунктирная кривая 1) и возрастает при 0 *β β>  (а при 0 *β β=   1
03( ) constt γ /γξ = =  и ( ) constν t = ). 

Таким образом, уже на примере простейшей модели с шестью параметрами и одноточечными 
спектрами сдвиговой и объемной релаксации и ретардации можно увидеть каким разнообразным 
может быть поведение КоП ( )ν t  при ползучести, описываемое линейным ОС (1). 

Пример 3. Для модели cо степенными ФП (и непрерывным спектром релаксации)  
uB AtΠ = + , 0 0 0

wB A tΠ = + , , (0;1)u w∈ , 0, 0B B ≥ , 0, 0A A > ,   (18) 

имеем 1
03(0) /B Bξ = , 1

0(0) 1 27[18 2 / ]B Bν −= − + + , а при t → ∞  графики ( )tν  обладают 

горизонтальными асимптотами: ( ) 0ξ ∞ = , ( ) 0,5ν ∞ =  при u w> , ( )ξ ∞ = +∞ , ( ) 1ν ∞ = −  при 

u w<  и 1
03( ) /A Aξ ∞ = , 1

0( ) 1 27[18 2 / ]A Aν −∞ =− + +  при u w=  (в первых двух случаях 

асимптоты не зависят от параметров модели, и при больших временах моделируемый материал 
ведет себя как несжимаемый или как не меняющий форму). В силу (17)  

1 1 1
0 0 0( ) ( ) u w w uy t AA w u t A Bwt AB ut+ − − −= − + − , и ( )tνɺ  может менять знак, если w u≠ . При w u=  

1
0 0( ) ( ) uy t A B AB ut −= − , и потому КоП – монотонная функция: при 0 0A B AB>  ( ) 0y t >  и КоП 

убывает на всем луче 0t > , при 0 0A B AB<  ( ) 0y t <  и КоП возрастает на луче 0t > , а при 

0 0A B AB=  ( ) constν t = . Если 0 0A = , то 0 0( ) constt BΠ = =  (такая функция ползучести 

моделирует линейно упругое изменение объема), ( ) 0y t < , 1
0 0( ) 0,5 3 [18( ) 2 ]ut B B At Bν −= − + +  

возрастает на всем луче 0t >  и ( ) 0,5ν ∞ =  при любом 0B . 
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Рис. 2. Графики коэффициента Пуассона моделей семейства (10) с одинаковыми сдвиговыми ФП ( )tΠ   

и разными 0 0,01;0,1;1λ =  и 0 1;2;...;6β =  (а) и моделей (18) с одинаковыми ( )tΠ  и разными w  и 0B  (б)  
 

На рис. 2, б приведены графики КоП ( )ν t  трех моделей семейства (18) с одинаковыми 

сдвиговыми ФП ( )tΠ  (c 0,5u = , 0,5A = , 1B = ) и разными объемными ФП 0( )tΠ : 1) с 
0,5w u= =  (штрих-пунктирные кривые 0,1,2,3,5,7), 2) с 0,2w u= <  (сплошные кривые 

0,1,2,3,5,7), 3) с 0,8w u= >  (штриховые кривые 0,1,2,3,5,7). Параметр 0 1A =  фиксирован, а 

номера кривых соответствуют разным значениям параметра 0 0;1;2;3;5;7B =  для каждой из трех 

моделей (с ростом 0B  график ( )ν t  смещается вниз). При каждом 0B  начальные значения (0)ν  

одинаковы у всех трех моделей (и убывают с ростом 0B ), а горизонтальные асимптоты при 

t → ∞  различны (и не зависят от 0B ): ( ) 0,5ν ∞ =  у всех моделей с w u< , ( ) 1ν ∞ = −  у всех 

моделей с w u>  и 1
0( ) 1 27[18 2 / ] 5 / 22A Aν −∞ =− + + =  при w u= . Асимптота 5/ 22ν =  кривых 

0–7 модели с 0,5w u= =  совпадает со штрих-пунктирной кривой (прямой) 2, поскольку при 
w u=  и 0 2B =  будет 0 0A B AB=  и ( ) consttν = . Примечательны перемены знака и 
немонотонность ( )ν t  (у штриховой кривой 5 – даже две перемены знака). Для сравнения 

приведен график ( )ν t  модели с линейно упругим изменением объема, т. е. с 0 0A =  (штриховая 

кривая 1’ для 0 1B = ): он монотонно возрастает и ( ) 0,5ν ∞ =  при любом 0B . 
Заключение. В работе изучены возможности линейного ОС вязкоупругости (1) с двумя 

произвольными материальными функциями (ползучести) для изотропных нестареющих 
реономных материалов по описанию комплекса реологических эффектов, связанных с 
поведением поперечной деформации и коэффициента Пуассона при одноосном нагружении. 
Аналитически исследованы общие выражения (11) и (13) для коэффициента Пуассона ( )ν t  в 

условиях ползучести и для параметра вида деформированного состояния ( )ξ t  (равного 
отношению объемной деформации к интенсивности деформаций) через материальные функции и 
время. Существенное отличие линейного ОС от нелинейных ОС вязкоупругости – независимость 

( )ν t  от уровня напряжения и от его знака. Доказано, что ( )ν t  может изменяться в диапазоне от 
1−  до 0,5, а ( )ξ t  – от нуля до бесконечности (при 0σ > ). Найдены критерии отрицательности 
коэффициента Пуассона при ползучести, критерий его постоянства (т. е. подобия кривых 
ползучести в продольном и поперечном направлениях) и критерии его возрастания, убывания и 
немонотонности. Все эти эффекты и доказанные общие утверждения проиллюстрированы на 
конкретных примерах моделей с классическими функциями ползучести.  

Таким образом, показано, что линейное ОС вязкоупругости (1) для нестареющих изотропных 
сред, пренебрегающее влиянием шаровой и девиаторной частей тензоров напряжений и 
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деформаций друг на друга и влиянием их третьих инвариантов (параметра Лоде), способно, в 
принципе, качественно воспроизводить основные эффекты, связанные с поведением 
коэффициента Пуассона (монотонность, немонотонность, знакопеременность, отрицательность, 
стабилизацию с течением времени), за исключением зависимости от уровня напряжения. 

Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант № 17-08-01146_а). 
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The Boltzmann–Volterra linear constitutive equation for isotropic non-aging viscoelastic materials 
(with an arbitrary shear and bulk creep compliances) is studied analytically in order to find out its capa-
bilities to provide an adequate qualitative description of rheological phenomena related to creep under 
uni-axial loading and types of evolution of the Poisson’s ratio (lateral contraction ratio in creep) and to 
outline the control scopes of the material functions. The constitutive equation doesn’t involve the third 
invariants of stress and strain tensors (or the Lode–Nadai coefficients) and implies that their hydrostatic 
and deviatoric parts don’t depend on each other. It is controlled by two material functions of a positive 
real argument (that is shear creep compliance and bulk creep compliance); they are implied to be posi-
tive, differentiable, increasing and convex functions. General properties of the creep curves for volumet-
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ric, longitudinal and lateral strain generated by the model under uni-axial loading are studied. Conditions 
for creep curves monotonicity and for existence of extrema and sign changes of strains and the Poisson’s 
ratio evolution in time are studied. The influence of qualitative restrictions imposed on its material func-
tions is analyzed. The expressions for Poisson’s ratio through the strain triaxiality ratio and in terms of 
creep compliances are derived. Assuming creep compliances are arbitrary (permissible), general accu-
rate two-sided bounds for the Poisson’s ratio range are obtained; it is proved that the lateral contraction 
ratio in creep is greater than –1 and less than 0,5 at any moment of time. Additional restrictions on mate-
rial functions and stress levels are derived to provide negative values of Poisson’s ratio. Criteria for the 
Poisson’s ratio increase or decrease and for its non-dependence on time are found. In particular, it is 
proved that the linear relation is able to simulate non-monotonic behavior and sign changes of lateral 
strain and Poisson’s ratio under constant axial load.  

Keywords: viscoelasticity; compressibility; axial creep; volumetric creep; non-monotonic lateral 
strain; negative Poisson’s ratio. 
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Представлены результаты первопринципного моделирования влияния 
кремния на энергию формирования цементита и парциальную энтальпию.  
Моделирование проводилось в рамках теории функционала плотности 
(DFT) полнопотенциальным методом линеаризованных присоединенных 
плоских волн (FP LAPW) с учетом обобщенного градиентного приближения 
(GGA’96) в программном пакете WIEN2k. Были изучены различные 
концентрации примеси кремния в цементите, а именно, 1,6, 3,2 и 6 ат. % 
как в позиции замещения атома железа (S и G-позиции), так и атома 
углерода (С-позиция). Была выполнена объемная оптимизация структур.  
Найдены равновесные параметры решетки как цементита без примеси, так 
и в присутствии кремния, которые отлично согласуются с 
экспериментальными и теоретическими данными. Энергия формирования 
для концентрации 3,2 ат. % в С-позиции оказалась –0,03 эВ, что может 
говорить о стабилизации цементита. Но при этом парциальная энтальпия 
для всех положений кремния положительна, и значит, кремний остается в 
твердом растворе ОЦК-Fe, что находится в хорошем согласии с 
результатами других теоретических и экспериментальных работ. Было 
получено, что чем больше концентрация кремния, тем ниже средний 
магнитный момент на атомах железа. 

Ключевые слова: первопринципное моделирование; цементит; кремний; 
энергия формирования; парциальная энтальпия. 

 
Введение 

Промышленные материалы, такие как стали и сплавы на основе железа, всегда содержат 
примеси внедрения (углерод, азот, кислород, водород) и замещения (кремний, фосфор, сера), 
которые либо преднамеренно добавляют в сплав, либо данные примеси попадают в материал при 
изготовлении. Даже небольшая концентрация  этих примесей может существенно повлиять на 
свойства материала [1–4]. Углерод является одной из наиболее важных примесей, так как 
увеличивает долговечность сталей и повышает порог хладноломкости. Примесь кремния всегда 
присутствует в сплаве, поскольку его добавляют специально во время плавления для удаления 
оксида железа и увеличения срока службы и предела текучести стали.  

Свойства железоуглеродистых сплавов во многом определяются образованием карбида 
железа, цементита Fe3C, который обладает высокой прочностью и служит основной 
упрочняющей фазой в сталях, но в то же время делает сталь более хрупкой. Хорошо известно, 
что стабильность данного карбида является очень чувствительной к примесям, например, 
экспериментально показано, что V, Cr, Mn и Mo стабилизируют цементит [5]. Что же касается 
примеси кремния, то его влияние до сих пор не установлено. Поскольку растворимость Si в 
цементите низкая, а влияние кремния на растворимость углерода в феррите (ОЦК-железе), и, 
следовательно, на стабильность цементита, имеет противоречивые экспериментальные данные 
[6–9]. 

Согласно данным фазовой диаграммы [10], для того чтобы структура цементита оставалась 
стабильной, необходимо, чтобы примесь кремния не превышала 4 ат. %. Ранее уже были 
проведены исследования влияния примеси кремния на образование цементита, но в работах была 
использована  система, в которой концентрация примеси кремния составляла либо 6 ат. % [11–
13], либо 0,8 ат. % [14, 15]. Поэтому представляет интерес исследование влияния различных 
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концентраций примесей кремния на образования Fe3C (1,6; 3,2 и 6 ат. %) как в позиции 
замещения атома железа, так и атома углерода. 
 
Методы 

Все расчеты проводились в программном пакете WIEN2k [16] полнопотенциальным методом 
линеаризованных присоединенных плоских волн с учетом обобщенного градиентного 
приближения, что обеспечивает высокую точность результатов моделирования в рамках теории 
функционала плотности. Для расчетов использовался мощный вычислительный комплекс 
Торнадо. 

Цементит Fe3C имеет орторомбическую решетку, принадлежащую к пространственной 
группе Pnma. Элементарная ячейка с параметрами a = 4,524; b = 5,089; c = 6,744 Å [17] содержит 
12 атомов железа и 4 атома углерода. Атомы железа в решетке цементита занимают две 
кристаллографически неэквивалентные позиции – G (general) и S (special). Суперячейки состояли 
из 16, 32 и 64 узлов орторомбической решетки (1×1×1), (1×1×2) и (2×1×2), заполненных 12, 24 и 
48 атомами железа и 4, 8 и 16 атомами углерода соответственно. Один из атомов Fe (в позиции G 
или S) или из атомов С (в позиции С) был заменен 1 атомом примеси замещения – Si. При 
интегрировании в обратном пространстве и вычислении электронной плотности использовалась 
схема Монхорста–Пака с сеткой 8×8×8, 6×6×6 и 4×4×4 k-точек зоны Бриллюэна, соответственно. 
Расчеты проводились при значениях параметров моделирования: параметр сходимости Kmax = 
5 a.е.–1, радиусы MT-сфер Rmt(Fe) = 2,00 a.е., Rmt(Si) = 2,00 a.е. (в позиции замещения G и S) и 1,70 
a.е. (в позиции замещения С), Rmt(C) = 1,45 a.е., Ecut= –7,0 Рб (340 эВ). Для кремния в позиции 
замещения углерода, ввиду малости поры, радиус МТ-сферы был уменьшен до 1,70 а.е. Для 
ферромагнитного α-железа был определен равновесный  параметр решетки 2,842 Å, что хорошо 
согласуется с экспериментальным значением 2,867 Å [18]. Критерием сходимости для всех 
расчетов было воспроизведение полной энергии и заряда с точностью не менее 10–4 Рб и 10–3

е
– 

соответственно, а силы на каждом из атомов  не превышали значения 1 мРб/а.е (0,025 эВ/Å). Все 
это обеспечивает погрешность результатов расчетов не более 0,01 эВ. 

Энергия формирования, Ef, для цементита была оценена с помощью формулы: 
(Fe C ) (Fe) (C),f k nE E kE nE= − −  

где Fe Ck n  – полная энергия кристалла цементита (k – количество атомов Fe, n – количество 

атомов C); (Fe)E  – энергия 1 атома Fe в ОЦК структуре; ( )E C  – энергия 1 атома углерода в 
структуре графита.  

Энергия формирования цементита в присутствии примеси кремния была вычислена как 

(Fe Si C ) ( ) (Fe) (Si) (C),Si
k m m nf

E E k m E mE nE−= − − − −  

где (Fe Si C )k m m nE −  – полная энергия кристалла цементита с примесью кремния (k – количество 
атомов Fe,  m – количество атомов Si , n – количество атомов C; (Si)E  – энергия 1 атома кремния 
в структуре алмаза. Аналогичное уравнение применяется для случая замены атома углерода 
кремнием.  

При этом изменение энергии формирования цементита при добавлении примеси кремния 
определялось как 

Si
f f fE E E∆ = − . 

Положительная энергия образования свидетельствует о невозможности существования 
стабильной фазы при нормальных условиях, то есть соединение нестабильно по отношению к 
разделению на отдельные фазы, и возможны принципиальные трудности его синтеза. Близкое к 
нулю положительное значение  может означать, что данная фаза является метастабильной, но 
выбором условий синтеза (температура, быстрая закалка, напыление и т. д.) можно реализовать 
такое состояние. 

В стали легирующие элементы при достаточно низких концентрациях обычно не находятся в 
своих исходных состояниях, а растворяются либо в ОЦК-Fe, либо в цементите. Следовательно, 
целесообразно будет определить такую величину, как парциальная энтальпия [14] 

Fe
1 1(Fe ) (Fe SiC ) (Fe Si) (Fe C ),q k n q k np

E E E E E− −= + − −  
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где (Fe )qE  и 1(Fe Si)qE −  – энергии ОЦК структуры железа из 54 атомов и в присутствии 

примеси кремния, соответственно.  

C
1 1

1
(Fe ) (Fe SiC ) (Fe Si) (Fe C ),q k n q k np

q f p
E E E E E

q p− −
− −= + − −  

где коэффициенты q = 54, f = 4 (количество атомов в формульной единице), p = N/f (N – 
количество атомов  в системе).  

Стабилизация влечет за собой перенос Si из твердого раствора Si в ОЦК-Fe в цементитную 
фазу, в то время как дестабилизация подразумевает, что легирующий элемент остается в твердом 
растворе ОЦК-Fe. Отсюда следует, что (положительное) отрицательное значение pE  указывает  

на то, что легирующий элемент (де)стабилизирует структуру и переходит в (ОЦК-Fe) 
цементитную фазу. 
 
Результаты и обсуждение 

Объемная оптимизация систем 
Начальные параметры решетки чистого цементита совпадали с экспериментальными 

данными (объем элементарной ячейки 155,32 Å3) [17]. В первую очередь были зафиксированы 
отношения a/b, a/c, b/c. При сохранении данных величин изменялся полный объем системы от  
–2 % до 2 % (рис. 1, а). Оптимизация по объему проводилась путем проведения серии расчетов, 
позволяющих выявить зависимость энергии системы от ее объема. Аппроксимация полученных 
данных проводилась с помощью уравнения состояния Мурнагана. Для того чтобы не писать 
громоздкие значения энергии введена относительная энергия, равная разнице между энергией 
системы и 419588,492 эВ. 

Согласно уравнению Мурнагана наименьшей энергии отвечает объем системы, 
соответствующий 153,925 Å3: a1

 = 4,512; b1
 = 5,074; c1

 = 6,723 Å. После этого фиксируются 
параметры b и c, а варьируется параметр a от –2 % до 2 % (рис. 1, б). Наименьшей энергии 
отвечает объем системы имеющий значение 153,85 Å3: a2

 = 4,510 (–0,05 % от a1); b1
 = 5,074; 

c1
 = 6,723 Å. Далее фиксируются параметры a и c, а меняется параметр b от –2 % до 2 % (рис. 1, 
в). В соответствии с уравнением Мурнагана, наименьшей энергии отвечает объем системы, 

 
 

  
Рис.1. Объемная оптимизация параметров решетки Fe3C. Зависимость относительной энергии системы от 

объема (а); от значения а (б);  от значения параметра b (в); от значения параметра c (г) 
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равный 153,508 Å3: a2
 = 4,510; b2

 = 5,063 (–0,22 % от b1); c1
 = 6,723 Å. На завершающем этапе 

параметры a и b принимают фиксированное значение, а параметр c варьируется в диапазоне 
значений от –2 % до 2 % (рис. 1, г). Таким образом, было получено, что минимальной энергии 
системы соответствуют следующие параметры решетки (154,045 Å3): a2

 = 4,510; b2
 = 5,063; 

c2
 = 6,747 Å (+0,36 % от c1). В табл. 1 представлено сравнение наших результатов с другими 

данными как теоретическими, так и экспериментальными. 
 

Таблица 1 
Параметры решетки цементита. Сравнение полученных результатов с данными других авторов 

Параметр Данная работа Вычисления [11] Вычисления [14] 
Эксперимент 

[17] 
a 4,510 Å 4,462 Å 4,477 Å 4,525 Å 
b 5,063 Å 5,128 Å 5,032 Å 5,089 Å 
c 6,747 Å 6,651 Å 6,708 Å 6,744 Å 

Объем эл. ячейки 154,04 Å3 152,20 Å3 151,12 Å3 155,32 Å3 
 
На одну элементарную ячейку цементита приходится объем, равный 154,04 Å3, что на 0,8 % 

меньше экспериментального значения. Исходя из зависящих от температуры экспериментальных 
констант решетки [19], экстраполяция до нулевой температуры дает объем решетки 154,4 Å3, что 
примерно на 0,23 % больше расчетного. Что указывает на хорошее согласие наших результатов с 
экспериментальными данными. Аналогичным образом была выполнена объемная оптимизация 
систем цементит-кремний, результаты представлены в табл. 2. 

Таблица 2 
Результаты объемной оптимизации структур цементита с примесью кремния в G и S позициях замещения  

 (в системе, состоящей из N = 16, 32 и 64 атомов). Объем элементарной ячейки (V) и изменение объема 
относительно чистого цементита (∆V) 

Тип Параметры 16 32 64 
a, b, c (Å) 4,529; 5,032 ; 6,757 4,528; 5,044; 6,753 4,510; 5,055; 6,756 

V, (Å3) 154,01  (151,97 [11]) 154,24 154,02 
G 

∆V, (Å3) –0,03 (–0,23 [11]) 0,19 –0,02 
a, b, c (Å) 4,531; 5,027; 6,707 4,515; 5,040; 6,737 4,513; 5,052; 6,736 

V, (Å3) 152,77 (151,44 [11]) 153,29 153,58 
S 

∆V, (Å3) –1,28 (–0,76 [11]) –0,76 –0,46 Å3 
 

Таблица 3 
Расстояния между Si и ближайшими атомами (l), и соответствующий объем многогранника Вороного  
для атома кремния (VВ) (в системе, состоящей из N = 16, 32 и 64 атомов) (в скобках значения объема 

многогранника Вороного для атома (C,G,S) чистого цементита) 

Тип Параметры 16 32 64 
l (Å) 2,44 2,495 2,284 2,637 

2,7 2,597 2,525 2,552 
2,475 2,481 2,541 2,566 

2,181 2,718 

2,418 2,184 2,610 2,474 
2,891 2,460 2,461 2,536 
2,529 2,381 2,571 2,580 

2,701 2,441 

2,612 2,513 2,382 2,368 
2,594 2,190 2,863 2,481 
2,705 2,454 2,473 2,573 

2,559 2,466 

G 

VВ, (Å
3) 10,67 (10,24) 10,66 (10,24) 10,68 (10,24) 

l (Å) 2,692 2,575 2,692 2,034 
2,691 2,575 2,667 2,667 
2,474 2,033 2,595 2,596 
2,474 2,586 

2,571 2,474 2,599 2,673 
2,036 2,673 2,699 2,473 
2,571 2,048 2,675 2,583 
2,583 2,676 

2,453 2,563 2,677 2,080 
2,686 2,678 2,065 2,562 
2,453 2,700 2,611 2,611 
2,700 2,608 

S 

VВ, (Å
3) 10,51 (10,61) 10,66 (10,24) 10,65 (10,61) 

l (Å) 2,224 2,380 2,210 2,222 
2,202 2,202 2,213 2,379 

2,554 

2,219 2,551 2,243 2,219 
2,227 2,397 2,242 2,397 

2,225 

2,203 2,203 2,206 2,206 
2,766 2,408 2,223 2,222 

2,408 

С 

VВ, (Å
3) 9,22 (7,45) 9,41 (7,45) 9,40 (7,45) 

 
Из данных, представленных в табл. 2, можно увидеть, что для случая положения атома 

кремния в G и S-позициях при увеличении количества атомов в системе объем, приходящийся на 
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элементарную ячейку изменяется незначительно для всех случаев. Необходимо отметить, что для 
случая расположения кремния в C-позиции (16 атомов) при выполнении объемной оптимизации 
происходит существенное изменение  объема (∆V = 9,54 Å3), что согласуется с данными другой 
работы (~10 Å3 [14]). Поэтому для правильной оценки энергетических характеристик 
взаимодействия кремния с цементитом в С-позиции объемная оптимизация не выполнялась. 

В табл. 3 представлены расстояния между атомом кремния и ближайшим окружением, а 
также соответствующий объем многогранника Вороного для атома Si. 

Из данных, представленных в табл. 3, можно увидеть, что для случая расположения атома 
кремния в С-позиции (рис. 2, в) с увеличением количества атомов в системе объем 
многогранника Вороного, приходящийся на атом Si, уменьшается. Максимальное изменение V 
наблюдается при  расположении Si в S-позиции (рис. 2, б) (с 10,51 Å3 при 16 атомах до 10,65 Å3 
при 64 атомах). Для случая расположения кремния в G-позиции (рис. 2, а) наблюдаются  
незначительные изменения, порядка 0,05 Å3.  

 
Результаты расчетов энергии формирования (энтальпии), ее изменение и парциальной 

энтальпии,  которые являются характеристикой стабильности системы приведены в табл. 4.  
 

Таблица 4 

Энергетические характеристики систем цементит-кремний. fE  – энергия формирования цементита, Si
fE  – энергия 

формирования цементита в присутствии кремния, fE∆  – изменение энергии формирования цементита, 
p

XE  – 

парциальная энтальпия ( X = Fe, C) 

N Тип fE ,эВ 
f

SiE , эВ fE∆ , эВ fE∆ , 

эВ/ф.е. p

XE , эВ 

С 1,02 0,11 0,03 1,62 
S 1,32 0,41 (0,34[11,13]) 0,10 1,69 (1,65[13]) 16 
G 

0,91 
1,15 0,24 (0,24[11], 0,18[13])  0,06 1,52 (1,55[15], 1,40[13] )  

С 1,78 -0,03 0,00 1,47 
S 2,23 0,41 0,05 1,69 32 
G 

1,82 
1,94 0,13 0,02 1,41 

С 3,81 0,17 0,01 1,57 
S 4,02 0,38 0,02 1,66 64 
G 

3,64 
3,76 0,12 0,01 1,40 

 
Полученное значение энергии образования для Fe3C (0,227 эВ или 0,06 эВ/атом) находится в 

хорошем согласии с экспериментальными данными (0,05÷0,08 эВ/атом) [20, 21] и результатами 
предшествующих теоретических оценок (0,22, 0,22, 0,26) [11, 12, 13]. Энергия образования Fe3C 
является положительной величиной, что согласуется с метастабильным характером цементита, в 
частности с его достаточно легким распадом, сопровождающимся образованием свободного 
углерода в виде графита. 

При рассмотрении результатов изменения энергии формирования мы видим, что для 
состояния атома кремния в С-позиции (32 атома) эта величина отрицательна, и, следовательно, 
можно говорить о стабилизации цементита. Однако, если мы обратим внимание на парциальную 
энтальпию, то для всех положений кремния она положительна, и значит, кремний остается в 
твердом растворе ОЦК-Fe, что находится в хорошем согласии с другими данными [14, 15]. Кроме 

   
Рис. 2. Первое окружение для атома кремния в Fe3C: а) G-позиция; б) S-позиция; в) C-позиция   
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того, это согласуется с экспериментальными данными, поскольку Si используются для 
подавления образования цементита в TRIP-сталях [22]. Из результатов изменения энергии 
формирования цементита в присутствии кремния на формульную единицу и парциальной 
энтальпии наблюдается существенная зависимость данных от размера суперячейки. Данный 
эффект связан с периодическими граничными условиями и показывает наличие взаимодействия 
между атомами кремния в соседних суперячейках. 

Рассчитанные средние локальные магнитные моменты на атомах железа, углерода и 
кремния, а также полная намагниченность приведены в табл. 5 для различной концентрации 
последнего. Также для сравнения представлены значения средних магнитных моментов атомов 
железа и углерода в чистом цементите. Полученные результаты для магнитных моментов на 
атомах железа для Fe3C (2,00 и 1,91µВ  на атомах Fes и Feg, соответственно) хорошо согласуются 
как с данными предыдущих расчетов [11–13, 15], так и с экспериментальным средним значением 
1,78µВ [23]. На атомах углерода наблюдается небольшой индуцированный магнитный момент –
0,11µВ.  

Таблица 5 
Средние локальные магнитные моменты на атомах Fe, C и Si (m, µВ) и полная намагниченность (M, µВ на 

элементарную ячейку) в системе с одним атомом кремния 

N Тип mFes mFeg mC mSi M 
С 1,94 1,79 –0,11 –0,05 21,43 
S 1,95 1,76 –0,09 –0,05 19,21 16 
G 1,81 1,75 –0,09 –0,07 18,77 
С 1,97 1,87 –0,11 –0,05 22,08 
S 1,97 1,84 –0,10 –0,05 20,83 32 
G 1,94 1,87 –0,10 –0,07 20,99 
С 2,01 1,90 –0,11 –0,06 22,45 
S 1,99 1,89 –0,11 –0,06 21,79 64 
G 1,98 1,90 –0,11 –0,08 21,83 

Fe3C 2,00 1,91 –0,11 – 22,50 
 

При замещении Fe или С на Si наблюдается существенное изменение магнитных моментов 
атомов железа, которое практически исчезает для системы, состоящей из 64 атомов. 
Рассчитанный магнитный момент на атоме кремния имеет небольшое отрицательное значение  
–0,05÷–0,08µВ, что  незначительно отличается от теоретического значения, полученного для Si в 
ОЦК-железе (–0,09 µВ), а также согласуется с данными других теоретических работ [11–13]. 
Намагниченность систем и магнитные моменты на атомах снижаются с увеличением 
концентрации Si, связано это, прежде всего, с деформацией решетки. Наблюдается явный 
упругий эффект, который является дальнодействующим и при увлечении размера системы его 
влияние уменьшается (см. табл. 3).  

На рис. 3 изображена полная плотность электронных состояний (DoS) для 16 и 64-атомных 
систем (как примеры объемной и вытянутой структур). В структуре DoS легко выделяются 
парциальные полосы подрешетки железа (от –7,5 до 5 эВ), локальные пики углерода (от –13,6 до 
–11,5 эВ) и кремния (от –10 до –8 эВ).  

Примесь кремния дает вклад в DoS выше –5 эВ, что указывает на образование прямых связей 
между Si3p-Fe3d, что является причиной понижения магнитного момента на атомах железа.  В 
случае G-позиции кремния происходит непосредственное связывание Si-Fe, в то время как для S-
позиции – через соседний атом углерода. Также для С и G-позиции кремния наблюдается щель в 
p-d-полосе. Для системы из 64 атомов пики для атома кремния более узкие по сравнению с 16-
атомной системой, то есть повышается высота Fe3d-полосы, что и приводит к увеличению 
магнитного момента на атомах железа. В силу операции трансляции при малом размере ячейки 
атомы кремния и углерода находятся близко, и происходит существенное перераспределение 
электронной плотности между железом, углеродом и кремнием с понижением среднего 
магнитного  момента у атомов железа. С увеличением размера ячейки данный эффект ослабевает. 
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Заключение 

Проведенные расчеты кремния в цементите показали, что для всех исследуемых случаев 
наиболее энергетически выгодны замещения позиций атома углерода, что указывает на 
отталкивающий эффект между данными примесями.  С ростом концентрации Si при его 
расположении в позиции углерода намагниченность системы возрастает. В случае же  
расположения кремния в G- и S-позициях наблюдается резкое уменьшение намагниченности. 
Связано это, прежде всего, с деформацией решетки.  Было получено, что для атома кремния в С-
позиции (32 атома) энергия формирования отрицательна, и, следовательно, можно говорить о 
стабилизации цементита.  Однако парциальная энтальпия для всех положений кремния 
положительна и значит, кремний остается в твердом растворе ОЦК-Fe, что в целом согласуются с 
экспериментальными наблюдениями. Было получено, что чем больше концентрация кремния, 
тем ниже средний магнитный момент на атомах железа. Данный эффект является следствием 
использования при расчетах периодических граничных условий и указывает на наличие 
взаимодействий между атомами кремния в соседних суперячейках. 

Исследование поддержано грантом Российского научного фонда № 16-19-10252.  
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Results of first-principles simulation of silicon influence of the energy of cementite formation and 

on partial enthalpy are presented in the article. Simulation was carried out in the frameworks of the Den-
sity Functional Theory (DFT) using the full-potential- linearized-augumented-plane-wave method (FP 
LAPW) taking into account the generalized gradient approximation (GGA’96) in WIEN2k software 
package. Various concentrations of silicon admixtures in cementite were studied, namely 1,6,  3,2 and 6 
at. % for both the position of displacement of iron atom (positions S and G) and of carbon atom (posi-
tion C). Volumetric optimization of all structures was carried out. Equilibrium parameters of the grid 
were determined both for cementite without admixtures (a = 4,510; b = 5,063; c = 6,747 Å), and for ce-
mentite with silicon, which excellently comply with experimental and theoretical data. Formation energy 
for concentration of 3,2 at. % in position C turned out to be –0,03 electron-volt, which can signify ce-
mentite’s stabilization. Though at that, partial enthalpy for all positions of silicon is positive which 
means that silicon remains in solid solution BCC-Fe, which is in a good compliance with results of other 
theoretical and experimental works. It was determined that the more is concentration of silicon, the 
lower is average magnetic moment on iron atoms. Moreover, it became possible to show that energy 
characteristics of the system significantly depend on the size of a super cell. This effect is connected 
with the use of periodic boundary conditions during calculations, and shows the presence of interactions 
between silicon atoms in neighboring super cells. 

Keywords: first-principles simulation; cementite; silicon; formation energy; partial enthalpy. 
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